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1 Joukon kiasite

Joukon voisi yrittdd méaaritelld "kokoelmaksi olioita”, mutta tdmé edellyttéa, ettd ym-
mérretddn mitd “olioilla” ja "kokoelmalla” tarkoitetaan. Helpompaa kuin méaritelld
joukon késite on antaa esimerkkeji yksittéaisistda joukoista. Olioita, joista joukko muo-
dostuu, kutsutaan joukon alkioiksi. Joukko voidaan antaa esimerkiksi luettelemalla
kaikki sen alkiot aaltosulkeiden ’{’ ja '}’ vilissd. Kaikkien ominaisuuden P omaavien
olioiden muodostamalle joukolle voidaan kayttdd merkintaéa

{z | 2:114 on ominaisuus P }.

Joukkoja merkitadn yleensé isoilla kirjaimilla ja alkioita pienilld. Jos a on joukon A
alkio, niin merkitddn a € A. Jos a ei ole joukon A alkio, niin merkitdan a ¢ A.
Esimerkki 1.

Prop = { p | p on lauselogiikan atomilause } = {p1, p2, p3, ...}, p1oo € Prop,

P, = {p; € Prop | i on pariton } = {p1, ps3,ps, ...}, p2 & P1, pio1 € P,

{z | = on logiikan peruskurssilla kiytettdava konnektiivi } = {—, V, A, =, <},

N = {z |  on luonnollinen luku } = {0,1,2,...}, —1 ¢ N,

Z = { x| x on kokonaisluku } = {...,-2,-1,0,1,2,.. .}, L+ ¢ Z,

Z, = { x| x on positiivinen kokonaisluku } ={1,2,3,...}, 0 ¢ Z,,

Lp;, = { A| A on lauselogiikan kaava }, (p1 A (p2 V p1)) € Lpy.

On huomattava, ettd joukon alkiot voivat olla my6s itse joukkoja. Esimerkiksi
joukon {{p1},{p1, p1}, {p1, P2, p1 A p2}} kaikki kolme alkiota ovat lauselogiikan kaa-

vojen muodostamia joukkoja. Joukolla {{1,{1}}} on vain yksi alkio, nimitt&in joukko
{1,{1}}, jolla on kaksi alkiota, 1 ja {1}.

1.1 Joukkojen samuus

Joukko-oppi on ekstensionaalista: Kaksi joukkoa A ja B ovat samoja, A = B, tés-
miélleen silloin, kun niilld on samat alkiot: x € A, jos ja vain jos x € B.

Saman joukon alkiot voidaan luonnehtia usealla eri tavalla ja sen alkiot voidaan
esittéd eri jarjestyksissd. Myoskédn silla ei ole merkitystéd, onko jokin olio ilmoitettu
joukon alkioksi useamman kuin yhden kerran.

Esimerkki 2.
{pi | p; atomilause, jonka indeksi ¢ on 1, 2 tai 3 }
= {p17p27p3} - {p37p27p1} = {p17p27p27p37p37p3}-

1Jalkimmainen tekija kiittdd Tampereen Yliopiston Tukis#fitiots saamastaan apurahasta, joka
osaltaan mahdollisti tdmén esityksen kirjoittamisen. Tekstin teknisestd toimitustyosté tekijét kiit-
tavat Jarmo Niemeldé.



1.2 Intensio ja ekstensio®

Tarkastelemme vield hieman tarkemmin ekstensionaalisuutta. Kielellisten ilmausten
luokka termit jakaantuu yksildtermeihin ja predikaattethin. Yksilotermit toimivat jon-
kin olion nimené, ns. yksipaikkaiset predikaatit ilmaisevat olioiden ominaisuuksia
(monipaikkaiset ilmaisevat suhteita, mutta niitd emme téssid késittele). (Huomaa,
ettd predikaattilogiikassa on tapana kutsua yksilovakioita ja -muuttujia termeiksi.)

Yksilotermin ekstensio on se olio (tai yksilo), jonka nimi tdmé termi on. Esimer-
kiksi yksilotermin ’Johdatus tieteenfilosofiaan -kirjan kirjoittanut Ilkka Niiniluoto’
ekstensio on Helsingin yliopiston rehtori Ilkka Niiniluoto. Ominaisuutta ilmaisevan
predikaatin ekstensio on kaikki ne oliot, joilla on kyseinen ominaisuus. Predikaatin
"filosofian professori’ ekstensio on siis kaikkien filosofian professoreiden joukko. Ter-
min ekstensio voi olla myos tyhjd, kuten termien ’Suomen kuningas vuonna 2000’ tai
"Yhdysvaltain presidentiksi 1900-luvulla valittu nainen’.

Termin intensiota kutsutaan kdsitteeksi. Yksilotermin intensio on yksilokésite ja
yksipaikkaisen predikaatin intensio on ominaisuus. Intension ajatellaan méadrdavan
ekstension: jos kahden yksipaikkaisen predikaatin intensiot ovat samoja, niin myos
niiden ekstensiot ovat samoja. Termien 'poikamies’ ja 'naimaton mies’ intensiot lie-
nevit samat, ja kaikkien poikamiesten joukko on sama kuin kaikkien naimattomien
miesten joukko. Termeilld 'nainen’ ja 'mies’ on seké eri intensiot etté eri ektensiot.
Yksilotermeilla ’Aamutéhti’ ja 'Iltatdhti’ on eri intensiot, mutta niiden ekstensio on
sama, nimittéin planeetta Venus.

Joukko-opin ekstensionaalisuuden voidaan nyt tarkentaa tarkoittavan sité, etté
jos luonnehdimme kielen termien avulla joukkoja, niin vaikka né&illd termeilld olisikin
eri intensio, niin joukot katsotaan kuitenkin samoiksi, jos nédiden termien ekstensiot
ovat samat.

Esimerkki 3. Selviistikin termien ’perikkiiset alkuluvut’, 'yhtilon 22 — 5z + 6 rat-
kaisut’ ja ’kokonaisluvut, jotka ovat suurempia kuin 1 ja pienempié kuin 4’ intensiot
eroavat, mutta jokaisen ekstensio on sama eli joukko {2, 3}.

Esimerkki 4. Termien 'simpanssin tekemé tietokoneohjelma’ ja 'virheettomésti toi-
miva Microsoftin ohjelmisto’ intensiot eivit varmastikaan ole samat, mutta ekstensiot
lienevét samat.

Esimerkki 5. Ymmaérramme helposti termin ’opiskelija, joka on kiinnijadmatta syyl-
listynyt vilppiin yliopiston tentissd 1.1.2000 jélkeen’ intension, mutta kukaan ei kai
tied& sen ekstensiota.

1.3 Osajoukko

Joukko A on joukon B osajoukko, A C B, jos jokainen joukon A alkio on joukon B
alkio: jos © € A, niin = € B.

2Tamé#n kappaleen esitys perustuu Ilkka Niiniluodon kirjaan Johdatus tieteenfilosofiaan (Kus-
tannusosakeyhtié Otava, Helsinki, 1980), ss. 119-122.



Joukko A on joukon B aito osajoukko, A C B, jos A C B ja A # B. Jos siis
A on joukon B aito osajoukko, niin jokainen A:n alkio kuuluu joukkoon B ja lisdksi
joukossa B on ainakin yksi alkio, joka ei kuulu joukkoon A.

Esimerkki 6. Kaikkien lauselogiikan kaavojen joukon Lpj, (aitoja) osajoukkoja ovat:

{p17p27p37 .- } - LPL?
{p1,—p1,~p1,...} C Lpp,
{p1,p2, =1, (01 A —p2), (p1 V —p2), (p1 = —p2), (p1 <> —p2)} C Lpy.

Esimerkki 7. Positiivisten kokonaislukujen joukko on luonnollisten lukujen joukon
aito osajoukko, joka taasen on kokonaislukujen joukon aito osajoukko:

Z, CNCZ.

1.4 Tyhja joukko

Tyhjéksi joukoksi kutsutaan joukkoa, jossa ei ole yhtéddn alkiota. Tyhjélle joukolle
kiytetddn merkintdd (). Myos merkintéaé { } voidaan kéyttad. Tyhja joukko on minké
tahansa joukon osajoukko: ) C A aina, kun A on joukko.

Tyhji joukko voidaan médritelld formaalisti seuraavasti: ) = {x | x # x }. Tyhja
joukko muodostuu siis kaikista niisté olioista, jotka eivét ole identtisié itsensé kanssa.
Koska kaikki oliot ovat identtisid itsensé kanssa, ei téssd joukossa ole yhtadn alkiota.
Voimme my0s sanoa, ettd predikaatin ’olio, joka ei ole identtinen itsensé kanssa’
ekstensio on tyhja joukko. Edella on ollut esimerkkejé muista predikaateista, joiden
ekstensio on myos tyhja joukko.

1.5 Potenssijoukko

Joukon A potenssijoukko P(A) on kaikkien A:n osajoukkojen muodostama joukko:
PA)={X|XCA}
Esimerkki 8. Olkoon A = {1,2} ja B = {1, 2,3}. Talloin

P(4) = {0.{1},{2}. A},
P(B) = {0, {1}, {2}. {3}, {1.2}. {1.3}. {2.3}. B}.

Esimerkki 9. Olkoon W = {wy, ws,ws,...}. Koska esimerkiksi {w;} C W, {wy,
we} CW ja W C W, niin {w,} € P(W), {wy, w2} € P(W) jaW € P(W).
2 Joukko-opillisia operaatioita

Yksinkertaisimmat joukko-opilliset operaatiot ovat unioni, leikkaus ja joukko-opillinen
erotus.



Joukkojen A ja B unioni A U B on sellainen joukko, johon kuuluvat seké joukon
A ettd B alkiot ja jossa ei ole muita alkioita:

x € AU B, jos ja vain jos ¢ € A tai x € B.

Joukkojen A ja B leikkaus A N B on sellainen joukko, johon kuuluvat joukkojen
A ja B yhteiset alkiot ja vain ne:

xr € AN B, jos javain jos x € Ajax € B.

Joukkojen A ja B joukko-opillinen erotus A\ B saadaan, kun A:sta poistetaan
joukon B alkiot:
x € A\ B, jos javain jos x € Ajax ¢ B.

Némé joukot voidaan esittdd kiayttden lauselogiikan konnektiiveja seuraavasti:

AuB = {z|zxe€AVaze B}
ANB = {zx|zxe€ANze B}
A\B = {z|ze€ AN—-(z € B)}.

Esimerkki 10. Olkoon A = {wy,ws} ja B = {wy, ws}. TAll6in

A U B = {U}l,wg,UJ3},

AN B = {wy},
A\B = {w1}7
B\ A = {ws}.

2.1 Perusjoukko ja komplementti

Usein tarkastellaan vain sellaisia joukkoja, joiden alkiot ovat tietyn annetun perus-
joukon alkioita. Tarkasteltaessa joukkoja, joiden alkiot ovat lauselogiikan kaavoja, pe-
rusjoukkona on kaikkien kaavojen joukko Lp;. Mahdollisten maailmojen semantiikas-
sa esiintyy perusjoukkona (tarkasteltavan mallin) kaikkien mahdollisten maailmojen
muodostama joukko W.

Kun U on perusjoukko, niin joukkojen A ja B samuus tarkoittaa sité, ettd Vo €
U:x € A< x € B. Usein matematiikan puoliformaalissa kielessd on kuitenkin ta-
pana jattda universaalikvanttori pois implikaation tai ekvivalenssin siséltdvistd kaa-
voista ja joukkojen samuuden méiritelmé esitetdén seuraavasti:

A= DB, josjavainjosr € A< x € B.
Vastaavasti voidaan osajoukon méaaritelmé esittdd seuraavasti:
ACB, josjavain josx € A= € B.

Téassékin oletetaan kvantifioitavan perusjoukon alkioiden yli.
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Predikaattilogiikan kielessé, jossa on kaytettidvissd identiteetti '=" ja kaksipaik-
kaiset predikaattisymbolit '€’ ja 'C’, ndmé& médritelmét vastaavat kaavoja

VeVy(z =y ¢ Vz(z €2 43 2 € y))
ja
VaVy(z Cy > Va(z € 2 — 2 €9)).

Niin formaalia kieltd kiytetéisin erityisesti aksiomaattisessa joukko-opissa.>

Jos U on perusjoukko, niin joukko-opillista erotusta U \ A kutsutaan joukon A
komplementiksi (perusjoukon U suhteen). Jos perusjoukosta ei ole epéaselvyytté, voi-
daan merkitd A (my6s merkintdd —A kiytetdén).

Esimerkki 11. Olkoon perusjoukkona W = {wy,wy, ws,...}, A = {wy,we}, B =
{wy, w3, ws, ...} ja C = {ws, wy, wg, ...}. Talloin

{w3a Wy, Ws, . . '}a

SN
]
& Q

2.2 Venn-diagrammi

Joukkoja ja niiden vélisid operaatioita voidaan havainnollistaa ns. Venn-diagrammien
avulla:

ac€A c¢ A BCA,
U perusjoukko

%),

I aus I lanB

3Kaytiamme siis puoliformaalissa kielessi kaksoisnuolia = ja < lyhentein# ilmaisuille ’jos ..
niin ...” ja ’... jos ja vain jos ...". Logiikan objektikielessd n#itd vastaavat merkinnit — ja <.

bl
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] a\B A

Venn-diagrammien avulla voi tutkia joukko-opillisten operaatioiden avulla muo-
dostettujen joukkojen mahdollista samuutta. Néin ei saada matemaattista todistus-
ta joukkojen samuudelle, mutta sovellettaessa joukko-oppia saattaa riittdd Venn-
diagrammien antama tieto joukoista.

Esimerkki 12. Teemme joukon A N B Venn-diagrammin.

-
Y

B

R AnT

Saamme siis samanlaisen lopputuloksen kuin joukon A \ B Venn-diagrammissa. Voi-
daankin todistaa, ettd A\ B = AN B.

Esimerkki 13. Tarkastelemme joukkoja (A U B) ja (ANB) Venn-diagrammin avulla.
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Néamai joukot néyttéisivét olevan samoja (ndin onkin ja tdmé voidaan sitovasti todis-
taa).




2.3 Jarjestetty pari ja n-jono

Joukon {a, b} merkintéitavassa ei ole merkitysta silld, missd jirjestyksessé alkiot a ja
b luetellaan. Alkioiden a ja b muodostamalle jérjestetylle parille kiytetdan merkintéa
(a,b). Myo6s merkintédé (a, b) kiytetddn. Tassa alkioiden jérjestys on merkitseva. Jér-
jestetyt parit (a, b) ja (c,d) ovat siis samat, jos ja vain jos kummankin ensimméinen
alkio on sama (siis @ = ¢) ja my0s toinen alkio on kummassakin sama (siis b = d).

Jarjestetylle jonolle, jossa on n jésentd ja jonka ensimméinen jésen on aq, toinen
as jne., kiytetddn merkintdd (ai,as,...,a,). Kaksi jirjestettyd n-jonoa ovat samat
vain silloin, kun niissé esiintyy samat alkiot samassa jérjestyksessa.

Esimerkki 14.

(1,2,3) = (z,y,2), jos javain jos x = 1, y =2 ja z = 3,
(1,2)

2.4 Tulojoukko

Kahden joukon A ja B tulojoukko (eli karteesinen tulo) A x B on joukko, joka muo-
dostuu kaikista jarjestetyistd pareista (a, by, joissa a € A ja b € B:

AxB={(a,b)|lac Ajabe B}.
Vastaavasti méaritellaan joukkojen Aq, As, ..., A, tulojoukko
Ay X Ag x -+ x A, = {{ay,a,...,a,) | a1 € Ay, ag € Ag, ..., a, € A, }.
Jos téssd A; = A (1 =1,2,...,n), niin merkitdin myos A" = A x A X -+ x A.

Esimerkki 15.

{1,2} x {a,b,c} = {(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,0), (2,0},
{1,2} x {1,2} x {1,2} = {(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(1,2,2),
(2, 1, 1>, <2, 1,2), (2,2, 1>, (2,2,2)}
{1,2} x {a} x {b} x {c,d} = {(1,a,b,¢),(2,a,b,¢),(1,a,b,d),(2,a,b,d)}.

Kirjallisuudessa nékee esitettdvan hyvinkin monimutkaisen nikoisid jéarjestettyjé
jonoja. Jonon jisenet voivat olla esimerkiksi erilaisia joukko-opillisia konstruktioita.

Esimerkki 16. Olkoon A = {1, 2,3} ja B = {a, b}. Tulojoukon P(A) x P(B) alkioita
ovat esimerkiksi (0, 0), ({1,2},{a}), ({1,2}, B) ja (4, B).

Usein téllaista kompleksista jarjestettyd jonoja kutsutan struktuuriksi. Kyse on
talloin usein vain siité, ettéd tarkasteluissa on mukana joukko-opillisia olioita, joilla on
eri "toimenkuva”.



Esimerkki 17. Lauselogiikan kieli voidaan luonnehtia struktuuriksi (A, R,Lpy),
missé A on perussymbolien muodostama struktuuri, R on kaavanmuodostussaintojen
muodostama joukko ja Lpy on kaikkien hyvin muodostettujen ilmaisujen joukko.

Logiikan peruskurssilla kdytetyn lauselogiikan kielen perussymbolit A voidaan
esittad struktuurina ({p1, p2, ps, ...}, {—, A\, V, =, <1 {(,)}). Kaavanmuodostusséén-
tojen "joukko-opillista ilmiasua” tarkastelemme esimerkissa 77 (s. 77).

2.5 Luokka

Filosofi ja loogikko Bertrand Russell huomasi, etté ei voi olla olemassa joukkoa M =
{X | X ¢ X}, silla seké oletus M € M ettd oletus M ¢ M johtaa ristiriitaan. Jos
nimittdin M € M, niin joukon M pitdd toteuttaa ehto M ¢ M. Jos taas M ¢ M,
niin joukko M toteuttaa sen alkioille asetetun ehdon ja tédten M € M. Lyhyesti naméa
ristiriitaisuuksiin johtavat padtelmét voi esittdd myos seuraavasti:

MeMeM¢M.
Russellin paradoksi osoittaa, etté ei voi olettaa "joukon”
{z |  on olio, jolla on tietty ominaisuus P }

olevan aina joukko. Sanan ”joukko” tilalla kidytetddankin tallaisissa yhteyksissé teknista
termié [uokka.

Esimerkiksi kaikkien joukkojen muodostama kokonaisuus on "liian iso”, jotta voi-
simme kutsua sitd joukoksi. Puhutaankin kaikkien joukkojen luokasta. Vastaavasti
voimme puhua esimerkiksi kaikkien mahdollisten maailmojen luokasta.

Semantiikassa kiytetddn erilaisia joukko-opillisia konstruktioita ja kerrotaan (esi-
merkiksi antamalla kaavojen "totuusmééritelma”), miten tarkasteltavan objektikielen
kaavat tulkitaan néissé joukko-opillisissa struktuureissa. Voimme abstraktisti esittaa
jonkin tietyn semantiikan luokkana (S,Z), missd S on kaikkien kyseisen semantiikan
"sallimien” joukko-opillisten struktuurien luokka ja osastruktuuri Z siséaltdd sdannot
siité, miten kielen kaavat tulkitaan néissé struktuureissa. Yleenséd nédin saatava kaik-
kien sallittujen struktuurien luokka on niin "laaja”, ettei sitd voi pitda joukkona.

3 Mahdollisten maailmojen semantiikka

Tarkastelemme téssd alaluvussa joukko-opin sovelluksena mahdollisten maailmojen
semantiikka. Olkoon W (jollain mielekkaalld tavalla mééritelty) kaikkien mahdollisten
maailmojen luokka, A tarkasteltavan kielen lause ja w € W mahdollinen maailma.
Merkitsemme w F A, jos A on tosi maailmassa w, ja w ¥ A, jos se on epitosi
maailmassa w.

Madrittelemme, ettd lauseen A madrddma totuusjoukko ||A|| on kaikkien niiden
W:hen kuuluvien maailmojen luokka, joissa A on tosi. Siis

JAl = {we W [wE A} CW,



ja A on tosi mahdollisessa maailmassa w, jos ja vain jos w € || A[|.

Erityisesti mahdollisten maailmojen semantiikan yhteydesséd totuusjoukkoa kut-
sutaan myos propositioksi. Jélkimméinen on kuitenkin yleisempi filosofinen kisite.
S. Albert Kivisen* mukaan propositioteorioita on monenlaisia, eiki asiasta vallitse
yleistd konsensusta. Hiénen mukaansa voidaan erottaa ainakin kolme tapaa tulkita
tamé késite: (1) Propositiot ovat (véite)lauseiden merkityssiséiltoja. (2) Propositiot
ovat totuusarvon kantajia; jotain miké on ensisijaisesti tosi tai epétosi (joskus erityi-
sesti matematiikassa onkin tapana kutsua lausetta, jolla on totuusarvo, propositioksi
ilman, ettd sen tarkemmin méaéritelldén proposition késite). (3) Propositiot ovat pro-
positionaalisten ("psykologisten”) asenteiden kohteita: jotakin, mitd voidaan uskoa,
vaittaa jne.

Mahdollisten maailmojen semantiikassa voidaan ajatella lauseen totuusjoukon
méadravan lauseen merkityksen: lauseen merkitys on sama asia kuin se, missd maail-
moissa lause on tosi. Tatd nikemystéd on kuitenkin kritisoitu. Vaikka lauseen sisélto
eli merkitys méarasdkin sen, millaisissa tilanteissa lause on tosi, millaisissa epétosi,
niin merkitys ei kuitenkaan vélttamétta ole sama asia kuin lauseen maardama to-
tuusjoukko.

Saamme helposti seuraavan yhteyden lauselogiikan konnektiivien ja joukko-opin
operaatioiden vélille:

[=All = WA\ [[A]],
[AA Bl = (Al B],
AV B[ = [lA[JU[B].

Koska oletamme perusjoukoksi kaikkien mahdollisten maailmojen luokan W, voimme
myos merkitd W\ || A]| = ||A]|. Voidaan todistaa, etté

1A= B = A u|B],
1A < B|l = (lAlln1B]) u (1Al A IB]).-

Olemme mééaritelleet lauselogiikan semanttisia késitteita lauselogiikan mallien avul-
la. Mallit voidaan samastaa mahdollisten maailmojen kanssa, ja semanttisia késittei-
td voidaankin luonnehtia myos totuusjoukkoja koskevien joukko-opillisten ehtojen
avulla. Alla olevissa luonnehdinnoissa pitéisi luokan W olla oikeastaan parametrina,
koska se ei ole yksikésitteisesti annettu kaikissa tapauksissa. Ajatellaan kuitenkin seu-
raavassa, ettd W on kiinnitetty niin, ettd kaikki mééritelmét on suhteutettu tahéan
annettuun mahdollisten maailmojen luokkaan, jolloin sité ei aina tarvitse erikseen
mainita.

Lause A on

e [oogisesti tosi eli vdilttamdton, jos A on tosi kaikissa mahdollisissa maailmoissa:

[A]l =W

e [oogisesti epdtosi eli mahdoton, jos A ei ole tosi missddn maailmassa eli on
epatosi kaikissa maailmoissa: ||Al| =0

4Analyysin paradoksi, http://www.tsv.fi/ttapaht/013 /kivinen.htm



e toteutuva eli mahdollinen, jos A on tosi jossakin maailmassa: ||A|| # 0
e kumoutuva, jos A on epétosi jossakin maailmassa: ||A| # W

e kontingentti jos A on mahdollinen mutta ei vilttaméton: () # ||Al| # W.

Tarkastelemme seuraavaksi kahden tai useamman lauseen vélisid semanttisia suh-
teita. Lauseesta A seuraa loogisesti lause B eli A E B, jos B on tosi jokaisessa maa-
ilmassa, jossa A on tosi: ||A|| C ||B||. Vastaavasti Aj, Ao, ..., Ax F B, jos aina, kun
wkEA,wE Ay, ..., wF A,, niin w F B eli siis

[A[ O [Aoff - [ A € B

Lauseet A ja B ovat loogisesti ekvivalentteja, jos ne madrittavat saman totuus-
joukon: ||A|| = ||B]|. Lauseet A ja B ovat yhteensopimattomia, jos ||Al| N ||B]| = 0, ja
yhteensopivia, jos ||A|| N || B|| # 0.

Usein joukko-opin alkeisesityksissd todistetaan ensin lauselogiikan periaatteita ja
sitten niiden avulla joukko-opin periaatteita. Kun méarittelemme logiikan késitteita
tassa esitetylla tavalla joukko-opin avulla, niin voimme joukko-opin periaatteiden
avulla todistaa logiikkaa koskevia vaitteitda. T&lloin on vain huolehdittava siité, etta
joukko-opin véitteet on todistettu muulla tavoin kuin suoraan vetoamalla formaalin
logiikan periaatteisiin.

Esimerkki 18. Oletamme tunnetuksi sen, ettd leikkaus on vaihdannainen eli aina,
kun X ja Y ovat joukkoja, niin X NY =Y N X.

Koska [[AAB| = ||A||N||B]| = ||B]|N||A|| = || B A A||, niin lauseet AANB ja BAA
ovat loogisesti ekvivalentteja.

Esimerkki 19. Oletamme tunnetuksi joukko-opin periaatteen X NY C X.
Koska ||AA B|| = ||A]| N ||B]| € ||A4]|, niin AN B E A.

Esimerkki 20. Oletamme tunnetuksi joukko-opin periaatteen X UY = X NY.
Koska

I=(Av B)|[ = AV B[ = [|A[ VBl
= AN Bl = [I=Al 0 [[=Blf = [-A A =B,
niin kaavat ~(A V B) ja A A B ovat loogisesti ekvivalentteja.

Maailmojen konstruoiminen

"Kaikkien mahdollisten maailmojen luokka” on monessakin suhteessa epdméérdinen
kéasite. Kun tarkastellaan jotakin formaalia logiikkaa, kysymykseen tulevat mahdol-
liset maailmat ja niiden rakenne mééritellddn tdsmaéllisesti (usein mahdollisia maail-
moja kutsutaan talloin malleiksi). Kun méérittelimme lauselogiikan semanttisia ké-
sitteité, niin totesimme, ettd mahdolliset maailmat voidaan kuvailla ilmoittamalla,
mitké atomilauseet ovat niissé tosia, mitké epéatosia. Joukko-oppi antaa mahdollisuu-
den tdsmentdd lauselogiikan mallin méa&ritelmaé. Voidaan yksinkertaisesti sopia, etta
lauselogiikan malli M on atomilauseiden joukon osajoukko ja ettd M F p;, jos ja vain
jos p; € M.
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Esimerkki 21. Mallissa {pi,p2,ps,...} ovat tosia kaikki lausemuuttujat, mallissa
{p1,p3, ps - . .} kaikki ne lausemuuttujat, joiden indeksi on pariton, ja mallissa ) ei ole
yksikddn lausemuuttuja tosi.

Esimerkki 22. Lause p; V py V ps on tosi mallissa M, jos ja vain jos p; € M, py € M
tai ps € M.
Lause p; A =ps on tosi mallissa M, jos ja vain jos p; € M ja ps & M.

4 Relaatiot

Joukossa X médritelty kaksipaikkainen relaatio on miké tahansa tulojoukon X x X
osajoukko. Yleisesti jos R C X", niin sanomme, ettd R on n-paikkainen relaatio
joukossa X. Yleisemmin voimme puhua kaksipaikkaisesta relaatiosta R C A x B
(joka on tosin myos kaksipaikkainen relaatio joukossa X, kun valitaan X = AU B)
ja n-paikkaisesta relaatiosta R C A; x Ay x Az x --- X A,,.

Olkoon R kaksipaikkainen relaatio. Jos (a,b) € R, niin voidaan merkiti R(a,b)
(vastaavaa merkintdd kdytetddn myos useampipaikkaisten relaatioiden yhteydessi)
tai aRb. Viimeksi mainittu merkintdtapa on kéytetyin. Kirjallisuudessa kéytetdin
joskus myos merkintii Rab. Jos (a,b) ¢ R, niin voidaan merkitd aRb.

Relaatioita voidaan havainnollistaa alla olevan kaltaisella digfaafilla.

"

° ° aRa bRb
a b c aRb bRc
bRa cRb

Relaatio on siis joukko, jonka alkioina on jérjestettyjd pareja. Annamme ensik-
si esimerkkejd relaatioista ja tarkastelemme sen jélkeen relaation késitettd logiikan
nékokulmasta, sitten kiddnteis- ja yhdistettya relaatiota ja lopuksi eréité tarkeité re-
laation ominaisuuksia.’

Esimerkki 23. Kaksipaikkaisia relaatioita joukossa N ovat mm.

Rl = {(Oa 1>7 <072>7 <073>7 <372>7 <4’4>}

YL
0 1 2 3 4

SEsityksemme pohjautuu (osan tekstisti ollessa suoraa lainausta) oppikirjaan Merikoski, Virta-
nen, Koivisto: Diskreetti matematiikka I, 2000, ss. 101-102. Siitad on tekeilld uudistettu painos, jonka
nimeksi tulee Johdatus diskreettiin matematiikkaan.
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Ry = {(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),...} =
{{(z,y) |z,yeN, y=xtaly=a+1}.

WILVIRVIRY

.
3

Esimerkki 24. Kaikkein yksinkertaisimmat relaatiot joukossa X ovat tyhja relaatio
() (mitkéin alkiot eivit ole relaatiossa keskenéén) ja universaalinen relaatio X x X
(kaikki alkiot ovat relaatiossa ovat kesken&én).

Joukossa X maéariteltyd relaatiota I = { (z,2) | + € X } kutsumme joukon X
identtiseksi relaatioksi. Identtisessé relaatiossa kukin alkio on relaatiossa itsensé kans-
sa eiké ole relaatiossa minkdén muun alkion kanssa.

Oheinen kuvio havainnollistaa néita relaatioita tapauksessa X = {1,2, 3}:

Tyhja relaatio Universaalinen relaatio Identtinen relaatio

Esimerkki 25. Olkoon

R={(z,y) | z,y € N ja z suurempi kuin y }.

Télloin siis esimerkiksi (1,0) € R, joten voimme kirjoittaa R(1,0) tai 1 R0. Relaatiolle
R on olemassa oma merkkinsd, nimittain > (titd samaa "suurempi kuin” -relaation
merkintdd kdytetddn eri perusjoukkojen yhteydessd) ja merkintdtapa 1 > 0 lienee
lukijalle tuttu.

Olkoon perusjoukkona jollain tdsmélliselld tavalla mééritelty ihmisjoukko, vaik-
kapa Tampereella kirjoilla 1.1.2003 olleet ihmiset. Téssé joukossa voidaan maaritella
varsin luontevalla tavalla useita relaatioita, kuten esimerkiksi

Ry: 2Ry < x ja y ovat naimisissa keskendén,
Ry: zRyy < x ja y ovat sukulaisia,

R3: zR3y < x on y:n lapsi,

R4 vRyy < x on samanikéinen y:n kanssa,
Rs: vRyy < x on pitempi kuin y.

Puhumme jatkossa téllaisista relaatioista. Oletamme, etté jotenkin on sovittu néi-
td relaatioita vastaavien késitteiden kaytostd niin, ettd kenestd tahansa kahdesta
tamperelaisesta voidaan sanoa, onko kyseinen relaatio voimassa heidan vilillagn vai
ei (tdlloin on otettava huomioon myos jarjestys). Kaikki ndmé relaatiot R; voitai-

siin siis esittéd listaamalla ne "tamperelaisparit” (z, y), joissa z on relaatiossa R; y:n
kanssa.
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4.1 Relaatiot logiikassa

Predikaattilogiikan mallit ovat struktuureita, joissa esiintyy erilaisia relaatioita. Ol-
koon L predikaattilogiikan kieli, jonka aakkostoon kuuluu kaksipaikkainen predikaat-
tisymboli @). Kielen L mallissa (X, V') predikaattisymboli @) tulkitaan perusjoukon
(universumin) X kaksipaikkaiseksi relaatioksi V(Q) C X x X.

Esimerkki 26. Muodostukoon kieli L pelkéstiddn kaksipaikkaisesta predikaattisym-
bolista @. Kielen L malleja ovat mm. ({1,2,3},V}) ja ({1,2,3}, V5), missd

‘/1(@) = {<17 1>7 <1> 2>> <3> 2>}
ja
V2(Q) = {{1,1),(2,2),(2,3),(3,2), (3,3)}.

Tarkastelemme jatkossa relaatioiden ominaisuuksien esittdmistéd predikaattilogii-
kan kielessd. Kun meilld on annettu jokin formaali kieli ja sdannot siitd, millaisis-
sa struktuureissa (malleissa, kehyksissd yms.) ja miten se tulkitaan, niin sanomme
yleisesti, ettd tdmén formaalin kielen kaava A ilmaisee ominaisuuden P, jos kaikissa
tulkinnoissa, joissa A on tosi, tulkinnassa esiintyvélld struktuurilla on ominaisuus P.

Esimerkki 27. Olkoon kieli L = {Q}, jossa ) on kaksipaikkainen predikaattisymbo-
li. Tarkastellaan lausetta A = Vo Q(x,x). Jokaisessa kielen L mallissa (X, V), jossa
lause A on tosi, @:n tulkinta V(Q) = R toteuttaa ehdon

rRx aina, kun x € X.

Téata relaation ominaisuutta, ettd jokainen perusjoukon alkio on relaatiossa itsensi
kanssa, kutsutaan refleksiivisyydeksi. Voimme sanoa, ettd lause A ilmaisee refleksii-
visyyden.

4.2 Kainteisrelaatio ja yhdistetty relaatio
Relaation R kddnteisrelaatio R~ on relaatio, jonka lakina on
yR™'z < zRy.
Esimerkki 28. Olkoon
R=1{(1,2),(1,3),(3,1),(3,2)}.
Talloin
R ={(2,1),(3,1),(1,3),(2,3)}.

Relaatiota R esittivisti digraafista saadaan relaatiota R~ esittdvi digraafi vaih-
tamalla nuolten kulkusuunnat:

relaatio R relaatio R~!
¢ e 3, < o %
1 2 3 1 2 3
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Esimerkki 29. Edelld luonnehditussa tamperelaisten joukossa mééariteltyja relaa-
tioita ja niiden kédnteisrelaatioita:

TRy yR™ 'z

x on y:n lapsi y on x:n isd tal Aiti

2 on vanhempi kuin y y on nuorempi kuin x

2 on naimissa y:n kanssa y on naimissa z:n kanssa

Seuraavaksi tarkastelemme kahta joukossa X méairiteltyi relaatiota R ja S (sal-
litaan myds, ettd R = S). Néiden relaatioiden yhdistetty relaatio R o S on relaatio,

jonka laki on
2(RoS)z< Jy € X: xRy jayS=.

Jos digraafiin on piirretty seké relaatiota R etté relaatiota S esittavit nuolet, niin
alkiot x ja z ovat siis keskenédén relaatiossa Ro .S, jos ja vain jos nuolikuviossa alkios-
ta x padstddn relaatiota R esittdvad nuolta pitkin johonkin alkioon, josta edelleen
padstadn relaatiota S esittavééd nuolta pitkin alkioon z. Jos R = S, niin (R o R)z,
jos vain x:std padstddn tasmaéalleen kahta nuolta "kayttamalla” y:hyn.

Koska Ro(SoT) = (RoS)oT, voimme useampia relaatioita yhdistettiessi jattas
sulut pois ja merkita yksinkertaisesti RoSoT (ja vastaavasti yleisesti RjoRgo---0R,,).
Mikéli R on joukossa X maéritelty relaatio, merkitsemme R™ = Ro---o R (n kpl).
Relaation R digraafissa alkiosta x pédstddn alkioon y reitilld, jossa on n nuolta, jos
ja vain jos xR™y.

Esimerkki 30. Olkoon
R={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5), (5,5)}.
T&lloin
R*=RoR=1{(1,3),(2, ,
R’ = {<174>7 <2> 5>> <3> 5>> <4> 5>’ <5’ 5>}

ja

R = {(1,5),(2,5), (3,5),(4,5), (5,5)}, k=4,56...
RQ

R
) (>
R R e Yy e
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RB Rk ]{?24

1 2 3 4 ) 1 2 3

Esimerkki 31. Tamperelaisten joukossa mééariteltyja relaatioita ja niistd muodos-
tettuja yhdistettyja relaatioita:

zRy z(RoR)z

x on y:n lapsi x on z:n lapsenlapsi

2 on vanhempi kuin y 2 on vanhempi kuin z

x on y:td vuoden vanhempi x on z:taa kaksi vuotta vanhempi
2 on naimissa y:n kanssa x on sama henkil6 kuin z

4.3 Relaation ominaisuuksia

Olkoon R on joukossa X médéritelty relaatio. Sanomme, ettd R on
o refleksiivinen, jos jokainen z € X on relaatiossa itsenséd kanssa
o irrefleksiivinen, jos mikddn x € X ei ole relaatiossa itsensi kanssa
e symmetrinen, jos aina kun xRy, niin myos kdantden yRx

e antisymmetrinen, jos xRy ja yRx, niin z = y (jos siis R on antisymmetrinen,
TRy ja y # x, niin yRx)

e transititvinen, jos aina, kun xRy ja yRz, niin xRz

e vertailullinen, jos aina, kun =,y € X, niin xRy tai yRz (vertailullinen relaatio
on siis aina refleksiivinen)

o cuklidinen, jos aina, kun xRy ja xRz, niin myts yRz (ja siis myos 2Ry, yRy ja

2Rz)
e seriaalinen, jos aina, kun x € X, niin on olemassa sellainen y € X, ettd xRy.
Niita relaation ominaisuuksia vastaa digraafissa seuraavat ominaisuudet:

o Refleksiivisyys: luuppi jokaisessa solmussa.

VoW Voo

refleksiivinen el refleksiivinen

o [rrefleksitvisyys: ei luuppeja.

9

@ @ @ [ @ @
irrefleksiivinen el irrefleksiivinen
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o Symmetrisyys: vain kaksoisnuolia ja mahdollisesti luuppeja.

e W e W

symmetrinen el symmetrinen

o Antisymmetrisyys: ei ollenkaan kaksoisnuolia, luupit sallittuja.

9 9

o——>©@ ® 0<—>0 [
antisymmetrinen el antisymmetrinen

o Transitiivisuus: Ei ole sellaista kolmea solmua, ettd ensimmaéiestd menee nuoli

toiseen ja toisesta kolmanteen, mutta ensimmaéisestd ei mene kolmanteen. Li-
sdksi jos on kaksoisnuolia, niin kummassakin paétepisteessd on luuppi.

./:\. ® ® (]

transitiivinen el transitiivinen

o Vertailullisuus: valitaanpa mitkd tahansa kaksi solmua, niin niiden valilla on
nuoli ainakin toiseen suuntaan ja lisdksi jokaisessa solmussa luuppi.

Dy QO QO

@ @O0

vertailullinen el vertailullinen

o Fuklidisuus: Aina, kun jostain solmusta menee nuoli kahteen muuhun, néiden
kahden vililla on kaksoisnuoli. Lisdksi niiden solmujen kohdalla, joihin tulee

nuoli, on luuppi.
IO .
@
euklidinen el euklidinen
e Seriaalisuus: Jokaisesta solmusta lahtee nuoli.
/ ! / .O
°

seriaalinen el seriaalinen
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Esimerkki 32. Joukossa X = {1,2,3,4,5} mééaritelty relaatio

R={(1,2),(2,3),(3,1),(3,2), (4,4)}

el ole

refleksiivinen, silld 1&1

irrefleksiivinen, silld 4 R4

symmetrinen, silli 1R2, mutta 2&1
antisymmetrinen, silld 2R3 ja 3R2
transitiivinen, silli 1R2 ja 2R3, mutta 1R3
vertailullinen, silld 3&4 ja 4R3

euklidinen, silli 3R2 ja 3R1, mutta 281 (vaihtoehtoinen perustelu: 3R2 ja 3R2,
mutta 2/R2)

seriaalinen, silléd ei ole olemassa sellaista alkiota y, ettd bRy.

Kaikki téssé luetellut relaation ominaisuudet voidaan ilmaista predikaattilogiikas-

sa:0

refleksiivisyys: Ve R(z, x)

irrefleksiivisyys: Yx—R(z, )

symmetrisyys: Vavy(R(z,y) = R(y, z))
antisymmetrisyys: YaVy (R(:p, yY)NR(y,x) = x = y)
transitiivisuus: VaVyVz(R(z,y) A R(y, z) — R(z, 2))
vertailullisuus: VaVy(R(z,y) V R(y, x))

euklidisuus: VaVy¥z(R(x,y) A R(z, z) — R(y, z))

seriaalisuus: Y3y R(z,y).

Kun relaatio R on symmetrinen, alkioiden jirjestykselld ei ole merkitysté, ja voim-
me kdyttdd ilmausta ”(z ja y) ovat relaatiossa R (keskenéén)”.

Esimerkki 33. Lukujen yhtdsuuruus '=" on refleksiivinen, symmetrinen ja transi-
tiivinen relaatio: Jokainen luku on itsensid kanssa yhtésuuri; jos x on yhtédsuuri y:n
kanssa, niin myos y on yhtédsuuri x:n kanssa; jos sekd luvut x ja y ettd y ja z ovat
yhtésuuret, niin myos luvut x ja z ovat yhtésuuret.

SKaytdmme samaa merkintis R seké logiikan kielen kaksipaikkaiselle predikaattisymbolille ett#
kaksipaikkaiselle relaatiolle, joka on siis jarjestettyjen parien joukko.
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Esimerkki 34. Osajoukkorelaatio on refleksiivinen, transitiivinen ja antisymmetri-
nen. Aito osajoukko -relaatio on irrefleksiivinen, transitiivinen ja (triviaalisti) anti-
symmetrinen.

Esimerkki 35. Kahden lauseen vélinen looginen seuraus -relaatio (siis A ja B ovat
téssd relaatiossa, jos A F B) on refleksiivinen ja transitiivinen, muttei symmetrinen
eikd antisymmetrinen.

Esimerkki 36. Relaatio ’syntyneet samana péivénd’ on refleksiivinen ja relaatio
‘syntyneet eri paivind’ on irrefleksiivinen. Kumpikin relaatio on symmetrinen.

Esimerkki 37. Relaatio 'z:114 on sama sukunimi kuin y:1l1& vuosi aikaisemmin’ ei ole
refleksiivinen eiké irrefleksiivinen. Se ei ole my&skéadn symmetrinen.

Esimerkki 38. Relaatio 'ovat naimisissa (keskenddn)’ on symmetrinen, relaatio "z
haluaa olla naimisissa y:n kanssa’ ei (todennékoisesti) ole symmetrinen eiké antisym-
metrinen, relaatiot 'z on vanhempi kuin 3’ ja 'z on y:n lapsi’ ovat antisymmetrisié.

Esimerkki 39. Relaatiot "z on nuorempi kuin y’ ja ’yhtd vanhat’ ovat transitiivi-
sia, relaatiot 'sukulaiset’ ja ’x ihailee y:td’ eivit ole transitiivisia (tarpeeksi pienessi
perusjoukossa ne voisivat kylld sattumalta olla transitiivisia).

Esimerkki 40. Relaatio ’x on nuorempi tai samanikéinen kuin y’ on vertailullinen,
relaatiot 'z on nuorempi kuin g’ ja 'yhtd vanhat’ eivit ole vertailullisia.

Esimerkki 41. Relaatiot 'yhdensuuntaiset suorat (euklidisessa avaruudessa)’ ja ’sa-
manikéiset’ ovat euklidisia, mutta relaatiot 'serkukset’ ja 'olleet samalla logiikan kurs-
silla’ eivit ole.

Esimerkki 42. Relaatio 'z on y:n lapsi’ on seriaalinen, silld jokainen on jonkun lapsi,
mutta relaatio 'z on y:n vanhempi’ ei ole seriaalinen, silld jokaisella ei ole lapsia.

4.4 Ekvivalenssirelaatio

Matematiikassa ja my6s sen ulkopuolella joudutaan usein tekemisiin sellaisten relaa-
tioiden R kanssa, jotka ovat tyyppid "zRy, jos x:ll4 ja y:ll& on tietty sama ominai-
suus”. Téllaisen ominaisuuden avulla voidaan alkiot jakaa "luokkiin” niin, ettéd kaikki
alkiot, joilla on sama ominaisuus, kuuluvat samaan luokkaan. Namé tarkastelut saa-
daan tdsméllisiksi kdyttamalld ekvivalenssirelaation késitetté.

Relaatio on ekvivalenssirelaatio tai lyhemmin ekvivalenssi, jos se on reflek-
siivinen, symmetrinen ja transitiivinen.

Ekvivalenssirelaatiota merkitéén usein symbolilla ~ (lue: "mato”). Mikéli kaksi alkiota
ovat keskendin ekvivalenssirelaatiossa, sanomme, ettd ndmé alkiot ovat keskendin
ekvivalentteja.
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Esimerkki 43. Kaikkein yksinkertaisin ekvivalenssirelaatio on alkioiden samuus
T~YES T =1.

Alkioiden eroavuus
T~y TFEY

el sen sijaan ole ekvivalenssi, silld se ei ole refleksiivinen (eikd myoskadn transitiivi-
nen).

Esimerkki 44. Looginen ekvivalenttisuus lauselogiikassa (ja yleensikin) on ekviva-
lenssirelaatio. Kun nimittédin A, B ja C' ovat mielivaltaisia kaavoja, niin

e A < A on tautologia
e jos A <> B on tautologia, myts B <> A on tautologia
e jos A <> B ja B < C ovat tautologioita, myos A <+ C on tautologia.

Esimerkki 45. Relaatiot 'syntyneet samana péivané’, 'syntyneet samalla paikkakun-
nalla’, 'yhta vanhat’, 'yhtd pitkét’, ’asuvat vakituisesti samassa kaupunginosassa’,
‘asuvat vakituisesti samassa asunnossa’, ’omaavat saman #idinkielen’, ’ovat samaa
sukupuolta’ ja 'yvhdensuuntaiset suorat’ ovat ekvivalensseja. Relaatio 'saman maan
kansalaiset’ ei ole ekvivalenssi, kun sallitaan kaksoiskansalaisuus.

Olkoon ~ joukossa X mééritelty ekvivalenssi ja a € X. Tarkastellaan joukkoa
o) ={z e X[z ~a},

jota kutsutaan alkion a madraamaksi ekvivalenssiluokaksi. Se on siis kaikkien niiden
alkioiden joukko, jotka ovat a:n kanssa ekvivalentteja. Ekvivalenssin refleksiivisyydes-
td seuraa, ettd a € [al.

Esimerkki 46. Joukossa X = {1,2,3,4,5} méiritelty relaatio ~

={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3), (3,2),(4,5), (5,4) }

on ekvivalenssi. Alkion 1 méairaama ekvivalenssiluokka
[={zeX|r~1}={1,2,3}

ja vastaavasti
2] =B8] ={1,2,3}, [4] = [5] = {4,5}.
Ekvivalenssiluokkia on siis kaksi: {1,2,3} ja {4,5}. Digraafissa ekvivalenssiluokat

erottuvat erillisiksi "saarekkeiksi”, ja kussakin saarekkeessa nuoli kulkee jokaisesta
pisteestd jokaiseen muuhun pisteeseen.

@ @ <@
3\\3///3 4 5



Téssé esimerkissa samoin kuin yleisesti ekvivalenssiluokat muodostuvat keskenédéan
ekvivalenteista alkioista siten, ettd kukin alkio kuuluu tédsmélleen yhteen ekvivalens-
siluokkaan. Kaksi alkiota kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan tédsmaélleen silloin,
kun alkiot ovat keskendén ekvivalentteja.

Esimerkki 47. Olkoon X jonkin tamperelaisen peruskoulun oppilaiden joukko. Re-
laatio
x ~1 Yy < x jay ovat samalla luokalla

on ekvivalenssi, ja ekvivalenssiluokat muodostuvat koululuokista. Myos relaatio
x ~9 Yy < o ja y ovat samaa sukupuolta

on ekvivalenssirelaatio, ja nyt ekvivalenssiluokkia on kaksi: toisen muodostavat koulun
pojat ja toisen tytot.

4.5 Jarjestysrelaatio

Ekvivalenssirelaatio on siis késitteen "liittyy tietty sama ominaisuus” abstraktio. Toi-
nen matematiikassa ja muuallakin esiin tuleva keskeinen relaatioon johtava késite
syntyy suoritettaessa vertailuja jérjestyksen perusteella. Ryhdymme nyt abstrahoi-
maan késitettd "pienempi kuin”, "vihemmén kuin”, "ennen kuin” yms. Tutkimme

% N

néita kasitteitd muodossa "pienempi tai yhtédsuuri kuin”, "vihemmén tai yhta paljon
%0

kuin”, "sama tai ennen kuin” yms. Sanomme, etti
relaatio on jdrjestysrelaatio eli lyhemmin jdrjestys, jos se on refleksiivinen,
antisymmetrinen, transitiivinen ja vertailullinen.

Jarjestysrelaatiota merkitdan usein symbolilla < (lue: "edeltdd tai on sama”). Reflek-
siivisyys tarkoittaa, ettd kukin alkio edeltéd itsedién, antisymmetrisyys tarkoittaa,
etteivat kaksi eri alkiota voi molemmat edeltdé toisiaan, ja transitiivisuus merkitsee,
ettd edeltdvyys on "periytyvad”: jos alkio edeltdd jotakin toista alkiota, niin se edel-
taa myos kaikkia alkioita, joita tdméa toinen alkio edeltdd. Vertailullisuudesta seuraa,
ettd jokaisesta kahdesta alkiosta voidaan sanoa, kumpi edeltéda toista.

Esimerkki 48. Luonnollisten lukujen joukossa relaatiot Ry, xR1y < = < y, ja Rs,
rRoy < x > y, ovat jarjestysrelaatioita.

Esimerkki 49. Luonnollisten lukujen joukossa relaatiot Ry, xR1y < x < y, ja Rs,
TRyy < x > y, eivit ole téssi esitetyn (ja yleisesti kiytetyn) méaritelmén mukaan
jéarjestyksia, silld ne eivéat ole refleksiivisid. Téllaiselle transitiiviselle ja antisymmet-
riselle relaatiolle kdytetaan nimityksia "aito(!) jarjestys”, "tiukka jarjestys” tms.

Jos relaatio R on transitiivinen, antisymmetrinen ja vertailullinen siind mielessé,
ettd kahta erisuurta alkiota voidaan aina verrata keskendén, niin relaatio 'z Ry tai
x = gy’ on aina jarjestys. Refleksiivisyys ei néin ollen ole erityisen oleellinen piirre
jarjestysrelaation méaaritelméssé, vaan kysymys on ldhinnéd sopimuksesta.
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Esimerkki 50. Pankin asiakkaille annettava jonotusnumero asettaa jonottajat "ai-
toon jarjestykseen” palvelun saamisen ajankohdan suhteen ehdon

x saa palvelua ennen y:té, jos ja vain jos x:n jonotusnumero on pienempi
kuin y:n

mukaisesti.

Relaatiota, joka on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivinen, muttei valt-
taméatta vertailullinen, sanomme osittaisekst jarjestykseksi. Talloin itse jérjestysre-
laatiota sanotaan usein tdydelliseksi jarjestykseksi.

Esimerkki 51. Luonnollisten lukujen potenssijoukossa P(N) méiritelty osajoukko-
relaatio C on osittainen, muttei taydellinen jarjestys. Nimittdin kaikille joukoille A,
B ja C pitee, etta

AC A,
ACBjaBCA= A=DB,
ACBjaBCC=ACC

ja toisaalta esimerkiksi {1} ¢ {2} ja {2} € {1}.

Olkoon X jokin sopiva perusjoukko olioita, esineitd, asioita tms., joita jokin hen-
kilo a vertailee keskenédén, ja olkoot @, P,I C X x X relaatioita, joiden intuitiiviset
merkitykset ovat seuraavat:

QY < a:n mielestd x on vahintdén yhtd hyvé kuin y,
xPy < a:n mielestd x on parempi kuin y,

xly < a:n mielestd x ja y ovat yhta hyvia.

Relaatiota ) kutsutaan heikoksi preferenssiksi, relaatiota P vahvaksi preferenssiksi
ja relaatiota I indifferenssirelaatiokst.

Jos nyt oletetaan, ettd henkilon a arvostukset ovat rationaalisia, niin voidaan
edellyttad heikon preferenssin olevan transitiivinen ja refleksiivinen, vahvan prefe-
renssin olevan transitiivinen ja irrefleksiivinen ja indifferenssirelaation olevan ekvi-
valenssirelaatio. Heikko preferenssi ei kuitenkaan ole (osittainen) jérjestys, silld se ei
ole antisymmetrinen. Antisymmetrisyyden sijasta heikko preferenssi toteuttaa ehdon
2Qy ja yQr = xly.”

Itse asiassa suurin osa relaatioista, joilla vertaillaan ominaisuuksien méariaé, on
tallaista tyyppid, ei niinkédn varsinaisia jérjestyksid. Kaksi eri henkil6d voivat nimit-
tain olla yhtéd pitkid, samanikiisid, suorittaneet yhtd monta opintoviikkoa, saaneet
saman arvosanan logiikan peruskurssilta, ottaneet yhté paljon opintolainaa jne.

"Relaation @ avulla voidaankin muodostaa jirjestys ekvivalenssirelaation I méiraimien ekviva-
lenssiluokkien vilille: Olkoon [z] = { z | Iz } ja [y] vastaavasti alkion y mé&rddmé ekvivalenssiluok-
ka. Madritelliédn, ettd [z] <X [y], jos zQy. Huomaa, etté téissd xQy, jos ja vain jos 2'Qy’ aina, kun
2'Iz ja y'Iy. Niin muodostettu relaatio < on jérjestys ekvivalenssiluokkien joukossa.
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Esimerkki 52. Olkoon P relaatio ’z on syntynyt aikaisemmin (péivan tarkkuudella)
kuin y’, I relaatio ’syntyneet samana péivé’ ja @) relaatio ’x on syntynyt aikaisemmin
tai samana péiviand kuin y’. Talloin relaatio P on transitiivinen ja irrefleksiivinen,
relaatio I ekvivalenssi ja relaatio @) transitiivinen ja refleksiivinen (muttei antisym-
metrinen).

Relaatiot @ ja I toteuttavat ehdon

rQy ja yQr = xly,

silld jos  on syntynyt aikaisemmin tai samana paivana kuin y ja myo6s y on syntynyt
aikaisemmin tai samana péivana kuin z, niin z ja y ovat syntyneet samana paivéna.

5 Kuvaus eli funktio

Intuitiivisesti kuvausta eli funktiota voi luonnehtia sanomalla, etté kyseessé on struk-
tuuri (A, B, F'), jossa A ja B ovat joukkoja ja F' on sddnto, jonka avulla on mah-
dollista liittéaé jokaiseen joukon A alkioon yksikdsitteinen joukon B alkio. Joukkoa A
kutsutaan kuvauksen ldhtdjoukoksi (puhutaan myos mddrittelyjoukosta) ja joukkoa
B maalijoukoksa.

Esimerkki 53. Tarkastellaan kuvausta f = (N, N, 'kerrotaan annettu luku kahdella
ja lisdtddan tuloon luku 17). Talloin siis f littd4 lukuun O luvun 1, lukuun 1 luvun 3
ja yleisesti lukuun n luvun 2n + 1.

Edelléd oleva intuitiivinen méaéritelmé riittda tdman liitteen tarkasteluissa, mutta
muodollisesti kuvaus joukolta A joukkoon B méaéritelldan relaatioksi R C A x B, joka
toteuttaa ehdot

Vx e A: dy € B: zRy,
Ry ja xRys = y1 = ya.

Ensimmiinen ehto ilmaisee, ettd kuvaus on mééritelty jokaiselle lihtdjoukon alkiolle,®
ja toinen ehto ilmaisee, ettd kuvauksen arvo on yksikésitteinen. Jos relaatio f C
A x B on kuvaus, niin merkitdin f: A — B ja merkinnén (z,y) € f sijasta yleensé
kdytetddn merkintdd f(x) = y ja sanotaan, ettd y on x:n kuva ja ettd z on y:n
alkukuva.

Relaatiota R € A x B voi havainnollistaa nuolikuviolla, jossa vasemmalla on
joukon A alkiot ja oikealle joukon B alkiot ja jossa piirretdin nuoli joukon A al-
kioista niihin joukon B alkioihin, joiden kanssa ne ovat relaatiossa R. Kun kyseessa
on kuvaus, niin jokaisesta madrittelyjoukon A alkiosta lihtee tdsmaélleen yksi nuoli
maalijoukkoon B.

Esimerkki 54. Alla oleva nuolikuvio havainnollistaa kuvausta f: {1,2,3,4,5} —

{a,0,¢, f(1) = f(2) =a, f(3) = f(4) = f(5) =D.

8Jos A = B, niin relaatio R on siis seriaalinen, jos se on kuvaus.
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Jokaisella maérittelyjoukon alkiolla on tédsmélleen yksi kuva, joten f on kuvaus.

Seuraavat kaksi nuolikuviota esittavat relaatioita, jotka eivit ole kuvauksia.

R = {(1,&), <27b>7 <3,C><4,C>}2

Relaatio R ei ole kuvaus, silla alkiolla 5 ei ole kuvaa.

S ={(1,a),(2,a),(3,b),(4,b), (5,b), (5,¢) }:

Relaatio S ei ole kuvaus, silla alkion 5 "kuva” ei ole yksikésitteinen.

Yksikésitteisesti médritellystd relaatiosta voidaan aina muodostaa vastaava ku-
vaus valitsemalla méérittelyjoukko sopivasti. Kun jotain relaatiota kutsutaan kuvauk-
seksi, mutta ei mainita sen méérittelyjoukkoa, niin ajatellaan tdméa maéarittelyjoukko
valituksi sopivasti, jotta kyseesséd todella on kuvaus.

Esimerkki 55. Olkoon R; = {(0,1),(1,1),(2,3)}. Télléin R; on kuvaus joukol-
ta {0, 1,2} joukkoon {0, 1,2,3}, mutta ei ole kuvaus joukolta {0, 1,2,3} joukkoon
{0,1, 2,3}, koska ei ole sellaista alkiota y, ettd 3Ry. Relaatio Ry = {(0, 1), (0,2), (1,2)}
ei ole kuvaus, silla 0R;1 ja 0R;2, vaikka 1 # 2.
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Todettakoon, ettd kun kuvaus méaéaritellasn talla tavoin relaatioksi, joka toteut-
taa mainitut ehdot, niin kaikkia kuvauksia ei ole mahdollista luonnehtia esittdmélla
kyseista kuvausta koskeva sdanto.

Esimerkki 56. Totuustaulujen sijasta lauselogiikan kaavoja voidaan tarkastella kayt-
tamaélla totuusjakaumia eli valuaatioita. Totuusjakauma v on kuvaus

v: { A| A on lauselogiikan kaava } — {t, e}.

Tamén kuvauksen lahtojoukko on kaikkien lauselogiikan kaavojen joukko, maalijouk-
ko on totuusarvojen muodostama kaksijdseninen joukko. Totuusjakauma liittda jo-
kaiseen kaavaan yksikésitteisen totuusarvon ¢ tai e. Kun on jollain tavoin mééritelty,
mitd totuusarvoja lausemuuttujat saavat, niin loput kuvauksen arvoista méaraytyvat
konnektiiveja vastaavista totuusehdoista. Esimerkiksi negaation totuusehdot vastaa-
vat kuvausta

At el = {t e}, fo(t) =e, fo(e) =t
ja konjunktion totuusehdot kuvausta
Ia {tv 6} X {tv 6} — {tv 6}7 f/\(tvt) =1, f/\(tv 6) = fA(evt) = fA<€7 6) = €.

Jos esimerkiksi v(p1) =t ja v(p2) = e, niin

v(p1 A —p2) = fa(t, f-(e)) = falt t) =t.

Esimerkki 57. Olkoon W mahdollisten maailmojen joukko ja Prop = {p1, p2, ps, ...}
atomilauseiden joukko. Mahdollisten maailmojen semantiikassa esiintyy relaatio P C
Prop x P(W), joka liittdé jokaiseen atomilauseeseen p; niiden mahdollisten maailmo-
jen joukon, joissa p; on tosi. Relaatio P on taten kuvaus joukolta Prop potenssijouk-
koon P(W).
Olkoon W = {wy, we, w3, w4} ja esimerkiksi
<p17 {w1’w2}> € P, <p2a {wZaw3}> € P, <p37 {w1>w2aw3}> €P.

Télloin siis P(py) = {wi,we}, P(py) = {we, w3} ja P(ps) = {wi,wy, w3} Taméa
tarkoittaa sité, ettd esimerkiksi atomilause p; on tosi maailmoissa w; ja ws ja vain
niissa.
Esimerkki 58. Tavallinen luonnollisten lukujen yhteenlasku on kuvaus

f+: NxN—=N, f(k,m)=Fk+m.
Se voidaan esittdd myos kolmipaikkaisena relaationa

R={(k,m,n) | k+m=n}=1{(0,0,0)(0,1,1),...,(2,3,5),...}.

Esimerkki 59. Lauselogiikan kielen (A, R, Lp;) kaavanmuodostussaantoja (eli jou-
kon R alkioita) ovat esimerkiksi yksipaikkainen kuvaus

A LpL — LPL7 7’_‘<A) =-A
ja kaksipaikkainen kuvaus

TA: LpL X LPL — LpL, T/\<A, B) = (A/\ B)
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Esimerkki 60. Téssa esimerkissd madarittelyjoukoksi oletetaan tamperelaisten jouk-
ko, mutta maalijoukko vaihtelee.

Kasitteet (tiettynd ajanhetkend henkilon) pituus, paino, nimi, henkilotunnus,
tkd, verotuskunta ja lasten lukumddrd ovat kuvauksia.

Relaatio (henkilon) isoditi ei ole kuvaus silld se ei ole yksikésitteinen, vaan
"arvoja” on kaksi.

Relaatio (henkilon) aviopuoliso ei ole kuvaus, koska se ei ole méaritelty kaikilla
"arvoilla”. Jos lisdtddn mahdolliseksi kuvaksi ’ei naimisissa’, saadaan kuvaus.

Esimerkki 61. Relaatio R, missd xRy, jos y on x:n lapsi, ei ole kuvaus yksikésittei-
syyden puuttumisen vuoksi ja myo6s sen vuoksi, ettd kaikilla ei ole lapsia. Toisaalta
siitd voidaan helposti konstruoida kuvaus r, kun otetaan maalijoukoksi kaikkien las-
ten joukon potenssijoukko ja madritellaéin, ettd r(x) on henkilon x lasten muodostama
joukko (myos tyhjé joukko on mahdollinen "arvo”).

Yleisesti, kun R C X x X on relaatio, niin

r: X - P(X), r(x)={y| xRy}

on kuvaus.

6 Injektio, surjektio, bijektio
Kuvaus f: X — Y on injektio, jos

Ty # 19 = f(11) # f(72)
eli
f(x1) = f(x2) = 21 = 22,

Kuvaus on siis injektio, jos eri alkiot kuvautuvat eri alkioille eli maalijoukon jokainen
alkio on médarittelyjoukon korkeintaan yhden alkion kuva.

Esimerkki 62. Kuvaus ’(henkilon) ikd’ ei ole injektio, koska on useita samanikaisia
henkiloitd. Sama koskee myo6s kuvausta ’(henkilon) nimi’, mutta kuvaus ’(henkilon)
henkil6tunnus’ on injektio, silld ei ole olemassa kahta henkil64, joilla on sama henki-
16tunnus.

Kuvaus f on surjektio, jos
VyeY:dre X:y= f(x).

Kuvaus on siis surjektio, jos sen maalijoukon jokainen alkio on méérittelyjoukon ai-
nakin yhden alkion kuva eli kuvauksen f arvojoukko f(X) = {f(x) |z € X} on sama
kuin maalijoukko Y.
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Esimerkki 63. Surjektion yhteydessa on térkeédtd mainita maalijoukko. Kuvaus "hen-
kilotunnus’ ei ole surjektio, jos maalijoukoksi otetaan kaikki merkkijonot, jotka tayt-
tavit henkilotunnukselle asetetut muodolliset vaatimukset, mutta on triviaalisti sur-
jektio, jos maalijoukkona on kaikki kéytossd olevat henkil6tunnukset.

Kuvaus f on bijektio, jos se on seké injektio ettd surjektio. Télloin maalijoukon
jokainen alkio on méaérittelyjoukon tdsmdlleen yhden alkion kuva.

Esimerkki 64. Kuvaus vaimo: {naimisissa olevat miehet} — {naimisissa olevat
naiset }, vaimo(z) = 'z:n vaimo’, on bijektio (jos siis moniavioisuutta ei sallita).

Nuolikuviossa injektiossa jokaiseen maalijoukon alkioon tulee korkeintaan yksi
nuoli ja surjektiossa védhintddn yksi. Bijektiossa siis jokaiseen maalijoukon alkioon
tulee tdsmaélleen yksi nuoli.

Esimerkki 65. X = {1,2,3}, Y = {a,b,¢,d}, f(1) =a, f(2) =0, f(3) =c.

Y
X f

|

Injektio, ei surjektio

X ={1,2,3}, Y ={a,b}, f(1) =a, f(2) =0, f(3) =0.
X f y
>~
Ei injektio, surjektio

X ={1,2,3}, Y ={a,b,c}, f(1) =a, f(2) =0, f(3) =c,
X f Y
Injektio ja surjektio
X = {17273}7 Y = {a’vbvc}v f(l) = a, f(2) =a, f<3> =10,
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Ei injektio eiké surjektio

7 Numeroituvuus

Olkoot A ja B &érellisid joukkoja. Jos on olemassa bijektio f: A — B, niin kummas-
sakin joukossa on oltava yhtd monta alkiota.

Esimerkki 66. Jos kuvaus f: {1,2,3} — A on bijektio, niin joukossa A on tés-
maélleen kolme alkiota. Jos nimittdin alkioita olisi vihemmén kuin kolme, niin pa-
kostakin f(1) = f(2), f(1) = f(3) tai f(2) = f(3), jolloin f ei ole injektio. Jos
alkioita olisi enemmén kuin kolme, niin jollain A:n alkiolla a, joka ei kuulu joukkoon
{f(1), f(2), f(3)}, ei ole alkukuvaa ja f ei ole surjektio.

Yleistden jos f: {1,2,...,n} — A on bijektio, niin joukossa A on tésmilleen n
alkiota.

Jos tarkastelemme myo6s ddrettomia joukkoja, niin voimme yleistda késitteen "yh-
td monta alkiota” méarittelemélld, ettd joukot A ja B ovat yhid mahtavia, jos on
olemassa bijektio f: A — B. Asrellisessi tapauksessa kiisite "yhté mahtava” vastaa
intuitiotamme siitd, milloin kahdessa joukossa on yhtd monta alkiota, mutta daret-
tomissé tapauksissa paddymme myo6s sellaisiin tuloksiin, ettd kokonaisuuden osa voi
olla "yhté suuri” kokonaisuuden kanssa.

Esimerkki 67. Luonnollisten lukujen joukko N ja positiivisten kokonaislukujen jouk-
ko ovat kesken&in yhtd mahtavia. Kuvaus f: N — Z,, f(n) = n + 1 on nimittiin
bijektio. Vastaavuuden huomaa myos kirjoittamalla ndmé joukot allekkain:

{0,1,2,3,..., n, ...},
{1,2,3,4,...,n+1,.. .}

Myds luonnollisten lukujen joukko ja parillisten luonnollisten lukujen joukko ovat
keskenédén yhtd mahtavia:
{0,1,2,3, ..., n, ...},
{0,2,4,6,...,2n,...}.

Luonnollisia lukuja on siis méaaritelmémme mielessé “yhté paljon” kuin parillisia luon-
nollisia lukuja, vaikka vain joka toinen luonnollinen luku on parillinen.

Joukko A on numeroituva, jos se direllinen tai yhtd mahtava luonnollisten lukujen
(tai yhtd hyvin positivisten kokonaislukujen) joukon kanssa. Periaatteessa jokaisen
adrellisen joukon alkiot voidaan luetella. Jos joukko A on déretén, mutta numeroituva,
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niin voimme ajatella silloinkin sen alkioiden olevan lueteltavissa, tosin "luettelo” ei
padty. Jos nimittdin f: N — A on bijektio, niin jokainen joukon A alkio esiintyy
ennemmin tai myshemmin luettelossa f(0), f(1), f(2), ...

Esimerkki 68. Lausemuuttujien joukko {pi, ps, ps, ...} on numeroituva.

Joukko on ylinumeroituva, jos se ei ole numeroituva. Voidaan todistaa®, etti reaa-
lilukujen joukko on ylinumeroituva, eiké siis olemassa sellaista (darettoméan pitk&a)
luetteloa ry, ro, r3, ..., jossa esiintyisi jokainen reaaliluku.

Kaikkien lauselogiikan kaavojen joukko on numeroituva, jos lausemuuttujia (ja
konnektiiveja) on numeroituvasti. TAmé voidaan todistaa vastaavalla tavalla kuin
todistetaan, etté rationaalilukuja on numeroituvasti.?

8 Induktio

Kaikkien lauselogiikan kaavojen joukko méaritellddn induktiivisesti. Myos luonnollis-
ten lukujen joukko N voidaan luonnehtia induktiivisesti:

luonnollisten lukujen joukko N on pienin sellainen joukko, joka toteuttaa
ehdot 0 e Njake N=Lk+1eN.

Téastd ominaisuudesta seuraa luonnollisia lukuja koskeva induktioperiaate:

jos luvulla 0 on ominaisuus P ja jos siitéd, ettd luonnollisella luvulla &
on ominaisuus P seuraa, ettd myos luvulla £ + 1 on ominaisuus P, niin
kaikilla luonnollisilla luvuilla 7 on ominaisuus P.

Voimme esittdéd induktioperiaatteen muodollisemmin seuraavasti:

P(0)
Vk € N: (P(k) = P(k+ 1))
Vn € N: P(n).

Myos logiikassa kaytetddn induktiotodistuksia. Lauselogiikan kielen induktiivi-
nen madritelméa mahdollistaa kaavoja koskevien viitteiden todistamisen induktiolla
kaavan pituuden suhteen. Jos tehtdvénd on todistaa, ettd jokaisella kaavalla A on
ominaisuus O eli

O(A) aina, kun A on kaava,

niin menetelldéin seuraavasti:
Osoitetaan ensin, ettd O(p;), kun i =1,2,3, ...

Tehdaén induktio-oletus (lyhenne 1.0O.), ettd O(B) ja O(C) ja todistetaan in-
duktioaskeleessa, ettd O(—B), O(BAC), O(BV (), O(B—C) jaO(B <+ C).

9Ks. esim. Merikoski, Virtanen, Koivisto, Diskreetti matematiikka I, 2000, ss. 101-102.
10Ks. ibid, s. 101.
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Esimerkki 69. Méaritellaan induktiivisesti vasemmanpuoleisten (Ip) ja oikeanpuo-
leisten (rp) sulkujen lukumé&érit seuraavasti:

Ippi =1pp; =0,
Ip-B=1pB,
rp—B =1pB,
Ip(BAC)=1pB+1IpC+1,
rp(BAC)=rpB+rpC +1.

Todistetaan induktiolla, ettd aina kun A on kaava, niin
(*) IpA=rpA.

Kun A = p;, niin IpA = 0 = rp A, ja viite on voimassa. Oletetaan (induktio-
oletus), ettd Ip B =rp B ja lpC = rp C. Téllsin

Ip-B = lpBlg' rpB=rp-B

ja
Ip(BAC)=1pB+1pC+1"2pB+rpC+1=rp(BAC).

(Maaritelmat ja todistukset ovat konnektiivien V, — ja <+ kohdalla tdysin vastaavat
kuin konnektiivin A kohdalla.) Induktiovéite on néin todistettu ja induktioperiaatteen
perusteella viite () on voimassa.

Seké induktio kaavan pituuden suhteen ettd induktio luonnollisten lukujen suhteen
ovat erikoistapauksia yleisesté induktiivisen konstruktion kisitteesté.!!

Induktiiviset mairitelmait

Sen lisdksi, ettd kielen induktiivinen méarittely oikeuttaa induktiolla tapahtuvat to-
distukset, se myts mahdollistaa monien kaavoja koskevien késitteiden induktiivisen
eli rekursiivisen méaarittelemisen (edelld oli esimerkki sulkujen lukumé&éran tdsmél-
lisestd médrittelemisestd). Tarkastelemme téssd vain konnektiiveja — ja A vastaavia
kohtia, mutta médritelmét on suoraviivaista yleistdd koskemaan myo6s muita konnek-

tiiveja.
Kaavan A rakennepuu T'(A) mééritelladn seuraavasti:
-B BNC
I(B) I(B) T(C)

Kaavan A rakennepuussa esiintyvia kaavoja kutsutaan kaavan A alikaavoiksi. Kaa-
van A alikaavojen joukko sub A voidaan induktiivisesti mééritelld seuraavasti:

subp; = {pi},
sub—-A = {-A} Usub A,
sub(AA B) ={(AA B)} Usub AUsub B.

HKs. Vasninen, Matemaattinen logiikka, 1987, ss. 13-17.
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Esimerkki 70. Kaavan p — (¢ A —r) rakennepuu on

p— (¢ N —r)

N
D q N —r

AN

Sen alikaavojen joukko on {p — (¢ A =r),p,q A\ =r,q, —r,r}.

Sijoituksella A[p/B] tarkoitetaan kaavaa, joka saadaan kaavasta A korvaamalla
siind jokainen lausemuuttujan p esiintymé kaavalla B. Jos p ei esiinny kaavassa A,
sijoitus on tyhja ja saadaan kaava A itse.

Esimerkki 71. Olkoon A = pV (¢ A —p). Télloin

Alp/r] =7V (qgA-r),
Alr/p] = A (koska r ei esiinny kaavassa A),
Alp/(gV —q)] = (¢V =q) V (¢ A ~(q V —q)).

Yleisesti sijoituksella A[q1/B1,q2/Bs, ..., q:/Bx] tarkoitetaan kaavaa, joka saa-
daan kaavasta A korvaamalla (jokainen lausemuuttujan ¢; esiintymi kaavalla B;
(1=1,2,...,k). Nami korvaamiset on tehtivi samanaikaisesti.

Sijoitus Alq1/Bi, ..., qx/Bg] voidaan maéiritelld induktiivisesti toteamalla, ettd
yvhdistetyille kaavoille péatevat saannot

(=B)[q1/Bx; - -, ax/Br] = =Blq1/ B, - . ., qx/ Bl
(BoO)|q1/Bu, ..., qe/Be]l = Blg1/ B, ..., qu/Bi] o Clar /By, - - ., qr/ Bl

jossa o € {A,V, —, <>}, ja madrittelemalld lausemuuttujille

Bi7 JOSE'ZG{l,Q,,]{Z}q:qZ

q muulloin.

qlar/ B, - - qr/Br] = {

Esimerkki 72. Olkoon A = p — (¢ — p). Tallsin

Alp/B,q/C] =B = (C — B),
Alp/B,q/B] = B — (B — B).

Liséé esimerkkejd logiikan késitteiden induktiivisista médritelmisté ja niihin liit-
tyvistd induktiotodistuksista 16ytyy mm. oppikirjasta Rantala & Virtanen: Johda-
tus modaalilogiikkaan, 2003. Esimerkkeja luonnollisten lukujen ominaisuuksien in-
duktiotodistuksista 16ytyy oppikirjasta Merikoski, Virtanen, Koivisto: Diskreetti ma-
tematiikka I, 2000. Jélkimmaéisen avulla lukija voi perehtyd muutenkin tarkemmin
joukkoihin, relaatioihin ja kuvauksiin liittyviin késitteisiin ja niitd koskevien tulosten
tasmaéllisiin todistuksiin.
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