REMARKS ON THE THICKNESS OF A GRAPHIsto Aho, Erkki M�kinen and Tarja Syst�DEPARTMENT OF COMPUTER SCIENCEUNIVERSITY OF TAMPEREREPORT A-1996-2UNIVERSITY OF TAMPEREDEPARTMENT OF COMPUTER SCIENCE

SERIES OF PUBLICATIONS AA-1996-2, MARCH 1996 (REVISED MARCH 1997)REMARKS ON THE THICKNESS OF A GRAPHIsto Aho, Erkki M�kinen and Tarja Syst�University of TampereDepartment of Computer ScienceP.O. Box 607FIN-33101 Tampere, FinlandISBN 951-44-3949-XISSN 0783-6910

1Abstract: The thickness of a graph is the minimum number of planar subgraphsinto which the graph can be decomposed. This note discusses some recent attemptsto determine upper bounds for the thickness of a graph as a function of the numberof edges or as a function of its maximum degree.1. IntroductionOne way to characterize the embeddability of a graph G is to determine its thickness,q(G), i.e., the minimum number of planar subgraphs into which G can bedecomposed. The thickness of complete graphs and complete bipartite graphs isknown [1-4], but on the other hand, very little is known about the thickness of anarbitrary graph. (We consider simple graphs only.) Recently, Dean et al. [6], Halton[7] and Cimikowski [5] have studied the thickness of a graph as a function of thenumber of edges or as a function of its maximum degree. The present note continuesthis study. A somewhat different line of research is followed by J�nger et al. [9].2. Halton’s theoremWe say that a graph has degree d, if d is the maximum degree of its nodes. Halton[7] has shown that any graph G of degree d has q(G) £ Ød/2ø. Halton’s proof isbased on Petersen’s theorem. (If a graph is regular and of even degree, then it is 2-factorable [8, p. 90].) Hence, in order to prove the theorem, Halton first constructs aregular graph containing the given graph as a subgraph. The result then follows byPetersen’s theorem. Next we give a new simple proof for Halton’s theorem usingonly the most elementary concepts of graph theory.

2We first need a little lemma. Let G = (V,E) be a (connected) graph and let T be aspanning tree of T. A node in V is said to be an end-node with respect to T if it hasdegree one in T.Lemma. Let G = (V,E) be a (connected) graph of degree d, and let V’ be the set ofnodes having degree d. Then each biconnected component of G has a spanning treeT such that at most two nodes of V’ are end-nodes with respect to T.Proof. (Induction on |V|.) If G has two nodes, then the only spanning tree has twoend-nodes. Suppose now (the induction hypothesis), that the lemma holds for allgraphs having m (m < n) nodes. Let G = (V,E) be of degree d and have n nodes.Suppose first that |V’| < |V|, i.e., there is at least one node x in V having degree lessthan d. We can apply the induction hypothesis to the graph G-x. The node x can bejoined to the spanning tree in question with any edge adjacent to x. Otherwise(V’˚=˚V), G is regular. In each biconnected component there is a simple pathcontaining all the nodes of the component. The first and the last node of the path areend-nodes, the others are not. $Theorem (Halton). If G = (V,E) has degree d, then q(G) £ Ød/2ø.Proof. (Induction on d.) If d is 1 or 2, then G is planar and its thickness is 1.Suppose (the induction hypothesis) that the theorem holds for all degrees k (k < d).Consider now a graph G = (V,E) with degree d. According to the lemma, eachbiconnected component Gi = (Vi,Ei) has a spanning tree Ti = (Vi,Ei

∩ ς∋) ωιτη ατμοστ τωο ενδ-νοδεσ ηαϖινγ δεγρεε δ ιν Γ. Λετ Η βε τηε γραπη οβταινεδ ασ τηε υνιονοϕ αλλ Τι∋σ ανδ αλλ τηε βριδγεσ οϕ Γ. Λετ ξ ανδ ψ βε τηε ενδ-νοδεσ ιν Τι ηαϖινγ δεγρεεδ ιν Γ. (Τηε χασεσ ιν ωηιχη ωε ηαϖε ονε ορ ζερο συχη ενδ-νοδεσ αρε τρεατεδαναλογουσλψ.) Ιϕ ξ (ρεσπεχτιϖελψ ψ) ισ αν ενδ-νοδε οϕ α βριδγε, τηεν ιτσ δεγρεε ιν Η ισατ λεαστ τωο. Οτηερωισε ωε χαν αδδ το Η ονε εδγε ε αδφαχεντ το ξ (ρεσπ. αδφαχεντ το ψ)ϕρομ Ε-Ει ωιτηουτ λοσινγ τηε πλαναριτψ. Συχη αν εδγε αλωαψσ εξιστσ, σινχε ξ (ρεσπ.

3ψ) ισ οϕ δεγρεε δ ανδ νοτ αδφαχεντ το α βριδγε. Τηε πλαναρ γραπη σο οβταινεδ ισδενοτεδ βψ Η∗ = (ς,Ε∗).Νοω τηε γραπη Γ∋ = (ς,Ε-Ε∗) ισ οϕ δεγρεε ατ μοστ δ-2. Τηισ ηολδσ βεχαυσε αλλνοδεσ οϕ ς∋ ηαϖε δεχρεασεδ τηειρ δεγρεε βψ ατ λεαστ 2 ανδ αλλ οτηερ νοδεσ βψ ατ λεαστ 1χομπαρεδ ωιτη τηε οριγιναλ γραπη Γ. Ωε χαν αππλψ τηε ινδυχτιον ηψποτηεσισ το Γ∋.Ηενχε, θ(Γ∋) ≤ (δ-2)/2, ανδ ϕυρτηερ, θ(Γ) ≤ θ(Γ∋) + θ(Τ∋) ≤ (δ-2)/2 + 1 =δ/2. ∃3. Δεαν ετ αλ.∋σ προοϕ τεχηνιθυεΔεαν ετ αλ. ηαϖε προϖεδ τηατ ιϕ Γ = (ς,Ε) ισ α γραπη ωιτη ε εδγεσ (ανδ ν νοδεσ), τηενθ(Γ) ≤ √�ε/3 + 3/2. Τηε προοϕ ισ αν ινδυχτιον ον ν + ε. Τηε ινδυχτιον στεππροχεεδσ ασ ϕολλοωσ. Ιϕ τηε δεγρεε οϕ εαχη νοδε ισ μορε τηαν √�ε/3, τηεν ιτ ισσυϕϕιχιεντ το αππροξιματε θ(Γ) βψ τηε τηιχκνεσσ οϕ τηε χομπλετε γραπη ηαϖινγ ννοδεσ. Οτηερωισε (τηερε ισ α νοδε ϖ ωιτη δεγρεε ατ μοστ √�ε/3), ωε χαν αππλψ τηεινδυχτιον ηψποτηεσισ το Γ-ϖ. Ηενχε, Γ-ϖ χαν βε δεχομποσεδ ιντο κ = √�ε/3⊇+ 3/2πλαναρ συβγραπησ Η1,..., Ηκ. Τηε νοδε ϖ ανδ ονε οϕ ιτσ αδφαχεντ εδγεσ χαν νοω βεινσερτεδ το εαχη οϕ τηε Ηι, ι = 1,..., κ, ωιτηουτ βρεακινγ τηε πλαναριτψ οϕ τηεσυβγραπησ. Ηενχε, Γ ηασ τηιχκνεσσ ατ μοστ √�ε/3 + 3/2.Χιμικοωσκι [5] ηασ λατερ προποσεδ ανοτηερ προοϕ υσινγ τηε αβοϖε τεχηνιθυε ενδινγυπ ιν α νεω βουνδ √�2ε/3 + 3/2. Ωε σηαλλ σηοω τηατ συχη αν ιμπροϖεμεντ ισ νοτποσσιβλε, ι.ε., Χιμικοωσκι∋σ προοϕ ισ νοτ ϖαλιδ.Ωε αιμ ατ α βουνδ √�ξε/3 + 3/2, ωηερε ξ ισ α ποσιτιϖε ρεαλ νυμβερ το βε μινιμιζεδιν ορδερ το οβταιν ασ σηαρπ βουνδ ασ ποσσιβλε. Νοτε τηατ Δεαν ετ αλ. ηαϖε ξ = 3 ανδΧιμικοωσκι ηασ ξ = 2. Τηε αππροξιματιον υσινγ τηε τηιχκνεσσ οϕ χομπλετε γραπησ ισποσσιβλε ωηεν (ν+9)/6 ≤ √�ξε/3 + 3/2. Τηισ ηολδσ ωηεν Γ δοεσ νοτ ηαϖε α νοδε

4οϕ δεγρεε √�ε/ξ ορ λεσσ (τηε συμ οϕ τηε δεγρεεσ (2ε) ισ νοω μορε τηαν ν√�ε/ξ). Ινορδερ το χομπλετε τηε προοϕ, τηε βουνδαρψ δεγρεε √�ε/ξ χαννοτ βε βιγγερ τηαν τηεβουνδ το βε οβταινεδ. Ηενχε, ωε μυστ ηαϖε √�ε/ξ ≤ √�ξε/3 + 3/2. Ιϕ ωε νοω σετ ξ= 2 (ασ Χιμικοωσκι συγγεστεδ) ωε νοτιχε τηατ τηε ινεθυαλιτψ δοεσ νοτ ηολδ ωηεν ε >35. Ονλψ α μαργιναλ ιμπροϖεμεντ οϖερ Δεαν ετ αλ.∋σ ξ = 3 ισ ποσσιβλε. Τηισ σηοωστηατ Χιμικοωσκι∋σ χηοιχε ξ = 2 χαννοτ βε προϖεδ βψ υσινγ τηισ τεχηνιθυε.Δεαν ετ αλ. ηαϖε χονφεχτυρεδ τηατ θ(Γ) ≤ √�ε/16 + Ο(1) ϕορ ανψ γραπη Γ.

5Ρεϕερενχεσ[1] ς.Β. Αλεκσεεϖ ανδ ς.Σ. Γονχηακοϖ, Τηε τηιχκνεσσ οϕ αν αρβιτραρψ χομπλετεγραπη. Ματη. Σβορνικ 101 (143): 212-230 (1976). Ιν Ρυσσιαν.[2] Λ.Ω. Βεινεκε, Τηε δεχομποσιτιον οϕ χομπλετε γραπησ ιντο πλαναρ συβγραπησ. Ιν:Φ. Ηαραρψ (εδ.), Γραπη Τηεορψ ανδ Τηεορετιχαλ Πηψσιχσ, Αχαδεμιχ Πρεσσ,Λονδον, 1967, 139-154.[3] Λ.Ω. Βεινεκε ανδ Φ. Ηαραρψ, Τηε τηιχκνεσσ οϕ τηε χομπλετε γραπη. Χαναδιαν ϑ.Ματη. 17:850-859 (1965).[4] Λ.Ω. Βεινεκε, Φ. Ηαραρψ, ανδ ϑ.Ω. Μοον, Ον τηε τηιχκνεσσ οϕ τηε χομπλετεβιπαρτιτε γραπη. Προχ. Χαμβ. Πηιλ. Σοχ. 60:1-5 (1964).[5] Ρ. Χιμικοωσκι. Ον ηευριστιχσ ϕορ δετερμινινγ τηε τηιχκνεσσ οϕ α γραπη, Ινϕο.Σχι. 85:87-98 (1995).[6] Α.Μ. Δεαν, ϑ.Π. Ηυτχηινσον, ανδ Ε.Ρ. Σχηεινερμαν. Ον τηε τηιχκνεσσ ανδαρβοριχιτψ οϕ α γραπη. ϑ. Χομβ. Τηεορψ (Β) 52:147-151 (1991).[7] ϑ.Η. Ηαλτον. Ον τηε τηιχκνεσσ οϕ γραπησ οϕ γιϖεν δεγρεε. Ινϕο. Σχι. 54:219-238(1991).[8] Φ. Ηαραρψ. Γραπη Τηεορψ. Αδδισον-Ωεσλεψ, Ρεαδινγ, ΜΑ, 1969.[9] Μ. ϑ�νγερ, Π. Μυτζελ, Τ. Οδεντηαλ, ανδ Μ. Σχηαρβροδτ. Τηε τηιχκνεσσ οϕ αμινορ-εξχλυδεδ χλασσ οϕ γραπησ. Τεχη. Ρεπορτ 95-201, Χεντερ ϕορ ΠαραλλελΧομπυτινγ (ΖΠΧ) ατ τηε Υνιϖερσιτψ οϕ Κ�λν, 1995. Το αππεαρ ιν ΔισχρετεΜατη.