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1 Johdanto

1.1 Tilastomenetelmdit luotettavan tutkimuksen perustana

Tilastotieteelliset menetelmit koostuvat erilaisista tilastoaineiston kerdidimis-,
kasittely-, analysointi ja pddttelymenetelmistd. Niilld kaikilla on merkityksensd
luotettavan tilastollisen tutkimuksen aikaansaamiseksi. Tdssd kirjassa késitel-
l4édn erityisesti tilastollista testausta ja paatoksentekoa. Talldin olemme tekemi-
sissd etenkin péittelymenetelmien ja niihin liittyvin todennédkdisyysmatematii-
kan kanssa. Ts. tarkastelemme niitd tilastotieteen asettamia periaatteita ja kritee-
reitd, joiden avulla voimme p#ittdd, millaisia johtopiitoksid olemme oikeutettu-
ja tekemaéin tilastoaineiston pohjalta. Tilastollinen pédédtoksenteko voidaan jakaa
kahteen osaan, estimointiin ja hypoteesien testaukseen. Estimoinnissa pyritdin
muodostamaan estimaatteja eli arvioita perusjoukon parametrien (tunnusluku-
jen) todellisille arvoille. Hypoteesien testauksessa on tavoitteena tehdd oikeita
johtopéétoksid ennakkoon asetettujen tilastollisten hypoteesien paikkansapité-
vyydestd. Estimointia ja tilastollisten hypoteesien testausta késitellidn myo-
hemmin erillisissi luvuissaan.

Toisaalta on todettava, ettdi muutkin menetelmit vaikuttavat sithen millaisiin
johtopédtoksiin tilastoaineisto meidit oikeuttaa. Etenkin aineiston kerdimisme-
netelmén vaikutus on tdssd suhteessa huomattava. Kerddmismenetelmét muo-
dostuvat etupédssi erilaisista otantamenetelmistd, joita esitellddn tarkemmin
omassa luvussaan. On kuitenkin syytd jo alustavasti tdssid yhteydessd painottaa
joitakin tdhin liittyvid seikkoja. Tilastomenetelmid hyodyntivi tutkimus perus-
tuu useimmiten erilaisista perusjoukoista poimittaviin otoksiin, jolloin otokset
eivit edusta perusjoukkojaan tdydellisesti. Tédstd nimenomaisesta syysti tilastol-
liseen tutkimukseen (eli perusjoukon tunnuslukujen todellisten arvojen mittaa-
miseen) muodostuu virhettd, jonka suuruuteen ja hallittavuuteen vaikuttaa osal-
taan tilastoaineiston kerd@mismenettely, ts. se miten otos poimitaan. Niin ollen
tilastollisen tutkimuksen luotettavuuden eris perustava ldhtokohta on kidytetyn
otantamenetelmin pitevyys'. Kdytinnossi timi useimmiten tarkoittaa (tutkitta-
vasta perusjoukosta riippuen) tietylld tavalla toteutettua satunnaisotantaa.

1.1.1 Otos vs. niiyte

Mikali asianmukaisesti muodostettu satunnaistaminen ei otoksen poiminnassa
toteudu, ei voida puhua otoksesta, vaan ndytteestd. Niyte ei edusta perusjouk-
koa yhté luotettavasti kuin otos. Naytteeseen sisiltyvit tilastoyksikot ovat usein
jollakin kontrolloimattomalla tavalla valikoituneita. Niin ollen tilastollisen
paittelyn kannalta on syyté pitdd mielessd, ettid ndytteen pohjalta muodostetut ti-

! Muita keskeisii tutkimuksen luotettavuuden edellytyksii ovat kiytetyn mittausmene-
telmin sopivuus ja tarkkuus, suotuisat mittausolosuhteet, mittaajan péatevyys jne.




luotettavampia. Naytteestd on esimerkiksi kysymys silloin, kun graduaan tekevi
opiskelija jakaa tutkimuslomakkeitaan jollain massaluennolla ja pyytdd lomak-
keen ottaneita palauttamaan sen tdytettynd tiettyyn paikkaan. Pitevésti tehdyn
otospohjaisen tutkimuksen yhteydessd voidaan tulosten tarkkuus arvioida suh-
teellisen luotettavasti. Kidytdnnossé tdma tarkoittaa usein sitd, ettd kun voidaan
olettaa otoksen edustavan hyvin perusjoukkoa, on mahdollista méirétd havaittu-
jen otostunnuslukujen (esim. keskiarvojen) keskivirheet. Keskivirheen avulla
saadaan arvioita otantavirheen suuruudesta eli siitd kuinka paljon otostunnuslu-
vun arvo mahdollisesti poikkeaa tutkittavasta populaation tunnusluvusta.

Vaikkakin kédytinnon tutkimuksen yhteydessd otantamenetelmien tinkimiton
kiyttd onkin joskus problemaattista, on kuitenkin varsin oleellista tuoda esiin
otantamenetelmien merkitys luotettavan tilastollisen tutkimuksen aikaansaami-
seksi. Tutkimuksen nédytepohjaisuus on mm. jo sindllddn yksi merkittivd syy
sithen, miksi samaa aihetta koskevat eri tutkimuksen p#ityvit usein huomatta-
vastikin erilaisiin tai keskenddn ristiriitaisiin tutkimustuloksiin.

1.1.2 Tilastollinen péiittely ja tieteellisyyden Kkriteerit

Kuten ylld on pyritty esittimédin, oleellinen kysymys tilastollisessa paittelyssi
on tietenkin tutkittavaa asiaa koskevan arvion tai padtoksen luotettavuus / var-
muus. Niin tieteellisten, mielipide- kuin taloustutkimustenkin keskeinen 14hto-
kohta on se, ettd kyettéisiin saamaan mahdollisimman luotettavia arvioita asioi-
den vallitsevasta tilasta, asioiden vaikuttavuudesta johonkin, asioiden muutok-
sista sekd arvioita asioiden keskindisistd suhteista ja eroista. Jotta tutkimus olisi
luotettavaa, tarvitaan tieteellisid kriteereitd, joiden mukaan tutkimus olisi suori-
tettava. Mikili tutkimus on luonteeltaan tilastollinen, muodostaa tilastollinen
paitoksenteko oleellisen osan ndisté luotettavuuden kriteereista.

Yhteenvetona voidaan esittdd, ettd timén kirjan keskeiselld aiheella, tilastolli-
sella padttelylld, tarkoitetaan tilastotieteellisten menetelmien avulla toteutettua
kiytdantdd, jossa tarkasteltavasta tilastoaineistosta edetddn ko. perusjoukkoa
koskeviin (mahdollisimman luotettaviin) péatelmiin ja induktiivisiin yleistyk-
siin.

Téamén kirjan péatehtdvind on ndin ollen johdattaa yhtdiltd ymmértaméén sitd,
mihin tilastollinen piitdksenteko perustuu ja toisaalta hallitsemaan sitd, miti ti-
lastollinen padtoksenteko kiytannossa tarkoittaa.




2 Teoreettinen jakauma

2.1 Satunnaismuuttuja

Erilaisissa satunnaiskokeissa, kuten nopanheitossa, saatavia arvoja voidaan kut-
sua satunnaismuuttujan arvoiksi. Satunnaisilmion tulokseen on siis liitetty jokin
reaaliluku — nopanheiton tapauksessa kokonaisluku. Télloin satunnaismuuttuja
saa arvoja vililtd 1-6. My0s kaikki erityistieteellisessd tutkimuksessa kaytetyt
muuttujat, kuten esim. kyselylomakkeiden muuttujat, ovat luonteeltaan satun-
naismuuttujia. Tilloin satunnaismuuttujan mitta-asteikko kuvaa tietyn empiiri-
sen satunnaisilmion alkeistapauksiin liitettyd arvojoukkoa. Oman ryhménsa
muodostavat otostunnusluvut, kuten esim. otoskeskiarvo ja —prosenttiluku, joi-
den arvot vaihtelevat otoksesta toiseen. Télloin satunnaiskoe on otoksen poi-
minta. Satunnaismuuttujiin liittyy periaatteessa aina jokin teoreettinen jakauma,
ts. todennékoisyysjakauma, joka kuvaa niiden arvojen esiintymisen todennékoi-
syyttd. Usein satunnaismuuttuja kirjoitetaan ilman ’satunnais’ —osaa tai sitid voi-
daan kutsua, kuten tédssi kirjassa, empiiriseksi muuttujaksi.

2.1.1 Merkintitavat

Téssd kirjassa satunnaismuuttujaa merkitddn kursivoiduilla isoilla kirjaimilla X,
Y, Z jne. ja niitd vastaavia satunnaismuuttujan arvoja pienilld kirjaimilla x,y, z
jne. Matemaattisia muuttujia merkitifin erotukseksi puolestaan isoilla kursivoi-
mattomilla kirjaimilla X, Y, Z jne. Matemaattiset muuttujat eivét liity mihin-
kddn satunnaisilmioon ja niitd kdytetddn sen tihden matemaattisesti tarkoissa
lausekkeissa, kuten esim. tiheysfunktioiden lausekkeissa, joihin ei voi sisdltyd
satunnaismuuttujia.

Otostunnuslukuja merkitddn kursivoimattomilla kirjaimilla asiayhteydestd sel-
vidvilld tavalla. Teoreettisia tunnuslukuja sekd erditd muita matemaattisia kasit-
teitd merkitddn kursivoimattomilla kreikkalaisilla aakkosilla niin ikddn asiayh-
teydestd tarkemmin selvidvilla tavalla.

2.2 Tilastollinen pddittely ja teoreettinen jakauma

Tissd kirjassa késitelldédn tilastollisen péittelyn teoriaa ja kédytidntod ldhinnd pa-
rametristen testien kannalta. Toisin kuin non-parametriset testit, parametriset
testit perustuvat tiettyihin teoreettisiin jakaumiin sekd perusjoukon parametrien
todellisia arvoja estimoiviin otostunnuslukuihin eli estimaattoreihin. Myds néi-
den estimaattoreiden satunnaiskiyttdytyminen hallitaan teoreettisten jakaumien
avulla. Tistd syystd on vilttdimatontd késitelld joitakin keskeisimpié teoreettisia
jakaumia, joita kdytetddn empiiristen muuttujien tai johdettujen tilastollisten tes-
tisuureiden matemaattisina malleina.




Empiiriset muuttujat eivit kuitenkaan noudata tarkasti vastaavia teoreettisia ja-
kaumia, mutta niitd voidaan kdyttdd tistd likimddrdisyydestd huolimatta. Liki-
midrdisyyden ajatellaan johtuvan satunnaisvaihtelusta, jonka ldhteind nidhddén
erilaisia toisistaan riippumattomia tekijoitd, kuten otanta- ja mittausvirhe. Para-
metristen testien yhteydessd satunnaismuuttujien oletetaan perusjoukon tasolla
noudattavat varsin tarkasti niitd mallintavia teoreettisia jakaumia. Helposti voisi
ajatella, ettd koska empiiriset ilmi6t ovat niin moninaisia, tarvitaan suuri méari
erilaisia niitd mallintavia teoreettisia jakaumia. Asia ei kuitenkaan ole niin.
Yleisesti tullaan toimeen varsin pienelld eri teoreettisten jakaumien méaéralld,
kuten jatkossa tulemme huomamaan. Oleellista on kiinnittdad huomiota eri teo-
reettisten jakaumien yleisiin ominaisuuksiin ja kdyttomahdollisuuksiin.

2.3 Empiirinen jakauma vs. teoreettinen jakauma

Empiirinen jakauma liittyy konkreettiseen tilastoyksikdiden joukkoon; se ku-
vaa tietyn empiirisesti mitattavan ominaisuuden (so. satunnaismuuttujan) arvon
esiintymistiheydessd havaittavaa vaihtelua. Tarkastellaan seuraavaksi esimerk-
kien avulla empiiristd jakaumaa. Kuva 1 esittdd eri hinta- ja teholuokkaan kuu-
luvien autojen (O:sta 100:aan) kiihtyvyysjakaumaa, joka on jokseenkin normaa-
lijakautunut. Vastaavasti Kuva 2 esittdd samojen autojen hevosvoimajakautu-
maa, joka on selvésti positiivisesti vino.

Kuva 1: Autojen kiihtyvyysjakauma Kuva 2: Autojen hevosvoimajakauma
(likiméiirin normaalijakauma) (positiivisesti vino jakauma)
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Ero keskeniin melko voimakkaasti korreloivien jakaumien muodossa selittynee
silld, ettd kiihtyvyyteen vaikuttaa useampia tekijoitd kuin hevosvoimien suuruu-
teen. Yksi oleellinen tekija on auton paino, joka ei vihennd moottorin tehoa,
mutta hidastaa kiihtyvyyttd. Toinen tekijd on auton muodon aiheuttama ilman-
vastus jne. Voidaan ndin ollen todeta, ettd mitattavan empiirisen ominaisuuden
jakauma on taipuvaisempi olemaan sitid todennikoisemmin normaalisti jakautu-




nut mitd useamman tekijin madrddmastd ilmiostd siind on kysymys — asia, jo-
hon palataan normaalijakauman teoreettisen perustelun yhteydessa.

Teoreettinen jakauma on luonteeltaan yleisempi; se ei liity tiettyihin konkreet-
tisiin tilastoyksikoihin, vaan kuvaa empiirisen tai matemaattisesti johdetun sa-
tunnaismuuttujan (esim. testisuureen) arvojen esiintymistiheyden todennikoi-
syyksid. Tistd syystd teoreettista jakaumaa voidaan kutsua myds todenni-
koisyysjakaumaksi. Teoreettisia jakaumia kidytetdédn testisuureiden ja empiiris-
ten jakaumien matemaattisina malleina. Kun tunnetaan ko. empiirisen ilmi6n tai
tilastollisen testisuureen noudattama teoreettinen jakauma, mahdollistaa tami
niihin liittyvien arvojen esiintymistodennékdisyyksien maérittdmisen.

Kuva 3: EsimerkKi teoreettisesta ja- Kuva 4: EsimerkKi teoreettisesta ja-
kaumasta — x’-jakauma va- kaumasta — Normaalija-
pausasteilla 4 kauma (muuttujan X Kkeskiar-

vo = 100 ja varianssi = 15%)
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Kuva 3:ssa on kysymys teoreettisesta jakaumasta, X2 —jakaumasta, jota kiyte-
tddn mm. empiirisid ilmi6itd kuvaavien muuttujien otosvarianssin satunnais-
vaihtelun mallintamiseen. Kuva 4 puolestaan esittdd teoreettista normaalija-
kaumaa, joka tdssd esimerkissd mallintaa Wechslerin aikuisille tarkoitetun dlyk-
kyystestin kokonaispistemadrin jakaumaa perusjoukon keskiarvon ollessa 100
ja varianssin 15%

Kuten jo ylla totesimmekin, tilastollinen testaus ja pddtdksenteko perustuu teo-
reettisiin jakaumiin. Oleellinen ero empiiristen muuttujien mallintamiseen néh-
den on se, etti tilastollisessa testauksessa ja padtoksenteossa tiettyd teoreettista
jakaumaa (todennikoisyysjakaumaa) noudattavat matemaattisesti johdetut tes-
tisuureet empiirisid ilmiditd kuvaavien muuttujien sijasta. Talloin mallinnetaan
tietyn tilastollisen testisuureen satunnaiskiyttdytymistd, testisuureen, jonka ar-
voon perustuu tilastollinen paiatoksenteko — asia, johon palataan tarkemmin
hypoteesien testausta ja testisuureita kasittelevissd luvuissa 7, s. 66 ja 8,s. 73.




2.4 Teoreettisen jakauman peruskdasitteet
Mairiteltdessd teoreettisiin jakaumiin liittyvid peruskisitteitd, on hyodyllista to-
deta samalla, ettd niilldi on vastineensa empiiristen jakaumien puolella.

Taulukko 1 esittdd nama kasitteet rinnasteisesti.

Taulukko 1: Teoreettisen ja empiirisen jakauman peruskisitteiden viilinen vastaa-

vuus
Empiirinen jakauma Teoreettinen jakauma
e  Suhteellinen frekvenssi tai % e Todennikdisyys (p)

e  (Prosenttinen) frekvenssijakauma |e  Tiheysfunktio (f)

e  (Prosenttinen) summajakauma e Kertymifunktio (F)

Kuten Taulukko 1 osoittaa, vastaa suhteellista frekvenssid, frekvenssijakaumaa
ja summa- eli kumulatiivista jakaumaa vastaavat teoreettiset kisitteet todenné-
koisyys, tiheysfunktio ja kertyméfunktio. Nimé teoreettiset peruskdsitteet ovat
hyvin yleisid — ts. ne ovat yhteisid periaatteessa miltei kaikille teoreettisille ja-
kaumille. Tarkastellaan seuraavaksi heuristisella tasolla hieman néiden késittei-
den luonnetta ja palataan niihin jatkossa sitten erityisemmin aina kunkin teo-
reettisen jakauman tarkastelun yhteydessi.

2.4.1 Todennikoisyys (p)

Tissd esityksessd ei tulla tarkastelemaan varsinaisesti alkeistodennédkoisyyslas-
kennan teoreettisia perusteita, koska niilld on enimmékseen merkitystd vain ar-
pajais- ja peliteoriassa. Sen sijaan keskitytddn todenndkdisyyden arvojen laske-
miseen erilaisten todennédkdisyysmallien avulla kdytdnnon tutkimuksen vaati-
missa tilanteissa. Koska tilastotieteelliset menetelmit perustuvat suuressa mii-
rin todenndkdisyyslaskentaan, on syytd kuitenkin luoda yleisluontoinen katsaus
todennékoisyyden kisitteeseen.

24.1.1 Satunnaismalli vs. deterministinen malli

Todennikoisyyslaskennassa kisitelladn stokastisia eli satunnaismalleja ja tutki-
taan niiden sddnnollisid (hallittavia) ominaisuuksia. Satunnaismallien kédyttoon
tdytyy turvautua ldhinni siksi, koska monien tieteenalojen tutkimat ilmiot ja
my0s muutkin, kuten esim. elinkeinoeldmin ilmiét, eivit ole tarkasti ennustet-
tavia eli kuvattavissa determinististen mallien avulla. Tunnettaessa tietyt ilmi6i-
den ja tapahtumien alkuehdot, determinististen mallien avulla voidaan ennustaa
tarkasti ndiden ilmididen ja tapahtumien lopputuloksia. Sen tdhden niitd voidaan
kuvata my6s matemaattisten yhtédléiden avulla.




Silloin kun néité tapahtumien ja ilmididen alkuehtoja ei tunneta, joudutaan kayt-
tdmidn satunnaismalleja, jolloin pyritdin mididrddmaidn tapahtumien lopputulok-
sille tiettyjd esiintymistodennédkdisyyksid. Yksinkertaisena esimerkkind satun-
naistapahtumasta, jonka alkuehtoja ei tunneta, voidaan esittdd nopanheitto. Mo-
nimutkaisempi satunnaismallin avulla kuvattava ilmi6 on esim. vaikkapa sadil-
mididen méadrdytyminen.

2.4.1.2 Klassinen todenndkoisyys

Kaikki tunnemme sentapaisia ennusteita kuten esimerkiksi, ettd 20 % tietyn 144-
ketieteellisen diagnoosin saaneista eldd vield kolmen vuoden kuluttua. Tilldin
ajattelemme, ettd keskimiirin joka viiden potilas eldid vield kolmen vuoden ku-
luttua diagnoosin teon jdlkeen. Tulkitsemme todennikdisyyden siis suhteellisen
frekvenssin avulla, jossa suhteutamme tarkastelunalaisten esiintyneiden tapaus-
ten A lukumédrdn f kaikkien tapausten lukuméaériddn n eli p = f(A)/n. Titi to-
dennidkdisyyden madritelméd kutsutaan ns. klassisen todennédkdisyyden maééri-
telmiksi. Néin ollen todennékoisyys, ettd diagnoosin saanut eldi vield kolmen
vuoden kuluttua on 1/5 = 0,2. Voimme siis todeta, ettd todenndkdisyys voidaan
esittdd viliin [0,1] kuuluvana suhdelukuna tai vastaavana prosenttilukuna.

Liitettdessd todennikoisyyden kisite ylempéni esitettyyn stokastisten ts. satun-
naismallien kisitteeseen, piidymme lyhyesti toteamaan sen, miten erityistieteet
soveltavat nditd késitteitd etsiessdén empiiristd tukea teoreettisille malleilleen.
Erityistieteissd voidaan pyrkid muotoilemaan tutkimusalaa koskevan kokemuk-
sen kautta matemaattinen malli, tdssd tapauksessa siis satunnaismalli, joka ku-
vaa tiettyihin ilmidihin / tapahtumiin siséltyvid todennidkdisyyksid. Ndiden ma-
temaattisten mallien (=teoreettisten jakaumien) avulla pystymme sitten laske-
maan haluttujen tapahtumien todennikoisyydet. Oleellista siis on, etti ndiden
todennékdisyyksien tulkinta tapahtuu suhteellisen frekvenssin periaatteella ja et-
td niiden laskemisen malli on muodostettu empiirisen kokemuksen ja teoreettis-
ten oletusten avulla.

24.2 Tiheysfunktio f(X)

Kuvitelkaamme yleisesti, ettd voimme muuttujan frekvenssijakaumassa kasvat-
taa tilastoyksikoiden lukumidirdd n rajatta ja antaa samalla luokkavilin d 13-
hestyd nollaa. Talloin luokkavilin pienentyessd muuttujan frekvenssijakauman
muodossa tapahtuisi todennékoisesti huomattavaa muutosta.

Asian havainnollistamiseksi tarkastellaan Kuva 5:n erityistapausta, jossa muut-
tuja X vaihtelee vilillda 0-100. Vasemmanpuoleisessa tilanteessa luokkavilin d
arvo on 100/3 ja oikeanpuoleisessa se on pienentynyt neljinneksen verran eli
100/12. Luokkavilin pienentyessd kohti nollaa huomaamme histogrammin
muodon ldhestyvén jatkuvaa kuvauskéyraa.




Kuva 5: Luokkavilin d vaikutus muuttujan jakaumaan

d = luokkavili = 100/ 3

£ f/ d = luokkavili=100/12
/p | —> | P &
0-33 34-66 67-100 X X

Niin ollen voidaan ajatella, ettd on mahdollista johtaa kdyrdd kuvaava mate-
maattinen funktio asettamalla tiettyjd oletuksia muuttujan kiyttdytymiselle.
Niin muodostettua funktiota kutsutaan muuttujan X , jota merkitddn f(X):114.

2.4.2.1 Diskreetti vs. jatkuva jakauma

Koska empiiriset muuttujat ja siten niiden jakaumat voivat olla joko jatkuvia tai
epdjatkuvia eli diskreettejd, on tami otettava myds teoreettisten jakaumien ti-
heysfunktioiden méérittelyssd huomioon. Jatkuvat muuttujat voivat tietylld vé-
lilld saada, minki tahansa reaalilukuarvon. Téten niiden tiheysfunktion kuvaa-
jakin on jatkuva kéyré. Diskreetit muuttujat puolestaan voivat saada vain tiettyji
arvoja, esim. kokonaislukuarvoja. Jos teoreettinen jakauma ja sitd noudattava
satunnaismuuttuja X on diskreetti, niin sen arvoihin xj xz,..., X, liittyy aina
tietty esiintymistodenndkoisyys Pi, Pzse-es Pn- Ldlloin tiheysfunktion kuvaaja-
kaan ei ole jatkuva, vaan epdjatkuva, jolloin sitid kutsutaan pistetodenndikdisyys-
Sfunktioksi ja merkitddn p;:lld (ks. Kuva 14, s. 15).

Yksinkertaisena esimerkkini tapahtumasta, jota kuvaava muuttuja on diskreetti,
on nopanheitto. Nopanheiton todennékdisyysjakaumaa siis kuvaa pistetodenni-
koisyysfunktio. Tarkemmin sanottuna kysymyksessd on tasajakaumaa noudat-
tava diskreetti satunnaismuuttuja, joka vaihtelee vililld 1-6, jossa jokaiseen ar-
voon liittyy yhtid suuri esiintymistodennédkoisyys p; =1/6.

24.2.2 Tasajakauma

Erids teoreettisista jakaumista on jatkuva (tai diskreetti) tasajakauma. Tasaja-
kauman merkitys on kiytdnnossd yleensd melko vihdinen, mutta koska se on
kuitenkin yksinkertaisuudessaan teoreettisen jakauman peruskisitteitd hyvin
havainnollistava, tarkastellaan sen avulla teoreettisten jakaumien perusominai-
suuksia, joista tdssd alaluvussa ensimmdiisend kasitelldéin tiheysfunktiota. Jos sa-
tunnaismuuttuja X noudattaa tasajakaumaa, merkitdin: X ~ Tas[a,b].




2.4.2.3  Jatkuvan tasajakauman tiheysfunktio

Jatkuvan tasajakauman tiheysfunktio méiritelldén seuraavasti:

1
b—a

, kun Xe (a<X<b)

fX)=

0  muualla

Niin ollen tasajakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X kaikilla arvoilla x,
jotka kuuluvat vilille (a £ X < b), on yhti suuri esiintymistodennikdisyys.

Tarkastellaan jatkuvan tasajakauman tiheysfunktiota ldhemmin pienen esimer-
kin valossa. Olkoon julkinen liikenne jérjestetty tiettyyn esikaupunkiin siten, et-
td bussit lahtevit paédtepysékeiltd viiden minuutin viliajoin ilman erityisempid
aikatauluja. Matkustajat eivét tiedd bussien ldht6aikaa, vaan ainoastaan sen, etti
ne ldhtevit viiden minuutin vélein. Kuvatkoon muuttuja X sitd aikaa, jonka
matkustaja joutuu odottamaan bussia. Jos havainnoisimme esim. 1000 matkus-
tajan bussin odottamiseen kdyttdmin ajan ja muodostaisimme téstd havaintoai-
neistosta minuutin luokituksella prosenttisen frekvenssijakauman, olisi jokaisen
luokan prosenttifrekvenssi suunnilleen sama. T#@hin samaan tulokseen pii-
dymme ilman mitdén havainnointia ldhtemailld siiti, ettd jokainen X:n arvo vi-
lill4 [0,5] on yhti todennikoinen, kuten voimme odottaa.

Asettamalla tiheysfunktiolle ehdon, ettd tiheysfunktion kuvaajan ja x-akselin
viliin jddvin pinta-alan on oltava yksi (ks. Kuva 6), saamme liitettyd ylldesitet-
tyyn tasajakauman tiheysfunktion mééritelméédn esimerkkidmme vastaavat arvot
ja ndin tiheysfunktiolle (alla vasemmalla) esitetyn lausekkeen:

Kuva 6: Tiheysfunktion kuvaaja
(Odotusajan todennikdisyys-
jakauma)

1 f(x)

——, kun Xe [0,5]
5-0

1/5

fX)=

0  muualla

1 2 3 4 5 x/min

Kuten Kuva 6 osoittaa, tiheysfunktio on vakio vililld [0, 5] saaden arvon 1/5.
Titen jatkuvaa teoreettista tasajakaumaa noudattava satunnaismuuttuja X mal-
lintaa hyvin bussin odotusaikaa kuvaavaa muuttujaa.
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2.4.2.4 Todenndkoisyyksien mddrddminen tiheysfunktion avulla

Tiheysfunktion avulla voidaan laskea erilaisten tapahtumien todenniko6isyyksii.
Oletetaan, ettd syntymdaikamuuttuja noudattaa tasajakaumaa, eli X ~ Tas
[0,12]. Voimme esimerkiksi laskea, mikd on todennékdisyys, ettd satunnaisesti
valittu henkil6 on syntynyt huhtikuussa tai aikaisemmin. Merkitiin

px<d4y=2 -1

/ _V—\ 12 3
Todenndikoisyys Mdirdid tapahtuman

Kuva 7 havainnollistaa todennikoisyyden méidrdytymisen; sen arvo on yhtd
kuin x-akselin ja tiheysfunktion kuvaajan sekd suorien x =0 ja y = 4 rajoitta-
man alueen pinta-ala, joka siis on 1/3.

Kuva 7: Todennikoéisyyden méériiminen tiheysfunktion avulla

f(x)

112

v

12 3 456 7 8 9 10 11 12

Voidaan my0s laskea, mikd on todennédkdisyys, ettd satunnaisesti valittu henkilo
on syntynyt kesdkuun ja elokuun vilisend aikana — tai esimerkiksi elokuun jil-
keen. Merkitién ja lasketaan, kuten Kuva 8:n yhteydessa.

Kuva 8: Todennékoisyyksien méiriaminen tiheysfunktion avulla

cxepot S 31
12 12 12 4

L
7

9,1

(x) (

<— v

112

9 1
- P(X>8)=1-—=-
< ( ) -3

NN\

»
>

123456789 10 11 12

X

Kuten voidaan esimerkeisti todeta, todennédkoisyydet ovat kolmea tyyppid, jois-
sa ¢ ja d ovat annettuja vakioita (ks. myos 2.4.3.2):
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P(X <c¢), P(X >c¢) ja Pc<X<d).

Jatkuvan muuttujan tapauksessa todennédkoisyydet P(X <c¢) ja P(X < ¢) ovat
samoja, mutta mydhemmin, kun todennékdisyyksien médrdimiseen kiytetdin
kertyméfunktiota pitdydytdin vain ensimmaiisessi.

2.4.2.5 Tasajakauman odotusarvo ja varianssi

Jatkuvaa tasajakaumaa vililld [a,b] noudattavan muuttujan X odotusarvolle ja
varianssille on olemassa lausekkeet:

a-b (b—a)’

12

E(X)= ja. D*(X)=

Titen esimerkiksi syntymédaikamuuttujan (mikéli yksikkona kdytetdén kk) odo-
tusarvo ja varianssi ovat

B _ 2
E<X>=¥:6 ja D%X)=%:

12 .

Samoihin arvoihin paadyttdisiin, mikili kdytettdisiin odotusarvon ja varianssin
yleisid — jakaumasta riippumattomia — integraalilauseita (ks. luku 2.5.1).

2.4.3 Kertymifunktio F(x)

Empiiristen jakaumien puolella kumulatiivinen summakdyrd kertoo, kuinka
monella prosentilla tilastoyksikoistid on pienempi tai yhtd suuri arvo kuin tietty
luku x (ks. Kuva 10). Teoreettisten jakaumien puolella kertymifunktio ilmai-
see saman asian (ks. Kuva 9). Kertyméfunktion yleinen muoto on

Rx)=P(X: x).
Yhtilo siis ilmaisee, ettd muuttujan X kertyméfunktio pisteessd x on tietty to-
dennikoisyys. Antamalla argumentille x eri arvoja saadaan kertyméfunktion
kuvaaja (ks. Kuva 9).

Diskreetin muuttujan tapauksessa saadaan kertyméfunktiolle seuraava lauseke

F(x)= 3 p;-

Xj<x
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Yhtilod tarkastelemalla voidaan todeta, ettd kertyméfunktion arvo pisteessd x
saadaan laskemalla yhteen kaikki ne p;:n arvot, joita vastaavat x;-arvot eivit
ylitd x:44. Kertymifunktion arvon méédrddminen diskreetin muuttujan tapauk-
sessa siis perustuu siihen, ettd muodostetaan x:44 edeltdviin yksittdisiin x;-
arvoihin liittyvien todennikoisyyksien p; summa. Kuva 15 esittdd diskreetin
muuttujan kertymifunktion kuvaajan (s. 15).

Jatkuvan muuttujan tapauksessa saadaan kertymifunktiolle seuraava integraa-
lilauseke

F(0) = [ (X)dX.

joka mddritellddn tiheysfunktion f(X) avulla, ja joka kuvaa pisteen x vasem-
malle puolelle jddvin pinta-alan todennidkoisyysmassan (ks. kuva alla).

SX)

-00 X

Pisteen x vasemmalle puolelle jddvi pinta-ala ja sitd vastaava kertynyt toden-
nikoisyys saadaan lasketuksi juuri integraalilaskennan avulla.

Kuva 9: WAIS-R:n AO:n kertymii- Kuva 10: Autojen kiihtyvyyden kerty-
funktio (teoreettinen) méfunktio (empiirinen)
A

80%

0%

40%

0%

Kumulatiivinen prosentti
Kumulatiivinen prosentti

Kiihtyvyys 0:sta 100:aan km/h (sekuntia)

Kuva 9 esittdé teoreettisen normaalijakauman kertymifunktion kuvaajaa, joka
tidssd tapauksessa mallintaa Wechslerin aikuisille tarkoitetun &lykkyystestin
(WAIS-R) kokonaispisteméérdd (ks myos Kuva 4). Kuva 10 puolestaan esittdd
empiirisen muuttujan kumulatiivista jakaumaa (autojen kiihtyvyysjakauma, ks.
myo6s Kuva 1).
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2.4.3.1 Tasajakauman kertymdfunktio

Jatkuvalle tasajakaumalle vililld [a,b] voidaan johtaa kertymifunktion lauseke:

0 , kun x<a
xX—a
b—a

1 , kun x>b

F(x)= , kun xela, b

Kun tunnetaan tasajakaumaa noudattavan muuttujan vaihteluvili [a, b], voidaan
antaa argumentille x eri arvoja, jolloin saadaan kertymifunktion kuvaaja. Ta-
sajakaumaa oletetusti noudattavan syntymdaikamuuttujan vaihteluvili on
[0,12]. Tidten voidaan muodostaa syntymédaikamuuttujan kertyméfunktion ku-
vaaja (ks. Kuva 11).

Kuva 11: Syntymiaikamuuttujan X ~ Tas[0,12] kertyméfunktion kuvaaja

Y
F(X)

1 - —

v

12345678910 11 12 X

Funktio tietylld arvolla x antaa siis aina tihédn pisteeseen mennessi kertyneen
todennédkdisyysmassan arvon. Kun x < a, on funktion arvo aina nolla; kun taas
x > b, on funktion arvo aina yksi. Jo ylli esitetyt muotoa P(X <¢), P(X >¢)
ja P(c < X £d) olevat todennikoisyydet voidaan médritd kidtevimmin juuri
kertyméfunktion avulla. Ylld esitettyd bussiesimerkkid kéyttden (ks. luku
2.4.2.2), voitaisiin laskea todennidkdisyys, ettd matkustaja joutuu odottamaan
bussia 3-5 minuuttia. Médritadn kertymifunktion arvot pisteessd 5 ja 4 ja muo-
dostetaan niiden erotus. Eli: P <X<5)=F(5)-F@3) = 5/5-3/5 = 2/5.

2.4.3.2  Kertymdfunktion ominaisuuksia

Riippumatta teoreettisesta jakaumasta on kaikilla kertymifunktioilla 2 tirkedd
ominaisuutta:

1. PX>b) =1-F(©b)
2. Pla<X<b =Fb)-F@),
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Jossa P tarkoittaa todennidkoisyyttd ja suluissa oleva lauseke maérédd tapahtu-
man. Eli kertyméfunktion avulla voidaan mééridtd muuttujan arvojen esiintymi-
seen liittyvid erityyppisid todennikoisyyksii.

Kuva 12 havainnollistaa kertyméfunktion ominaisuuteen 1 liittyvén todennikoi-
syyden maddrittdmistd. Tilanne esitetddn myos tiheysfunktion kannalta, joka
médrittelee kertyméfunktion, kuten ylld totesimme.

Kuva 12: Kertymiéfunktio ja tiheysfunktio todenniikoisyyksien F(b) ja 1-F(b)
midriaamisessi (Ominaisuus 1)

A

F(b) 1-F(b) F(b) 1-F(b)

Kuva 13: Kertyméfunktio ja tiheysfunktio tietyn vilin [a,b] todennékdisyyden
méidriaimisessi (Ominaisuus 2)

F(b)-F(a)
F(b)-F(a)

Kuva 13:ssi esitetdidn puolestaan kertymifunktion ominaisuuteen 2 liittyvén to-
dennékoisyyden — eli tietyn vélin [a,b] todennékoisyyden — méérittiminen.

Liséksi koskien diskreettid jakaumaa, on olemassa vield kolmas ominaisuus:

3. PX=q) = F(@)-Fa_).

Tama ominaisuus madridd diskreetin muuttujan tietyn yksittdisen arvon esiinty-
mistodennédkdisyyden eli ns. pistetodennikdisyyden, joka médrdtdin pisteen a;
ja sitd vilittomasti edeltidvin pisteen @;_; kertymifunktioiden arvojen erotukse-
na. Niin ei voida tietysti menetelld jatkuvan muuttujan tapauksessa, silld jatku-
van muuttujan jatkuvuusominaisuudesta johtuen ei sille ole méadriteltdvissd mi-
tddn tarkkaa jakauman pistettd, jolle voitaisiin laskea pistetodennikoisyys. Jat-
kuvalle muuttujalle méératadn siksi vain tietyn vilin todennédkdisyyksid.
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2.4.4  Diskreetti tasajakauma

Yl1ld olemme késittineet syntymidaikamuuttujan jatkuvana, silld kuukausiluoki-
tuksesta huolimatta taustalla oleva aikamuuttuja on jatkuva luonteeltaan. On
mahdollista ajatella syntymdaikamuuttuja myos diskreettind muuttujana, eli
syntymékuukausimuuttujana, jolloin jokainen kuukausi muodostaisi epijatku-
van kategorian. Tilloin ei olisi syntymékuukausimuuttujan kohdalla mielekasti
puhua tiheysfunktiosta, vaan pistetodennikoisyysfunktiosta, jota Kuva 14 esit-
tdd. Kertymifunktion kuvaajakin on silloin toisenlainen ja sitd kutsutaan por-
rasfunktioksi, kuten Kuva 15 havainnollistaa.

Kuva 14: Diskreetin syntyméikuukausi- Kuva 15: Diskreetin syntyméakuukausi-

muuttujan tiheysfunktion ku- muuttujan porrasfunktion ku-
vaaja vaaja
A A
£X) F()
"2 14 -—
—
-—
-—
2/3 ~—
—
—
*—
1/3 4 —
—
-—
—
> >
123456789101112 « 1234567891011 12 X
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2.5 Teoreettiset tunnusluvut

Kuten empiirisille jakaumille, voidaan my0s teoreettiselle jakaumille méiritelld
erilaisia tunnuslukuja, esimerkiksi keski- ja hajontalukuja. Teoreettisen ja-
kauman yhteydessd nditd kutsutaan teoreettisiksi tunnusluvuiksi. Tarkastellaan
niistd ldhemmin keskiarvoa ja keskihajontaa sekid moodia, mediaania, fraktiileja
ettd jakauman muotoa kuvaavia tunnuslukuja.

2.5.1 Odotusarvo ja varianssi

Taulukko 2 esittdi rinnasteisesti satunnaismuuttujan X empiiriset ja teoreettiset
perustunnusluvut — eli otoskeskiarvon / odotusarvon ja otosvarianssin / va-

rianssin. Odotusarvoa E(X) merkitddn p:lld (ddnnetddn: myy) ja varianssia
D*(X) o”lla (ddnnetidin: sigma toiseen). Perusjoukon / populaation keskiarvos-
ta puhuttaessa tarkoitetaan juuri p:td. Samoin o”:1la tarkoitetaan perusjoukon /
populaation varianssia.

Taulukko 2: Teoreettiset ja empiiriset tunnusluvut

Empiiriset (otos)tunnusluvut Teoreettiset tunnusluvut

e Otoskeskiarvo X e Satunnaismuuttujan X odo-
tusarvo E(X) = p

e Otosvarianssi s e  Satunnaismuuttujan X va-
rianssi D*(X) = 6®

Jatkuvan satunnaismuuttujan X keskiarvolle ja varianssille (= keskihajonnan
nelid) on voimassa seuraavat kaavat:

E(X) = |Xf(X)dX
DX(X) = 0% = [(X-w*f(X)dX = EX)—p’ .

Odotusarvon E symboli tulee Expected value —termisti ja keskihajonnan D
symboli vastaavasti Deviation —sanasta.

Muuttuja X noudattaa tasajakaumaa [0,5] (ks. tasajakaumasta luku 2.4.2.2).
Téamén jakauman keskiarvo ja varianssi ovat

51 151, 1
E(X) = [X—=dX = - =X —(5°-0%) =25
05 502 10

5

1

5
D*(X) = szng—Z,Sz = 25
0

X*-2,5" = == = 2,08.
12

0

| =
W | =
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Diskreetin satunnaismuuttujan muuttujan X odotusarvolle ja varianssille on
olemassa seuraavat lauseet

E(X):HZE PiX;

Dz(X):G2 :Zpi (x; _M)z'

Eris diskreetti muuttuja X saa arvoja vililtd 1-4. Arvojen xy,.., X4 €siintymisto-
dennikdisyydet ovat vastaavasti: p; = 0,2, p,=0,3,p3=0,4 japs=0,1. Ti-
mén muuttujan odotusarvo (keskiarvo) ja varianssi ovat seuraavat:

EX)=pnu=02-1+03-2+04-3+0,1-4 =24

D’X)=0%=02 (124> +03 - (2-2,4)> + 0,4 - (3-2,4)> + 0,1 -
(4-2.4)* = 0,84 .

Teoreettisten jakaumien odotusarvo ja varianssi voidaan miératd yleisesti ylla-
esitetyilld lausekkeilla. KdytannOssd niitd ei kuitenkaan juuri tarvita, koska
yleensi eri teoreettisten jakaumien odotusarvolle ja varianssille on johdettu yk-
sinkertaisemmat lausekkeet.

2.5.2  Muita tunnuslukuja

Moodi (Mo) on se muuttujan arvo, jolla tiheysfunktio saavuttaa maksimiarvon-
sa tai vastaavasti empiirisen muuttujan yleisin arvo/luokka.

Mediaani (Md) on jakauman suuruusjérjestykseen asetettujen lukujen keskim-
mdinen arvo (= 50%:n fraktiili). Mikéli jakauman n on pariton saadaan medi-
aani seuraavasti

Md=x

((n+1)/2) >

ja vastaavasti kahden keskimmadisen keskiarvo, mikéli n on parillinen eli

Md = (x(n/Z) T Xonen) 12

Muuttujan X p %:n (teoreettinen) fraktiili eli prosenttipiste X® toteuttaa yh-
talon

Fx(P) =L‘
( ) 100
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Muuttujan fraktiili X® on siten arvo, johon asti todennikéisyysmassan suuruus
on p%. Kuva 16 esittid p %:n fraktiilin X® médrittimistd kertymifunktion tai
kumulatiivisen summajakauman avulla.

Kuva 16: p %:n fraktiilin midariédminen

A
F(X)

1

PHOO | omm e

A\ 4

X(P) X

Eniten kaytettyjd fraktiileita ovat 25 %:n ja 75 %:n sijaintikohdat jakaumassa.
Niitd pisteitd kutsutaan usein jakauman ala- ja yldikvartiileiksi ja merkitddn
Q,:114 ja Q:1la. Mediaania merkitéén télloin Q,:1la.

e ESIM: Muuttuja X ~ Tas[0,20]. Miirid F(X).

Yhtilod soveltamalla saadaan:

13.

®)
Fxvy=P - X7 _ 05 e 20X65_
100 20 100 100

Huom. Muiden tisséd kirjassa esiintyvien teoreettisten jakaumien koh-
dalla fraktiilin miirddminen ei ole aivan yhtd yksinkertaista kuin tasa-
jakauman kohdalla. Muiden jakaumien yhteydessi fraktiilipisteen yhta-
16 ratkaistaan taulukosta saatavan kertymifunktion arvon avulla, kuten
tulemme jatkossa muiden jakaumien yhteydessa toteamaan.

Muuttujan Kkriittinen arvo on piste, jonka yldpuolelle jdé p:n suuruinen alue. Si-
ten esimerkiksi 90%:n fraktiili on 0,1:n kriittinen arvo. Kriittisid arvoja kiyte-
tddn estimoinnissa ja hypoteesin testauksessa.

Vinousluvut osoittavat jakauman symmetrisyyttd / epdsymmetrisyyttd keskiar-
vonsa suhteen.

e Skewness (vinous): Kuvaa jakauman symmetrisyyttd / episymmetrisyytti
keskiarvon suhteen. Jakauma on likimé4rin symmetrinen keskiarvonsa suh-
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teen, mikéli arvo on ldhelld nollaa (vélilld —0.50; +0.50). Skewness on nega-
tiivinen mikili jakauma on oikealle vino ja vastaavasti positiivinen mikili
jakauma on vasemmalle vino. Skewness otosestimaatti lasketaan seuraaval-
la kaavalla

L3 -%
Skewness = n‘:l—3
S

Huipukkuusluvut osoittavat jakauman huipukkuutta eli muuttujan arvojen tii-
vistymistd keskiarvon ympdrille tai tasasuuntautuneisuutta eli muuttujan arvojen
kertymistd jakauman molempiin piihin.

e  Kurtosis (huipukkuus): Likimdirin normaalijakautuneen muuttujan kurtosis
arvo on ldhelld nollaa (tai kolmea mikili alla esitetyssid kaavassa ei suoriteta
ko. erotusta). Yleisesti huipukasta jakautumaa kuvaavat arvot ovat positiivi-
sia ja tasaisempaa jakautumaa kuvaavat negatiivisia. Kurtosis otosestimaatti
lasketaan seuraavalla kaavalla

L3 -%8
ni-i _3.

4
S

Kurtosis =

Esimerkkind skewness ja kurtosis arvoista voidaan ottaa Kuva 1 ja Kuva 2 si-
vulla 4. Kuva 1:ssd on kysymys jokseenkin normaalisti jakautuneesta autojen
kiihtyvyysjakaumasta, jolle saadaan skewness arvo 0,21 ja kurtosis arvo 0,39.
Niin ollen autojen kiihtyvyysjakauma on selviésti normaalijakautuneen suuntai-
nen, vaikkakin ehki lievidsti huipukas. Kuva 2:ssa on puolestaan kysymys sel-
visti positiivisesti eli oikealle vinosti jakautuneesta autojen hevosvoimaja-
kaumasta. Nyt skewness arvo on 1,04 ja kurtosis 0,59. Nditd kahta jakauman
muotoa kuvaavaa tunnuslukua on syytd kiyttdd aina yhdessd, silld ne tukevat
toistensa tulkintaa. Lisdksi skewness ja kurtosis soveltuvat vain suurehkojen
otoskokojen yhteydessd kaytettidviksi.
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2.6 Normaalijakauma

Normaalijakaumaa voidaan pitdd yleisimpind teoreettisista jatkuvista jakaumis-
ta. Normaalijakaumalla onkin perinteisesti ollut hyvin keskeinen asema tilasto-
tieteessd. Sen liséksi, ettd monet empiiriset muuttujat ja testisuureet noudattavat
likimédrin normaalijakaumaa, on monilla muillakin teoreettisilla jakaumilla sii-
hen tietynlainen suhde, kuten tullaan myShemmin toteamaan. Jos muuttuja X
noudattaa normaalijakaumaa parametrein [l ja 0'2, kidytetddn merkintdd X ~
N(u, 0'2). Toisena parametrind kéytetddn varianssia 0'2, ei keskihajontaa o, kos-
ka useamman muuttujan normaalijakauman tapauksessa toinen parametri on
kovarianssimatriisi, jonka yksiulotteinen vastine on varianssi. Muuttujan hajon-
talukuna on kuitenkin syyta kayttidd keskihajontaa.

2.6.1 Keskeinen raja-arvolause (central limit theorem)

Keskeinen raja-arvolause antaa matemaattisesti esitettdvissd olevan perustelun
normaalijakaumalle. Olkoot Xi:t (i=1,...,k) erittdin yleisid oletuksia tdyttivii,
toisistaan riippumattomia muuttujia. Téll6in ndiden muuttujien summan

Xsum=X1+X2+X3+...+Xk

jakauma ldhestyy normaalijakaumaa, kun yhteenlaskettavien lukumiird k kas-
vaa rajatta. Kiytannosséd jos yhteenlaskettavia on vihintddn 30, on Xgm:n ja-
kauma riittdvdn ldhelld normaalijakaumaa. Jos Xj:t ovat esim. tasajakaumaa
noudattavia muuttujia, riittdd likiméédrdisen normaalijakauman saavuttamiseksi
huomattavasti pienempi yhteenlaskettavien lukuméiri, esim. 10.

Mité ldhempénd X;-muuttujien jakaumat ovat normaalijakaumaa, sitd pienempi
Yleisesti siis, jos Xj-muuttujien jakaumat ovat tuntemattomia, niin Xem ~ N(U,
6?), kun k > 30.

2.6.2 Muuttujatyypit jotka noudattavat likimiirin normaalijakaumaa

Tarkastellaan keskeisen raja-arvolauseen valossa erditd keskeisid muuttujatyyp-
peji, jotka noudattavat likimédrin normaalijakaumaa.

2.6.2.1 Virhemuuttujat

Erilaisten virheiden, kuten mittaus- ja havainnointivirheiden, voidaan ajatella
muodostuvan useasta komponentista. Erilaisia virheldhteitd ovat esimerkiksi
epitarkat mittalaitteet, vasymys, keskittymisen puute, huolimattomuus, huonot
valaistusolosuhteet ja muut hiirion ldhteet, kuten mm. melu. Erilaisten virhel&h-
teiden ajatellaan vaikuttavan mittaus- ja havainnointivirheen muodostumiseen
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toisistaan riippumattomasti. Ndin ollen oleellista on siis huomata, ettd virheen

virheen ldhteistd. Taltd pohjalta ns. klassinen testi- / mittausteoria pédityy kes-
keiseen peruslauseeseensa:

Mittaustulos = Todellinen arvo + Mittausvirheen arvo ,

eli havaittu mittatulos késitetddn ylldselvitettyyn nojautuen todellisen arvon ja
virheen summaksi.

2.6.2.2 Ominaisuudet

Monet fyysiset ja psyykkiset ominaisuudet noudattavat normaalijakaumaa.
Etenkin ominaisuudet, joiden voidaan ajatella olevan monien tekijoiden méi-
rddmid, ovat taipuvaisia jakautumaan normaalisti. Esimerkiksi dlykkyyden aja-
tellaan jakautuvan normaalisti. Samoin pituus ja fyysinen suorituskyky ovat
ominaisuuksia, jotka ovat moninaisten geneettisten ja ympdristtekijoiden maii-
rddmid. Kuitenkaan kaikki tdmin tyyppisen muuttujat eivit noudata normaalija-
kaumaa. Esimerkiksi ihmisen paino ei ole normaalisti jakautunut, vaikkakin se
on monien tekijéiden midirddmi ominaisuus. Tdméd johtuu siitd, ettd ihmisen
painoon vaikuttaa yksi tekijd, jolla on muihin tekijéiden nihden varsin voima-
kas vaikutus, nimittdin ravinto.

2.6.2.3 Otoskeskiarvon otantajakauma

Otoskeskiarvo X voidaan kisittid satunnaismuuttujaksi, jonka arvot vaihtelevat

p:n ympérilld otantaprosessia toistettaessa. Otoskeskiarvon otantajakauma ku-

vaa titd satunnaisvaihtelua. Koska otoskeskiarvo on luonteeltaan summamuut-

tuja, on sen otantajakauma keskeisen raja-arvolauseen mukaan N(W,6°/n). Vas-
X-u

taavasti standardoitu otoskeskiarvo s \/H noudattaa N(0, 1)—jakaumaa.

2.6.3 Normaalijakauman tiheysfunktio

Yleisessd muodossaan normaalijakauman tiheysfunktio on seuraavanlainen:

_X-w?
202

5 1
X - .
7 |M,0 ) O~/ 2T ¢

Tama lauseke voidaan johtaa keskeisestd raja-arvolauseesta, tosin johto on var-
sin monimutkainen.
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Tiheysfunktio siséltdd kaksi parametrid: populaation keskiarvo | ja populaation

varianssi G~ Symboli e on luonnollisen logaritmijirjestelmin vakioinen kan-
taluku (2,718).

Erityisesti jos p =0 ja o’ =1, on kysymys standardoidun normaalijakauman
tiheysfunktion lausekkeesta, jolloin tiheysfunktiossa X:n tilalla kiytetddn Z:aa.

Kuva 17: Standardoidun normaalijakauman tiheysfunktion kuvaaja

f(z) 045 +
040 +
035 +
0,30 +
0,25 +
0,20 +
0,15 +
0,10 +
0,05 +
0,00 i | | | | f i {

40 30 20 -1,0 00 1,0 20 30 40

Z

Kuva 17 sisiltdd standardoidun normaalijakauman tiheysfunktion kuvaajan.
Télloin Z-muuttuja noudattaa normaalijakaumaa parametrien arvoilla N(0, 1).

Kun X = U, saavuttaa tiheysfunktio maksimiarvonsa eli kuvaajan lakipisteen,
joka on tilldin yhti kuin tiheysfunktion osatermi

C(X-w?

1 2 0
————— . Tilldin puolestaan osatermi € 20 =1, koska e" =1.
c~/2m
Tarkastellaan normaalijakauman tiheysfunktiota esimerkin avulla. Kun muuttu-
ja X noudattaa normaalijakaumaa N(10, 32), saadaan X:n arvoille [2, 4, 6, 8,

10, 12, 14, 16, 18] ko. parametrien arvoilla seuraavat tiheysfunktion arvot ja
seuraava tiheysfunktion kuvaaja:

x | fX] 10,32) =NORMDIST(x;10;3;0) .
Normaalijakauma

2 0,0038 | =NORMDIST(2;10;3;0) 044 X~ N“%’-’;)a %

4 0,0180 | =NORMDIST(4;10;3;0) 012 \

6 0,0547 | =NORMDIST(6;10;3;0) 0,10

8 0,1065 | =NORMDIST(8;10;3;0) 0.08

10 0,1330 | =NORMDIST(10;10;3;0) 0,06

12 0,1065 | =NORMDIST(12;10;3;0) 0,04

14 0,0547 | =NORMDIST(14;10;3;0) 0,02

16 0,0180 | =NORMDIST(16;10;3;0) 000 +—F————————

18 0,0038 | =NORMDIST(18;10;3;0) 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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Tiheysfunktion kuvaajaa tarkasteltaessa, voidaan todeta, kun X = |, saa tiheys-
funktio suurimman arvonsa 0,1330.

Taulukon kolmannessa sarakkeessa on esitettynid Excelin normaalijakauman ti-
heysfunktio NORMDIST, jonka avulla toisen sarakkeen arvot on laskettu.
Funktion nimi on syétetty Excelin soluun, jota ennen on kirjoitettu yhtisuu-
ruusmerkki ja tdmin jdlkeen vastaavat argumenttien arvot suluissa puolipisteilld
erotettuna. Viimeinen argumentin arvo ’0’ tarkoittaa, ettd funktiota kiytetddn
nimenomaan tiheysfunktiona; arvo ’1’ tarkoittaisi, etti NORMDIST —funktiota
kiytettdisiin sen sijaan kertyméfunktiona.

2.6.4 Normaalijakauman ominaisuuksista

Normaalijakauman kokonaistodennikoisyys (=1) jaetaan sopimuksenvaraisesti
seuraaviin odotusarvon suhteen symmetrisiin luottamusrajoihin, joita kéytetidin
hyviksi tilastollisessa padtoksenteossa (Kuva 18).

Kuva 18: Standardoidun ja (hakasulkeissa) yleisen normaalijakauman
luottamusrajoja

A

£(z) 0,45 +
0,40 +

0,35 +
0,30 +
0,25 +
0,20 +
0,15 +
0,10 +
0,05 +
0,00

-~

[T

4,0

(98]
(=}
'
N L
(=}

-4,0

Kuva 18 esittdd hakasuluissa my0s yleistd normaalijakaumaa koskevat sovitut
luottamusrajat, joita usein kutsutaan kahden ensimmdisen vilin osalta yhden ja
kahden sigman (=0) vileiksi. Nimitys kuvaa sigman poikkeaman suuruutta
myystd (=W). Toisen vilin tapauksessa sigman kertojana toimiva z:n arvo 1,96
pyoristetidn usein kakkoseksi.




24

2.6.5 Parametrien U ja o vaikutus tiheysfunktioon

Seuraavaksi tutkitaan, miten parametrit W ja o vaikuttavat tiheysfunktion
kuvaajaan. Oletetaan, ettd muuttujat X ja Y noudattavat normaalijakaumaa eli

X~ N(ul, Gf ) ja Y~ N(uz, Gg ). Kuva 19 esittdd kaksi sellaista perustilannetta,

jotka kuvaavat ko. parametrien vaikutusta tiheysfunktion sijaintiin ja muotoon.

Kuva 19: Parametrien p ja o’ vaikutus normaalijakauman tiheysfunktioon

Tilanne A: p > uz;cf = Gi Tilanne B: u = uz;cf > Gi
Gz

Gy

Hz 20 K= g

Tilanteessa A f (X|u1,012) :n  huippu on enemmin oikealla kuin

FY | W, c;) :n huippu, koska { on suurempi kuin p.. Jakaumien muoto
on kuitenkin sama, koska varianssit ovat samat. Tilanteessa B
f(X|p,,07):n ja f(Y|p,,05):n huiput ovat piillekkiin, koska
ja W, ovat yhtd suuria. Mutta koska muuttujan X varianssi on suurempi kuin
Y:n, on sen tiheysfunktion kuvaaja levedmpi.

2.6.6 Taulukon korvaaminen Excelin funktioilla

Excelissi on funktiota, joiden avulla voidaan miirité erilaisiin teoreettisiin ja-
kaumiin liittyvid todennikoisyyksid ja fraktiilipisteitd — ts. niilld voidaan kor-
vata taulukkokirjat. Normaalijakaumaan liittyvit Excelin funktiot ovat:

e =NORMDIST( x; keskiarvo; keskihajonta; 0 tai 1) antaa x:n arvoon liittyvin
normaalijakauman tiheysfunktion arvon, mikili O on valittuna viimeiseksi argumen-
tin arvoksi. Jos viimeisen argumentin arvo on 1, antaa funktio x:44 vastaavan ker-
tyméfunktion arvon. (suom. NORM. JAKAUMA).

e =NORMINV( p; keskiarvo; keskihajonta) antaa 100*p %:n fraktiilin, palauttaa
normaalijakauman  kertyméfunktion kéinteisarvon. (NORM. JAKAUMA.
KAANT).

e =NORMSDIST(z) antaa standardoituun normaalijakaumaan liittyvid kertyma-
funktion arvoja eri Z-muuttujan arvoille. (suom. NORM. JAKAUMA. NORMIT).
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2.6.7

=NORMSINV( p ) antaa Z-muuttujan 100*p %:n fraktiilin, eli palauttaa standar-
doidun normaalijakauman kertyméfunktion kéinteisarvon. (suom. NORM.
JAKAUMA. NORMIT. KAANT).

Todenniikoisyyksien miariaaminen (Z-jakaumassa

Koska normaalijakauma on symmetrinen keskiarvonsa L = 0 suhteen, on ker-
tyméafunktion arvo ¢(-z) yhtipitidvi 1 — ¢(z) kanssa. Kuva 20 havainnollistaa ta-

man.

Kuva 20: Normaalijakauman symmetrisyyden hyviksikéytettivyys

6(-Z) 1-¢(Z)

ESIM: Miki on kertyméfunktion arvo, kun z:n arvo on -1,5 ?

Merkitddn ¢(-1,5) = P(Z < -1,5).

Yleensd normaalijakauman kertymifunktion arvoja eri z:n arvoille saa-
daan taulukkokirjoista. Liitteessd 1 esitetdéin standardoidun normaalija-
kauman kertyméfunktion arvoja. Etsitddn timén taulukon ensimmadises-
td sarakkeesta z:n arvo -1,5 ja katsotaan siihen liittyvd kertyméfunktion
arvo vastaavalta riviltd, joka siis on 0,9332.

Mikili kidytettavissaimme olisi sellainen taulukkokirja, jossa standar-
doidun normaalijakauman kertymifunktioiden arvot olisi laskettu vain
positiivisille Z:n arvoille, mééréttdisiin ¢(-1,5):n arvo normaalija-
kauman symmetrisyyttd hyviksi kiyttden seuraavasti

1-¢(1,5)=1-0,9332 =0,0668 .
Excelilld ¢(-1,5) voidaan miériti kirjoittamalla soluun seuraava kaava

=NORMSDIST(-1,5), josta saadaan tulos 0,0668 .
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ESIM: Milli todennékoisyydelld Z kuuluu vilille -2,2 ja -1,2 ?

Merkitiin P(-2,2< Z < -1,2).

Liitteen 1 taulukkoa kéyttden miirdtdan kyseisten z-pisteiden kertymi-
funktion arvot ja lasketaan todennikoisyys ndiden erotuksena, eli

0 (-1,2) - ¢ (-2,2) = 0,1151 - 0,0139 = 0,1012 .

Mikili kiytettdvissamme olisi sellainen taulukko, jossa standardoidun
normaalijakauman kertyméfunktioiden arvot olisi laskettu vain positii-
visille Z:n arvoille, laskettaisiin ko. todennikdisyys normaalijakauman
symmetrisyyttd hyviksi kiyttden seuraavasti

1-¢6(1,2))-1-9(22) = (1-0,8849) - (1-0,9861) =
0,1151-0,0139 = 0,1012 .
Excelid kidyttden kirjoitetaan soluun kaava:

=NORMSDIST(-1,2) - NORMSDIST(-2,2) ja saadaan tulos 0,1012.

ESIM: Miirid Z-jakauman 95 %:n fraktiilipiste — eli F(Z®).

Liitteen 1 taulukkoa kiyttden voidaan ratkaista kertyméfunktion yhtalo
¢(Z(95) ) = p/100 etsimilld taulukosta kertyméfunktion arvoa 0,95
lahimpénd olevan Z:n arvon, joka on 1,64. Eli

0(1,64) =95/100; (0,95 =0,95).
(Symmetrisyydesti johtuen on 5§ %:n fraktiili vastaavasti =1,64 ).

Excelid kiyttden kirjoitetaan soluun kaava: =NORMSINV(0,95),
joka antaa tuloksen 1,64 .

(ja vastaavasti § %:n fraktiilille =NORMSINV(0,05) = — 1,64 ).
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3 Lineaarinen muunnos

3.1 VYleistd

Lineaarinen muunnos tarkoittaa, muuttujan arvojen kertomista tai jakamista jol-
lain vakiolla — tai vakion lisddmisti (tai vdhentdmistd) muuttujan arvoihin (ar-
voista). Eli

Y=a+bX, jossa a ja b ovat vakioita,

jolloin muunnettavan jakauman X arvojen suhde muunnetun jakaumaan Y ar-
voihin ndhden sidilyy vakioisena koko X:n vaihteluvililli. Ts. lineaarisessa
muunnoksessa muuttujan arvoja ei koroteta esim. tiettyyn potenssiin, niistd ei
oteta nelidjuurta tai kdyteti muutokseen muita epilineaarisia funktiota, kuten
cos tai sin jne., jotka muuttavat X:n ja Y:n arvojen viliset suhteet epdvakioi-
seksi. Huomion arvoinen seikka on, ettd lineaarinen muunnos on pitevi ja riip-
pumaton lihtdjakauman muodosta.

Tyypillisend esimerkkind lineaarisesta muunnoksesta voidaan ottaa ldmpdétilan
mittaaminen, jossa celsius- ja fahrenheit —asteikoiden vilisen muunnoksen il-
maisee yhtalo

Fahrenheit = 32 + 1,8 * Celcius .

Liitteessd 8 esitetdédn lineaarisen muunnoksen yksi kédytdnnollinen sovellus, ni-
mittdin asteikkovilin muunnos sekd ohjeet sen suorittamiseen Excelissa.

3.1.1 Lineaarisen muunnoksen vaikutus muuttujan keskiarvoon ja varianssiin

Vakion lisdiminen tai vdhentdminen muuttujaan (tai muuttujasta) X korottaa
(tai vdhentdd) sen keskiarvoa vakion suuruuden verran — varianssin sdilyessa
samana. Muuttujan X kertominen tai jakaminen suurentaa tai pienentdd sen
keskiarvoa ko. kertoimen tai jakajan suuruuden verran — varianssin kasvaessa
(tai pienentyessd) kertoimen (tai jakajan) nelion verran.

Voidaan osoittaa, etti teoreettiset tunnusluvut kdyttdytyvét yleisesti (jakaumasta
riippumatta) lineaarisessa muunnoksessa ¥ = a + bX samalla tavalla kuin vas-
taavat empiiriset tunnusluvut eli

E(a + bX) =a + b EX)
D*(a + bX) = b’ D*(X) .

Erityisesti normaalijakauman tapauksessa myds X:n jakauman muoto sdilyy li-
neaarisessa muunnoksessa samana. Kun muuttuja X noudattaa normaalija-
kaumaa odotusarvolla [l ja varianssilla o’, tilloin myos lineaarisesti muunnet-
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tu uusi muuttuja ¥ =a + bX ~ N(a + by , b’c?) keskiarvolla a + by ja va-
rianssilla b’6?, jossa a ja b ovat mielivaltaisesti valittavissa olevia vakioita.
Kuva 21 havainnollistaa vield muunnosta.

Kuva 21: Jakauman muoto ja tunnusluvut normaalijakauman lineaarisessa
muunnoksessa

0,03
f(x)0-14 f(y)
0,12 0,03
0,10 0,02
0,08 002
0,06 ' '
0,04

0,02

0,00 0,00 -+

2 0 3 5 8§ 10 12 15 17 20 22 X 40 52 64 76 88 100 112 124 136 148 160

Kuten kuvaa tarkastelemalla voi todeta, muuntuu X:n jakauma, joka siis ~
N(10, 3% lineaarisesti ¥:n jakaumaksi, joka puolestaan ~ N(100, 15°) valituilla
vakion arvoillaa =50 ja b = 5.

Voidaan vield liséksi todeta, ettd mikdli W =0 ja o’ = 1, silloin lauseke
N(a + by, b’c’ ) yksinkertaistuu N(a, bz):ksi.

3.2 Muuttujan standardoiminen

Lineaarista muunnosta tarvitaan (mm.) todennékoisyyksien ja fraktiilien laske-
miseksi silloin, kun muuttajat noudattavat normaalijakaumaa yleisesti, eli kun
X ~ N(u, 6%, ts. silloin kun ei ole kysymys Z-muuttujasta. Normaalijakaumaa
noudattava muuttuja X voidaan palauttaa Z-muuttujaksi eli standardoida ja
laskea sitten siihen liittyvid todennidkoisyyksid standardoidussa normaalijakau-
massa. Muuttuja X standardoidaan seuraavasti:

_ (X -
—

Z

Eli jokainen muuttujan X arvo vihennetdin keskiarvostaan ja jaetaan keskiha-
jonnallaan, jolloin saadaan X:n arvoja vastaavat Z-muuttujan arvot. Ts. stan-
dardoinnissa muuttujan X arvot suhteutetaan keskihajontaansa, jolloin voidaan
tarkastella niiden sijaintia jakaumassa. Standardoidun muuttujan Z keskiarvok-
si tulee 0 ja varianssiksi 1.

o ESIM: Z:narvo 0,76 tarkoittaa sen olevan 0,76 keskihajonnan mit-
taa (pituutta) keskiarvon yldapuolella. Kun taas Z:n arvo -2,87 tarkoit-
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taa sen olevan 2,87 keskihajonnan mittaa keskiarvon alapuolella.
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3.3 Lineaarisen muunnoksen vaikutus muuttujan fraktiilin
mddrddmiseen

Muuttujan X fraktiilin lauseke voidaan johtaa standardoidun muuttujan Z
lausekkeesta:

7=%"M o X0 psoz?
]

Eli kerrotaan standardointikaavan molemmat puolet &:lla ja asetetaan X:n ja
Z:n yldindekseiksi toisiaan vastaavat fraktiilin (prosenttipisteiden) arvot.

e ESIM: Muuttuja X ~ N(100, 152). Mairita 38 %:n fraktiilipiste.

Kisin laskemalla méiritetdin liitteen 1 taulukon avulla X®®:aa vastaava
Z:n arvo eli Z®¥. Tami tapahtuu siten, ettd etsitddn ensin taulukosta
38%:a likiméérin vastaava kertymifunktion arvo. Tdmin jdlkeen katso-
taan siti vastaava Z:n arvo, eli Z®®, joka on — 0,31. Lopuksi sijoitetaan
arvot kaavaan ja lasketaan — eli: 100 + 15X (- 0,31) = 95,35 .

Excelissd syotetddn soluun kaava =NORMINV(0,38; 100; 15) ja saa-
daan tulokseksi 95,42 .

3.3.1 Lineaarisen muunnoksen vaikutus muuttujan todennékoéisyyksien méi-
rifimiseen

Kuten on jo todettukin, normaalijakaumaa noudattavan muuttujan X arvoihin
liittyvid todenndkoisyyksid voidaan laskea standardoimalla ne Z:n arvoiksi ja
kdyttamilld standardoidun normaalijakauman kertyméfunktiota. Eli yleisesti
esitettyna

xC

P(X: x)=P(Z<

“Hy—pfe By,
(¢) (e)

jossa x. tarkoittaa standardoitavaa arvoa. Tarkastellaan asiaa esimerkin valos-
sa.
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e ESIM: Miki on todennikdisyys, etti satunnaisesti poimittu yksilo
saa pistemairain, joka on suurempi kuin 14, eridiissid hyvinvointia
tutkivassa mittarissa, jonka tiedetiin jakautuvan perusjoukon ta-
solla normaalisti parametrein @ =10 ja c=3?

Kisin laskettaessa merkitiddn ensin — ja lasketaan

P(X >14)=P(Z > Q) =P(Z>1,333).

Eli suoritetaan lineaarinen muunnos kiénteisesti jakaumasta X ~ (10,32)
jakaumaan Z ~ (0,1). Sitten katsotaan liitteen 1 taulukosta Z:n arvoa
vastaava todenndkoisyys ja vihennetidin se kokonaistodennédkdisyydes-
td (=1) eli

P(X >14)=1—P(2>¥) - ng) _

1 -¢(1,333) = 1-0,9082 = 0,0918 .

Excelissd laskettaessa syotetdédn soluun kaava:

=1-NORMDIST(14; 10; 3; 1) = 0,0912 .

Kuva 22 havainnollistaa sen, mitd esimerkin laskuoperaatiossa tapahtuu.

2
Kuva 22: Muuttujan X ~ N(10,3 ) standardoiminen

£(x) 0,14 —
0,12 +
0,10 +
008 +
0,06 +
004 +
002 +

0,00

f2) 045 1

040 +

—> 031
030+

025+

PX>14) %07
015+
0,10+
0,05 +

P(Z>1,333) =
1- ¢(1,333)

0,00 f

t t - t f { ; ; ; ; ; |
X t t t -t ¥ by
2 0 3 5 8 10 12 15 17 20 22 40 30 20 -10 00 10 20 30 40
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4 Otantajakauma
4.1 Yleisti

Ennen kuin voimme varsinaisesti kisitelld (luvussa 5) estimointia ja tunnuslu-
kujen estimaattoreita, on mairiteltiva otantajakauman késite ja muutama kes-
keinen otantajakaumatyyppi sekd tutkittava jonkin verran niiden ominaisuuksia.
Koska otoksen perusteella emme voi saada tarkasti selville perusjoukon (eli po-
pulaation) tunnuslukujen arvoja, on tyydyttidvi otoksesta laskettuihin tunnuslu-
kuihin, eli estimaatteihin, jotka mahdollisimman luotettavasti kuvaisivat perus-
joukon tunnuslukujen todellisia arvoja. Perusjoukon tunnusluvun arvoa estimoi-
taessa, tapahtuu kuitenkin estimaatin eli otostunnusluvun arvossa vaihtelua
otoksesta toiseen, jolloin ko. tunnusluvun eri estimaatit muodostavat jakauman.
Nidin muodostunutta jakaumaa kutsutaan estimaattorin otantajakaumaksi. Esti-
maatin ja populaation tunnusluvun erotusta kutsutaan

Otantavirhe € = Estimaatti — Populaation tunnusluku.

4.2 Otoskeskiarvon otantajakauma

Tarkastellaan otantajakauman ja otantavirheen késitteitd tarkemmin esimerkin
avulla, jossa on simuloitu otoskeskiarvon satunnaiskiyttdytymistd (Taulukko 3).
Poimitaan eriistd populaatiosta, joka ~ N(5, 3%), kymmenen seitsemin tilasto-
yksikon satunnaisotosta ja tutkitaan otoskeskiarvon X kykyi estimoida popu-
laation keskiarvoa | ja siind havaittavaa satunnaisvirhetté, otantavirhettd e.

Taulukko 3: Otoskeskiarvon satunnaiskiyttiytymisen simulointi

(_)__tqksen Satunn_ausotokset X S e=(X- W
jarj. nro populaatiosta (n =7)
1 6 |2][8[1]3]5]8] 471 2,81 0,29
2 104|104 ]7]|3]8] 657 2,94 -1,57
3 o[of[4]|9|8]6]3] 429 3,59 0,71
4 8|96 |1 [1]2]4] 443 3,31 0,57
5 4 5] 1[1]9]s5]1] 37 2,98 1,29
6 8 [8[3|5[10]2]3] 557 3,10 -0,57
7 1628|749 ] 529 3,04 -0,29
8 32107 ]9]8]10] 7,00 3,27 2,00
9 7 [9f10fl10][5]1]5] 671 3,30 -1,71
10 5|ol7|2]9]0]8] 443 3,78 0,57
Otantajakauman ja -virheen otoskeskiarvot| 5,27 0,27
Otantajakauman ja -virheen keskihajonta| 1,15 1,15
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Taulukkoa 3 tutkimalla voidaan havaita, etti otantajakauman otoskeskiarvo
5,27 tulee ldhelle populaation keskiarvoa 5,0 jo seitsemin tilastoyksikon otos-
ten pohjalta ja ettd otantajakauman otoskeskihajonta 1,15 ldhestyy sen teoreet-
tista arvoa 1,134, joka saadaan laskettua seuraavasti:

2
D(i)zw/iz,/%zl,m.
n

Taulukosta voidaan edelleen havaita, ettd virhemuuttujan e otoskeskiarvo tulee
ldhelle nollaa (0,27) ja sen havaittu otoskeskihajonta on yhté suuri kuin otanta-
jakauman (1,15).

Otantajakauman varianssin lauseke pitdd sisdllddn estimoinnin kannalta hyvin
tarkedn asian: nimittdin, kun otoskoko kasvaa, pienenee vastaavasti otantaja-
kauman varianssi DZ(X) — ja titen pienenee myos X :n estimaattien vaihtelu
p:n ympirilld, mikéd puolestaan johtaa tarkempiin p:n estimaatteihin. Oleellis-

ta on oivaltaa, ettd otantavirhe pienenee, kun otoskoko n kasvaa, kuten Kuva
23 havainnollistaa. Kuva 23:ssd on piirrettynd X:n jakauma seki siitd muodos-
tettujen otoskeskiarvojen otantajakaumat otoskoon arvoilla 8 ja 30.

Otoskeskiarvon otantajakauma on normaalisti jakautunut N(u, 6° /n), mikili X
jakautuu populaatiossa normaalisti. Kuitenkin, vaikkei X:n jakauma olisikaan

perusjoukossa normaalisti jakautunut, noudattaa X :n otantajakauma likimézrin
normaalijakaumaa, mikéli otoskoko on kyllin suuri. Yleisesti pidetddn otosko-

koa 30 sini rajana, jonka jilkeen X :n otantajakauma ~ N(i, 6%/n ).

Kuva23: X:n otantajakauma otoskoon eri arvoilla

n=30
--------- n=8
X:n jakauma
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4.3 Prosenttiluvun otantajakauma

Otosprosenttiluku p estimoi populaation prosenttiluvun © arvoa. Symbolit 6
ja p ilmaisevat tietyn tutkittavan ominaisuuden A suhteellisen osuuden popu-
laatiossa ja vastaavasti sen estimaatin otoksessa. 8 ja p ovat ajateltavissa diko-
tomisen (2-luokkaisen) tai 0—100 vililla vaihtelevan muuttujan keskiarvoiksi.
Talloin kun tilastoyksikolld on ominaisuus A, hén saa arvon 100 (tai 1) ja kun
tilastoyksikolld ei ole ominaisuutta A, hén saa arvon O.

Seuraavassa 22 tilastoyksikon populaatiossa on
O:n arvo 33%, eli ominaisuuden A (=1)
suhteellinen osuus on 8/22. Erdin yksin-
kertaisen satunnaisotoksen (n=7) pohjalta saatu
otosprosenttiluku p = 2/7 X100 = 28,6 %.

Toistettaessa yksinkertaista satunnaisotantaa, esiintyy otosprosenttiluvun p ar-
voissa O:n ympdrille keskittyvdd satunnaisvaihtelua otoksesta toiseen. Niin
muodostuu otosprosenttiluvun otantajakauma. Otosprosenttiluvun otantaja-
kauma on summamuuttujan kaltainen keskeinen raja-arvolauseen mukaan, silld
mitattavan ominaisuuden A satunnaisesti vaihteleva osuus (lukumiird) suh-
teessa otoskokoon muodostuu kussakin otoksessa summautuvasti — eli yleises-
ti:

— Omlnalsuus Ahavaittufrekvenssi . 100

i
n

otos

Muodostuva p:n otantajakauma ei ole ilman muuta normaalisti jakautunut,
vaan noudattaa pienilld otoskoon arvoilla binomijakaumaa, kuten seuraavassa
luvussa O tulemme toteamaan. p:n otantajakauman likimdirdinen normaalisuus
riippuu populaation prosenttiluvun © arvosta — ja keskeisen raja-arvolauseen
mukaan otoskoosta. Téten, jotta p:n noudattaisi normaalijakaumaa, tiytyy po-
pulaation prosenttiluvun 0 ja otoskoon vililld olla Taulukko 4:n esittdimé suh-
de. Lisiksi oletetaan ominaisuuden A omaavien tilastoyksikdiden populaation
olevan suhteellisen suuri (jopa dédreton) tai pienen populaation tapauksessa (ku-
ten ylldesitetyn 22 tilastoyksikon tapauksessa), ettd jokainen poimittu yksikko
palautetaan takaisin populaatioon ennen seuraavan yksikdn poimintaa. Ilman ti-
td jo poimitun yksikon palautusta (pienen populaation kohdalla) p:n otantaja-
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kauma ei noudata binomijakaumaa vaan sen sijaan hypergeometristd jakaumaa,
jota emme késittele tdssd kirjassa.

Taulukko 4: Prosenttiluvun otantajakauman normaalijakaumaan perustuvan
approksimaation sallittavuus eri 0:n ja otoskoon arvoilla

Pienempi luvuista 0, | Otoskoon n alaraja
100-6
50 30
40 50
30 80
20 200
10 600
5 1400

Taulukko 4:een liittyen perusjoukon prosenttiluvuista katsotaan aina sitd kumpi

on pienempi. Esimerkiksi, jos © = 70, otetaan sen komplementtiosa eli 30
(100-70 = 30).

Riippumatta n:n arvosta ovat otosprosenttiluvun p odotusarvo (teoreettinen
keskiarvo) ja varianssi:

Ep=6 ja DZ(WW'

Niin ollen yksinkertaisella satunnaisotoksella maérityn prosenttiluvun p otan-
tajakauma

~ N(6, 6(100-6)/n) ,
mikdli n ja @ toteuttaa Taulukko 4:n ehdot. Voidaan todeta lisdksi, ettd esti-

maattorin p (teoreettinen) varianssi D*(p) riippuu ©:sta lausekkeen 6(100—
0) kautta, joka 0:n eri arvoilla saa Taulukko 5:n esittimié arvoja.

Taulukko 5: Estimaattorin p varianssin riippuvuus 0:n arvesta, kun n=1

% -luku
0 50 40, 60 30, 70 20, 80 10, 90
0(100-0) 2500 2400 2100 1600 900
/6(100—6) 50 49 45,8 40 30
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Tarkastelemalla taulukkoa huomaamme, ettd mitd ldhempidnd 0 on 50:td sitd
suurempaa on Pp:n vaihtelu otoksesta toiseen.

Kuva 24 esittdd, kuinka populaation prosenttiluvun estimaattorin p keskivirhe
(ts. p:n keskihajonta) on kuvattavissa populaation prosenttiluvun epilineaari-
sena funktiona.

Kuva 24: Populaation prosenttiluvun 0 ja sen estimaattorin p
keskivirheen viilinen yhteys, kunn = 1

50 %

s ] /
40 %

/ \\
30% /

20 %
10 %
ol \
0% I \

T T T T T
0% 10 % 20% 30 % 40 % 50 % 60 % 70 % 80 % 90 % 100 %

Estimaattorin p keskivirhe

Populaation prosenttiluku (6)

4.4 Binomijakauma

Binomijakauma on luonteeltaan diskreetti todenndkdisyysjakauma. Se liittyy
sellaiseen satunnaisilmiéon, jolla on vain kaksi tulosmahdollisuutta, kuten esi-
merkiksi oikein-véérin —tyyppiset vastaukset. Usein binomijakauman yhteydes-
sd mainitaan tistid syystd Bernoullin koe, joka miiritelldin toistokokeeksi, jossa
on vain kaksi tulosmahdollisuutta — joko tapahtuma A esiintyy (=1) tai ei
esiinny (=0). Tapahtumaan A voidaan sitten liitt4a tietty esiintymistodennikoi-
syys. Kun tunnetaan tapahtuman A esiintymistodennédkdisyys, muodostuu
Bernoullin koetta toistettaessa satunnaismuuttujan X jakauma, jonka arvot ovat
esiintyneiden tapahtumien A lukumédrid. Tétd jakaumaa kutsutaan binomija-
kaumaksi. Kun satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa, merkitsem-
me: X ~ Bin(n,p), jossa parametri p tarkoittaa tapahtuman A todennikoi-
syyttd ja parametri n Bernoullin kokeen toistojen lukumiéraa.
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4.4.1 Binomijakauma ja otosprosenttiluvun otantajakauma

Binomijakauman parametrin p estimaattori on otoksesta laskettu suhteellinen
frekvenssi eli p = X/n, joka (sadalla kerrottuna) on siis sama kuin populaation
prosenttiluvun estimaattori, kuten edellisessi luvussa 4.3 jo todettiin. Ndin paa-
dytddn binomijakauman ja otosprosenttiluvun p otantajakauman viliseen yh-
teyteen. Binomijakauma voidaan téstd syystd kisittdd otosprosenttiluvun mate-
maattiseksi malliksi. My6hemmin téssi luvussa (ks. 4.4.3, 4.4.6 ja Kuva 26)
tullaan toteamaan, ettd binomijakauman kuvaaja ldhestyy parametrin n kasva-
essa normaalijakaumaa. Milloin otosprosenttiluvun otantajakauma ei noudata
riittdvén tarkasti normaalijakaumaa, ts. kun Taulukko 4:n ehdot otoskoon suh-
teen eivit toteudu, voidaan otosprosenttiluvun ei-normaalista satunnaiskayttiy-
tymisti kuvata binomijakauman avulla.

4.4.2 Binomijakauman pistetodennikoisyysfunktio

Binomijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X arvojen esiintymistodenna-
koisyydet madritidin seuraavan pistetodenndkoisyysfunktion avulla

o _ n k _n-k
b(k; n,p) = KP4

missi q=1-p ja k=0,1,., n .

Binomijakauman pistetodennédkoisyysfunktion avulla voidaan méaritid todenné-
koisyys, ettd ilmion tapahtuessa n kertaa, esiintyy tapahtuma A, jonka toden-
nikoisyys on p, k kertaa. Lukuja n ja p kutsutaan siis binomijakauman pa-
rametreiksi.

e ESIM: Erian ATK-laiteyrityksen valmistamista tuotteista n. 10 %
palautetaan takuuaikana valmistevian vuoksi. Poimitaan myyntiin
menevisti laitteista seitsemiin kappaleen satunnaisotos. Miké on to-
dennikoisyys, etti saadaan vihintién 2 viallista tuotetta?

Merkitéian P(X22) = 1-P(X<2) = 1-P(X<1) —jalasketaan:

7!

- m -0,1-0,9° =1-0,3720 = 0,6280

7
1—p(x)=( ] 0,109 =1
1

Kysytty todennikdisyys siis on 0,6280.

Excelissi kirjoitetaan funktio: =1- BINOMDIST(1;7;0,1;FALSE) =
0.6280.
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Muodostetaan satunnaismuuttujan X ~ Bin(10, 0,2) teoreettinen binomitoden-
nikoisyysjakauma ja esitetddn se graafisesti (Kuva 25).

X tion kuvaaja, kun p=0,2 ja n=10

n) ... . T .s . 2y es ;
. p(x)=( ] Pq Kuva 25: Binomijakauman pistetodenniikoisyysfunk
J

10
0 -0,2°.0,8" =0,1074
0
103 p(X)
1 9
1 (1 1 0,2'0,8° =0,2684 0.35
J OV
T e
, 0,22-0,8% = 0,3020 0,30 | 0,27
J —
10 0,25 A
3 ( 3 ]-0,23 0,87 =0,2013 0,20
) 0,20 -
10
4 1-0,2*0,3“:0,0881 015 1
4, o1
10 1 0,09
5 (5 ]'0’25‘0,35:0,0264 0,10
m L 0,05 - 0,03
6 (6 ] 0’26 '0,84 =0,0055 0.00 021 0,00 0,00 0,00 0,00
2 ’ T T T
10 o|1|2|3|4|5|6|7|8]|9]10
7 ( ] 027 -0.8% = 0,0008 X
7, 0 |10 |20 |30 |40 |50 |60|70 |80 90100 %
10 s s
8 -0,2%.0,8% = 0,0001 .. . .
8 Tapahtuman A esiintymiskerrat / -prosentit
10
9 (9]-0,29-0,8' =0,0000
J
10 (ig] -0,2™-0,8° = 0,0000
J

Pistetodennikoisyysfunktion kuvaajassa (Kuva 25) x-akselilla on satunnais-
muuttujan X toistokokeessa mahdollisesti saamat arvot (eli tapahtuman A
esiintymiskerrat yhdessi toistokokeessa) ja niiden alla vastaavat prosenttiosuu-
det, joiden esiintymistiheyden todennékdisyys esitetddn puolestaan y-akselilla.

Tarkasteltaessa pistetodennikoisyysfunktion arvoja suhteessa eri X:n arvoihin,
voidaan todeta (otosprosenttiluvun mallintamisen kannalta), ettd todennidkoisyys
perusjoukon prosenttiluvun ali- tai yliestimoitumiseen (eli ettd saadaan ominai-
suuden A estimaatiksi jokin muu kuin 2) on kohtalaisen suuri. Tilldin otanta-
virhe on helposti 10 %:n luokkaa. T@hén vaikuttaa oleellisesti otoskoko, jonka
kasvaessa otantavirhe binomijakauma:otantavirhe pienentyy. Eli esimerkiksi jos
p=0,2 ja n=10, kuten yll4, vaihtelee ominaisuuden A lukuméirin ja otoskoon
osamiird melko paljon, mikédli A lukumiérd otoksessa (tai toistokokeessa)
poikkeaa odotusarvosta 2 vain yhdenkin A:n esiintymiskerran verran (esim.
1/10=0,1). Mutta jos n onkin esimerkiksi 100, voi A:n suhteellinen lukumé&éra
otoksessa (tai toistokokeessa) poiketa odotusarvosta 20 useammankin A:n esiin-
tymiskerran verran ilman, ettd osaméird poikkeaa odotusarvostaan niin paljon
(esim. 16/100=0,16). Toisin sanoen otantavirhe pienenee otoskoon kasvaessa.
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4.4.3 Binomijakauman muodon riippuvuus parametreisti n _ja p

Binomijakauman vinous vihenee ja symmetrisyys lisdintyy sitdi enemmén miti
ldhempénd parametrin p arvo on lukua 0,5. My0s parametrin n arvon suuren-
taminen vaikuttaa binomijakaumaan symmetrisyyttd lisddvisti. Kuva 26 ha-
vainnollistaa tédtd neljén eri erityistapauksen avulla.

Kuva 26: Esimerkkeji binomijakaumasta parametrien n ja p eri arvoilla.

A: X ~Bin(5,0,1) B: X ~Bin(5, 0,5)
p(X) 0707 p(X) 035 0.31 031
0,59 .
0,601 = 0,30
0,50 1 0,25
0,401 0,33 020 0,16 0,16
0,30 0,15
0,20 0,10
0.10 0,07 0051 003 0,03
0,01 Y Y
0,00 I:I - 0,00 D —— ! — D .
0 1 2 3 4 5 b'e 0 1 2 3 4 5 X
C: X ~Bin(15,0,2) D: X ~Bin(30,0,2)
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44.4 Binomijakauman kertymifunktio

Binomijakauman kertyméfunktio satunnaismuuttujalle X, joka ~ Bin(n,p), on
seuraava:

Fk) = PXX <k =Y |pq™ .

i:01}
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Binomijakauman kertymifunktiota koskevat samat yleiset ominaisuudet, kuin
muitakin kertymifunktiota: sen avulla voidaan laskea jo ylld (ks. luku 2.4.3.2)
esitetyn tyyppisid todennikoisyyksid. Tarkastellaan seuraavaksi esimerkin avul-
la binomijakauman kertyméfunktion kiyttoa.

o ESIM: Maiarida kertyméfunktion arvo satunnaismuuttujalle X~
Bin(15, 0,3) pisteessi 6.

Koska binomijakauman kertymifunktion arvo lasketaan pisteeseen k men-
nessd kertyneiden pistetodennékoisyysfunktion arvojen summana, olisi ko-
vin ty0ldstd laskea yksittdiset arvot ja muodostaa sitten niiden summa. Sen
sijaan voidaan katsoa liitteen 3 taulukosta suoraan ko. arvo, kun tiedetdén n,
p ja k. Téssi tapauksessa kertymifunktion arvoksi saadaan 0, 8689.

Laskettaessa Excelin funktiolla kirjoitetaan:
=BINOMDIST(6;15;0,3; TRUE) = 0,8689.

e ESIM: Miaria satunnaismuuttujan X~ Bin(12, 0,4) se arvo (Kriitti-
nen arvo), jossa binomijakauman kertyméfunktion arvo on suu-
rempi tai yhté suuri kuin 0,95.

Kertyméfunktion arvoa 0,95 vastaava satunnaismuuttujan X arvo on se ja-
kauman yldalueen luku, jonka voimme odottaa esiintyvén toistokokeessa 5
%:n todennékoisyydelld. Toistojen lukuméirén ollessa 12 ja tapahtuman A
esiintymistodennékdisyyden 0,4 voimme liitteen Taulukkoa 4 hyviksikdyt-
tden midritd ko. satunnaismuuttujan (kriittisen) arvon), joka on § .

Kaytettdessd Excelin funktiota kirjoitetaan:
=CRITBINOM (12;0,4;0,95) = 8.

4.4.5 Binomijakauman odotusarvo ja varianssi

Binomijakauman odotusarvolle ja varianssille on olemassa seuraavat lausek-
keet:

EX)=np ja D*X)=npq.

Muuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametreilli n=40 ja p=0,25. Til-
16in muuttujan X odotusarvoksi saadaan 40%0,25 = 10 ja keskihajonnaksi vas-

taavasti 4/40-0,25-0.75 =2,739.
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4.4.6 Binomi- ja normaalijakauman vilinen vhteys

Kun satunnaismuuttuja X ~ Bin(n,p), tilldin standardoitu satunnaismuuttuja

:X—np
Jnpg

jossa q = 1-p, noudattaa otoskoon n kasvaessa yhd tarkemmin standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1). Kuva 26 havainnollistaa, kuinka otoskoon kasvaessa
riittdvésti binomijakauma alkaa ldhestymdidn normaalijakaumaa. (ks. myos
Taulukko 4).

Z

4.4.7  Excelin funktiot, jotka liittyviit binomijakumaan

=BINOMDIST( x; n; p ; TRUE / FALSE) antaa binomijakauman pistetoden-
nékoisyysfunktion arvoja mikéli funktion viimeinen argumentti on FALSE ja
kertyméfunktion arvoja mikéli funktion viimeinen argumentti on TRUE. x on
tietyn tapahtuman A esiintymiskerrat toistokokeessa, jossa toistojen lukumia-
rdn ilmaisee parametri n. Parametri p ilmaisee puolestaan ko. tapahtuman esiin-
tymistodennikoisyyden. (suom. BINOMIJAKAUMA)

=CRITBINOM(n; p; ) antaa binomijakauman kriittisid arvoja. Funktion en-
simmdiinen parametri n ilmaisee kokeen toistojen lukuméiéréin ja p tapahtuman
A esiintymistodennédkoisyyden. Viimeinen argumentti o asettaa kriittistd arvon
todennikdisyyden. (suom. BINOMIJAKAUMA KRIT)
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4.5 t-jakauma

4.5.1 t-jakauman yhteydet muihin jakaumiin

X-u
0/\/3

jakaumaa. Kéytidnnossi on usein niin, ettd populaation keskihajonta G on tun-
tematon, jolloin se joudutaan estimoimaan otoksesta, eli laskemaan otoskeski-

302
hajonta = }M , joka sijoitetaan standardoidun otoskeskiarvon kaavaan
n-1

o:n tilalle ja saadaan t-satunnaismuuttuja

Kuten jo tiedetdin, standardoitu otoskeskiarvo

noudattaa N(0,1)—

joka ei noudata N(0,1) —jakaumaa, vaan t-jakaumaa. Vaikka t-jakauma muis-
tuttaa suuresti normaalijakaumaa, on sen kuvaaja kuitenkin riippuvainen otos-
koosta (vapausasteista df = n—1). Kuva 27 osoittaa, kuinka t-jakauma on pienil-
14 otoskoon arvoilla matalampi ja levedmpi kuin normaalijakauma, ja kuinka se
ldhestyy normaalijakaumaa otoskoon kasvaessa.

Kuva 27: N(0,1)-jakauma ja t-jakauma, kun df =1 ja 3

045 T
0,40 +
0,35 +
0,30 +

025 +

0,20 +

Normdist(z)

ois+ K/ AN\ T-dist (df =3 )
T-dist (df=1)
0,10 +

0,05 +

0,00 i t t t t t ¥ —t

Etenkin pienelld otoskoolla t-jakauman varianssi on suurempi kuin Z-
jakauman, mistd syystd t-jakauma on origon kohdalla matalampi. Tdmi johtuu
otosvarianssin  §° noudattaman otantajakauman, xz-jakauman, suurehkosta
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epasymmetrisyydestd pienten vapausteiden df (otoskokojen) yhteydessd, jol-
loin otosvarianssin S~ arvojen todenndkoisyys olla pienempid kuin vastaavan
populaation varianssin o’ on lisdéntynyt. Nidin olen t-jakauman normaalija-

kaumaan nihden leveentyneet hinnit johtuvat juuri siitd, ettd populaation va-
rianssin estimaatit ovat pienten otoskokojen yhteydessi taipuvaisia olemaan lii-

an pienid. Télloin O:n paikalle kaavassa 7= X-u asetettuna ne olisivat ja-
6/+n
kajana liian pienid ja tuottaisivat normaalijakauman esiintymistodenndkdisyyk-

siin ndhden liian usein itseisarvoltaan suuria Z:n arvoja. Téstéd syystd, kun G:n

arvoa ei tunneta, tiytyy kiyttdi 7 —= XM sijasta t = X-u . (df =n—1):t,
6/+n s/+/n

ja korjata t-jakauman muoto otoskokoa vastaavaksi.

4.5.2 t-jakauman fraktiilit

Fraktiilipisteiden arvotkaan eivit ole t-jakauman kohdalla vakioita, vaan riip-
puvaisia niin ikddn vapausasteista — fraktiilien itseisarvot pienenevit vapausas-
teiden kasvaessa ja siten ldhestyvit vastaavia normaalijakauman fraktiilien ar-
voja.

o ESIM: Mairaia t-jakauman 95 %:n fraktiilipisteet, kun otoskoot
ovat 3, 10 ja 30.

Taulukkoa (liite 2) kéyttden, etsitdin t-jakauman fraktiilit > vastaten ja-
kauman 95 %:n pistettd ja annettuja otoskokoja (vapausasteita df = n—1).

Saadaan t\, =4,303; t\, =2,262; ti,, =2,045.
Excelin funktiota kéyttden kirjoitetaan soluun: =TINV(0,05; 2) =4,303 .

=TINV(0,05; 9) =2.262 .
=TINV(0,05; 29) = 2,045 .
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4.5.3 t-jakauman tiheysfunktio

On huomattava, etti t-jakauma ei ole minkiin tietyn estimaattorin otantaja-
kauma, vaan estimaattoreista X ja S johdetun lausekkeen otantajakauma, joka
siis muuttuu otoskoon funktiona. Tiheysfunktio t-jakaumalle on seuraava

_k+l

2
sk = ¢, (1 +1t<) ,

jossa ¢k on t:std riippumaton normeerausvakio. Sen arvo miirétddn siten, ettd

fwsk(t)dt =1. Kokonaislukua Kk kutsutaan vapausasteluvuksi (degree of free-

dom), jonka arvo vaihtelee sen mukaan, mistd t-muuttujatyypisté (testisuurees-
ta) on kysymys.

4.5.4  Excelin t-jakaumaan liittyviit funktiot

=TDIST( x; k; 1 tai 2) antaa x:&dén liittyvin todennédkdisyyden arvon
ko. vapausasteilla k. Viimeisen argumentin arvo voi olla joko 1 tai 2.
Arvo 1 on yksisuuntaisen testin todennidkdisyys ja arvo 2 vastaavasti
kaksisuuntaisen testin todenndkdisyys.

(suom. TTAKAUMA)

=TINV( p; k) antaa t-jakauman kriittisid arvoja 2-suuntaisen testin ta-
pauksessa todennékdisyydelle p vapausasteilla k.
(suom. TTAKAUMA.KAANT)

=TTEST( Aluel; Alue2; suunta; 1, 2 tai 3) suorittaa kahden riippu-
mattoman otoksen tai riippuvien otosten t-testit riippuen viimeisesti ar-
gumentin arvosta. Kun viimeinen argumentin arvo on 2 saadaan homo-
geenisten ryhmévarianssien t-testin riskitason todennikoisyys; kun arvo
3 saadaan heterogeenisten ryhmévarianssien t-testin riskitason todenni-
koisyys; kun arvo 1 saadaan riippuvien otosten t-testin riskitason to-
dennikdisyys. Toinen argumentti eli ”suunta” méérdd onko testi 1- vai
2-suuntainen (arvo 1 =yksisuuntainen; arvo 2 =kaksisuuntainen). Aluel
ja Alue? viittaavat solualueisiin, joissa testattava data sijaitsee.

(suom. TTESTTI)
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4.6 }’-jakauma — eli otosvarianssin s* otantajakauma

t-jakauman yhteydesséd viitattiinkin jo alustavasti xz—jakaumaan (lue: khiin ne-
1i6), kun todettiin, ettd etenkin pienilld otoskoon arvoilla otosvarianssin 52 otan-
tajakauma on epdsymmetrinen, ja ettd ndin ollen lisidintyy todennikdisyys saada
liian pienid Gz-estimaatteja. Vaikka xl-jakaumaa kutsutaankin otosvarianssin
s? otantajakaumaksi, ei sen sovellettavuusalue kuitenkaan rajoitu yksinomaan
taa monenlaisiin tilastollisiin testitilanteisiin.

Edelli kisitellyt estimaattorit X ja p olivat havaintojen X; ,..., X, lineaarisia
lausekkeita. Varianssi §° puolestaan on havaintojen suhteen kvadraattinen eli
nelidmuotoa oleva. Jotta otosvarianssin satunnaiskdyttdytyminen otoksesta toi-
seen voitaisiin hallita ja ymmirtid, tarkastellaan sen matemaattista mallia —
’standardoidun” neliGsumman jakaumaa.

Olkoot Z;, Z,,.., Z; riippumattomia, N(0,1)—jakaumaa noudattavia satun-
naismuuttujia. Korotetaan k muuttujaa neliéon ja muodostetaan niiden summa

eli Z' +Z),..., +Z;.
Nidin  muodostuvaa  “standardoitua” neliosummaa  kutsumme xz(k)—

satunnaismuuttujaksi vapausasteluvulla k. xz(k)-satunnaismuuttujan jakaumaa
kutsumme juuri xz—jakaumaksi (vapausasteluvulla K).

4.6.1 Xz-iakauman tiheysfunktio

xz—j akauman tiheysfunktion lauseke on seuraavanlainen

2
x k4

F(73) = he 2(xH? |

jossa vakio hy mdidritddn siten, ettd jf()(2 )dy* =1. y’—jakauma on miritel-
0

ty ainoastaan positiivisille arvoille, koska nelididen summana xzzn arvo on aina

vihintidin nolla. Vapausasteluku k vaikuttaa voimakkaasti tiheysfunktion ku-

vaajan muotoon. Kun k on 1 tai 2, on kuvaaja jatkuvasti oikealle laskeva kéy-

rd. Kahta suuremmilla arvoilla tiheysfunktion kuvaaja ensin nousee moodin ol-

lessa pisteessid xz = k-2, mink3 jidlkeen kuvaaja on laskeva.

Kuva 28 havainnollistaa kuinka eri vapa,usasteen arvot vaikuttavat x’—
jakauman tiheysfunktion kuvaajaan.
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Kuva 28: xz-jakauman tiheysfunktion kuvaajia k:n eri arvoilla

£(x*) 020

0,18 -

0,14 ~
0,12 ~
0,10 ~
0,08
0,06 4

0,04

0 8§ 16 24 32

Tiheysfuktio (

— Tiheysfuktio (
Tiheysfuktio (
Tiheysfuktio (

e

40 48 56 64 72 80 88 96

Kuvaa tarkastelemalla voi todeta, ettd xl—j akauman tiheysfunktion epdsymmet-
risyys korostuu erityisesti pienilld vapausasteiden Kk arvoilla, jolloin sitd nou-
dattavan otosvarianssin §© arvojen todennékdisyys olla pienempid kuin vastaa-
van populaation varianssin 6 on korostunut.

Toisaalta kuvasta voi havaita myds sen yleisen ilmion, mikd tuli jo t-
jakaumankin kohdalla ilmi, ettd vapausasteiden kasvaessa, xz—jakauman tiheys-
funktion epdsymmetrisyys alkaa vihenemiin ja tiheysfunktion kuvaaja alkaa
ldhestymiin normaalijakaumaa. Tdma siis perustuu siihen, ettd xl(k) on sum-
mamuuttuja. Normaalijakaumaan perustuva approksimaatio on kyllin tarkka

30:td suuremmilla Kk:n arvoilla.

4.6.2

2. . . .
X~ -jakauman odotusarvo ja varianssi

Voidaan osoittaa, ettd muuttujan xl(k) odotusarvo ja varianssi ovat

E(’(k) =k

ja D’ (’(k) =2k,
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joista on todettavissa, etti kun vapausasteluku kasvaa, kasvaa E(x*(k)):n ja
Dz(xz(k)):n arvot vastaavasti, koska k ilmaisee (k) lausekkeessa olevien

4.6.3 Xz-]'akauman Kriittiset arvot

Xz(k)—j akauman teoreettinen kriittinen arvo XIZ, (K) toteuttaa yhtdlon

P(x*(k) > (k) = p.

Kuva 29 havainnollistaa vield mdiiritelmidn. Huomattakoon tdssd vield, ettd
esim. 90%:n fraktiili on 0,1:n Kriittinen arvo.

Kuva 29: Kriittisen arvon )(Iz)(k) méiritelmi

f(x®)

PO (K) > 5 (K) )

75 (k)

On jilleen huomattava, kuten oli asia t-jakaumankin kohdalla, ettid fraktiilit ja
kriittisten arvot muuttuvat vapausasteiden mukaan.

e ESIM: Mairai xz-jakauman 65 %:n fraktiilipisteet vapausasteille
3 ja25.

Koska taulukkoarvoja ei ole yleisesti saatavilla kaikille fraktiiliarvoille,
madratadn ko. pisteet Excelin funktiolla. Kirjoitetaan soluun kaavat

=CHIINV(0,65; 3) =1,642.
=CHIINV(0,65; 25) = 21,752.

Esimerkin tulokset voidaan my6s ymmartidd kertyméfunktion késitettd hyviksi-
kiyttaen. Fraktiilipiste vastaa siis sitd pistettd, jonka vasemmalla puolella on
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65% todenndkoisyysmassaa. Ero vastausten suuruudessa — huolimatta siitéd, et-
td ne ovat samoja fraktiilipisteitd — kertoo juuri, kuinka merkittidvisti vapausas-

teet vaikuttavat xzzn arvoihin.

e ESIM: Mairai seuraavat todennikoisyydet, kun k=13:
P(X'K)>15), P3<y®<7) ja P(x'(k)<15)

Hyddynnetéén jilleen Excelin funktiota ja kirjoitetaan soluun seuraavat
kaavat:

=1 - CHIDIST(15; 13) = 0,307
=CHIDIST(3; 13) - CHIDIST(7; 13) = 0,096
=CHIDIST(15; 13) = 0,693
Téssd tehtdviassi siis hyddynnetdédn niitd kertyméfunktion yleisid ominaisuuksia,

jotka koskevat periaatteessa kaikkia teoreettisia jakaumia sekéd kerrataan ne to-
dennikdisyystyypit, jotka kertymidfunktion avulla voidaan mdaéridtd. Excelin

CHIDIST —funktio antaa juuri xz—j akauman kertyméfunktion arvoja.

4.6.4 Otosvarianssin 52 ja Xz-iakauman vilinen yhteys

Téhdn mennessi ei ole vield tarkasteltu otosvarianssin yhteyttd xz—j akaumaan.
Namai yhteydet tulevat esille, kun kirjoitetaan s? seuraavissa muodoissa

i(xi—i)z 2wy X 2 2, 2
e

(n-1) n—1‘i=1 n—1 iz n—

jossa Xj ., X, ovat yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta N( W, 6%). On
n J—

osoitettavissa, ettd nelivsumma " (( X, — X)/(;)2 eli i 7 2 noudattaa X2(n-1)-
i=l1 i=1

jakaumaa. Néin ollen otosvarianssi s> on esitettivissi vakion o*/(n-1) ja teo-

reettisen muuttujan xz(n—l) tulona. Téamin lauseen kohdalla ei voida luopua
populaation normaalisuusoletuksesta suurillakaan otoskoon arvoilla.

Havainnollistetaan lausekkeen yhteyksid vield graafisesti. Kuva 30 sisiltia esi-
tykset A ja B, joista ensimméiisessd on simuloitu otosvarianssin satunnaiskiyt-
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tdytymistd generoimalla tietokoneen avulla normaalijakaumasta N(10,32) 5000
otosta (n=13). Kustakin otoksesta on laskettu varianssi ja tdmin jilkeen muo-
dostettu pienelld luokkavililld Sz-jakauma, joka siis demonstroi otosvarianssin
satunnaisvaihtelua otoksesta toiseen (otoskoolla 13).

Kuva 30: Tietokoneella generoitu otosvarianssin otantajakauma (A) ja sitd mal-

lintava Xz- jakauma (B)

A B
& . 0187 /(2
. . ) S 0
‘.‘; 2(i)tosve;lrlanssm 0.16 « $¥(0%/ (13-1)
[RdFS s°(n=13) simuloitu
o - 0,14 | 2043.
J ° otantajakuma —x(13-1)
S % (5000 otosta) 0,127
o ° 0,10 -
° ' ’
- v, 0,08 -|
’, 0,06 -|
& 0,04 |
$ 6?=9 ™, 2 0021
L d o S
- : e PN ‘ 0,00 4
0 6 9 12 15 18 21 24 27 30 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

Populaation varianssi 6 on 9, joka on merkitty kuvaan A pystyviivalla. Kuvas-

sa B esitetddn sama generoitu

Sz—jakauma, mutta nyt kerrottuna vakiolla)

o%/(n-1), jolloin sz-jakauma yhtyy teoreettiseen xz(n—l)-jakaumaan, kuten ku-

va B osoittaa. Teoreettinen x2(12)—jakauma siis mallintaa otosvarianssin empii-
ristd jakaumaa ja méérdd siihen liittyvit todennikoisyydet. Esitettyjd tuloksia
hyviksi kdyttden on mahdollista mm. méadritd estimoitavalle populaation va-
rianssille 6> luottamusvili (ks. Luku 6.4).

4.6.5

Excelin funktiot, jotka liittyvit Xz-iakaumaan

=CHIDIST(x2-arv0; vapausasteet) antaa kriittistd arvoa (xz-arvo)

vastaavan todennédkoisyyden ko. vapausasteilla.
(suom. CHWAKAUMA)

=CHIINV (todenniikdisyys; vapausasteet) antaa y’-jakauman kriitti-

sen arvon, kun todennékdisyys ja vapauasasteet tunnetaan.
(suom. CHJAKAUMA .KAANT)

=CHITEST(Aluel; Alue2) suorittaa %’-riippumattomuustestin ja an-
taa siihen liittyvén riskitodennékoisyyden eli nk.p-arvon. Alue 1:1le va-
litaan havaittujen frekvenssien alue ja Alue2:lle odotettujen frekvenssi-
en alue.

(suom. CHITESTI)
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4.7 F-jakauma — eli varianssitestien otantajakauma

Mythemmin tissd kirjassa késiteltdvid varianssien yhtdsuuruustestid sekd ylei-
semminkin toisaalla késiteltidvid tilastollisia menetelmid, kuten varianssianalyy-
sid varten, on médriteltivd F-jakauma, joka on varianssitestien testisuureiden
otantajakauma. Kuten myohemmin tulemme keskiarvotestien kohdalla huo-
maamaan, varianssitestejd tarvitaan mm. selvittimidin, onko keskiarvotestien
oletus ryhmévarianssien yhtdasuuruutta koskien voimassa. Téssd yhteydessi ki-
sittelemme F-jakaumaa kuitenkin vain otantajakaumana.

Tarkastellaan kahta eri tilastoyksikkéryhmien A ja B muodostamaa normaali-
jakaumaa N(uy, 6%) ja N(Ua, 6°), jotka kuvaavat tietyn muuttujan X arvojen
jakautumaa niissd ryhmissid eli osapopulaatiossa. Varianssit ovat molempien
osapopulaatioiden kohdalla samat, mutta keskiarvot voivat poiketa toisistaan.
Poimitaan yksinkertaisella satunnaisotannalla n#istd osapopulaatiosta toisistaan
riippumattomat otokset Xjz, X12,.., Xin  ja  X21, X22,.., X2u , jOista laskettavat
otosvarianssit voidaan esittdd jo ylld g>-jakauman yhteydessi esitetyn lauseen
pohjalta seuraavasti

s; = g(xlj X))’ _ o’y (k)
(n, -1) (n, -1)
, T X e

m,-1)  (n,-1)

Muodostettaessa otosvarianssien sf ja s; osaméaard

2]

2
_71_
S5 czxi(k)]
(1’12 _1))

saadaan F-satunnaismuuttuja, joka noudattaa F-jakaumaa vapausasteluvuilla k;
=n;-1 ja k; =n,-1, jotka puolestaan ovat F:sséd olevien otosvarianssien vapa-
usasteluvut. Téstd jakaumasta kdytetdén merkintdda F(k; k;)-jakauma, jonka ti-
heysfunktion lausekkeen ohitamme. F-satunnaismuuttujan lauseketta tarkastel-

lessa voimme my®s todeta F-jakauman ja x’-jakauman vilisen yhteyden, miki
perustuu juuri siihen, ettd s* noudattaa *-jakaumaa. Kuva 31 esittii muutamia
F(k; k;)-jakauman tiheysfunktion kuvaajia eri vapausasteilla.
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Kuva 31: F(k;, k;)-jakauman tiheysfunktion kuvaajia ky:n ja k;:n eri arvoilla

1,6
f ® — F-tiheysfunktio (df = 50 ; 60 )
14 4
= F-tiheysfunktio (df = 15 ; 25)
1 e B-tiheysfunktio (df =7 ;7 )
0,8
0,6 4
04 4

0,2

0 - 1 1 1 \ 1 1 1 ' F
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35 4

Estimaattoreiden sf ja si osamadrd F =sf/ si vaihtelee ykkésen molemmin

puolin. Mitd suuremmat vapausasteluvut k; ja k, ovat sitd epdtodennikoi-
semmin F:n arvo poikkeaa huomattavasti ykkosestd. Kuva 31 tuo tdmén asian
my0s selvisti esiin, jossa vapausteiden arvoilla k; =50 ja k,= 60 tiheysfunk-
tio keskittyy melko huipukkaasti ykkosen ympérille.

4.7.1  F-jakauman Kkriittiset arvot

F-jakauman sovelluksissa tarvitsemme jakauman kriittisid arvoja eri vapausas-
teille k; ja k,. Kriittiset arvot saadaan hypoteesin testauksen yhteydessa liit-
teen 6 taulukosta tietyille riskitasoille tai voidaan miirdtd Excelin FINV —
funktion avulla yleisemminkin. Merkitdéin F-jakauman kriittistd arvoa F_(k;,
k,):1la joka toteuttaa yhtdlon P(F > F_(ky, k) =0, jossa o tarkoittaa haluttua
riskitasoa.

Kuva 32: F(ky, k;)-jakauman kriittinen arvo F_ (k;, k;)

f(F)

Fo (ki, ko)

Kuva 32 esittdd F-jakauman kriittisen arvon maédritelmén, jossa on nyt siis
huomattava kahden vapausasteluvun yhtdaikainen vaikutus kriittisen arvon
méédrdaytymiseen. Yleisimmin F-jakaumaan liittyvien tilastomenetelmien koh-




52

dalla hypoteesin testaukset ovat yksisuuntaisia niin péin, ettd F-suhteen osamii-
rdn oletetaan saavan vain ykkostd suurempia arvoja. Tilloin kriittinen arvo
F_(ky, k;) midritdiin vain jakauman oikeasta ’hinnéstd’, kuten Kuva 32:ssa.
Kuitenkin, mikili testitilanne niin vaatii, voidaan kriittinen arvo mairitd myos
jakauman vasemmanpuoleisesta “hidnnistid’ seuraavalla kaavalla:

1
F k., ,k,)=—.
l-a( 1 2) Fa(k2,k1)
Siten esimerkiksi
Fo,es(lo’ 4) = ! ! = 0,28 -

F,,;(4.10) 348

On huomattava, ettd muodostettaessa F_(k;, ky):n kiddnteisluku 1/ F_(ks, k),
tdytyy vapausasteiden jdrjestys nimittdjassd kiddntdd, koska myos F-osamiirassi
osoittaja ja nimittdjd (eli varianssit sf ja si) vaihtavat paikkaa.

vaihdella ykkosen molemmin puolin, méddritiddn kriittiset arvot jakauman mo-
lemmista piistd juuri méiritellyilld kriittisten arvojen lausekkeilla. Talloin riski-
taso o puolitetaan eli molemmissa pdissd se on /2.

e ESIM: Mairii F-jakauman kriittinen arvo F_(k;, k;), kun o= 0,05
(95 % :n fraktiilipiste), kun vapausasteet ovat k;=10 ja k,=18.

Koska ko. kriittinen arvo 16ytyy yleensi taulukkokirjoista, etsitdédn ky:n
arvo liitteen 6 taulukon sarakkeesta ja Kj:n vastaavasti riviltd, joiden
yhtymékohdasta 16ytyy tarvittava kriittinen arvo eli F, (10, 18), joka
on 2,412.

0,05

Excelin funktiolla laskettaessa kirjoitetaan soluun =FINV(0,05;10;18)
=2,412.

o ESIM: Maidraa P(0.5 <F(ky, k) £4.2), kun k; ja k, ovat (4;5),
(10;15) ja (100;100).

Koska Excelin funktioilla voidaan miiritd F-jakauman kertyméafunkti-
on arvoja, niin voidaan laskea néin ollen F-jakaumaan liittyvid todenni-
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koisyyksid. Eli todenndkoisyydet, ettd F:n arvo kuuluu vilille 0,5-4,2
ko. eri vapausasteilla saadaan kirjoittamalla Excelin soluun seuraavasti

=FDIST(0,5;4;5) —- FDIST(4,2;4;5) =0,6655
=FDIST(0,5;10;15) - FDIST(4,2; 10;15) =0,8582

=FDIST(0,5;100;100) - FDIST(4,2;100;100) = 0,9997

Voidaan todeta, ettd vaikka vili 0,5-4,2 sidilyy vakiona sisidltyy F-
satunnaismuuttujan arvo siihen sitd suuremmalla todennidkdisyydelld mitd suu-
remmat vapausasteiden arvot ovat. Ts. vili 0,5-4,2 pitii sisdlldén sitd suurem-
man todennédkdisyysmassan mitd suuremmat vapausasteet ovat. Kuva 33 esittdd
kertyméfunktion kuvaajat esimerkkiin liittyvilld vapausasteilla.

Kuva 33: F-jakauman kertymifunktion kuvaajia eri vapausasteilla

F(F)1 +

0,75 +

05 +

F-kertymifunktio (df = 100 ; 100 )
0.25 F-kertymifunktio (df = 10; 15)

e F-kertymifunktio (df =4 ;5 )

Kuvasta voi helposti havaita, kuinka vapausasteiden kasvattaminen lisdi tietyn
vilin todennidkoisyyttd pitdd sisdllddn F-satunnaismuuttujan arvo.

4.7.2

Excelin funktiot, jotka liittyvit F-jakaumaan

=FDIST(x; k;; k) antaa F-jakauman kriittiseen arvoon x liittyvén to-
dennikoisyyden vapausasteilla k; ja Kk, (oikeanpuoleisen “hénnédn”
pinta-ala).

=FINV(«; k;; k) antaa F-jakauman kriittisid arvoja todennikoisyydel-
le o vapausasteille k; ja k.

=FTEST(Alue2; Alue2) testaa Alueenl ja Alueen2 arvojen varianssi-
en yhtisuuruuden yksisuuntaisella testilld antaen riskitodenndkoisyyden
eli nk. p-arvon.
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5 Estimointi

5.1 Johdanto

Eris tilastotieteen tdarkeimmisti tehtdvistd on kehittdd menetelmié, joiden avulla
kyetédidn tekemién otoksen perusteella mahdollisimman luotettavia johtopaitok-
sid perusjoukon tunnusluvuista eli parametreistd. Tati tilastotieteen osa-aluetta
kutsutaan estimointiteoriaksi. Kuten edellisen luvun alussa jo totesimme, emme
otoksen perusteella voi saada tarkasti selville perusjoukon tunnuslukujen arvoja,
vaan meiddn on tyydyttivd otoksesta laskettuihin tunnuslukuihin eli estimaat-
teihin, jotka mahdollisimman luotettavasti kuvaisivat perusjoukon tunnusluku-
jen todellisia arvoja. Kutsumme titi siis estimoinniksi. On kaksi erilaista tapaa
estimoida perusjoukon tunnuslukuja: piste-estimointi ja viliestimointi.

5.2 Piste-estimointi

Piste-estimoinnissa pyritdin etsimiin estimaattori,jonka arvot ovat mahdolli-
simman ldhelld populaation parametrin arvoa. Tietylli parametrilld voi olla

useita estimaattoreita. Esimerkiksi populaation keskiarvon J estimaattorina

voidaan kiyttii otosmediaania Md ja otoskeskiarvoa X, joiden otantaja-
kaumat kuvaavat niiden satunnaiskdyttdytymisti.

5.2.1 Estimaattorin ’hyvyys”

Tarkastellaan yleisesti parametrid T ja sen estimaattoria T, joka on siis sa-

tunnaismuuttuja. T :n tirkeimmit tunnusluvut ovat odotusarvo (= teoreettinen
keskiarvo) ja varianssi, jotka voidaan laskea otantajakauman avulla. Niiden
kahden tunnusluvun avulla voidaan arvioida estimaattorin “hyvyyttd”.
Estimaattorin odotusarvon avulla mééritellddn harhattomuus ja estimaattorin va-
rianssin avulla tarkkuus.

Harhattomuus — Estimaattori T on parametrin T harhaton estimaattori, jos

A

T :n odotusarvo on yhtd kuin T eli kaavana

On huomattava, ettd harhattomuus on perusjoukosta riippumaton ominaisuus eli
se on voimassa kaikille perusjoukoille. Sanallisesti harhattomuutta voidaan ku-
vailla vield esim. siten, ettd harhaton estimaattori antaa keskimairin oikeita tu-
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loksia. Eli positiiviset ja negatiiviset otantavirheet kumoavat toisensa ’pitkédssi
juoksussa”.

Jos estimaattorin T harha B(T ) maééritellddn seuraavasti (harha =bias)
B(T)=E(T)-T.

Jos estimaattori on harhainen eli B('f) # 0, niin estimaattorissa on systemaat-

tista virhettd (joko positiivista tai negatiivista). Ldhes kaikki yleisimmat esti-

maattorit ovat harhattomia. Tunnetuin esimerkki harhaisesta estimaattorista on

otoskeskihajonta S, joka ei ole 6:n harhaton estimaattori.

Taulukko 6 esittdd muutamia keskeisid harhattomia estimaattoreita.

Taulukko 6: Esimerkkeji estimaattoreista, jotka ovat harhattomia

X on W:n harhaton estimaattori
s’ on 6*n harhaton estimaattori
p on O:n harhaton estimaattori

r on p:n harhaton estimaattori

Tarkkuus — Toinen tapa madrittdd eri estimaattorien keskindistd paremmuutta
on vertaamalla niiden otantajakaumien varianssien suuruutta toisiinsa.

Tarkastellaan asiaa vertaamalla kahta populaation keskiluvun estimaattoria
Md:td ja X :#d. Olkoon populaation jakauma ~ N(LL, o?) tillsin ko. estimaat-
torien otantajakaumat ja niiden varianssit ovat seuraavat:

2 2
Md ~ N H,B] ja. X~N p,c—w
2n} n

Vertaamalla Md:n ja X :n keskivirheiti, voimme todeta, etti

>,

2n  n
eli Md :n varianssi on suurempi. Niin ollen johtopéitos on se, ettd X estimoi
tarkemmin populaation parametrin keskiarvoa.
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5.3 Viliestimointi

Viliestimoinnissa madrdtddn satunnaisotannalla poimitusta otoksesta X;, X,
5-.+5 X, riippuvat luottamusvélin ala- ja ylérajat, joiden viliin populaation para-
metri halutulla todennikoisyydelld kuuluu. Yleisesti esitettynd populaation pa-

oS .

rametrin T luottamusvilin yli- ja alarajat a T toteuttavat yhtilon
ylédraja

alaraja J

<T<T

ylidraja

P(T

alaraja ) = 1 —a

jossa o ilmaisee halutun riskitason, esim. 0,05 eli 5 %. Lukua (1-)100 %,
esim. 95%, kutsutaan [uottamustasoksi. Siten puhutaan esimerkiksi keskiarvon
95 %:n luottamusvilisté.

Koska siis populaation parametrin estimaattorin arvossa esiintyy vaihtelua otok-

sesta toiseen (jota estimaattorin keskivirhe kuvaa), on véli (T , T

alaraja

teeltaan satunnaisvili. Téstd syysté eri otoksista saadaan parametrin T suhteen
sijainniltaan vaihtelevia luottamusvileja. (ks. Kuva 34, s. 56). Silloin, kun po-
pulaation varianssikin tdytyy estimoida, ts. kun estimaattorin keskivirhettd ei
tunneta, esiintyy lisdksi luottamusvilin pituudessa satunnaisvaihtelua sijainti-
vaihtelun liséksi.

Kuva 34 esittdd, kuinka 25:stéd eri otoksesta méérédtyt 95 %:n luottamusvilit si-
saltdavit 24 tapauksessa populaation parametrin T arvon Tdmi tulos osuu hyvin
yhteen teorian kanssa, silld voimme odottaa 0,95x25 tapauksessa luottamusvilin
siséltdvin parametrin T. Kuten kuvasta nidkyy otos 20 ei sisilld populaation pa-
rametrin arvoa.

yldraja ) luon-

Kuva 34: Toisistaan riippumattomista otoksista laskettuja luottamusvileji
populaation parametrille T

Otos 1
Otos 2
Otos 3
Otos 4
Otos 5
Otos 6
Otos 7
Otos 8
Otos 9
Otos 10
Otos 11
Otos 12
Otos 13
Otos 14
Otos 15
Otos 16
Otos 17
Otos 18
Otos 19
*Otos 20
Otos 21
Otos 22
Otos 23
Otos 24
Otos 25

I Alaraja
Ylaraja

iﬁf{Jﬂﬂ%ﬂﬂw
i

» Estimaatti

=]
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6 Luottamusvilien laskeminen

6.1 Luottamusvdilin mddrddminen populaation keskiarvolle |, kun
o’ tunnetaan

Z-jakaumaa noudattavalle satunnaismuuttujalle on voimassa yhtalo
P-Z,,: Z: Z,,)=1-a,

joka siis midrdd todennikoisyyden (1- o), ettd Z kuuluu vilille -Z j, Z .

Niin ollen esimerkiksi standardoitu otoskeskiarvo X-p (=Z ) kuuluu 95
o/Aln

%:n varmuudella arvojen -Z (g5 (= —1,96) ja Zyesp (=1,96) vilille. Talloin

standardoitu otoskeskiarvo toteuttaa yhtdlon

X-U
< 1,96) = 0,95 .
0/& )

P(-196 <

Kuva 35 havainnollistaa yhtidlon suhdetta teoreettiseen normaalijakaumaan.

Kuva 35: Standardoidun normaalijakauman luottamusvilin péiatepisteiden
(kriittisten arvojen) méaritelmiit

PZ<-Z, 5= /2 P(Z>Z )= w2

Kuten on jo todettu, normaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X otos-
keskiarvo X noudattaa jakaumaa N(u, o’/ n). Mikili tunnetaan myos X:n
varianssi 62, voidaan otoskoosta riippumatta® laskea sellaiset luottamusrajat,

2 Jos 62 tunnetaan, pieni otoskoko ei vaikuta siihen, noudattaako X :n otantajakauma
normaalijakaumaa N(L, o’/ n).
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joiden sisdin X :n estimoima WU halutun suurella todennékéisyydelld kuuluu.
Y114 selvitettyyn nojautuen voidaan johtaa yleisesti voimassa oleva yhtalo

p[x_zm% << X%%] C-a

jossa -Z  ja Z_, ovat sellaiset standardoidun normaalijakauman kriittiset ar-

vot (halutulla luottamustasolla (1-0t)100%), jotka toteuttavat jo Kuva 35:ssi
esitetyn yhtédlon

P(|Z| > Z(X/Z): o

e ESIM: Maiirai populaation keskiarvolle 1 95 %:n luottamusviili,
kun otoskeskiarvon (n=30) arvoksi saatiin 464 ja varianssin o’
tiedetizin olevan 100°.

Liitteen 1 taulukosta saadaan kriittiset arvot —Zges2 ja Zogsq , jotka
ovat —1,96 ja 1,96. Ylldesitetyn pohjalta sijoitetaan kriittiset arvot, otos-
tunnusluvut seki otoskoko yhtél6on ja lasketaan

100 _ 100

P|464-1,96- <p<464+1,96-— | =1-0,05,
[ N ]

50

saaden
P[436,3: p: 491,7] =0,95 .

Eli n sijaitsee 95 %:n varmuudella vililldi 436,3 ja 491,7 .

Tutkitaan seuraavaksi, miten otoskoko vaikuttaa luottamusvilin pituuteen. Ole-
tetaan, etti muuttujalla X on populaatiossa keskiarvo 10 ja varianssi 37 Las-
ketaan erisuuria otoskokoja (m) kiyttden useita luottamusvilejd osoittamaan,
miltd vililtd populaation keskiarvo kunkin otoskoon tapauksessa voidaan olettaa
16ytyvin. Luottamustasoksi valitaan 5 %. Taulukko 7 esittdd eri otoskoon ar-
voille laskettuja luottamusvilin ala- ja yldrajan arvoja sekd vastaavat luottamus-
vélin pituudet.
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Taulukko 7: Luottamusviilin paitepisteiti ja pituus eri otoskoon arvoilla, kun X ~
N(10, 3% ja o=0,05.

n Alaraja 95 % | Ylaraja 95 % | Vélin pituus (d)
1 412 15,88 11,76

10 8,14 11,86 3,72

30 8,93 11,07 2,15

70 9,30 10,70 1,41

300 9,66 10,34 0,68

800 9,93 10,07 0,13

Luottamusvilin pituus d saadaan médrittyd seuraavasti

Taulukko 7 tuo esiin, ettd otoskoon kasvaessa luottamusvilin ala- ja yldraja la-
hestyvit tosiaan eli luottamusvilin pituus d lyhentyy. Tami luonnollisesti tar-

koittaa, etti otoskokoa kasvattamalla estimaattorin X keskivirhe o / +/n
pienentyy ja ndin ollen estimointi tarkentuu ja muuttuu luotettavammaksi.

6.2 Populaation keskiarvon \ luottamusvilin médrddminen, kun
o° on tuntematon

Kun populaation varianssia 6> ei tunneta (miki on hyvin tavallista), kiytetiin
n R

sen paikalla otoksesta estimoitua otosvarianssia g2 = >( X, —X)2/ (n—1). Til-
i=I

16in populaation keskiarvon [ luottamusvilin kaavassa

< )
wn lv: X*tZ , -—
Vn
asetetaan O:n paikalle S ja lisdksi Z-jakauman Kriittisen arvon (Z ;) paikalle
vastaava t-jakauman kriittinen arvo t_,; vapausasteilla df = n—1 ja saadaan

S
a/z'ﬁ-

wnlv @ X+t
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Jos otoskoko on pienempi kuin 30, on syytd varmistaa, ettd X:n jakauma on
populaatiossa normaalinen, silld muutoin, varsinkin paljon 30:td pienemmilld
otoksilla, on s* taipuvainen aliestimoimaan G*n ja sen vaihtelu on yleisesti
suurempaa, kuten ylli luvussa 4.6 todettiin.

Suuremmilla otoksilla kuin 30 populaation normaalisuutta ei vilttimatta tarvitse
olettaa, koska s”:n satunnaisvaihtelu otoksesta toiseen on huomattavasti pie-
nempii ja toisaalta koska o*n aliestimoinnin vaara vihentyy s*n otantaja-
kauman ldhestyessd normaalijakaumaa (ks. Kuva 28, s. 46 ja Kuva 30, s. 49).

o ESIM: Tutkittaessa eridin oppilaitoksen opiskelijoiden (n = 45) al-
koholiin kiyttiméiid rahamiarida viikossa, saatiin otoskeskiarvoksi
86 mk ja otoskeskihajonnaksi 76 mk. Laske 95 %:n luottamusvili
oppilaitoksen opiskelijoiden muodostaman populaation keskiarvolle.

Liitteen 2 taulukkoa kdyttamilld etsitddn t-jakauman fraktiilipiste
t79 vapausasteilla df = 45-1, joka on 2,015. Asetetaan arvot

kaavaan, jolloin saadaan

Alaraja = 86 — 2,02 16 =63,2 mk
45
Yldraja = 86 + 2,02 L6 = 108,8 mk ,

745

jossa luottamusvilin pituus d = 45,63 mk.
Excelin funktioilla laskettaessa kirjoitetaan soluihin kaavat:

= 86 — TINV(0,05; 44)*76 / SQRT45) = 63,2

= 86 + TINV(0,05; 44)*76 / SQRT(45) = 108,8

=108,8 - 63,2 = 45,63 .
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6.3 Luottamusvdlin mddrddminen populaation prosenttiluvulle ©

Kuten ylld (ks. Luku 4.3) todettiin estimaattorin p otantajakauma noudattaa li-
kimddrin N(0, 6(100-06) / n), mikili otoskoko on riittivin suuri suhteessa 0:n
eli vastaavan populaation prosenttiluvun arvoon (ks. Taulukko 4, s. 35)°. Koska
estimaattorin p varianssi 0(100-0)/n riippuu tuntemattomasta parametristd
0, emme kykene suoraan méddrddmédn p:n  tarkkaa varianssia. Mutta jos
kdaytamme varianssin lausekkeessa ©O:n paikalla otoksesta estimoitua p:td
saamme populaation varianssille silti riittivdn approksimaation. Otoskoon
ollessa riittdvd standardoitu muuttuja

p- 0
p(100—-p)
n

noudattaa likimddrin N(0,1)-jakaumaa. Jos asetamme tdmin lausekkeen Z:n
paikalle jo tutussa yhtilssa

P-Z,: Z: Z,)=1-a,

saadaan tulokseksi, kun ensin ratkaistaan molemmat epdyhtdlot ©:n suhteen,
seuraava yhtalo

n n

Titen prosenttiluvun 0 luottamusvilin péditepisteet ovat

[p(100- p)
piZu/Z' % .

3 Mikili otoskoko ei tiytd Taulukko 4:n ehtoja, noudattaa p:n otantajakauma binomi-
jakaumaa, kuten jo todettiin luvussa 0. Koska p on otosprosenttiluvun kohdalla omi-
naisuuden A esiintymiskertojen lukumédrd suhteessa otoskokoon eli p=f(A)/n, ldhes-
tyy sen otantajakauma keskeisen raja-arvolauseen mukaan otoskoon kasvaessa normaa-
lijakaumaa. Titd tulosta hyddynnetddn luottamusvélin mddradmisessd populaation pro-
senttiluvun arvolle.
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e ESIM: Tietyn puolueen kannatuksen arvioimiseksi poimittiin 900
hengen satunnaisotos dinioikeutettujen muodostamasta populaati-
osta. Kannatusprosentiksi saatiin 16,7 % Mairai 95 %:n luotta-
musvili populaation prosenttiluvun 6 arvolle.

Liitteen 1 taulukosta saadaan jo tutut N(0,1)-jakauman kriittiset arvot.
Asetetaan saatu piste-estimaatti 16,7 % ja kriittiset arvot (1,96, 1,96)
kaavaan ja lasketaan

16’7(100 '16’7) = 14:3 %
900

Alaraja = 16,7—-1,96- \/

16,7100 -16,7) _ 49 j ¢ .
900

Ylidraja = 16,7+ 1,96-\/

Voimme todeta 95 %:n varmuudella, ettd ko. puoleen kannatusprosentti

ddnestysikdisten muodostamassa populaatiossa sijaitsee vililld (14,3 %,
19,1 %).

6.4 Luottamusvdilin mddrddminen populaation varianssille o

Kisitellessimme Xz(k)-jakauman yhteyttid otosvarianssin s? otantajakaumaan
luvussa 4.6.4, totesimme, etti esitettyjd tuloksia hyviksi kdyttden on mahdollis-
ta midriti estimoitavalle populaation varianssille ¢ luottamusvili. Vaikka
kiytannon tutkimuksessa tarvitaan perin harvoin luottamusvilid nimenomaan
populaation varianssille, on kuitenkin erityistilanteita, joissa halutaan varmuutta
populaation varianssin satunnaiskéyttdytymisen alueesta. Seuraava yhtilo ilmai-
see halutulla luottamustasolla o populaation varianssin luottamusvilin piite-
pisteiden arvot

2 2
S S

Pl-- <¢’<-—" |=1-a
2 2
Lar2 Lar2

n-1 n-1




63

e ESIM: Eriaissi tutkimuksessa (n = 41), jossa mitattiin lasten syn-
tymipituutta, saatiin otosvarianssille s> arvo 9,61. Mairai 95%:n
luottamusvili syntyméipituuden populaation varianssin arvolle.

Maiiritaan Xz—jakauman ala- ettd yldrajan kriittiset arvot vapausasteilla
40 joko liitteen 5 taulukosta tai esim. Excelin CHIINV —funktiolla. Saa-
daan xﬁm =59,34 ja X;m = 24,42. Tamin jdlkeen asetetaan vaaditut

arvot yhtéloon eli

9,61 <5’ < 9,61

59,34 C (24,42
41-1 41-1

ja lasketaan saaden

=095 ,

P[6,48 < 6% <1574]=0,95.

Luottamusvilin pédtepisteet ovat 6,48 ja 15,74, joiden vililtd populaati-
on varianssi 9,61 16ytyy 95 %:n varmuudella. On huomattava, ettd timéin
luottamusvilin pituus d on melko suuri. Ellei otoskoko ole melko suuri
tai s* vastaavasti melko pieni, ei ole mahdollista muodostaa kovin tark-
koja viliestimaatteja populaation varianssille.

6.5 Luottamusvilin mddrddminen populaation korrelaatiokertoimel-
le p

Voimme muodostaa luottamusvilin populaation korrelaatiokertoimelle p (lue:
rhoo) ratkaisemalla my6hemmin luvussa 8.6.3 tarkemmin esiteltidvin kaavan

r * _ *
o TP
1 9
n-3
p*:n suhteen, jolloin saadaan luottamusvilin paitepisteiden kaavaksi
S |
p=rxZ,,"

n-3
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Kaavan otoskorrelaatiokertoimen r sekd populaation korrelaatiokertoimen p
yldindeksind olevat tihtisymbolit tarkoittavat, ettd kertoimien arvoille on suori-
tettu ns. Fisher-transformaatio, joka on seuraavaa muotoa

" =(0,5)log, 1+ I

Tama muunnos on vilttimatontd silloin, kun p:n arvo poikkeaa nollasta, jolloin
sen estimaattorin r otantajakauma ei noudata symmetrisesti t-jakaumaa.
Fisher-transformaatio muuntaa r:n arvon siten, ettd sen otantajakauma noudat-
taa tarkemmin normaalijakaumaa mahdollistaen tdten normaalijakauma approk-
simaatiot.

o ESIM: Eraissia tutkimuksessa (n=203) todettiin, ettd alkoholiin
kuukaudessa kiytetyn rahamiarin ja kuukausiansion vilinen kor-
relaatio on 0,43. Mairai 99,9 %:n luottamusvili perusjoukon kor-
relaatiokertoimen p arvolle.

Haetaan taulukosta 1 normaalijakauman kriittinen arvo, joka vastaa
99,9%:1n luottamustasoa. Tdmad on Zg 12 = 3,29.

Seuraavaksi suoritetaan otoskorrelaatiokertoimelle Fisher-transformaatio
joko késin eli

r’ =(0,5)log, %‘ = 0,46 ,

b

tai Excelin FISHER —funktiolla, jolloin kirjoitetaan
=FISHER(0,43) = 0,46.

Seuraavaksi sijoitetaan arvot kaavaan, lasketaan ja saadaan

. 1
= 0,46 £ 3,29 ——
P ~v203- 3

= 0,46 1 0,23

=023 < p < 0,69.
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Saadut ala- ja yldrajan arvot tiytyy vield FISHER-transformoida kééntei-
sesti takaisin p*:std p:hen. Tdma tehdddn joko késin kaavalla

*

2p
alaraja 2.0,23
e -1 23
palara'a = * 2’718 1 = 0’226
A 2,718%%% +1
e alaraja 1
ezpylﬁraja —1 ) 7182-0,69 -1
p lirgja * - . : :0,598
ylaraj eZpyléraja ) 1 2,7182 0,69 +1

tai Excelin FISHERINV —funktiolla jolloin kirjoitetaan soluun kaavat

=FISHERINV(0,23) = 0,226
=FISHERINV(0,69) = 0,598 .

Téten saadaan estimoiduksi luottamusvilin péitepisteet, joiden sisddn po-
pulaation korrelaatiokertoimen arvo p sisiltyy

P[0,226: p : 0,598 |]=0,999

99,9 %:n todenndkoisyydelld. Voidaan myds todeta, ettd p = 0 ei sisilly

lainkaan télle vilille, mikd antaa samalla varmuuden siitd, ettd p:n arvo
on nollaa selvésti suurempi.
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7 Tilastollinen hypoteesin testaus

7.1 Tilastollisen testauksen lihtokohta

Tilastollinen hypoteesi tarkoittaa yhden tai useamman perusjoukon tuntematto-
mia tunnuslukuja eli parametrejd koskevia matemaattisia tai loogisia véaittdmii.
Tarkastellaan kahta tillaista vdittimaa.

1) Presidentinvaaleissa kahden toiselle kierrokselle selviytyneen ehdokkaan
kannatusprosentit koko &dfnestdjdkunnassa ovat viikkoa ennen &ddnestystid
yhté suuret.

2) Tyttdjen ja poikien vasemman puoleisen aivolohkon keskiméadrdinen aktivi-
teetti on sama.

Perusjoukkojen suuruuden vuoksi ndiden viittdmien totuusarvoa ei voida suo-
raan todentaa. Jos viittdmien totuusarvoista halutaan jotain lausua, on sen pe-
rustuttava otannalla saatuun informaatioon. Otoksista lasketut otostunnusluvut
ovat kuitenkin vain parametrien estimaatteja, joihin sisiltyy otantavirhetti.
Niinpi otostunnuslukujen perusteella ei voida sanoa mitédin ehdottoman tarkkaa
niistd viittimistd vaan ainoastaan todennédkoisyyksid. Eli lyhyesti: Tilastollinen
hypoteesin testaus kisittelee perusjoukkojen parametrejd koskevien viittimien
paikkansapitdvyyden tutkimista otosinformaation perusteella (ks. luku 4, s. 32
jaluku 5, s. 54).

Perusjoukon parametreji koskevia viittimid kutsutaan tilastollisiksi hypo-
teeseiksi, joita ovat nollahypoteesi Hy ja vaihtoehtoinen hypoteesi Hj.
Tilastolliset hypoteesit johdetaan yleensi tutkimushypoteesista, joka tyypillisesti
on muotoa “késittelyissd on eroa” tai “tietty tekijd vaikuttaa johonkin toiseen
tekijdéin”. Nollahypoteesi ei ole tilloin tutkimushypoteesi, vaan se on paramet-
rien matemaattisesti yksinkertaisin tilanne, esimerkiksi ettd perusjoukon kaksi
prosenttilukua ovat yhtd suuret. Vaihtoehtoinen hypoteesi puolestaan ilmoittaa
parametrien muut kyseeseen tulevat arvot.

Nollahypoteesin miirddmisen taustalla on matemaattis-tilastollisen testiteorian
asettamat vaatimukset. Kun nollahypoteesi on tosi, voidaan sen totuusarvoa mit-
taavalle testisuureelle johtaa otantajakauma ja sen perusteella tehdi johtopai-
toksid nollahypoteesin ja vaihtoehtoisen hypoteesin paikkansapitivyydesta.

7.2 Hpypoteesit
Hypoteesit ovat tuntemattomia parametrejd koskevia viittamid. Niitd on kah-

denlaisia: nollahypoteesi Hy ja vaihtoehtoinen hypoteesi Hy. Nollahypoteesi il-
maisee yleensd parametrien yksinkertaisimman asetelman. Esimerkiksi olkoon
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presidentinvaalien toisen kierroksen kahden ehdokkaan kannatusprosentit kaik-

kien #dnioikeutettujen muodostamassa perusjoukossa 0, ja 6, (=100-6,). Tél-
16in nollahypoteesi on, ettd ehdokkaiden kannatusprosentit perusjoukossa ovat
yhti suuret eli

H(): 91 = 62 =50 %.

Vaihtoehtoinen hypoteesi H; voi olla joko yksisuuntainen tai kaksisuuntainen.
Kaksisuuntaista vaihtoehtoista hypoteesia kiytetddin, kun parametreistd ei ole
kiytettavissd mitddn vankkaa etukéteisinformaatiota. Tdsséd esimerkissd on pai-
kallaan kéyttdd kaksisuuntaista vaihtoehtoista hypoteesia eli

H;: 6, # 50% (jolloin myos 0, # 50%) .

Tilastollinen testaus osoittaa, kumpaa hypoteesia paddytiin otosinformaation
perusteella kannattamaan. Johtopiitos

perustuu luonnollisesti otoksesta lasketun ensimmdisen (tai toisen) ehdokkaan
kannatusprosentin p poikkeamaan nollahypoteesin ilmoittamasta arvosta 50 %.
Mutta kuinka suuri pitdd poikkeaman olla, jotta nollahypoteesista voidaan luo-
pua? Vastauksen antaa festisuureen arvo ja siihen liittyvi riskitodenndikdisyys o
(alpha).

7.2.1 Esimerkkeja tilastollisista hypoteeseista

Esimerkki 1: Henkilon viitettyja ESP-kykyjd (ESP=extra sensory perception)
mitattiin siten, ettd hdnelle annettiin pelkéin tuntoaistin perusteella tunnistetta-
vaksi kolmenvirisid kortteja. Merkitddn 0:1la henkilon todennékoisyyttd tietdd
(tai arvata) kortin oikea viri. Télloin tilastolliset hypoteesit ovat

Hy: 0 =333% , H;: 0>33,3 % .
Nollahypoteesin mukaiseen arvoon padstddan pelkistdsin arvaamalla. Vaihtoeh-
toinen hypoteesi on yksisuuntainen, koska 33,3 prosenttia pienemmét arvot ei-

vit oikeastaan voi tulla kysymykseen.

Esimerkki 2: Kahden eri mittarin on tarkoitus mitata fyysistd suorituskykya.
Halutaan testata tilastollisesti, onko mittareiden vililld systemaattista eroa.
Merkitddn nididen mittareiden keskiarvoja [;:114 ja [,:1la siind perusjoukossa,
johon mittareita soveltaa. Tilastolliset hypoteesit ovat nyt

Hy: iy =, , Hp:wy =1, .

Huom. Testid ei pidd muotoilla korrelaatiokertoimen avulla.
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Esimerkki 3: Lidketehdas ilmoittaa, ettd sen tuottama l44ke parantaa vdhintddn
80 prosentissa tapauksia. Tilastolliset hypoteesit ovat

Hy: 06 =80 % , H;: 0<80 % .

Vaihtoehtoinen hypoteesi on yksisuuntainen, koska ollaan kiinnostuneita ni-
7.3  Tilastollisen testin mahdolliset virheet

Tilastolliseen piitoksentekoon otosinformaation perusteella liittyy aina virhe-

mahdollisuus. Asettamalla vastakkain todellisuus (Hy tai Hy) ja johtopéitos (Hy
tai H,) saadaan seuraava nelikentta.

Taulukko 8: Tilastollisen testauksen vaihtoehdot ja niiden todennikoisyydet

Todellisuus
HO Hl
H, Oikea 2. lajin
Johtopiitos Jjohtopiitds, virhe,
otosinfor- tn =1-0 tn=
maation pe- . :
1. lajin Oikea
H
rusteella ' virhe, johtopéiitos,
nmn=uo n= I_B

(tn =todennikoisyys)

Taulukko 8:n nelikenttd esittdd neljdd eri vaihtoehtoista johtopéitostd toisaalta
sen mukaan, vallitseeko todellisuudessa Hy vai Hj ja toisaalta sen mukaan, mika
on testin antama tulos otosinformaation perusteella. Neljdstid vaihtoehdosta kak-
tddn eli pdddytdan Hy:n kannalle, on kyseessi /. lajin virhe. Jos todellisuudessa
H;-hypoteesi on oikea ja testin perusteella paddytiddn Hy-hypoteesin kannalle,
on kyseessd 2. lajin virhe.

Tilastollisessa testauksessa 1. lajin virheelle annetaan miirétty todennédkoisyys,

dennékoisyydeksi ja merkitddin o:lla (alpha) Riskitodennikoisyydet voidaan
luokitella neljdéin luokkaan, joiden rajoina ovat oin arvot: 10 %, 5 %, 1 % ja
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0,1 %. Niitd luokkia kutsutaan riskitasoiksi tai merkitsevyystasoiksi ja ne esite-
tdédn kootusti Taulukko 9:ssé.
Taulukko 9: Testin riskitasot eli merkitsevyystasot

Riskitodennékoi- | Riskitaso eli merkitsevyystaso | Téhti-
Syys o merkinti
a>0,10 Tilastollisesti ei-merkitseva

0,05<0<0,10 Tilastollisesti oireellinen

0,01 < <0,05 Tilastollisesti melkein merkitsevi *
0,001 <0 £0,01 Tilastollisesti merkitseva ok

o <0,001 Tilastollisesti erittdin merkitsevi Ak

Riskitodennikoisyyttd o¢ kutsutaan myos testin p-arvoksi (p-value). Usein “ti-
lastollisesti oireellinen”-taso unohdetaan varsinkin, jos otoskoko ei ole kovin
pieni ja tilastollisesta merkitsevyydestd puhutaan vasta, kun riskitodennékoisyys
on pienempi kuin 0,05. Tdhtimerkint6jad on kiitevd kiyttdd, jos testejd on paljon
ja halutaan saéstaa tilaa.

Toisen lajin virheen todennikoisyys, jota merkitdén PB:1la, riippuu parametrin
todellisesta arvosta eikd se ole yhtd helposti hallittavissa kuin 1. lajin virhe.
Otosinformaation perusteella voidaan laskea arvio 2. lajin virheen todennikoi-
syydelle. Testin voimakkuus (Power) liittyy ldheisesti 2. lajin virheeseen ja sitd
kisitelldsin luvussa 9.

7.4 Testisuure

Testisuure on otostunnusluvun ja nollahypoteesin miirdiiméan parametrin arvon
matemaattinen lauseke, jonka jakauma (nk. otantajakauma) tunnetaan silloin,
kun nollahypoteesi on tosi. Edelld olleen kannatusprosenttia koskevan esimer-
kin tapauksessa, jossa nollahypoteesi on 0, = 50 %, testisuure Z on

7=—P" 0 _ faps0)/50 .
\/50(100—50)
n

jossa p on otosprosenttiluku ja n on otoskoko. Tdmaén testisuureen ensimméinen
lauseke on jonkin verran koukeroinen, mutta silli on haluttu tuoda esille se
seikka, ettd Z on poikkeama p—50 jaettuna p:n keskivirheelld.

Mitd enemmin otosprosenttiluku p poikkeaa 50 %:sta, sitd suurempi testisuu-
reen Z itseisarvo on. Tehtivind on miératd sellainen raja, joka testisuureen Z
itseisarvon tulee ylittd4, jotta nollahypoteesi voidaan hylatd. Testisuureita ei tés-
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sd kirjassa matemaattisesti johdeta. Kuitenkin kaikille prosenttiluku- ja keskiar-
votestien testisuureille on voimassa seuraava lauseke:

poikkeama H,:n mukaisesta tilanteesta

Testisuure= . . —
estimaattorin keskivirhe

Tissd lausekkeessa osoittaja on yleensd itsestdédn selvid. Keskivirheen lausekkeet
ovat sen sijaan usein komplisoidumpia.

7.5 Kriittinen alue

Mikid on itseisarvoltaan riittdvédn suuri testisuureen arvo, jotta nollahypoteesi
voidaan hyldtd? Téhin saadaan vastaus otantajakauman avulla. Jos nollahypo-
teesi on tosi, noudattaa testisuure Z normaalijakaumaa N(0,1). Tdmén jakauman
perusteella voidaan péételld, mitkd Z:n arvot ovat itseisarvoltaan niin suuria, et-
td ne ovat suhteellisen harvinaisia Z:n arvoiksi nollahypoteesin vallitessa. Vali-
taan riskitodennikoisyys o sen mukaan, kuinka suuri 1. lajin virheen todenné-
koisyys siedetdédn. Tédmén jdlkeen katsotaan N(0,1)-normaalijakauman taulukos-
ta (liite 1) tai Excel-funktion avulla kriittinen arvo. Kaksisuuntaisen testin tapa-
uksessa kriittiset arvot ovat * Z, ;o (ks. viliestimointi 5.3, s. 56).

Kiriittisen alueen muodostavat ne testisuureen arvot, jotka johtavat nollahypo-
teesin hylkdidmiseen. Kuva 36 esittid kriittisen alueen kaksisuuntaisen testin ta-
pauksessa.

Kuva 36: Kriittisten arvojen ja Kriittisen alueen méairiaminen kaksisuuntaisen
vaihtoehtoisen hypoteesin tapauksessa

P(Z<-Zyp) =0/2 P(Z>7Z,») =0/2

Lo 0 Zop

Kuva 37: Kriittisen arvon ja kriittisen alueen mairiaiminen yksisuuntaisen vaihto-
ehtoisen hypoteesin tapauksessa
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P(Z>7Z,) =0

0 Zy,
Jos kyseessd on yksisuuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi, mééritddn kriittinen
alue N(0,1)-normaalijakauman oikeasta fai vasemmasta hinnésté riippuen siitd
onko vaihtoehtoinen hypoteesi muotoa “suurempi kuin” tai “pienempi kuin”.
Kuva 37:ssi esitetdiin yksisuuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi, joka on muotoa
”suurempi kuin” eli kriittinen alue on méirétty oikeasta hinnésti.

Seuraavassa taulukossa on standardoidun normaalijakauman kriittiset arvot
kolmella riskitasolla seki yksi- ja kaksisuuntaisen vaihtoehtoisen hypoteesin ta-
pauksissa.

Taulukko 10. Standardoidun normaalijakauman Kkriittisii arvoja

Yksisuuntainen testi Kaksisuuntainen testi
Riskitaso o 5% 1% 01%| 5% 1% 0,1%
Kriittinen arvo 1,64 2,33 3,09 | 1,96 +2,58 3,29

Huomataan ettd yksisuuntaisen testin kriittiset arvot ovat pienempid kuin vas-
taavat kaksisuuntaisen testin kriittisten arvojen itseisarvot. Siten yksisuuntaises-
sa testissd pdistdin nollahypoteesi hylkddmiin helpommin kuin kaksisuuntai-
sessa testissd.

7.6 Esimerkki tilastollisesta testauksesta

Tarkastellaan edelld ollutta, kahden presidenttiechdokkaan kannatusprosentteihin
liittyvii tilastollista testausta, jonka testisuure Z =~/n (p — 50)/50 esitettiin

kappaleessa 7.4. Annetaan otosprosenttiluvulle p ja otoskoolle n erditd arvoja
ja katsotaan millaisiin johtopditoksin Taulukko 10:n kriittiset arvot antavat ai-
hetta. Kyseessd on kaksisuuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi.

Taulukko 11: Z-testisuureen arvot ja johtopiitokset

Otosprosenttiluku p

Otoskoko n 51 52 53 54 55
100 0,20 em | 0,40 em | 0,60 em | 0,80 em | 1,00 em
500 045 em (089 em | 1,34 em | 1,79 em | 2,24 *
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1000 | 0,63 em | 1,26 em | 1,90 em | 253 * | 3,16 **
2000 | 0,89 em | 1,79 em | 2,68 ** | 3,58 ##% | 447 **%
4000 1,26 em | 2,53 * | 3,79 #*% | 506 #** | 6,32 ***

Taulukko 11:een on merkitty Z-testisuureen arvot ja testin tulos eri n:n ja p:n
arvoilla. Merkintd “em” tarkoittaa ei-merkitsevii tulosta ja tilastollisesti mer-
kitsevit Z:n arvot on merkitty tdhtimerkinnélld. Esimerkiksi 54 %:n kannatus
tuhannen hengen otoksessa antaa Z:n arvoksi 2,53, miki johtaa nollahypoteesin
hylkdimiseen viiden prosentin riskitasolla (yhden tihden tapaus). Samaan Z.n
arvoon pédstidn, jos p:n arvo on 52 % ja otoskoko neljd tuhat henked. Tilastol-
lisen testin johtopiditds edellisessd esimerkissd voidaan ilmaista myds seuraa-
vasti: 54 % poikkeaa 50 %:sta tilastollisesti melkein merkitsevdsti (ks. Taulukko
9).

Testisuureen Z arvo 2,53 on varsin lidhelld yhden prosentin kriittistd arvoa 2,58.
Z: arvoon 2,53 liittyvd tarkka riskitodennikoisyys o saadaan Excelin
NORMSDIST —funktion avulla, joka antaa standardoidun normaalijakauman
kertyméfunktionarvon halutussa pisteessd. Helpoimmin haluttu tulos saadaan
seuraavasti:

=2 - NORMSDIST(-2,53) = 0,0114 eli 1,14 % .

Huom. Kéyti tilastollisen testauksen yhteydessd aina sanaa merkitsevdi — ei
esim. sanaa merkittéivd. Tulosten kidytdnnon merkittdvyys on aivan eri asia
kuin tilastollinen merkitsevyys.

7.7 Tilastollinen testaus kdytinnossd

On useita tapoja, joilla tilastollinen péaiatoksenteko kiytanndssa tehdéin joko tie-
tokoneen avustuksella tai ilman sitd. Seuraavassa esitellddn ndméi vaihtoehdot.

1) Tietokoneen tilasto-ohjelma laskee havaintomatriisista ldhtien testisuureen
arvon, p-arvon (=riskitodennikoisyys o) ja mahdollisesti kertoo sanallisesti
testin tuloksen. Esimerkkiné alla on sukupuolen ja terveyskeskukseen tulon
syyn ristiintaulukon tilastollisen testin osa (Tixel-ohjelma).

Kontingenssikerroin = 0,194
Khiin neli¢ = 28,01 Vap. ast. =9
P-arvo = 0,001 Tilastollisesti erittain merkitseva

2) Mittatulokset ovat Excel-taulukossa ja kdytetddn jotain Excel-funktiota,
joka antaa suoraan p-arvon. Esimerkkini varianssien yhtdsuuruuden testaus
(ks. luku 8.8).




73

3)

4)

Kiytettivissd ovat valmiiksi lasketut tunnusluvut, jotka sijoitetaan testisuu-
reen kaavaan ja saadaan testisuureen arvo. Testin tulos ja p-arvo katsotaan
joko Excel-funktion avulla tai esim. tdmin kirjan liitteend olevista taulu-
koista.

Kiytetddn Tixel-ohjelman testipohjaa, johon sydtetdédn lasketut tunnusluvut.
Tulokseksi saadaan paitsi testin tulos selkokielisend myds luottamusvili
(ks. 8.2).

7.8 Testin oletukset eli vaatimukset

Jotta testisuureen otantajakauma voidaan mairité, on tiettyjen oletusten eli vaa-
timusten oltava voimassa. Ndmi oletukset vaihtelevat testistd toiseen, mutta
erddt oletukset ovat yhteisid kaikille testeille. Tdllainen oletus on esim. otoksen
satunnainen poiminta. Ilman siti ei tilastollista testausta voida suorittaa.

Erdit oletukset ovat ehdollisia. Esimerkiksi keskiarvo-testeissd muuttujan ja-
kauman normaalisuutta koskeva oletus on vilttiméton vain, jos otoskoko n on
pieni (esim. n pienempi kuin 30).

8

Tilastolliset testit

8.1 Testien ryhmittely

Tilastolliset testit voidaan luokitella neljin kriteerin mukaan.

1.

Mistd tunnusluvusta on kyse — Tédmén jaottelun mukaan testien tir-
keimmat padryhmit ovat

Keskiarvotestit
Prosenttilukutestit
Riippuvuuslukutestit
Varianssitestit

Miki on vertailtavien ryhmien lukumééirid — Tdmén jaottelun mukaan
puhutaan yhden, kahden ja useamman ryhmin (otoksen) testeisté.

Ovatko ryhmit (otokset) toisistaan riippumattomia vai riippuvia —
Otokset ovat toisistaan riippumattomia, jos otoksilla ei ole mitdédn “tekemis-
td keskendiin”. Esimerkiksi, jos naisista ja miehistd poimitaan erilliset otok-
set, niin otokset ovat keskenién riippumattomia. Nédin on asia myos silloin,
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kun otos jaetaan analyysivaiheessa naisten ja miesten ryhmiin (otoksiin).
Riippuvia otoksia syntyy seuraavista syisti:

a) Ennen-jilkeen asetelma — Siini tutkimusyksikot mitataan ennen kuin
altistava tekija on vaikuttanut. Mittaus toistetaan kun tekijd on vaikutta-
nut. Esimerkiksi koehenkildiden asenteet mitataan ennen koulutusta-
pahtumaa ja samat asenteet mitataan koulutustapahtuman jélkeen. Tal-
16in halutaan tutkia, onko asenteissa tapahtunut tilastollisesti merkitse-
vad muutosta

b) Vastinparimenettely — Vastinparimenettelylld on tarkoitus vihentdd
satunnaisvaihtelua tilastollisessa testauksessa ja saada siten eri késitte-
lyjen vaikutukset paremmin esille. Vastinparimenettelyssid yksikot jae-
taan relevanttien tekijoiden suhteen homogeenisiin pareihin ja parien si-
sdlld arvotaan yksikot arvotaan eri kisittelyille. Vertailtavien kisittely-
jen lukumadéri voi olla myds kahta suurempi.

¢) Eri muuttujien vertailu — Esimerkiksi kaksikymmenti maistajaa ar-
vioi kolmea eri tuotetta (esim. jugurttia) siten, ettd kukin maistajaa an-
taa arvosanan jokaisesta tuotteesta. Talloin mittaukset ovat keskendidn
riippuvia. Samoin jos koehenkiléiden vasemmasta ja oikeasta aivoloh-
kosta tehdadédn mittauksia, niin mittaustulokset ovat keskenéén riippuvia.

4. Parametriset ja non-parametriset testit — Parametrisissi testeissd on
enemmén jakaumiin liittyvid oletuksia, minkd vuoksi non-parametrisia tes-
teja kutsutaan my0Os jakaumista vapaiksi testeiksi. Parametristen testien
voimakkuus on yleensi suurempi kuin non-parametristen testien.

Seuraavissa luvuissa eri testien kisittely on ryhmitelty ensin sen mukaan misti
tunnusluvusta on kysy. Tamin ryhmittelyn sisdlld testejd on kisitelty kohdan
otosten lukuméérén ja riippuvuuden mukaisissa alaluvuissa.

Kunkin testin yhteydessi on esitetty seuraavat seikat:

Nollahypoteesi

Vaihtoehtoiset hypoteesit

Oletukset

Testisuureen kaava

Tixel-ohjelman testipohja ja esimerkkeja.

Huom. Vaikka tilastollinen testaus voidaan osittain korvata luottamusviélitarkas-
telulla, ei tdtd pidéd ottaa yleiseksi kidytdnnoksi. On nimittdin tilanteita, joissa
niméd kaksi menettelyd johtavat eri tilastolliseen johtopiditokseen. Tixel-
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ohjelman testipohjissa on kuitenkin my6s 95 %:n luottamusvilit, joten tilastolli-
sen testin tulosta voidaan helposti verrata luottamusviliin.
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8.2 Tixelin testipohja

Tixel-ohjelmassa on eri testeji varten testipohjia, joihin syOtetddn tarvittavat
tunnusluvut ja otoskoon arvot. Kun viimeinen luku sydtetty, nékyy testipohjassa
seuraavat tulosteet:

Testisuureen arvo

ja 2-suuntaisen testin riskitodennékoisyydet
testin tuloksen sanallinen luonnehdinta
luottamusvali

Esimerkkini testipohjasta on kahden riippumattoman otoksen prosenttilukutesti.

KAHDEN RIIPPUMATTOMAN OTOKSEN PROSENTTILUKUTESTI

AINEISTO:
MUUTTUJA:
1.0TOS 2.0TOS TESTISUURE
Y%-luku: #DIV/0!
Otoskoko: RISKITASO  RISKITASO
1-suunt. 2-suunt.
p-arvo: #DIV/0! #DIV/0!
#DIV/0! #DIV/0!

Perugoukkojen prosenttilukujen erotuksen
piste-estimaatti: 0
95%:n luottamusvéli: #DIV/0! #DIV/O0!

O hje: Tayta harmaalla merkityt solut (prosenttiluvut ilman %-merkkid).
Jatko: Avaa Tixel-valikko ja valitse vaihtoehto.

Neljdan rasteroituun soluun syotetddn arvot, jonka jidlkeen #DIV/0! —
merkittyihin soluihin ilmestyvit oikeat tulokset.

Yksisuuntaiselle vaihtoehtoiselle hypoteesille riskitaso lasketaan aina testisuu-
reen itseisarvosta. Tdmai ei aiheuta virheiti, jos otostestisuure on vaihtoehtoisen
hypoteesin osoittamalla alueella. Jos sen sijaan ndin ei ole, tulee nollahypoteesi
hyviksyi itsestddn selvyytend riippumatta siitd mitd riskitodenndkoisyys niyt-
taa.

Syottopohjan avulla voidaan my6s havainnollistaa, miten muutokset syottotie-
doissa, esim. keskiarvoissa, keskihajonnoissa ja otoskoissa vaikuttavat testin
lopputulokseen.
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8.3 Prosenttilukutestit

Seuraavassa kdisitelldsin yhden otoksen prosenttilukutestid sekd kahden riippu-
mattoman otoksen ja kahden riippuvan otoksen prosenttilukutestejd. Useamman
kuin kahden korreloimattoman otoksen testi esitetddn yhteensopivuustestien yh-
teydessd (ks. luku 8.7).

8.3.1 Yhden otoksen prosenttilukutesti

Testi testaa poikkeaako otoksesta laskettu prosenttiluku p tilastollisesti merkit-
sevisti nollahypoteesin ilmoittamasta prosenttiluvusta 0y. Ndiden kahden pro-
senttiluvun lisdksi on tunnettava otoskoko n.

Oletukset. Seuraavien oletusten on oltava voimassa:

1) Otos on poimittu satunnaisesti perusjoukosta.

2) Jotta testisuure noudattaisi likiméarin normaalijakaumaa, on otoskoon n
oltava riittdvédn suuri. TAma raja riippuu prosenttiluvun todellisesta ar-
vosta, joka on kuitenkin tuntematon. Sen sijaan kiytetdin nollahypotee-
sin mukaista arvoa 0, Saadaan seuraavaa taulukko.

Taulukko 12: Otoskoon n alaraja normaalijakauman kiytolle.

Pienempi luvuista 6,, | Otoskoon n alaraja
100-6,
50 30
40 50
30 80
20 200
10 600
5 1400

Jos otoskoko on liian pieni tdmin taulukon mukaan, on testauksessa kiytettavi
binomijakaumaa. Tétd kisitellddn luvussa 8.3.1.1. (ks. binomijakaumasta luku
4.4, s. 36; otosprosenttiluvun otantajakaumasta ks. luku 4.3, s. 34).

Hypoteesit. Nollahypoteesi ilmaisee, ettd perusjoukon prosenttiluvun arvo an-
nettu luku 0y. Vaihtoehtoinen hypoteesi puolestaan tuo esiin ne vaihtoehdot,
jotka tulevat kysymykseen, kun nollahypoteesi ei ole tosi.

Testisuure. Testisuure on suhde, jonka osoittajana on otosprosenttiluvun poik-
keama nollahypoteesin ilmoittamasta arvosta ja jakajana otosprosenttiluvun
keskivirhe silloin, kun nollahypoteesi on tosi. Testisuureen kaava on
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_ p- 6,
\/6,(100 — 6,) /n

Jos nollahypoteesi on tosi, testisuure Z noudattaa normaalijakaumaa N(0,1).

ESIM: Vaaleissa oli kaksi ehdokasta A ja B, joiden kannatusosuudet
tuhannen hengen otoksessa olivat 47 % ja 53 %. Poikkeavatko prosent-
tiluvut tilastollisesti merkitseviisti toisistaan?

Kyseessd on yhden otoksen prosenttilukutesti, jossa otoksen prosenttiluku
on 53 % (tai 47 %) ja nollahypoteesin mukainen prosenttiluku 50 %. Sijoi-
tetaan luvut testisuureen kaavan, joka antaa seuraavan tuloksen

~ 53- 50 _
/50100 — 50) /1000

Tixelin sy6ttopohja antaa seuraavan tuloksen. Vaihtoehtoinen hypoteesi on
kaksisuuntainen, koska etukiteen ei voitu mitdén vaihtoehtoa sulkea pois.

YHDEN OTOKSEN PROSENTTILUKUTESTI

OTOS NOLLAHYPOTEESI TESTISUURE
Yo-luku: 53 50 1,90
Otoskoko: 1000 RXITA D RXITASO
1-suunt. 2-suunt.

p-arvo: 2,890 % 5,781 %

Melkein merkitsey Oireellinen

RFerugoukon prosenttiluvun 95%:n TuottamusvaT: 49,91 56,09

Kaksisuuntaisen testin riskitaso 5,78 % osoittaa, ettd prosenttiluvut eivéit
eroa tilastollisesti merkitsevasti toisistaan. Ero on ainoastaan tilastollisesti
oireellinen. Ehdokkaan B kannatuksen 95 %:n luottamusvéli on (49,9 % —
56,1 %). Siten 50 % on mahdollinen arvo B:n kannatukselle, mikd on so-
pusoinnussa testin tuloksen kanssa.

Jos otoskoko kasvaa 1500 henkeen, kasvaa testisuure arvoon 2,32 ja tulos
on melkein merkitsevi. Siten voidaan kohtuullisella varmuudella sanoa, etti
perusjoukossa ei vallitse tasatilanne, vaan toisen ehdokkaan kannatus on
suurempi. Taulukosta ndhdéan, ettd 50 % ei kuulu teoreettisen prosenttilu-
vun luottamusvéliin.
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YHDEN OTOKSEN PROSENTTILUKUTESTI
OTOS NOLLAHYPOTEESI TESTISUURE
%-luku: 53 50 - 2,32
Otoskoko: 1500 RSKITASO RIKITASO
1-suunt. 2-suunt.
p-arvo: 1,008 % 2,016 %
Melkein Melkein
merkitsevd merkitsevi
Ferugoukon prosenttiiuvun 95%:n Tuottamusvan: 50,47 55,53

8.3.1.1 Pieni otoskoko.

Jos otoskoko ei tiytd Taulukko 12:n vaatimuksia, on testi rakennettava binomi-
jakauman pohjalle (ks. my6s luku 4.3, s. 34). Esimerkiksi tutkitaan henkilon
ESP-kykyjd (ESP=extra sensory perception). Testataan hédntd korteilla, joissa
hiin tietdd olevan kolme vérivaihtoehtoa. Kortteja on kédytossd kaksikymmentd
ja satunnaismuuttujana X on oikein tiedettyjen virien lukuméiérd. Nollahypo-
teesi on pelkdstddn arvaamalla saatu oikeiden vastausten prosenttiosuus eli 6 =

33,3 %. Vaihtoehtoisen hypoteesin mukaan 6 on suurempi kuin 33,3 %.

Taulukko 12 mukaan toistokokeiden lukumiira pitiisi olla vdhintdin 80, jotta
normaalijakaumaan perustuvaa testid voitaisiin kdyttdd. Tasséd tapauksessa se on
vain kaksikymmenté, joten on kiytettdvi binomijakaumaa.

Testisuureena kiytetddn nyt suoraan X:n arvoa eli oikeiden vastausten luku-
médrdd. Jos nollahypoteesi on tosi, noudattaa X binomijakaumaa Bin(20; 0,33).
Koska vaihtoehtoinen hypoteesi on oikealle yksisuuntainen, médritidn kriitti-
nen alue X:n vaihtelualueen 0-20 oikeasta reunasta. Apuna kiytetddn binomi-
jakauman todennikoisyyksid (tiheys- tai kertyméfunktiota). Kuva 38:sta nih-
dédén likimédrin kertyméfunktion arvot.

Kuva 38: Binomijakauman kertymiifunktion kuvaaja

1,00 T T T T *Uﬁ*?*?*?*

o90 L - ___1__le T _Vt _1__l___
' I i T T I | T T |
0,80 I I I ° I I I I I
I I I I I I I I I
0,70 4 | | | | | | | | |
| | [ | | | | |

060 + — |- — 4 - -4 - —F - — 4=~~~ —
I I I I I I I I I

KF050 4 — — - - - —g-—F———— - -7 - -7 - - -

o40 L _ b
' I i [ [ I | [ [ I
0,30 | I o ! I I I I I I
I I I I I I I I I
0,20 I I | | | I I I I
I ° I I I I I I I
0,10 g ! I I I I | | |

Y P S S R S
01234567 8 91011121314151617181920
Lkm
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Eniten kiinnostaa kertyméfunktion arvo pisteessid x = 10. Tdmai tarkka arvo on
0,9626, joten todennikdisyys, ettd X:n arvo on suurempi kuin kymmenen, on

1-0,9626 = 0,0374 eli 3,74 %.

Tama silld ehdolla, ettd nollahypoteesi on tosi. Jos X:n havaittu arvo on suu-
rempi kuin kymmenen, hylkdamme nollahypoteesin 3,74 %:n riskitasolla. Exce-
lissd voidaan méirata kriittinen arvo halutulle riskitasolle ko. parametrein. Kir-
joitetaan seuraava funktio Excelin soluun:

=CRITBINOM(20; 0,33; 0,95) =10 ,

jolloin todetaan, ettd myds 5 %:n riskitasolla haluttu kriittinen arvo on 10.

8.3.2 Kahden riippumattoman otoksen prosenttilukutesti

Kaksi otosta ovat riippumattomia, jos niilld ei ole mitddn yhteyttd keskendén.
Seuraavassa alaluvussa 8.3.3 késitelldéin kahden riippuvan otoksen tapausta.
Tarkastellaan kahta perusjoukkoa (esim. naiset ja miehet) ja tietyn ominaisuu-
den omaavien prosentuaalisia osuuksia ndissd perusjoukoissa (tupakoivien
osuudet naisten ja miesten perusjoukoissa). Olkoot nami prosentit 0, ja 0. Nol-
lahypoteesin mukaan prosenttiluvut ovat yhté suuret eli

H(): 61 = 92

Niiden hypoteesien testaamiseksi poimitaan perusjoukoista ny ja n, suuruiset
riippumattomat otokset. Testisuureen kaava on

Z — pl - p2 2
1 1
p(100 —p)(—+—)
1 n2
jossa p on prosenttiosuus, kun otokset yhdistetdéneli p= TiP1- Map2
nj+nj

e ESIM: Erain ominaisuuden prosenttiluvut miesten ja naisten otoksis-
sa olivat vastaavasti 30% ja 40%. Poikkeavatko prosenttiluvut tilastol-
lisesti merkitseviisti toisistaan, kun otoskoot olivat 200 ja 180?

Yhteisen prosenttiluvun p arvoksi saadaan p = (200*30 + 180%40)/(200 +
180) = 34,7. Asetetaan arvot kaavaan ja saadaan

7= 30- 40 =-2,04.

1 1
34,7100 - 34,7 (——+—
\/ ( )(200 180 )
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Tixelin testipohja antaa seuraavan tuloksen:

KAHDEN KORRELOIMATTOMAN OTOKSEN PROSENTTILUKUTESTI

1.0TOS 2.0T0OS TESTISUURE
Yo-luku: 30 40 -2,04
Otoskoko: 200 180 RISKITASO RISKITASO
1-suunt. 2-suunt.
p-arvo: 2,048 % 4,096 %

Melkein merkitsevi  Melkein merkitsevi

Perugoukkojen prosenttilukujen erotuksen
pise-edimaatti: -10
95%:n luottamusvali: -19,59 -0,41

Riskitasot osoittavat, ettd prosenttilukujen ero on tilastollisesti melkein merkit-
sevd. Luottamusvili haarukoi erotuksen vilille (-19.6 % , —0,4 %), joten ero-
tuksen arvo nolla ei kuulu luottamusviliin. Témé on sopusoinnussa testin anta-
man tuloksen kanssa.

8.3.3 Kahden riippuvan otoksen prosenttilukutesti

Kahden riippuvan otoksen asetelma syntyy esimerkiksi vastinparimenettelyn
kautta tai ennen-jilkeen —tutkimusasetelmasta. Yleisesti ndihin mittauspareihin
viitataan nimilld Mittaus_1 ja Mittaus_2. Mitattava ominaisuus on kaksiluok-
kainen, esimerkiksi kannattaako henkild tiettyd esitystd vai ei. Prosenttiluku
kertoo toisen vaihtoehdon kannatuksen suhteellisen osuuden.

Vaikka tilastollinen nollahypoteesi on sama kuin edellisen alaluvun tapaukses-
sa, eli ettd kahteen mittaukseen liittyvien perusjoukkojen prosenttiluvut ovat yh-
tdasuuret, on testisuure kuitenkin eri. Sitd varten on laskettava seuraava 2*%2-
ristiintaulukko. Olkoot 0 ja 1 ensimmadisen ja toisen mittauksen tulosvaihtoeh-
dot. Saadaan seuraava ristiintaulukko, jonka lukuméirid merkitdin a, b, ¢ ja d:

Taulukko 13: Riippuvien mittausten ristiintaulukko

Mittaus 2
0 1 vyht
Mittaus1 O | a b |a+b
1 c d |c+d
yht. a+c b+d n

Nollahypoteesi voidaan nyt mééritelld uudestaan siten, ettd muutostodenndkoi-
syys nollasta ykkoseen on yhté suuri kuin todennikoisyys muutokselle ykkoses-
td nollaan. Testid varten keskitytdin siten ainoastaan frekvensseihin b ja ¢. Nol-
lahypoteesin mukaan nididen frekvenssien ero johtuu ainoastaan sattumasta.
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Testisuureena kiytetdéin yhden otoksen testisuuretta, jolla testataan poikkeaako
otosprosenttiluku p = b/(b+c)*100 tilastollisesti merkitsevisti 50 prosentista.
Testisuureelle voidaan johtaa vield yksinkertaisempi kaava frekvenssien funk-
tiona

b-c¢
Jb+c

joka noudattaa normaalijakaumaa N(0,1), jos nollahypoteesi on tosi.

/=

Huom. Titid testid kutsutaan myos McNemarin testiksi. Seuraavassa esimerkissi
havainnollistamme McNemarin testin kdyttod.

e ESIM: 148 hengen otos mitattiin ennen koulutustilaisuutta ja sen jil-
keen. Koulutuksen sisillon kiinnostavuutta koskevien Kylld vastausten
(=1) osuus oli ennen koulutustilaisuutta 47 % ja koulutustilaisuuden
jalkeen 39 %. Voidaanko sanoa, etti koulutusohjelman sisaltoa koske-
va kiinnostus on lisdintynyt sattumaa varmemmin koulutustilaisuu-
den vaikutuksesta ?

Niilld tiedoilla ei testid vield voida tehdé, vaan tarvitaan ennen- ja jidlkeen —
muuttujien ristiintaulukko, joka on esitetyssi testipohjassa. Tésti ristiintau-
lukosta poimitaan (viitaten Taulukko 13:een) frekvenssien b ja ¢ arvot, jot-
ka asetetaan McNemarin kaavaan, joka antaa seuraavan tuloksen

Z:ﬂzl’gl.

A28 +16

Tixelin testipohja péityy samaan tulokseen:

1 2 %
1 42 28| 47%
2 16 62 53%
% 39% 61%
Testisuure Riskitaso Riskitaso
1,80906807 1-suunt. 2-suunt.
0,03523522 0,070470433
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Kaksisuuntainen testi ei anna prosenttiluvuille tilastollisesti merkitsevid
eroa. Sen sijaan yksisuuntainen testin mukaan prosenttiluvut eroavat tilas-
tollisesti melkein merkitsevisti. Kdyttamalld taulukkoa (Liitel ) tai Excelin
NORMSDIST —funktiota on my6s mahdollista médrétd testisuureen arvoon
liittyvéa riskitodennékoisyys. Eli esim. Excelissi kirjoitetaan soluun seuraa-
va kaava

=1-NORMSDIST(1,81) = 0,035 .

ta sattumaa varmemmin 3,5 %:n riskitasolla.

Tami on siis yksisuuntaisen testin riskitodennidkdisyys (joita NORMSDIST
—funktio antaa). Mikéli testi on kaksisuuntainen saadaan riskitodenn&koi-
syys kertomalla saatu todennékdisyys kahdella, jolloin riskitodennikdisyys
on (,070. Tallsin tulos ei olisi tilastollisesti merkitseva.
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8.4 Keskiarvotestit

Keskiarvotesteilld testataan keskiarvoihin liittyvid hypoteeseja. Otosten luku-

telldan seuraavasti:

Yhden otoksen testi

Kahden riippumattoman otoksen testi

Kahden riippuvan otoksen testi

Useamman kuin kahden riippumattoman otoksen testi eli yksisuuntai-
nen varianssianalyysi

Niistd kasitellddn kolmea ensimmdistd tarkemmin — yksisuuntaisesta varianssi-
analyysista esitetdén ainoastaan syottopohja. Lukija voi kysyd, mihin on jdidnyt
useamman kuin kahden riippuvan otoksen testi. Tdma testin kisittely edellyttdd
varianssianalyysin syvillisemp&d tuntemista ja sen vuoksi sitd ei tissd késitelld.

8.4.1 Yhden otoksen keskiarvotesti

Muuttujan X keskiarvoa perusjoukossa merkitiddn p:lld, joka on tuntematon.
Halutaan tutkia, olisiko p:n arvo tietty tunnettu nollahypoteesin mukainen arvo
Lo. Tdhén etsitdéin vastausta perusjoukosta poimitun otoksen ja siitd lasketun

otoskeskiarvon X avulla. Seuraavassa on esimerkkeji tillaisesta tutkimusase-
telmasta:

e Tiedetdin, ettd edellisend vuonna tydstd poissaolopdivien keskiarvo kuu-
kautta kohden tietylld teollisuuden sektorilla oli Wy. Seuraavan vuoden al-
kupuolella tuli kentdltd” viestejd, ettd tyOstd poissaolojen méird on rajussa
nousussa. Koska mitédén virallisia tilastoja ei ollut nopeasti kdytettdvissi,
piitetdin tehdd asiasta otantatutkimus ja testata tilastollisesti, onko tydstd
poissaolopdivien keskiarvo kasvanut y:sta.

e Usein yhden otoksen keskiarvotestid sovelletaan erotusmuuttujaan. Esimer-
kiksi otokseen poimittujen henkildiden fyysinen suorituskyky mitataan en-
nen valmennusjaksoa ja sen jdlkeen. Fyysisen suorituskyvyn muutoksen
mittari muodostetaan jidlkeen ja ennen mittausten erotuksena, jolloin erés
nollahypoteesi on, ettid systemaattista muutosta suorituskyvyssi ei ole ollut.
Jos valmennusmenetelmid lupaa kymmenen prosentin kasvun fyysisessid
suorituskyvyssd, on nollahypoteesi luonnollisesti muotoiltava eri tavalla.
Ennen- ja jilkeen —tutkimusasetelmaa kisitellddan tarkemmin kahden riip-
puvan otoksen keskiarvotestin yhteydessa.

Hypoteesit. Nollahypoteesi ilmaisee, ettd pL:n arvo on annettu vakio W,. Vaihto-
ehtoinen hypoteesi voi olla joko yksi- tai kaksisuuntainen.
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Oletukset. Oletukset koskevat otoksen poimintaa ja muuttujan jakaumaa.

a) Otos on perusjoukosta satunnaisesti.

b) Muuttuja noudattaa perusjoukossa normaalijakaumaa N(p, 62)

Naistéd kahdesta oletuksesta satunnaisotantaa koskeva on ehdottomasti tirkeim-
pi. Perusjoukon jakauman normaalisuus on vilttimiton vain jos otoskoko n hy-
vin pieni (esim. n<30).

Testid varten on otoskeskiarvon lisdksi tunnettava keskihajonta. Yleensi se es-
timoidaan (lasketaan) otoksesta, mutta joskus keskihajonta on etukéteen tunnet-
tu. Tdmi seikka vaikuttaa testisuureeseen ja otosjakaumaan. Testisuure t on
samaa muotoa edelldkin: otoskeskiarvon poikkeama nollahypoteesista jaetaan
keskivirheelld eli

_X-—pg

- s/\/H

jossa s on otoskeskihajonta. Testisuure t noudattaa t-jakaumaa vapausasteilla
df = n—1, jos nollahypoteesi on tosi.

On muistettava, ettd t-jakauma ldhestyy standardoitua normaalijakaumaa, kun
vapausasteet kasvavat. Jo sadan havainnon otoskoolla ero on merkitykseton.

t =n X —pq)ss

Huom. Jos muuttujan perusjoukon keskihajonta ¢ on tunnettu, sijoitetaan se tes-

tisuureen lausekkeessa otoskeskihajonnan s paikalle, jolloin otantajakauma on
normaalinen N(0,1) — eli tdll6in testisuure noudattaa Z-jakaumaa.

o ESIM: Testataan poikkeaako otoskeskiarvo 98 tilastollisesti merkitse-
visti nollahypoteesin mukaisesta arvosta 100. Kahden sadan hengen
otoksesta laskettu keskihajonta on 8,5.

Voidaan laskea késin kdyttden ko. t-testisuureen kaavaa — tai luvut voi-
daan asettaa esimerkiksi Tixelin syottopohjaan, kuten alla on menetelty.

YHDEN OTOKSEN KESKIARVOTESTI

OTOS NOLLAHYPOTEESI TESTISUURE
Keskiarvo: 98 100 -3,32756132
Keskihgjonta: 8,5 VAP. ASTE
Otoskoko: 200 — 199

RXITASO RXKITASO
1-suunt. 2-suunt.
p-arvo: 0,052 % 0,104 %

Erittdin merkitsevd Merkitsevi

Perugoukon keskiarvon 95%:n luottamusvali: 96,81 99,19

Voidaan todeta, ettd otoskeskiarvo 98 poikkeaa Hy:n mukaisesta tilanteesta
eli sadasta tilastollisesti merkitsevésti p = 0,104 %.
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8.4.2 Kahden riippumattoman otoksen keskiarvotesti

Merkitdan muuttujan X keskiarvoa ja keskihajontaa kahdessa perusjoukossa
ui:lld ja o;:1ld (i=1,2). Poimitaan perusjoukoista m; ja m, suuruiset riippumatto-
mat otokset, joista lasketaan otoskeskiarvot X; ja X, seki vastaavat keskiha-

jonnat S1 ja Sz. Tehtiivdni on testata tdmiin otosinformaation perusteella, onko
perusjoukkojen keskiarvojen erotus jokin annettu vakio 8, joka yleensi on nol-
la. Eli ldhes poikkeuksetta testataan, ovatko perusjoukkojen keskiarvot yhtd
suuret.

Hypoteesit. Nollahypoteesina on, ettd perusjoukkojen keskiarvojen erotus on
annettu vakio 9§ eli

Hp : 1y - 12 = 3 (on yleensi nolla).
Vaihtoehtoinen hypoteesi H; voi olla joko yksi- tai kaksisuuntainen.
Oletukset. Testin oletukset ovat seuraavat

a) Perusjoukoista on poimittu satunnaisotokset, jotka ovat toisistaan riippu-
mattomat. Riippumattomuus tarkoittaa, ettd otoksilla ei ole mitdéin yhteyttad
toisiinsa.

b) Muuttujan jakaumat niissd kahdessa perusjoukossa ovat normaaliset

. N . N ) 2 ey
¢) Muuttujan varianssit perusjoukossa ovat yhté suuret eli G; = G, . Tilldin

tietenkin my0s perusjoukkojen keskihajonnat ovat yhtd suuret. Syy miksi
tdssd korostetaan varianssien yhtidsuuruutta on se, ettd varianssien yhtidsuu-
ruudelle on olemassa tilastollinen testi (ks. kappale 8.8). Jos timi oletus ei
ole voimassa, on testisuuretta hieman muokattava. Tétd vaihtoehtoa ei tdssi
tarkemmin kisitelld, mutta luvussa 8.5.2 on esitelty Excelin komento, jolla
tdmi tapaus voidaan ratkaista.

Testisuure on

(= X, -X,-35
(n, —1)s’ + (n, — 1)s] (L_FL)
n, +n, -2 n, n,

joka noudattaa t-jakaumaa vapausasteilla df = n; + n, — 2, jos nollahypoteesi
on tosi.
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e ESIM: Testataan eroavatko kahden sektorin otostutkimuksista laske-
tut keskipalkat 10200 mk ja 10500 mk tilastollisesti merkitsevisti toi-
sistaan. Vastaavat keskihajonnat ovat 1200 mk ja 1300 mk seké otos-
koot 200 ja 150 henkei.

Asetetaan annetut arvot kaavaan ja saadaan testisuureen arvoksi

10200 - 10500
t= =-2,23
199-1200° +149-1300° ( 1 N 1 )
200+150 -2 200 150

Tixelin testipohjaan syotetdiin keskiarvojen lisidksi keskihajonnat ja otos-
koot.

1.0TOS 2.0T0OS TESTISUURE
Keskiarvo: 10200 10500 -2,23304285
Keskihajonta: 1200 1300 VAP. ASTE
Otoskoko: 200 150 348
RISKITASO RISKITASO
1-suunt. 2-suunt.
p-arvo: 1,309 % 2,618 %

Melkein merkitsevi Melkein merkitsevi

Perusjoukkojen keskiarvojen erotuksen
piste-esimaatti -300
95%:n luottamusvali: -564,2 -35,8

Kaksisuuntaisen testin riskitaso osoittaa, ettd keskipalkoissa on tilastollisesti
melkein merkitseva ero riskitasolla p = 2,618 %.

8.4.3  Perusjoukon varianssit tunnetaan

Jos perusjoukon varianssit tunnetaan, voidaan otoskeskiarvojen erotuksen kes-
kivirhe laskea tarkasti ilman satunnaisvirhettd. Testisuuretta merkitdén talldin
Z:lla, koska otantajakauma on standardoitu normaalijakauma. Testisuureeksi
saadaan
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joka siis noudattaa N(0,1)-jakaumaa, jos nollahypoteesi on tosi.

Mikadli siis perusjoukon varianssit tunnetaan, mikd on suhteellisen harvinaista,
niin Z- ja t-testisuureet eroavat merkittdvammin vain silloin, kun otoskoot ovat
hyvin pienet (esim. alle kahdenkymmenen).

8.5 Kahden riippuvan otoksen keskiarvotesti
Luvussa 8.1 on késitelty eri tapauksia, joissa otosten (mittausten) vilille syntyy

riippuvuutta. Vaikka edellisen luvun testisuure voidaan silloinkin teknisesti las-
kea, on testin antama riskitodennédkdisyys kuitenkin vaari.

e ESIM: Tarkastellaan esimerkkia, jossa viidelti satunnaisesti valitul-
ta koehenkiloltd mitattiin reaktioaika selviina (=X) ja yhden promil-
len humalatilassa (=Y). Halutaan testata, onko promillen humalatilan
reaktioaikoja hidastava vaikutus tilastollisesti merkitsevia. Mittauk-
set ovat tassd tapauksessa riippuvia, koska koehenkiloiltid tehtiin
kaksi mittausta. Tulokset ovat seuraavassa taulukossa.

Taulukko 14. Reaktioaikoja koskevat mittaukset

Selviini Promillen humala
Henkilo X Y Erotus d
1 0,62 0,71 0,09
2 0,81 0,80 -0,01
3 0,74 0,79 0,05
4 0,53 0,55 0,02
5 0,69 0,73 0,04
Keskiarvo 0,678 0,716 0,038
Keskihajonta 0,108 0,100 0,037
Korrelaatio(X,Y) = 0,9395

Taulukosta kdy ilmi myds erotusmuuttujan d = Y-X arvot sekd nididen
kolmen muuttujan keskiarvot ja keskihajonnat. Jatkossa tarvitaan erityi-

sesti erotusmuuttujan keskiarvoa d ja keskihajontaa s .

Huom. Vaikka erotusmuuttujan keskiarvo on alkuperdisten muuttujien
keskiarvojen erotus, niin vastaava ei pide keskihajontoihin. Tamén luvun
lopussa palataan vield siihen, miten erotusmuuttujan keskihajonta voidaan
johtaa alkuperdisten muuttujien tunnuslukujen funktiona.
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Tilastollinen testi perustuu erotusmuuttujan arvoihin, joihin sovelletaan
yhden otoksen testid. Testisuure on

d

- Sd/\/H’

joka noudattaa t-jakaumaa vapausasteilla df = n—1, jos nollahypoteesi on tosi.

t

Taulukko 14:n tiedoista saadaan t-testisuureen® arvoksi

0,038

—_ % 2906 .
0,037/-/5

jonka yksisuuntaisen testin riskitaso on 0,0417 (eli siis 4,17 %), ja joka voi-
daan miiritd esim. liitteen 2 taulukosta (vapausasteilla 4) tai Excelin TDIST —
funktiolla seuraavasti.

=TDIST(2,296; 4; 1) = 0,0417

Riskitason pohjalta voidaan piitelli, ettd keskiarvojen ero on tilastollisesti mel-
kein merkitsevi.

8.5.1 Erotusmuuttujan keskihajonta tunnuslukujen avulla

Jos erotusmuuttujan d tilastoyksikkokohtaiset arvot eivit ole kiytettdvissi, voi-
daan d:n keskihajonta laskea myds muuttujien X ja Y tunnuslukujen avulla.
Voimassa on seuraava kaava:

2 2 2
sq =8, ts, —2r s, .

Sijoittamalla Taulukko 14:n tunnusluvut tdhéin kaavaan saadaan seuraava tulos
s> =0,108" +0,1> —=2%0,9395% 0,108 *0,1=0,00137,

jonka neli6juurena saadaan erotusmuuttujan d keskihajonnaksi 0,037 eli sama
arvo kuin Taulukko 14:ssé.

* Excelissi olisi mahdollisuus kiyttii TTEST—funktiota testin suorittamiseen; ks. funk-
tion kéytostd luku 4.5.4, s. 44. My6s Excelin analyysityokalut (ks. 8.5.2, s. 90) mahdol-
listavat tdmin ja muun tyyppisten keskiarvotestien suorittamisen.
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8.5.2  Excelin keskiarvotestit

Excelin Tools/Data Analysis —valikossa on kahden otoksen keskiarvotesteji
neljélle eri tilanteelle. Kaikki testit edellyttévit havaintoarvojen tuntemista. Tes-
tejd ei voi siis tehdd valmiiksi laskettujen tunnuslukujen avulla.

1) t-Test: Paired Two Sample for Means

Testi on riippuvien otosten keskiarvotesti (ks. luku 8.5). Seuraavassa kuvas-
sa on testin méérittelyikkuna.

Kuva 39: Riippuvien otosten keskiarvotesti (Excel)

2)

3)

4)

A [ B [ ¢ [ o [ E [ F T &
1 | Mittaus 1 Mittaus 2
2 4 4
3 3 2
4 =) B
5] 7 =]
| & | ;
|| Toxt Poired Two Sample for Means KA
8 ~Inpuk
=] N wariable 1 Range: §$p,$1;$,q$5 =k] |LI
1? wariable 2 Range: ;$B$1 ($E$S =k] Aﬂl
1% Hvpothesized Mean Lifference; |D| —»»»'__J?J-E»»»»»J
EER MV Labels
115 | aipha: [o,05
16
17 | rQutput options
E" ' Quktput Range: I j‘,!
19 i+ Mew Waorksheet Ply: I
20
Il £ Mew Workbook

Madrittelyikkunan Range —kohtiin merkitiin solualueet, joissa lukusarjat si-
jaitsevat. Hypothesized Mean Difference —kohtaan merkitdédn perusjoukko-
jen keskiarvojen erotus eli yleensd nolla. Labels —kohta valitaan, jos lu-
kusarjojen tunnukset ovat mukana Range —kohdassa. Alpha on riskitaso.

t-Test: Two-Sample Assuming Equal Variances

Kahden riippumattomien otoksen t-testi, jossa oletetaan perusjoukon va-
rianssien olevan yhté suuret. (ks. luku 8.4.2).

t-Test: Two-Sample Assuming Unequal Variances

Kahden riippumattomien otoksen t-testi, jossa perusjoukon varianssit voivat
olla erisuuret (ks. luku 8.4.2).

z-test: Two Sample for Means

Kahden riippumattoman otoksen keskiarvotesti, kun muuttujan varianssit
molemmissa perusjoukoissa oletetaan tunnetuiksi. Tilldin Z-testisuure nou-
dattaa standardoitua normaalijakaumaa, ei t-jakaumaa (ks. luku 8.4.3).




91

8.5.3  Yksisuuntainen varianssianalyysi

Téssd on tarkoitus hyvin lyhyesti kisitelld useamman kuin kahden riippumatto-
man otoksen keskiarvotestid, joka tunnetaan myos nimelld yksisuuntainen va-
rianssianalyysi. Yksisuuntainen —termi johtuu siiti, ettd tilastoyksikot on ryhmi-
telty yhden ryhmittelymuuttujan, esim. ikdryhmédn mukaan. Varianssianalyysin
nimi tulee siitd, ettd testisuure méadritelldin tiettyjen varianssien avulla, jolloin
otantajakauma on F-jakauma (ks. luku 4.7, s. 50).

Tarkastellaan esimerkkii, jossa on mitattu erdéin pankin asiakkaiden asiakastyy-
tyviisyyttd kolmessa konttorissa. Asteikko neljdstd kymmeneen ja halutaan tie-
tdd, ovatko keskiarvoerot tilastollisesti merkitsevid. Testid varten tarvitaan, ku-
ten kahdenkin otoksen tapauksessa, ryhmien keskiarvot, keskihajonnat ja luku-

Taulukko 15: Yksisuuntaisen varianssianalyysin esimerkki

Ryhma Lkm  Keskiarvo Keskihajonta
Konttori 1 70 7,7 1,2
Konttori 2 60 7,9 1,3
Konttori 3 80 8,2 1,1

F= 3,35 vap. asteet: 2 ja207
p= 0,0372 Tilastollisesti melkein merkitseva

F-testisuureen arvo 3,35 on tilastollisesti melkein merkitseva (o0 = 3,72 %), jo-
ten kolmen konttorin asiakastyytyvidisyyden vililld on systemaattista eroa.

8.6  Riippuvuuslukutestit

Yleisimmit tavat mitata kahden muuttujan vilistd riippuvuutta ovat khiin neli-
o6n (x*) perustuvat kontingenssikerroin C tai Cramerin phi @, ja lineaarista
riippuvuutta mittaava korrelaatiokerroin (r).

8.6.1 Korrelaatiokerroin

Kahden muuttujan X ja Y korrelaatiokerroin mittaa muuttujien vélistd lineaa-
rista eli suoraviivaista riippuvuutta. Otoskorrelaatiokerroin r on yhtéd kuin muut-

tujien kovarianssi (S,,) jaettuna keskihajontojen tulolla eli
S
= X ’
Sx Sy

jossa kovarianssille S, on voimassa lauseke
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n n

g(xi—ixyi—?) Yoy =

n-1 n-1

SXY

Huom. Tarkemmin sanottuna tdssid on kyseessd Pearsonin tulomomenttikorre-
laatiokerroin. On muitakin korrelaatiokertoimia kuten esim. Spearmanin jérjes-
tyskorrelaatiokerroin.

Merkitédian perusjoukon korrelaatiokerrointa p:lla (rhoo). Nollahypoteesi yleensd
asettaa p:lle arvon nolla eli nollahypoteesin mukaan muuttujien vélillé ei ole li-
neaarista riippuvuutta. Luvussa 8.6.3 tarkastellaan yleisemp@dd tapausta, jossa
nollahypoteesin korrelaatiokertoimelle asettama arvo on nollasta poikkeava.

Korrelaatiokertoimen testi olettaa, ettd otos on satunnaisesti poimittu kahden
muuttujan normaalijakaumasta. Testisuure on

rin-—2
N ’

joka noudattaa t-jakaumaa vapausasteilla df = n—2, jos nollahypoteesi on tosi.

t=

e ESIM: Viidenkymmenenkahden havainnon otoksesta laskettu korre-
laatiokerroin on -0,25. Poikkeaako se tilastollisesti merkitsevisti nol-
lasta? Oletetaan ettéi vaihtoehtoinen hypoteesi on kaksisuuntainen.

Sijoitetaan annetut arvot kaavaan ja saadaan t-testisuureen arvoksi

t=ﬂ=—1,826.

J1-(=0,25)

Liitteen 2 taulukosta (vapausasteilla 50) nihdiin, ettd t-jakauman kriitti-
nen arvo viiden prosentin riskitasolla kaksisuuntaisen testin tapauksessa
on 2,009, joten nollahypoteesia ei hylidtd. Sama seikka nidhdéddn myos Ex-
celin TDIST-funktiolla, joka antaa testisuureen arvoon liittyvin todenné-
koisyyden. Saadaan

=TDIST(1,826;50;2)=0,0738 eli 7,38 %.

TDIST —funktion kdytossd on huomattava, ettd ensimméiinen argumentti
on testisuureen arvon itseisarvo.
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8.6.2 Korrelaatiokertoimen Kriittiset arvot

Usein korrelaatiokertoimia on testattavana suuri maéird, esimerkiksi korrelaa-
tiomatriisin muodossa. Télloin on jérkevéd ratkaista testisuureen lauseke otos-
korrelaatiokertoimen r funktiona ja laskea testin kriittiset arvot suoraan otoskor-
relaatiokertoimelle. Saadaan seuraava lauseke r:n kriittiselle arvolle.

t
r= 2z
\/n—2+tm,2

Sijoittamalla tdhédn kaavaan t-arvot kolmella tyypilliselld riskitasolla ja 1- ja 2-
suuntaisen testin tapauksessa sekéd otoskoon n eriilld arvoilla, saadaan seuraa-
va taulukko. Kaksisuuntaisessa tapauksessa on kyse kriittisen arvon itseisarvos-
ta.

Taulukko 16: Otoskorrelaatiokertoimen Kriittiset arvot eriilld otoskoon n arvoilla

5% 1% 0,10 %

n 1-suunt. 2-suunt. | 1-suunt. 2-suunt. | 1-suunt. 2-suunt.
10 0,549 0,632 0,715 0,765 0,847 0,872
20 0,378 0,444 0,516 0,561 0,648 0,679
30 0,306 0,361 0,423 0,463 0,541 0,570
50 0,235 0,279 0,328 0,361 0,427 0,451
100 0,165 0,197 0,232 0,256 0,305 0,324
150 0,135 0,160 0,190 0,210 0,250 0,266
200 0,117 0,139 0,164 0,182 0,217 0,231
500 0,074 0,088 0,104 0,115 0,138 0,147

1000 0,052 0,062 0,074 0,081 0,098 0,104
2000 0,037 0,044 0,052 0,058 0,069 0,074

Taulukosta huomataan, ettd kriittiset arvot pienenevit, kun otoskoko kasvaa.
Yksisuuntaisen testin kriittiset arvot ovat pienempid kuin kaksisuuntaisen testin
arvot. Liitteessd 7 esitetdiin laajempi korrelaatiokertoimien kriittisten arvojen
taulukko.

Tilastollisen testin todennikdisyyslaskelmat pétevit vain, kun kyseessd on yksi
tilastollinen testaus (nollahypoteesi ja vaihtoehtoinen hypoteesi). Jos testejd on
samanaikaisesti useita, kuten esimerkiksi korrelaatiomatriisin tapauksessa, ei
valittu riskitodennikoisyys endd pidd paikkansa. Titd seikkaa voidaan havain-
nollistaa generoimalla 100 havaintoa kymmenesté riippumattomasta normaali-
jakaumaa noudattavasta muuttujasta ja laskemalla tésté aineistosta 10x10 korre-
laatiomatriisi. Saatu matriisi on seuraavassa taulukossa.
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Taulukko 17: Kymmenen riippumattoman muuttujan otoskorrelaatiomatriisi

X1 X2 x3 x4 x5 X6 X7 x8 x9 x10
x1 1,000 -0,127 -0,055 0,114 -0,088 -0,046 -0,040 -0,115 0,117 0,098
x2 -0,127 1,000 -0,019 0,197 -0,003 0,130 0,072 0,066 -0,144 0,003
x3 -0,055 -0,019 1,000 0,029 0,010 0,027 0,067 0,060 -0,182 -0,151
x4 0,114 0,197 0,029 1,000 0,007 0,097 -0,214 0,126 0,038 0,202
x5 -0,088 -0,003 0,010 0,007 1,000 0,059 0,074 0,064 -0,003 0,050
x6 -0,046 0,130 0,027 0,097 0,059 1,000 -0,250 0,047 0,020 -0,124
x7 -0,040 0,072 0,067 -0,214 0,074 -0,250 1,000 0,251 0,058 -0,099
x8 -0,115 0,066 0,060 0,126 0,064 0,047 0,251 1,000 0,006 0,054
x9 0,117 -0,144 -0,182 0,038 -0,003 0,020 0,058 0,006 1,000 0,051
x10 0,098 0,003 -0,151 0,202 0,050 -0,124 -0,099 0,054 0,051 1,000

Taulukko 16:n mukaan korrelaatiokertoimen kriittinen arvo 5 %:n riskitasolla
(2-suunt. testi) on 0,197. Itseisarvoltaan tdtd suuremmat korrelaatiot on merkitty
korrelaatiomatriisiin lihavoituina. Kun otetaan korrelaatiomatriisin symmetri-
syys huomioon, niin siind on 45 korrelaatiota, joista nelji poikkeaa tilastollisesti
melkein merkitsevésti nollasta. Todellisuudessa kaikki muuttujien korrelaatiot
ovat perusjoukon tasolla tasan nollia.

8.6.3 Korrelaatiokerroin nollahypoteesin mukaan eri suuri kuin nolla

Harvoin tulee vastaan tilanteita, jossa nollahypoteesin mukainen korrelaatioker-
roin on nollasta poikkeava. Téhén liittyvé tekniikka on kuitenkin hyvé ottaa tés-
sd esille, koska siti tarvitaan korrelaatiokertoimien yhtd suuruuden testauksessa
ja korrelaatiokertoimen luottamusvélin midrddamisessé.

Merkitdédn nollahypoteesin mukaista korrelaatiokertoimen arvoa py:lla. Edelli-
sen luvun testisuuretta tai samantapaista suuretta ei nyt voida kayttdd, koska til-
laisen muuttujan otantajakauma on vino eiki siten noudata t-jakaumaa. Korre-
laatiokertoimeen nyt sovellettava nk. Fisherin transformaatiota, jolla saadaan li-
kiméirin normaalijakaumaa noudattava suure. Médritelldén r*-muuttuja seuraa-
valla Fisherin transformaatiolla

r =(0,5)log, i+_r :

jossa log, on luonnollinen logaritmi (In). Jos nollahypoteesi on tosi, noudattaa
r*-muuttuja normaalijakaumaa odotusarvon ja varianssin ollessa vastaavasti

1+p01 Y
_pO) n -3

E(r*)= p; =0,5In

Testisuure on
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% ®
Z:rc—*poz(r*-p;)wln—3,

joka noudattaa likiméérin normaalijakaumaa N(0,1), jos nollahypoteesi on tosi.

Huom. Excelissd on FISHER —niminen funktio, jolla saadaan Fisherin trans-
formaatio suoritetuksi.

e ESIM: Lukuisat tutkimukset ovat osoittaneet, etti kahden muuttujan
vilinen korrelaatio on 0,5. Eriastéi viidenkymmenen kahden havainnon
otoksesta saadaan otoskorrelaatiokertoimen arvoksi 0,3. Onko poik-
keama tilastollisesti merkitsevii?

Vaihtoehtoinen hypoteesi on yksisuuntainen eli Hy: p < 0,5.
Tehdiidn ensin Fisher-transformaatio molemmille korrelaatiokertoimille:

1- 0,5
1-0,5

1- 03
r*=0,5In( 3):0,310 ja pB:O,Sln( )=0,549 .

1-0,
Testisuureen arvoksi saadaan
Z =(0,310-0,549) ,/52-3 =-1,673.

Koska yksisuuntaisen testin kriittinen arvo 5 %:n riskitasolla on —1,645 ,
hyldtiin nollahypoteesi viiden prosentin riskitasolla.

8.6.4 Kahden riippumattoman Korrelaatiokertoimen yhtisuuruuden testaus

Olkoot p; ja p, muuttujien X ja Y korrelaatiot kahdessa perusjoukossa. Halu-
taan testata nollahypoteesi, ettd ndami korrelaatiot ovat yhté suuret eli

Hoy: p1=p2

Tamin nollahypoteesin testaamiseksi poimitaan molemmista perusjoukoista
riippumattomat otokset suuruudeltaan n, ja n, yksikkod. Olkoot otoskorrelaatiot
r; ja r,. Testisuuretta varten tehdiéin Fisherin transformaatiot molemmille korre-
laatiokertoimille

) =05 In (2

r =05 ln(l_
1—1'1 1—r2

) .
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Testisuure on nyt

*

L —n

1 1
+
n,—-3 n,-3

joka noudattaa standardoitua normaalijakaumaa, jos nollahypoteesi on tosi.

7 =

e ESIM: Aidin pituuden ja lapsen syntymiipituuden korrelaatiot tytto-
jen ja poikien otoksissa olivat vastaavasti 0,403 (n=55) ja 0,148 (n=65).
Onko korrelaatiokertoimien ero tilastollisesti merkitseva?

Fisher-transformoidaan tyttdjen ja poikien otosten korrelaatiokertoimet

1- 0,403 ; .
T 0427 a rh =050 (0480149

r; =0,51In (
1-0,403 1-0,148

ja lasketaan korrelaatiokertoimen erotuksen keskivirhe, joka on 0,188.
Asetetaan arvot kaavaan ja saadaan Z-testisuureen arvo

,_0427- 0,149

=1,479.
0,188

joka ei ole ylitid edes viiden prosentin riskitasolla kaksisuuntaisen testin
kriittistd arvoa 1,96. Niin ollen tyttdjen ja poikien korrelaatiokertoimien
ero ei ole tilastollisesti merkitseva.

8.6.5 X2 -riippumattomuustesti

y* -riippumattomuustestilli testataan, onko kahden muuttujan vililli tilastollista
riippuvuutta. Testi perustuu muuttujien ristiintaulukkoon eli frekvensseihin, jo-
ten muuttujat ovat mitta-asteikoiltaan joko laadullisia tai luokiteltuja kvantita-
tiivisia muuttujia (esim. ikédluokka).

Riippuvuuslukuna laadullisten muuttujien tapauksessa kiytetddn yleisimmin jo-
ko kontingenssikerrointa C tai Cramerin phi-kerrointa ¢@,, jotka molemmat pe-
rustuvat xz-testisuureeseen. Niitd riippuvuuslukuja kisitelldan alla luvussa
8.6.5.1.
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Tarkastellaan yleisti ristiintaulukkoa, jossa on g rivid ja h saraketta. Muuttu-
jan X luokkaan xj ja muuttujan Y luokkaan Yj kuuluvien tilastoyksikoiden

lukumiiri eli frekvenssi olkoon fj;. Frekvenssit voidaan esittidd seuraavassa tau-
lukkomuodossa.

Taulukko 18: Ristiintaulukko

X
Xy X2 . Xy | yht.
i |fuir fiz - fin | fix
y2 | far fa2 - fon | fox
Y :
Yg fgl fg2 - fgh fg*
yht. | fx1  fe2 . Sfxn n

Taulukkoon on merkitty myos reuna- eli marginaalifrekvenssit, jotka ovat frek-
venssien summia rivi- ja sarakesuunnassa.

Havaittuja frekvensseji f;jverrataan odotettuihin frekvensseihin e;;j, jotka ovat
odotettuja siind tilanteessa, ettd riippuvuutta muuttujien X ja Y vililld ei
esiinny. Odotetuille frekvensseille saadaan lauseke, kun oletetaan kunkin sarak-
keen odotettujen frekvenssien noudattavan prosentuaalista reunajakaumaa. Odo-
tetun frekvenssin lauseke on

Seuraavassa taulukossa on sukupuolen ja viikossa alkoholiin kéytettyjen mark-
kojen ristiintaulukko ja odotetut frekvenssit (opiskelija-aineisto). Esimerkiksi
e :n arvoksi saadaan 750 X 1203 /3963 = 227,7.

Taulukko 19: Sukupuolen ja alkoholimarkkojen ristiintaulukko ja odotetut frek-

venssit

Havaitut frekvenssit Odotetut frekvenssit

Mies Nainen Yht. Mies Nainen Yht.
0 134 616 750 0 227,7 522,3 750
1-20 141 617 758 1-20 230,1 527,9 758
21-50 218 750 968 21-50 293,8 674,2 968
51-100 320 502 822 51-100 2495 5725 822
101-200 248 216 464 101-200 140,9 3231 464
201- 142 59 201 201- 61 140 201

Yht. 1203 2760 3963 Yht. 1203 2760 3963
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Taulukosta huomataan, ettd odotettujen frekvenssien reunafrekvenssit ovat sa-
mat kuin alkuperiisen taulukon.

Mitd enemmin havaitut frekvenssit poikkeavat odotetuista frekvensseistd, sitid
voimakkaampaa on muuttujien vilinen riippuvuus. Esimerkiksi miespuolisia
absolutisteja aineistossa on 134, kun heididn lukumiirdnsi tulisi riippumatto-
muuden vallitessa olla 228. Vastaavasti naispuolisia suurkiyttdjii on 59, kun
odotettu frekvenssi on 140. Ndmid suurehkot erot havaittujen ja odotettujen
frekvenssien vililld viittaavat siihen, ettd sukupuolella ja alkoholiin kéytettyjen
markkojen vililld on selvi tilastollinen riippuvuus.

Riippuvuuden kokonaismiérdd mitataan xl-lausekkeella

(f.—e,)’
X2=zz i J .

i=1j=1 eij

Edelli olleen esimerkin tapauksessa saadaan *:n arvoksi

2 (134-227,7)? . (616 - 522,3)° .. (59 —140)>
227,7 5223 o 140

=4329

On selvid, etti mitid suurempi y:n arvo on siti voimakkaampi on kahden muut-
tujan vilinen riippuvuus. Kuinka suuri pitdd y*n arvo olla, jotta riippuvuus olisi
tilastollisesti merkitsevd? Tédhin antaa vastauksen xz-riippumattomuustesti.

Nollahypoteesi: Perusjoukossa muuttujien vilill4 ei ole riippuvuutta.

Vaihtoehtoinen hypoteesi: Perusjoukossa muuttujien vililld on riippuvuutta.
On huomattava, ettd vaihtoehtoinen hypoteesi on yksisuuntainen.

Oletukset:

a) Otos on poimittu perusjoukosta satunnaisesti.
b) Korkeintaan kaksikymmentd prosenttia odotetuista frekvensseistd
on Viittd pienempid.

Testisuure: on edelld méiritelty xzzn lauseke. Jos nollahypoteesi on tosi, nou-
dattaa tdma lauseke likiméarin xz—jakaumaa vapausasteilla df = (g-1) X (h-1),
jossa g ja h ovat vastaavasti ristiintaulukon rivien ja sarakkeiden lukumairét.

Kriittinen alue: Kriittinen alue erotetaan *-jakauman oikeasta hannisti. Kriit-
tinen arvo voidaan méiiritd Excelin CHIINV-funktiolla tai katsoa liitteestd 5
vapausasteilla df = (g-1) x (h-1).
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Edell4 olleessa esimerkisséd vapausasteet ovat df = (6-1)(2-1) = 5. Kiyttden Ex-
celid saadaan kriittiseksi arvoksi 0,1 %:n riskitodennékoisyydelld

=CHIINV(0,001; 5) = 20,51.
Havaittu x* arvo 432,9 kuuluu selvisti kriittiselle alueelle, joten sukupuolen ja

alkoholiin kéytettyjen markkojen vililld vallitsee tilastollisesti erittdin merkitse-
vé riippuvuus.

8.6.5.1 Ristiintaulukon riippuvuusluvut.

y* :n perustuvat riippuvausluvut ovat kontingenssikerroin C ja Cramerin phi @,.
Niiden kaavat ovat seuraavat:

2 2
C: X . ja ¢C — X— s
n+y nk-1)

jossa Kk on pienempi ristiintaulukon rivien tai sarakkeiden lukumaérista.

Kontingenssikertoimen huono puoli on, ettid sen suurin teoreettinen arvo ei ole
yksi, vaan luku, joka riippuu ristiintaulukon rivien ja sarakkeiden lukuméiéristi
seuraavan kaavan mukaan:

o [k .
max — T,Jossa k = min (g, h).

Seuraavassa taulukossa on kontingenssikertoimen maksimiarvoja erdilld k:n
arvoilla.

Taulukko 20: Kontingenssikertoimen maksimiarvoja (k = pienempi rivien ja sa-
rakkeiden lukuméiristi)

k 2 3 4 5 6
Cmax | 071 | 082 [ 087 | 089 | 0,91

Edelli olleessa esimerkissé (sukupuolen ja alkoholimarkat) on xl :n arvo 432,94,
joten kontingenssikerroin on

C= |22 o314
3963+432,94




100

Cramerin phiin @, vaihteluvili on nollasta ykkoseen ja se on siksi suositelta-
vampi riippuvuusluku ristiintaulukon tapauksessa. Esimerkin tapauksessa saa-
daan Cramerin phiin arvoksi

de = ﬂ =0,331.
(2-1) 3963

8.7 ’*-yhteensopivuustesti

y*-yhteensopivuustestilld testataan, noudattaako muuttuja tiettyd nollahypotee-
sin méddrddméia jakaumaa. Jos kyseessd on kvalitatiivinen muuttuja, ovat muut-
tujan luokat valmiina. Kvantitatiivisen muuttujan tapauksessa on luokat mééri-
teltéivi luokkarajojen avulla. y*-yhteensopivuustesti perustuu otoksesta havaittu-
jen frekvenssien ja nollahypoteesista johdettujen teoreettisten (odotettujen)
frekvenssien vertailuun. Olkoot jakauman luokat Ei,...,Ex. Nollahypoteesin
mukaan luokkien esiintymistodennikdisyydet ovat tietyt arvot 6; (i=1,...,k), joi-
den summa on yksi.

Merkitdén nollahypoteesin mukaisia frekvenssejd n yksikon otoksessa e;:114, jol-

loin ¢; = nB;. Otoksesta lasketut frekvenssit ovat f; (i=1,...,k). Testisuure on

k £ _ N2
XZZZ(I el)

Ci

’

i=1

noudattaa ’-jakaumaa vapausasteilla k —1, jos nollahypoteesi on tosi. Jos tes-
tisuure ylittdd kriittisen arvon, nollahypoteesi hylétéin.

e ESIM: Olkoon muuttujana syntymikuukausi ja nollahypoteesina se,
etti jokaisen kuukauden todennikdisyys on sama eli 6; = 1/12. Sadan
kahdenkymmenen lapsen satunnaisotoksesta lasketut frekvenssit f;
ovat seuraavassa taulukossa samoin kuin odotetut frekvenssit e;.

Taulukko 21. Havaitut ja odotetut frekvenssit

kk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 |Summa
f, (711101010 (15|11 7 (13| 7 11| 8 120
¢ (10|10|10|10(10|10|10|10|10|10|10|10| 120

y*-testisuureen arvoksi saadaan
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a2 2 2
2:(7 10) +(11 10) +...+(8 10) _
10 10 10
Excelissi miiriten y*:n kriittinen arvo viiden prosentin riskitasolla ja vapausas-
teilla 11 on

6.8.

=CHIINV(0,05; 11) = 19,68 ,

joten nollahypoteesia ei hylatd. Siten timiin aineiston perusteella ei voida hyliti
nollahypoteesia, jonka mukaan syntymikuukausien todennédkdisyydet ovat yhtd

e ESIM: Presidentinvaaleissa on kolme tasavahvaa ehdokasta ja lisiksi
nelja muuta ehdokasta, joiden kannatus yhteensa jai alle kahden-
kymmenen prosentin. Kahden tuhannen hengen mielipidetutkimus an-
taa kolmelle kirkiehdokkaalle seuraavat kannatusprosentit: 30 %, 27
% ja 26 %.Onko niiden prosenttien ero tilastollisesti merkitsevi?

Lasketaan kolmea kirkiehdokasta kannattaneiden lukumédrdt otoksessa. Ne
ovat vastaavasti 600, 540 ja 520. Nollahypoteesin mukaan kannatusprosentit pe-
rusjoukossa ovat yhti suuret, jolloin kolmella odotetutulla frekvenssilld on sama
arvo eli (600+540+520)/3=553,3. xz-testisuureen arvoksi saadaan

2 (600—5533)° N (540 — 553,3)2 . (520 — 553,3)2

=6,27.
5533 5533 5533

Excelin CHIDIST-funktiolla saadaan todennékdisyys, ettd nollahypoteesin ol-
lessa tosi, khiin nelion arvo on vihintdédn 6,27. Témé todennékoisyys on

=CHIDIST(6,27; 2)=0,0436 cli 4,36%.

Siten voidaan piitelld, ettd kolmen kirkiehdokkaan kannatusprosenttien ero on
tilastollisesti melkein merkitseva.

8.8 Kahden varianssin yhtdsuuruuden testi

Varianssi on (toista astetta oleva) muuttujan vaihtelua mittaava tunnusluku.
Yleisimmin kéytetty hajontalukuhan on keskihajonta, joka on varianssin nelio-
juuri ja jonka mittayksikko on sama kuin muuttujan mittayksikko.

Jos halutaan testata, vaihtelevatko muuttujan arvot kahdessa tilastoyksikoiden
joukossa tilastollisesti merkitsevisti, kédytetddn testaamisessa variansseja — ei
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keskihajontoja. Nidin sen vuoksi koska nimenomaan varianssien osamédrin
otantajakauma tunnetaan.

Kahden riippumattoman otoksen keskiarvotestin erdéinid oletuksena on perus-
joukkojen varianssien yhtdsuuruus. Tdmin oletuksen paikkansapitdvyys voi-
daan testata varianssien yhtdsuuruuden testilla.

Toisena esimerkkind varianssien yhtd suuruuden testaamisesta olkoon tilanne,
jossa tutkitaan, miten lisdédntynyt kilpailu oppilaiden vélilld vaikuttaa oppimistu-
losten vaihteluun. Tutkimushypoteesi on, ettd kilpailu lisdd vaihtelua. Tdmén
todentamiseksi tehdddn tutkimus, jossa toista oppilasryhméd opetetaan tavalli-
sella opetusmenetelmilld ja toista ryhméd kilpailua lisddvialla opetusmenetel-
mélld. Talloin nollahypoteesiksi asetetaan, ettd oppimistulosta mittaavan muut-
tujan varianssit ovat samat molemmissa ryhmissa.

Hypoteesit: Olkoon muuttujan X jakaumat kahdessa perusjoukossa normaali-
set N(up, 612 ) ja N(uo, 0%) . Nollahypoteesin mukaan varianssit ja siten myos

keskihajonnat ovat yhtd suuret.
Hy: 0,=0..
Vaihtoehtoinen hypoteesi voi olla yksi- tai kaksisuuntainen.

Hi:0:>0; tai Hi:0,#0;

Huom. Hypoteesit eivit liity mitenkdén keskiarvoihin, joten perusjoukkojen
keskiarvot voivat olla joko yhtdsuuret tai erisuuret.

Oletukset:

a) Otokset poimittu satunnaisesti ja toisistaan riippumattomasti.
b) Muuttujan jakaumat perusjoukoissa ovat normaaliset.

Testisuure. Testisuure on otosvarianssien suhde

joka noudattaa F-jakaumaa vapausasteilla df; = n—1 ja df, = n,-1, jos nolla-
hypoteesi on tosi (ks. 4.7, s. 50).

Huom. Otosvarianssien laskennassa jakajana on kiytettdvd havaintojen luku-
médrdd vihennettynd yhdelld, koska tidten saadaan perusjoukon varianssien har-
hattomat estimaatit. Excelissd varianssin laskemiseen kiytetdiin VAR -
funktiota, ei VARP —funktiota, joka on perusjoukon varianssin funktio.
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On huomattava, ettd yksisuuntaisen vaihtoehtoisen hypoteesin tapauksessa tes-
tisuureen F osoittajassa on nimenomaan sen otoksen varianssi, jonka perusjou-
kon vastineen vaihtoehtoinen hypoteesi asettaa suuremmaksi. Testisuuretta ei
saa midratd siten, ettd suurempi otosvarianssi jaetaan pienemmalld otosvarians-
silla (ks. myos 4.7.1, s. 51).

Excelisséd on kaksi funktiota, joilla voidaan varianssien yhtd suuruus. FTEST —
funktion argumentteina ovat havaintoarvot ja se antaa kaksisuuntaisen testin
riskitason. FDIST—funktion argumentteina ovat varianssien suhde ja vapausas-
teiden lukumaiirit. Funktion tulos on todenndkdisyys, ettd nollahypoteesin valli-
tessa varianssien suhde on suurempi kuin annettu argumentin arvo (ks. lisdd F-
jakauman funktioista 4.7.2 s. 53).

Seuraavassa taulukossa on havainnollistettu ndiden molempien funktioiden
kayttod. Siind on kaksi viiden havainnon otosta, joiden alapuolelle on laskettu
varianssit. FTEST —funktio antaa kaksisuuntaisen testin todennékoisyydeksi
0,1084 ja FDIST —funktio yksisuuntaisen testin todennékdisyydeksi 0,0542, jo-
ka on puolet kaksisuuntaisen testin todennédkdisyydesta.

Taulukko 22. Varianssien yhtidsuuruuden testaus

A | B [c] D | E |
1 Ctos 1 Ctos 2 Excel-funktio Funktion aro
2 11 11 =FTEST{A2?:AG;B2:B6) 0,1084
3 21 13
4 18 15
5 15 12
5] 19 14
7 |Mariangsit:
a 152 258 =FDIST{A9/B9;4;4) 00542

Kisin laskettaessa miératdin ensin varianssien osamdadri ja tdmén jilkeen kat-
sotaan ko. osoittaja seké nimittdjd vapausasteilla (m—1 ja mp—-1) liiteen 6 taulu-
kosta, ylittddko osamiird, ts. F-testisuure, kriittisen arvon vihintdin 5 %:n ris-
kitasolla.

e FESIM: Onko naisten (n=40) varianssi eriissi asennemittarissa suu-
rempi kuin miesten (n=30)? Naisten §? = 7,56 ja miesten 2= 4,27.

Asetetaan hypoteesit Hyp: on=0y , Hjp: ony> om ja lasketaan tes-
2
tisuureen arvo F = Si_ 7.56

s; 4,27

arvo 5%:n riskitasolle on 1,79. Koska testisuureen arvo ei ylitéd téta, tode-

=1,77 - Taulukosta 6 todetaan, ettd kriittinen
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taan, ettd naiset eivit ole merkitsevdsti heterogeenisempia — eli Hy jdd
voimaan.
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9 Testin voimakkuusfunktio (Power)

9.1 Hpyviiksymisvirheen todenndkoisyys B

Tavanomaisesti tilastollisen péittelyn kdytinnossd ollaan kiinnostuneita vain
minimoimaan tai kontrolloimaan nollahypoteesin hylkd&dmisvirheen todennékéi-
syys eli ns. tilastollinen riskitaso. Kokeita ja muita tilastollisia testitilanteita
suunniteltaessa ja analysoitaessa ollaan taipuvaisia ohittamaan se tdrked tosi-
asia, ettd on myds olemassa 2. lajin virhe ja siihen liittyvd todennikoisyys. Kos-
ka testin voimakkuus tilastollisena késitteend liittyy oleellisesti juuri 2. lajin
virheen todennékoisyyteen (vaikkakaan se ei ole riippumaton 1. lajin virheen
todennékdisyydestd), on sekin jddnyt tistd syystd vihemmaélle huomiolle.

Testin voimakkuuden ymmirtdmiseksi on hyvi aluksi tarkastella 2. lajin vir-
heen eli hyviksymisvirheen luonnetta. Hyviksymisvirhe tapahtuu, kun vaihto-
ehtoinen hypoteesi H; on perusjoukon tasolla tosi, mutta otoksen perusteella
nollahypoteesia Hy ei paddytid hylkdiméaan. Kuva 40:n vasemmanpuoleinen ja-
kauma edustaa tilannetta, jossa Hy on tosi; oikean puoleinen jakauma puoles-
taan kuvaa tilannetta, jossa H; on tosi. Toisen lajin virheen todennékéisyys, B,
muodostuu siitd Hy:n jakauman osasta, joka ei ylitd 1. lajin virheen todennékéi-
syyden pohjalta médrittya kriittistd arvoa (padtoskriteerin arvoa).

Kuten Kuva 40:sta voi havaita, testin voimakkuusfunktion arvo muodostuu siitid
H;:n jakauman osasta, joka ylittdd kriittisen arvon. Néin ollen testin voimak-
kuuden arvo, tietyssi pisteessd W, on 1-P.
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Kuva 40: Ensimmiisen lajin virheen (o), toisen lajin virheen (B) ja testin voimak-
kuuden suhde toisiinsa

o c
Kriittinen arvo = p,+Z,-——
vn
H, :aa ei hylata H, hylataan
4 & »
N N v

2. lajin virheen
todennakdisyys B
(Hyvéksymisvirhe) Testipisteiden jakauma,

kun @ =py

Power=1-f

I | L \ P ——
Mo w1

1. lajin virheen todennakdisyys
o, = 0.05 (Hylkdaamisvirhe)

Tarkastellaan seuraavaksi Kuva 41:n esittdmien eri tilanteiden havainnollista-
mana, kuinka testin voimakkuusfunktion arvo vaihtelee p:n eri arvojen mukaan
a:n (=0,05), otoskoon (=30) ja o’n (=15) pysyessd vakiona.

Kuva 41: Testin voimakkuus (Power) neljin eri |lL:n arvon tapauksessa
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Kriittinen arvo (a = 0.05) = 104.5

H, on tosi

B=Hg

Power = 0.14

' '

4 4
91 94 97 100 1038 106 109 111 114 17

ui =101.5

Kriittinen arvo (o = 0.05) = 104.5
B=H

H, on tosi

4 4

91 94 97 100 103 106 109 111 114 117

w1 =105

Kriittinen arvo (o = 0.05) = 104.5

H, on tosi /

1 ' T ' |\

91 94 97 100 1038 106

Power = 0.86

n
114 17

Kriittinen arvo (o = 0.05) = 104.5

H=H
H, on tosi

Power = 0.99

i .
91 94 97 100 103 106 109 111 114
i

11I7 120
wr =110.7

Tilastollisen testauksen yhteydessd ei voida samalla tavalla miirété kiinteda ar-
voa hyviksymisvirheen todennikoisyydelle (B) kuin voidaan tehdd hylkdamis-
virheen todennikéisyydelle (o). Tamé johtuu siitd, ettd B:n arvo riippuu tunte-
mattomasta perusjoukon parametristi (esim. |L), joka joudutaan estimoimaan
otoksesta. Néin ollen empiirisesséd tutkimuksessa testin voimakkuuden arvoa ei
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voida maédriti etukiiteen, vaan sille lasketaan estimaatti havaitun otostunnuslu-
vun pohjalta.

9.2 Testin voimakkuuteen vaikuttavia tekijoiti

Testin voimakkuuden arvo (eli todeksi oletetun Hj:n vallitsevuuden todennékoi-
Syys), riippuu useista tekijoistd. Naitd tekijoitd, joiden funktiona testin voimak-
kuus voidaan kuvata, ovat:

e o eli 1. lajin virheen todennédkdisyys
e L:n arvo eli populaation keskiarvo

¢ n eli otoskoko

e o%narvoeli populaation varianssi

e Kiytetty testityyppi.

Tarkastellaan seuraavaksi hieman spesifimmin niiti testin voimakkuuteen vai-
kuttavia tekijoité.

9.2.1 0. :n vaikutus testin voimakkuuteen

Pienennettiessd alfan eli 1. lajin virheen todennidkéisyyden arvoa, pienenee tes-
tin voimakkuuden arvokin. Kuva 42 havainnollistaa titid. Ylemmaéssd kuvassa,
jossa tilastollisen pédtoksen teon riskitasoksi on asetettu 5 %, testin voimakkuus
on huomattavasti suurempi kuin alemamman kuvan tilanteessa, jossa riskitasok-
si on asetettu 1 %.

Tdmé tosiasia muodostaa testin voimakkuusfunktion kdyton kannalta sen on-
gelman, ettd ei ole mitédén selvdd kriteerid sille, mihin o:n arvoon sen laskemi-
nen pitéisi perustua. Erds sddntd voisi olla se, ettd lasketaan testin voimakkuus
sille riskitasolle, jota kédytetddan Hy:n hyviksymisen / hylkddmisen perustana.
Testin voimakkuutta ei ole mielekistd laskea tarkalle (empiirisestd aineistosta

aina 0,5.
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Kuva 42: Tilastollisen riskitason o yhteys testin voimakkuuteen

Riskitaso o = 0.05

H, on tosi

Riskitaso o, = 0.01

H, on tosi

b= W

Power

Kuva 42 tuo esiin konkreettisesti sen tosiasian, ettd haluttaessa lisdd varmuutta
Hy:n hylkdfimisen perustaksi, joudutaan tyytyméddn pienempidin testivoimak-
kuuteen. Toisaalta mikili vaikutuksen suuruus on riittivin suurta (jolloin Power
— 1), ei testin voimakkuuden arvo vilttamatti laske kdytidnnollisesti katsottuna
merkittdvissd miirin, vaikka se laskettaisiin huomattavasti pienemmallekin ris-
kitasolle. Yleisesti ilmaistuna o :n ja B:n suhde on seuraava:

Kun a (eli 1. 1ajin virheen todennikoisyys) pienentyy, niin B (eli 2. lajin
virheen todenn#koisyys) kasvaa — ja tiiten testin voimakkuus 1-f pie-
nentyy.

9.2.2 LL:n arvo

Testin voimakkuusfunktiolle on voimassa lauseke P(u) =1- B(W), joka kuvaa
oikean johtopiitoksen todennédkdisyyden vaihtelua p:n funktiona. Néin ollen,
kuten Kuva 41:stéd voi todeta, Hy:n jakauman sijainti suhteessa Hy:n jakaumaan
riippuu yksinomaan siitd, mikd p:n arvo on. Erisuuria [:n arvoja vastaavat
erisuuret testivoimakkuusfunktion arvot. Kuva 45 ja Kuva 46 havainnollistavat
seké yksi- ettd kaksisuuntaisen testauksen tilanteissa kuinka testin voimakkuus
vaihtelee p:n funktiona.
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9.23 Otoskoko (n)

Otoskoon suurentaminen pienentii estimaattorin (esim. X :n) keskivirhetti ja
siten mahdollistaa testin voimakkuuden kasvamisen. Kuva 44 havainnollistaa
tatd. Keskivirheen pienentyesséd pienentyy my0s kriittinen arvo, mikéd kasvattaa
titen sitd Hy:n jakaumaan siséltyvad aluetta, joka sijaitsee tdmén kriittisen arvon
yldpuolella. Tdmai alue siis muodostaa testin voimakkuuden eli oikean johtopii-
toksen todennékoisyyden.

Kuva 44: Otoskoon yhteys testin voimakkuuteen

n =30

Kriitti =0.05) = .
keskivirhe = 2,74 riittinen arvo (« ) = 104.5

H, on tosi

91 94 97 100 103 106 109 111 114 117

u‘l =105

n =100

. Kriittinen arvo (o = 0.05) = 102.5
keskivirhe = 1,5

M= Wy

H, on tosi

Power = 0.95

91 94 97 100 103 106 109 111 114 117
1

u‘l =105

Toisaalta, kun p:n keskivirhe pienentyy, pienentyy myos Hy:n ja Hy:n jakaumi-
en limittyvd pinta-ala, jolloin suurempi osa Hj:n jakaumasta siirtyy kriittisen
arvon ylédpuolelle. Nidin ollen — muiden testin voimakkuuteen vaikuttavien te-
kijoiden sdilyessd muuttumattomina — otoskoon suurentaminen 25:std 100:aan
nostaa testin voimakkuuden 0,57:std 0,95:4én, kuten Kuva 44 esittia.
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Kuva 45 esittdd yksisuuntaisen Hj:n tapauksessa, kuinka testin voimakkuus on
toisaalta riippuvaista [L:n arvosta ja toisaalta otoskoosta. Voidaan siis todeta,
kuinka samalla [:n arvolla paiddytéddn huomattavasti suurempaan testin voimak-
kuuteen, mikili kasvatetaan reilusti otoskokoa.

Kuva 45: Testin voimakkuus ja p:n ar- Kuva 46: Testin voimakkuus ja p:n ar-

vo 1-suuntaisessa testissi vo 2-suuntaisessa testissé
1,0 1,0 ,
’ \ N\ 7
09 1 091 \ I, /
08 - 08 \ ‘\ 1/
071 07 \ ]
L 061 g 097 \ \ / /
g 05 % 05 1} 1
& 04/ & 041 \ !
o \U /= =]
— - 02 L/
o1 ] n=10 : h 4 —
0,0
00 ‘ — T — 80 8 9 95 100 105 110 115 120
100 103 105 108 110 113 115 118 120 (H on'tos) (Hoon'tos) (H ontos)
(H, on tosi) (H, on tosi)
Perusjoukon keskiarvo () yksisuuntaisen Perusjoukon keskiarvo ( 1 ) kaksisuuntaisen
vaihtoehtoisen hypoteesin mukaan vaihtoehtoisen hypoteesin mukaan

Kuva 46 puolestaan tuo esiin vastaavan tilanteen kuin Kuva 45, mutta nyt kak-
sisuuntaisen Hy:n tapauksessa. Ero yksi- ja kaksisuuntaisen testivoimakkuuden
médrddmisen vililld on periaatteessa aivan sama kuin yksi- ja kaksisuuntaisen
hylkddmisvirheen todennikoisyydenkin médrddmisessikin: jaetaan o :n arvo
kahdella ja mddritddn nyt symmetrisesti kriittiset arvot jakauman molemmista
pdistd, jolloin ne itseisarvollisesti suurenevat. Tdlloin, Hy:aa vastaavaa p:n ar-
voa suuremmilla arvoilla (>100, Kuva 45:ssé ja Kuva 46:ssa) yksisuuntainen H;
antaa kaksisuuntaista H;:std suuremman voimakkuuden testille. Kun taas Hy:aa
vastaavaa JL:n arvoa pienemmilld p:n arvoilla yksisuuntainen H; antaa hyvin
nopeasti nollaa ldhestyvin testivoimakkuuden, kuten Kuva 45 osoittaa.

9.2.4 62:n arvo

Kaikki tekijit, jotka pienentivit tutkittavan muuttujan varianssia, lisddvit testin
voimakkuutta. Vaikka kdytdnnossi voi olla melko vaikeaa pienentid tai ylipéa-
tddn muuttaa perusjoukon varianssia, on se kuitenkin usein kokeellisissa tutki-
musasetelmissa mahdollista. Kokeellisissa tutkimuksissa usein pyritdéin kontrol-
loimaan (vakioimaan) joidenkin tekijoiden vaikutus tutkittavaan ilmioon samal-
la, kun joidenkin toisten tekijoiden varioinnin vaikutusta tarkastellaan. Talldin,
vaikka tutkittavalla ilmiolld olisikin tietty varianssi perusjoukon tasolla, on
mahdollista pienentédd titd varianssia siten, ettd eliminoidaan sellaisten tekijoi-
den vaikutus tutkittavan ilmion varianssiin, jotka eivit ole tutkimuskysymyksen
kannalta relevantteja tai jotka tuottavat siihen nidhden virhevaihtelua.
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Esimerkiksi ajokokemuksen méérin vaikutus voitaisiin haluta eliminoida tutkit-
taessa, miten siddolosuhteet ja kelloaika vaikuttavat autoilijoiden liikennetark-
kaavuuteen. Tilloin se osa liikennetarkkaavuusmittarin varianssista, jonka ajo-
kokemus selittidd, eliminoitaisiin tarkastelusta. Niin saataisiin mielekk&alld ta-
valla pienennettya liikennetarkkaavuusmittarin varianssia ja voitaisiin tutkia eri-
tyisemmin juuri sddolosuhteiden ja kelloajan vaikutusta ilman, etti jdisi merkit-
tiavissd madrin epdselviksi, mikéd osa liikkennetarkkaavuusmittarin varianssia on
luettavissa séddolosuhteiden ja kellon ajan vaikuttamaksi ja mikd osa ajokoke-
muksen.

Ylld kuvatulla menettelyllid on siis yhteytensd my0s testin voimakkuuteen: mi-
kéli kyetddn kontrolloimalla joidenkin tekijoiden vaikutus pienentdmién testi-
muuttujan varianssia, kasvaa testin voimakkuus vastaavasti.

9.2.5 Kiytetty testityyppi

Joskus tilastollista tutkimusta tehtdessd voi heritd kysymys siitd, mitd testityyp-
pid pitdisi kdyttdd. Yleisesti ajatellen pitdisi suosia sitd testid, kumpi antaa sa-
masta datasta laskettuna suuremman testivoimakkuuden. Tarkastelematta asiaa
sen seikkaperdisemmin, voidaan yleisesti todeta, ettd kahdesta testistd voimak-
kaampi on se, kumpi hyodyntdéd datan perusteellisemmin. Yleensd ns. paramet-
risilld testeilld on parempi testivoimakkuus verrattuna non-parametrisiin testei-
hin. Témad pétee erityisesti silloin, kun parametristen testien kidyton edellytykset,
kuten testeihin liittyvit muuttujien jakautumaa koskevat oletukset, ovat voimas-
sa.

9.3 Testin voimakkuusfunktion arvon laskeminen tietylle vaihtoeh-
toiselle hypoteesille

Testivoimakkuuden arvoja voidaan laskea kidytdnnossi erilaisille testeille. Titen
testivoimakkuus on laskettavissa eri teoreettisia jakaumia noudattavien testisuu-
reiden kuvaamille testitilanteille. Téssd esityksessd pitdydytddn kuitenkin yk-
sinkertaisuuden vuoksi vain yhden otoksen keskiarvotestissi (z-testi).

o ESIM: Lasketaan testivoimakkuusfunktion arvo toiselle Kuva
41:ssi esitetylle testitilanteelle, jossa on kysymys juuri yhden otok-
sen keskiarvotestistii. Testitilanteeseen liittyviit arvot ovat L, = 100;
6 =15 n=30 ja o = 0,05. Ajatellaan liséksi, ettid ko. |1; :n arvo
105 onkin nyt otoksesta laskettu p:n estimaatti eli X .
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Ensiksi tarvitaan nollahypoteesin hylkddmiseen liittyvi kriittinen arvo eli
sellainen p:n arvo, joka on riittdvén suuri, jotta voimme varmuudella hylété
Hy:n. Tamai lasketaan seuraavasti:

ce e (¢)
Kriittinenarvo=p, +Z_ -—

Jn

Kuva 41:n esimerkkiéd noudattaen, jossa siis lly = 100 ja 6 = 15 ja otoskoko
= 30, saamme 5 %:n riskitasolla kriittiseksi arvoksi seuraavan arvon:

15
=104,
V30

Titen, jos otoskeskiarvo on suurempi kuin 104,5 hylkddmme 95 %:n var-
muudella nollahypoteesin. Mikili otoskeskiarvo on puolestaan pienempi
kuin kriittinen arvo, jda nollahypoteesi voimaan. Télloin on kuitenkin 2. la-
jin virheen todennikéisyyden suuruinen mahdollisuus, ettd hyviksymme
Hj:n virheellisesti — oletettaessa, ettd H; on tosi perusjoukon tasolla.

Kriittinen arvo =100 + 1,64 -

Lasketaan seuraavaksi tdméd 2. lajin virheen todennikoisyys. Ensin vihen-
netédn kriittisestd arvosta 104,5 u:ti estimoiva otoskeskiarvo 105 ja jaetaan
erotus sitten keskivirheelld — Eli

Kriitt i -
Z, = fittinen arvo- p, _ 104,?5 105 _ -0,183 .
c

Vo V30

Tamén jdlkeen médritddn normaalijakauman kertyméfunktion arvo Z:n ar-
volle -0,183 liitteen 1 taulukosta ja saadaan nidin 2. lajin virheen todenni-
koisyys

F(Z,)=F(-0,183) = 0,429 .
Testin voimakkuuden arvo saadaan 2. lajin todennédkéisyydestid seuraavasti:
Testin voimakkuus P(u) =1-Bu) = 1-0,429 = 0,571 .

Kuten estimoidusta otoskeskiarvosta 105 paiddytiin toteamaan, voidaan Hy
hylétd (5 %:n riskitasolla). Tuloksen yleistettavyyttd ja varmuutta ajatellen
on kuitenkin huomattava, ettd testin voimakkuuden arvo on vain n. 0,57,
miki titen osoittaa (oletettaessa Hj todeksi eli X :n arvo 105 todella perus-
joukossa vallitsevaksi), ettd oikean johtopditdksen todennikoisyys on koh-
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talaisen matala — eli n. 43 %:ssa tapauksista testi antaisi véddrén johtopié-
toksen (ks. Kuva 41, s. 106).

Niin ollen siis, vaikka Hy hyldtdin ja H; astuu voimaan, ei Hy:n vallitse-
vuudesta voida olla erityisen varmoja. Lisdksi on vield huomattava, etti tes-
tin voimakkuuden arvo laskettiin 5 %:n riskitasolle. Pienemmiaille riskitasol-
le — kuten esim. 1 %:n riskitasolle — laskettuna sen arvo olisi vielédkin
pienempi (n. 0,30). Talloin lisdksi Hy olisi jddnyt ko. tapauksessa voimaan.,
koska kriittiseksi arvo olisi méérdytynyt tdlloin 106,4 (ks. Kuva 42, s. 109).

On my®0s syytd vield todeta, ettd koska kdytimme tissd esimerkissd otoskes-
kiarvoa X kiintesin p:n arvon sijasta, on niin laskettu testivoimakkuuden
arvokin nyt vain estimaatti, jossa on vaihtelua otoksesta toiseen. Ylld
olemme kuitenkin késitelleen aina tilanteita, jossa tiettyyn Hj:een liittyvi
LLi:n arvo on oletettu tunnetuksi.

10 Otoskoon maiaraaminen

Otoskoon méédrddminen voidaan suorittaa kahta eri tekniikkaa ja periaatetta hy-
viksi kdyttden. Otoskoko voidaan méiritd testinvoimakkuusfunktion avulla tai
luottamusvilin avulla. Tarkastellaan ensiksi testivoimakkuusfunktion tapausta.

10.1 Otoskoon mddrddminen testin voimakkuusfunktiota (1-f) hyvik-
si kdyttien

Kéaytinnon eldmissé tulee usein vastaan tilanne, jossa haluttaisiin tietdd esim.,
ettd miten paljon jokin asia vaikuttaa tiettyyn toiseen asiaan tai ilmioon. Ei siis
olla kiinnostuneita vain siitd, vaikuttaako jokin johonkin, vaan halutaan tietdd
tarkemmin, miten suurta tuo vaikutus on. Tillaista tietoa kaivattaisiin usein paa-
toksenteon perustaksi. Esimerkiksi kenkid myyvéssé yrityksessé haluttaisiin tie-
tdd, miten paljon uudella mainosohjelmalla on vaikutusta heididn kenkiensd vii-
koittaiseen kokonaismyyntiin. Vastaavasti kasvatus- ja koulutustyossi kaivataan
usein luotettavaa arviota siitd, miten tehokkaita erilaiset opetus- ja kasvatusme-
todit ovat tehtdvissadn.

My®s erityistieteellisessd tutkimuksessa tulee usein vastaan tilanne, jossa ollaan
kiinnostuneita ei vain tilastollisesti merkitsevistd vaikutuksesta, vaan myds sen
aktuaalisesta suuruudesta ja titen myOs vaihtoehtoisen hypoteesin vallitsevuu-
den todennikoisyydesti.

Kun tiedetédéin kuinka suuri vaikutus jollain menettelylld johonkin asiaan halut-
taisiin saavuttaa ja kun tiedetdin, ettd otoskoko vaikuttaa testivoimakkuuteen,
voidaan otoskoko valita sellaiseksi, ettd testivoimakkuusfunktion arvo (eli oike-
an johtopiditoksen todennikdisyys) saadaan asetetuksi halutun suuruiseksi. Toi-
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sin sanoen jérjestetédén tilastollinen testitilanne, jossa testin voimakkuus voidaan
asettaa otoskoon valinnan avulla niin suureksi, ettd mikéli haluttu vaikutuksen
suuruus todella on olemassa, on vaihtoehtoisen hypoteesin hyviksymisen to-
dennékoisyys riittdvén suuri.

Tarkastellaan otoskoon madrddmistd erikseen keskiarvon ja prosenttiluvun ta-
pauksessa. Yksinkertaisuuden vuoksi kisitelldéin vain yksisuuntaista vaihtoeh-
toista hypoteesia.

10.1.1 Keskiarvo

Tarkastellaan perusjoukon keskiarvoon [ liittyvdd yhden otoksen testiasetel-
maa, kun riskitaso eli ensimmadisen lajin virheen todennédkdisyys on O

Hy: @ = o (= annettu arvo), Hy: u>pe (tai Hy: p < o).
Oletetaan liséksi ettd keskihajonta G on tunnettu.

Otoskoko n nyt voidaan médriti seuraavan ehdon perusteella. Olkoon Wy (>o)
sellainen perusjoukon keskiarvo, jonka kohdalla halutaan, etté testi kohtuullisen
suurella todennikoisyydelld eli voimakkuusfunktion arvolla 1-B hylkié nolla-
hypoteesin H,, toisin sanoen hyviksyy oikean vaihtoehtoisen hypoteesin Hj.
Kuten yhdeksinnesséd luvussa todettiin, on [ hyviksymisvirheen todennikoi-
syys. Voimakkuusfunktion “kohtuullisen suuri” arvo ja sitd kautta my0s toisen
lajin virheen todennikoisyys voidaan méiritd vapaasti. Pitdd kuitenkin muistaa,
ettd mitd suurempi testin voimakkuus on pisteessid Wy, sitd suurempi otoskoko
saadaan.

Niistd ldhtokohdista kisin voidaan otoskoolle johtaa seuraava kaava:

(Zy+7Z)° 6°
n=

’

(e Mo)2

jossa Z, ja Z, ovat ensimmdisen ja toisen lajin virheisiin liittyvét standardoidun
normaalijakauman kriittiset arvot. Taulukko 23 esittdd tavanomaisesti kédytetyt
normaalijakauman kriittiset arvot yksisuuntaisen vaihtoehtoisen hypoteesin ti-
lanteelle.

Taulukko 23: Eriiti standardoidun normaalijakauman Kriittisiéi arvoja
(yksisuuntainen vaihtoehtoinen hypoteesi)
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Todennikoisyys (o tai B) 0,10 0,05 0,01 0,001
Kriittinen arvo 1,28 1,64 2,33 3,09

e ESIM: Kunta on valmis hankkimaan matematiikan ATK-ohjelman,
jos se parantaa matematiikan oppimistasoa. Sitd varten on tarkoitus
jarjestia koe, jossa satunnaisesti valitut opiskelijat kiyttavat kyseis-
td ohjelmaa ja sen jilkeen mitataan heidin matemaattinen tietotaso
tietylld vakioasteikolla. Tamin asteikon jakauma normaalilla ope-
tuksella on N(50;10%). Kuinka suuri otoskoon tulee olla, jos oppimis-
tason viiden yksikon suuruinen parannus halutaan todentuvan
90%:n varmuudella? Tilastollisen testiin hylkéiéimisvirheeseen, eli
etti kunta ostaa nolla-vaikutteisen ATK-ohjelman varaudutaan vii-
den prosentin todennikoisyydella.

Otoskoon médrdédminen suoritetaan sijoittamalla esimerkin ja Taulukko
23:n antamat luvut otoskoon kaavaan:

n_(lﬁ4+12&ﬂ102_

34 .
(55— 50)?

Siten kokeen oppilasméidriksi valitaan 34.

Kuva 47 havainnollistaa vield yrityksen tarvitseman koeasetelman (ks. myos
9.2.3., s. 110 ja Kuva 44). Kuvassa esitettidvi kriittinen arvo, joka siis toimii
nollahypoteesin hylkddmisen tai hyviksymisen kriteerind, saadaan laskettua
otoskoon méérddmisen jilkeen, kuten luvussa 9.3 on esitetty, seuraavasti:

Kriittinen arvo =, + Z, %= = 50+ 1,642 ~ 52,81

Vn V34

Kuva 47: Yrityksen tarvitsema koeasetelma tilastollisen piitoksen teon kannalta
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Kriittinen arvo = 52,81

o =0,05

H, on tosi H; on tosi

Power = 0.90

50 55

z=164 |le———>»le—>» z=-128

Erds ongelma otoskoon kaavan soveltamisessa on, ettd se edellyttdd muuttujan
keskihajonnan ¢ tuntemista. Tdmi voidaan kuitenkin vilttdd silld, ettd ilmais-
taan poikkeama ;-py keskihajontaan suhteutettuna. Otoskoon kaava voidaan
nimittiin kirjoittaa seuraavaan muotoon

Z +7.)%6% (7 +7.,)°

a P _a P
2 p-u

(Ml uo) ( 1 0 )2

o

n=

Siten kaavan kdytossd riittdd, kun standardoidulle poikkeamalle (W;-Ly) / © an-
netaan haluttu arvo. Edellisessi esimerkissi tima arvo oli 0,5 eli 50%.

10.1.2 Prosenttiluku

Prosenttiluvun 6 tapauksessa yksisuuntaisen testin asetelma riskitasolla O seu-
raava:

Hy: 6 = 0y (= annettu arvo), H;: 0 >0, (tai Hi: 0 <0,)

Halutaan, etté testin voimakkuus pisteessé 0; on 1-f. Otoskoon lauseke prosent-
tiluvun tapauksessa saadaan edellisen alaluvun kaavasta pienelld muunnoksella.
Varianssin 67 paikalle sijoitetaan dikotomisen muuttujan (jonka arvot ovat 0 ja
100) varianssi 69;(100-8y;), jossa By; on 6 :n ja 0; :n keskiarvo. Otoskoon kaa-
vaksi saadaan siten
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@+ ZB)2 B1(100-65)

2
(0, -0)

n

o ESIM: Liidketehdas viitti erdéin lddkkeen parantavan 80%:ssa ta-
pauksista. Viitteen testaamiseksi suoritetaan potilaskoe, jossa hyl-
kiamisvirheen todenniikdisyydeksi o valitaan 0,05. Miarida otos-
koko siten, etti testin voimakkuus pisteessi 70% on 0,95

Eli jos ladke todellisuudessa tehoaa vain 70%:ssa tapauksista, niin tilastolli-
nen testi hylkdd nollahypoteesin (0=80%) todennékoisyydelld 0,95. Otos-
koon arvoksi saadaan

(64 1,64)2 75(100 — 75)

> =202-
(70 — 80)

10.2 Otoskoon mddrddminen luottamusvdlin avulla

Y1ld tarkastelimme, otoskoon madrddmistd testivoimakkuusfunktion avulla
madrdttynd. On my6s mahdollista miérédtd otoskoko populaation parametrin
luottamusvilin avulla. Tarkastelemme téssd alaluvussa otoskoon médrdamisti
keskiarvon, prosenttiluvun ja korrelaatiokertoimen tapauksissa.

10.2.1 Keskiarvo

Haluttaessa tietdd kuinka suuri otoskoon on oltava, jotta populaation keskiarvo
L voitaisiin estimoida halutulla varmuudella, voidaan luottamusvélin pituuden

d kaava ratkaista otoskoon n suhteen ja saada kaava otoskoon méirdsimiselle
eli

c MZ,) o’
.Za/Z.ﬁ = nz/zi—z-

Timin kaavan kiytto edellyttdd tutkittavan muuttujan X varianssin 6° tunte-
mista. Koska populaation varianssia o ei kiytinndssi useinkaan tunneta, voi-
daan yrittdéd kdyttdd joidenkin aikaisempien tutkimusten perustalta saatua arvio-
ta. Tdmi tuottaa tietysti jonkin verran epdvarmuutta otoskoon médrdimiseen,

d=2
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mutta ei kuitenkaan endi vaikuta estimaattorin tarkkuuteen estimoitaessa otok-
sen perusteella populaation parametrid. Otoskokoa méérittdessd ei siis voida
kiyttad otoksesta laskettavaa varianssia s* estimaattina 0'22116, koska otosta ei
luonnollisesti ole vield kyseisessé tutkimuksen vaiheessa poimittu.

e ESIM: Terveysviranomaiset haluavat selvittia, mikid on 12-15 —
vuotiaiden paihderiippuvaisten nuorten huumausaineisiin kayttima
viikoittainen rahaméiira. Aikaisemmasta tutkimuksesta on tietona,
ettéi viikoittaisen markkaméirin keskihajonta on n. 100 mk:aa.
Mika pitaisi olla otoskoon, kun terveysviranomaiset tahtovat esti-
moida 99 %:n varmuudella viikoittaisen rahamiirian 12,5 mk:n
tarkkuudella?

Laskentaa varten tarvitaan seuraavat arvot: luottamusvilin pituus d=25,
kriittinen arvo 1 %:n riskitasolle eli Zyg;, = 2,58 (liitteen 1 taulukosta) ja
varianssi 6> = 1007, jotka asetetaan kaavaan.

n__4(2,58)2-1002 26656

. ~ 426.
25 625

Vaadituksi otoskooksi saadaan 426 (pdihderiippuvaista nuorta).

10.2.2 Prosenttiluku

Kuten keskiarvonkin kohdalla, populaation prosenttiluvun 6 luottamusvilin pi-
tuuden d kaava voidaan ratkaista otoskoon suhteen eli

— 2 _
d=2.7,,- W o o HZyp) 22100 0

Niin saatu otoskoon lauseke riippuu estimoitavasta parametristd 0, joka on tun-
tematon. Kuten keskiarvon tapauksessa (6%), on nytkin kiytettivi enemmin tai
vihemmin karkeaa arvioita. Jos tieddmme O:n sijaitsevan tietylld vélilla [0,

0,], voimme kéyttdd 0:n arviona sitd vilin arvoa, joka on ldhinnd 50:td (jolloin
0:n varianssiksi 8(100-0) saadaan suurempi arvo). Téll6in otoskoko ei tule ai-
nakaan aliestimoiduksi

e ESIM: Eriin poliittisen puolueen kannatusprosentin 0 tiedetiiin
olevan ifnestysikidisten muodostamassa perusjoukossa 30—40 %:n
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vililla. Miké pitaisi olla otoskoon, jotta perusjoukon prosenttiluku
voitaisiin estimoida 95 %:n todennéikoisyydella puolet tarkemmin?

Laskun suorittamista varten tarvitsemme seuraavat arvot: d=(40-30)/2=5;
kriittinen arvo 5 %:n riskitasolle eli Zg s, =1,96 (liitteen 1 taulukosta) ja
se 06:n arvo, kumpi on ldhempind 50:td eli 40. Asetetaan arvot kaavaan
ja lasketaan

2 p—
he 4(1,96) 4(5)2(100 40) _ 36879 - 1475

Vaadituksi otoskooksi saadaan n. 1475 (dédnestysikdistd henkilod), mikd
voidaan pyoristdad 1400:ksi.
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10.2.3 Korrelaatiokerroin

Samaa periaatetta noudattaen, ratkaisemme populaation korrelaatiokertoimen p
luottamusvilin pituuden d* kaavan otoskoon n suhteen eli

L o4 (Zp) 43

=22, — 2)
n—73 d)

al2’

Saatu otoskoon lauseke riippuu valitusta varmuustasosta Z , ja siitd tarkkuu-
desta, eli luottamusvilin pituudesta d”, jolla tahdomme populaation korrelaa-
tiokertoimen arvon p estimoida. On huomattava, etti d edustaa nyt Fisher-
transformoinnin

kautta muodostunutta pidentynytté luottamusvilin pituutta ja se pitdd siksi ly-
hentdi eli Fisher- transformoida kéénteisesti vastaamaan varsinaista luottamus-
vilin pituutta (ks. 6.5, s. 63).

Koska d“:n arvo (eli siis estimointitarkkuus) asetetaan p:n yksikkoind (esim.
0,2), voidaan se kddnteistransformoida vastaavaksi d:n arvoksi samaan tapaan,
kuten transformoimme p:n arvoja luottamusvilin péétepisteitd médrattdessa.
Tdmaé voidaan suorittaa Excelin FISHERINV —funktiolla, jolloin kirjoitetaan so-
luun =FISHERINV(0,2) ja saadaan d = 0,1974. Usein kuitenkin kédytdnnossi
haluttaisiin saada d:n arvoksi tietty arvo (esim juuri 0,2), joka ei sitten eniid
muuntuisi kinteistransformaatiossa. Tallgin tdytyy mériti sellainen d :n arvo,
jonka muunnoksena saadaan haluttu d:n arvo. Tdmai tietysti saadaan méadrattyd
pidinvastaisesti menetellen eli suorana FISHER-transformaationa

d* = FISHER(),

jolloin asetetaan haluttua varmuusvilid d vastaava pidennetty vili d* lasku-
kaavaan. Eli esim. 0,2 yksikon tapauksessa saataisiin d*:n arvoksi 0,2027. voi-
daan huomata, ettd pienilld d:n arvoilla muutos on melko vihéistd, mutta ei
kuitenkaan estimoinnin kannalta merkityksetonta.

o ESIM: Tutkija haluaa selvittida 0,1 yksikon tarkkuudella, miten pal-
jon kuukausiansioiden ja koetun onnellisuuden viililli on korrelaa-
tiota tyoikiisten muodostamassa perusjoukossa. Tutkijalla on on-
gelmana, miten suuri otoskoon pitiisi olla, jotta ko. tarkkuus popu-
laation korrelaatiokertoimen arvon estimoinnissa saavutettaisiin.
Han liséksi haluaisi estimointiin sellaisen varmuustason, etti vain
yhdessi otoksessa sadasta tulos voisi sattumalta poiketa asetetusta
tarkkuusvilisti 0,1. Miki on tutkijan tarvitsema otoskoko ?
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Laskemiseen tarvittavat kaksi arvoa ovat: d*:O,l ja liitteen 1 taulukosta
standardoidun normaalijakauman 99%:n kriittinen arvo (Z1,) 2,58.
Ensiksi muunnetaan d:n arvo d*:ksi eli = FISHER(0,1) = 0,1003
Taman jdlkeen asetetaan arvot kaavaan ja lasketaan

4.(2,58)* +3
n=
0,1003*

= 2944

Saatu otoskoko 2944 (tyoikiistd) on melko suuri, johon ratkaisevasti vai-
kuttaa juuri 0,1 yksikon estimointitarkkuus. Varmuustaso vaikuttaa vi-
hemmin sill, jos riskitaso olisi 5% (eli Z s, = 1,96), olisi vaadittu otos-
koko n. 1826. Mutta jos estimointitarkkuudeksi valittaisiin 0,2 yksikkod,
riittdisi otoskooksi (1%:n riskitasollakin) n. 721.

Taulukko 24: Otoskokoja populaation korrelaatiokertoimen p estimoimiseksi eri
d:n ja a:n arvoille (d on estimoinnin tarkkuus p:n yksikkoiné).

Riskitaso o (x100%)

d 10 % 5% 1 % 0,10 %
0,05 5520 7334 11796 18493

0,1 1373 1824 2934 4600
0,15 605 804 1293 2027

0,2 336 447 719 1127
0,25 212 282 453 710

0,3 144 192 308 483
0,35 103 138 221 347

0,4 77 102 165 258
0,45 59 78 126 197

0,5 46 61 98 153
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11 Otantamenetelmit

11.1 Otantamenetelmien kdiyton perusta

Otantamenetelmid  kdytetddn, kun  halutaan  arvioida  (estimoida)
mahdollisimman tarkkaan yhden tai yleensd useamman muuttujan tunnuslukuja
(I&hinné keskiarvoja tai prosenttilukuja) ddrellisessd perusjoukossa eli populaa-
tiossa. Luvuissa 4-6 kisiteltiin osittain samaa asiaa, mutta tdlléin muuttujan ar-
vot &drellisessd perusjoukossa on korvattu muuttujan jakaumamallilla (esim.
normaalijakaumalla), jossa havaintoja on #dreton méadrd. Edellisissd luvuissa
esitetyt tulokset, jotka koskivat otantajakaumia, estimoinnin tarkkuutta, luotta-
musvilejd ja hypoteesin testausta, ovat pienin muutoksin voimassa my0s dérel-
lisen perusjoukon tapauksessa. Tédrkein muutos on, ettd estimaattoreiden keski-
virheisiin tulee mukaan ddrellisen perusjoukon korjaustermi.

Tiassd luvussa kisitellddn lyhyesti otantamenetelmid keskittyen 1hinnd yksin-
kertaiseen satunnaisotantaan ja ositettuun otantaan.

Tarkastellaan ensin estimointia ddrellisessd perusjoukossa hieman yleisemmésti
nikokulmasta. Periaatteessa on kolme tapaa selvittdéd tuntematon tunnusluku: 1)
kokonaistutkimus, 2) otantatutkimus ja 3) muut menetelmdt. Kokonaistutki-
muksessa mitataan tai ainakin pyritddn mittaamaan perusjoukon kaikki yksikot.
Otantatutkimuksessa poimitaan perusjoukosta satunnaisesti osajoukko eli ofos,
jonka pohjalta lasketaan arvio eli estimaatti perusjoukon tunnusluvulle. Muista
menetelmistd mainittakoon yhden tai useamman asiantuntijan nikemykseen pe-
rustuvat arviot ja nk. katu-gallupit. Niitd menetelmié ei késitelld yhteydessé.

On selvéd ettd kokonaistutkimus on kalliimpi ja tulokset saadaan hitaammin
kuin otantatutkimuksessa. Usein otantatutkimus on kiytdnnossé ainoa vaihtoeh-
to. On ehka ylléttavia, mutta otantatutkimuksella saadaan jopa luotettavampi tu-
los kuin kokonaistutkimuksella.

Kokonais- ja otantatutkimuksen vertailemiseksi tarkastellaan ensin tunnusluvun
arviointiin liittyvid virhelédhteitd, joista tirkeimmét ovat 1) otantavirhe, 2) mit-
tausvirhe ja 3) kato.

Otantavirhe on yhti kuin otoksesta lasketun tunnusluvun poikkeama perusjou-
kon todellisesta arvosta. Esimerkiksi jos otoksesta laskettu puolueen kannatus-
prosentti on 21 % ja todellinen arvo on 22 %, on otantavirhe -1 %-yksikkod.
Yksittdisen otoksen kohdalla otantavirheen suuruutta ei tiedetd, mutta otantavir-
heen satunnaiskdyttdytyminen yleensd hallitaan. Voidaan esimerkiksi sanoa,
kuinka suuret otantavirheet ovat harvinaisia. Kokonaistutkimuksessa ei esiinny
otantavirhett.

Mittausvirhetti syntyy esimerkiksi, kun vastaaja salaa todellisen puoluekantan-
sa ja ilmoittaa toisen puolueen. Mittausvirhettd voidaan vihentdd kdyttimailla
luotettavampia mittausmenetelmid. Esimerkiksi jos haastattelutilanteessa taa-
taan vastausten anonyymisyys, mittausvirheen todennédkdisyys pienenee. Koska
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otantatutkimuksessa mittausten kokonaisméérd on pienempi kuin kokonaistut-
kimuksessa, voidaan otantatutkimuksessa kdyttdd tarkempia mittausmenetelmii.
Siten otantatutkimuksessa mittausvirhettd esiintyy yleensid vihemmain kuin ko-
konaistutkimuksessa.

Katoa esiintyy, jos otokseen tai kokonaistutkimuksessa perusjoukkoon kuulu-
vaa henkil6i ei tavoiteta tai hin kieltdytyy vastaamasta. Kokonaistutkimuksessa
vastausten suuri médrdd tuudittaa helposti vidrdin luotettavuuden tunteeseen ja
katoon liittyvét ongelmat helposti unohdetaan. Otantatutkimuksessa on tapana
tehdd vihintddn yksi uusintakysely (karhuaminen) kadon piiriin kuuluvista ja si-
ten kadon vaikutukset voidaan arvioida ja ottaa huomioon estimaateissa. Kol-
mesta edelld késitellystd virheldhteestd kahdessa (mittausvirhe ja kato) otanta-
tutkimus johtaa yleensé pienempii virheeseen kuin kokonaistutkimus.

11.2 Otantamenetelmiit

Otantamenetelma sisiltda kaksi seikkaa: tapa jolla otos poimitaan ja kaava jolla
arvio (estimaatti) tuntemattomalle tunnusluvulle lasketaan. Tarkeimmit otanta-
menetelméit ovat

1) Yksinkertainen satunnaisotanta (YSO, simple randon sample)
2) Systemaattinen eli tasavilinen otanta (systematic sampling)
3) Ositettu otanta (stratified sampling)

4) Ryvisotanta (cluster sampling)

Seuraavassa tullaan kédyttiméan samoja merkintdjd kuin edellékin tidssd kirjassa.
Uutena merkintdnd on perusjoukon suuruus N. Muistettakoon ettd otoskokoa
merkitidin vastaavalla pienelld kirjaimella eli n:114.

11.3 Yksinkertainen satunnaisotanta

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa tilastoyksikot numeroidaan 1:std N:din tai
kiytetddn jo olemassa olevaa numerointia (esim. asiakasnumerot). Seuraavassa
esimerkissd otoksen poiminta tehdididn asiakasnumeron avulla (Anro). Asiakas-
numeron tulee olla yksikésitteinen eli kahdella asiakkaalla ei saa olla samaa
asiakasnumeroa.

Taulukko 25: Asiakasrekisterin alkua Excel-ympiristossi

A ] B [ c_ ]
Asiakasrekisteri

Anro  Asiakas Osoite
30123 Asiakas 1 | Osoite 1
30345 Asiakas 2 | Osoite 2
20678 Asiakas 3 | Osoite 3
10123 Asiakas 4 Osoited
40234 |Asiakas & | Osoite 5
G06TE Asiakas 6 | Osoite 6
20123 Asiakas 7 | Osoite 7

il G R
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Huoml. Excelin poiminta edellyttdi, ettd poiminnassa kdytettdvéin luvun on ol-
tava numeromuodossa - siind ei saa olla esim. kirjaimia.

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa jokaisella yksikolld on yhtd suuri todenné-
koisyys tulla poimituksi otokseen. Kéytinndssd otoksen poiminta tehddidn sa-
tunnaislukujen avulla. Aikaisemmin kéytettiin satunnaislukutaulukoita, mutta
nykyiédn esim. Excel-taulukkolaskennassa on Sampling —menetelmd, jolla poi-
minta voidaan tehda.

Valitaan Tools/Data Analysis —valikosta (Tyokalut/Tietojen analysointi)
Sampling —vaihtoehto (Otanta), jolloin saadaan seuraava valintaikkuna.

Kuva 48: Otannan méérittelyikkuna Excelisséa
B sampling |

—lInput T3
Input Range: $A31:-$A%1280 l—l
A |

~Sampling Method

1 Periodic
Period: I
(il Random
Mumber of 5amples: 100

—Output options
() Dutput Bange: I
= New Worksheet Ply: I
T Hew Workbook

Madrittele Input Range —alueeksi solut, joissa on perusjoukon numerointi
(esimerkissd A1:A1280). Sampling Method on Random ja Number of Samp-
les (termi on muuten viird - pitdisi olla Sample Size) on otoskoko n.

Poimittujen lukujen sijoittamiselle on kolme vaihtoehtoa:

e Sijoitetaan tulostusalueelle (Output Range), jonka méidrittelemiseksi
riittdd ensimmdéinen solu.

e Sijoitetaan uudelle tydarkille (New Worksheet Ply).

e Sijoitetaan uuteen tyokirjaan (New Workbook).

Huoml. Excelin poiminnassa sama luku voi esiintyi otoksessa useamman ker-
ran. Siksi on syytd médritelld poiminnassa otoskooksi hieman suurempi luku
kuin varsinainen otoskoko. Poimituista luvuista voidaan poistaa toistot Da-
ta/Filter/Advanced Filter komennolla (Tiedot/Suodata/Erikoissuodatus) ja
merkitsemélld rasti Unique records only —kohtaan (Kuva 49). Toisaalta toisto-
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jen poisto voidaan tehdd my0s seuraavassa vaiheessa, kun otokseen poimittui-
hin tilastoyksikoihin liitetdédn rekisteristi lisitietoja.

Otokseen poimituista yksikoistd (esim. asiakkaista) tarvitaan yleensd muitakin
tietokannassa olevia tietoja. Ndméd saadaan poimittua Data/Filter/Advanced

Filter —komennolla, jonka valintaikkuna on esitetdin Kuva 49:ssé.

Kuva 49: Tietojen erikoissuodatus Excelissi

= Advanced Filter

Action

I/ Filter the Lizt, in-place m

® Copy to Another Location Cancel I
List Range: | Help I

Criteria Range: |

Copy to: |

[® ‘Unique Records Only:

Copy to Another Location —vaihtoehto valitaan, koska otokseen poimituista
yksikdistd halutaan oma rekisteri.

List Range on alkuperiinen rekisteri siten, ettd siihen sisdltyy myos kenttien
nimet.

Criteria Range —alueeseen sijoitetaan otokseen poimitut luvut. Luvuissa voi
toistoja. Alueen ensimmdiiseen soluun sijoitetaan kentdn nimi (Taulukko 25:n
esimerkissi s. 124 kentéin nimi on Anro).

Copy to —alueeseen merkitiin tulosalueen vasen ylanurkka.

Unique Records Only —ruutuun merkitédin rasti, koska toistoja ei haluta mu-
kaan.

11.4 Systemaattinen otanta

Systemaattisessa eli tasavilisessd otannassa ei perusjoukon tilastoyksikditd tar-
vitse numeroida. Riittdd kun yksikot ovat perikkdisessd jirjestyksessd, esim.
asiakasrekisteri, jossa ei ole asiakasnumeroa — tai laatikossa olevat osoitekortit.

Oletetaan, ettd poimintavili k = N/n on kokonaisluku. Esimerkiksi jos N =
10000 ja n = 200, on poimintavéli k = 50. Perusjoukon k ensimmadisti yksik-
kodd numeroidaan ja niistd poimitaan otokseen satunnaisesti yksi, jonka jérjes-
tysnumero olkoon u. Seuraavat yksikot poimitaan otokseen u:sta lukien poimin-
tavélin k vilein. Siten otokseen poimittujen yksikoiden jirjestysnumerot ovat u,
u+k, u+2k, u+3k jne.




127

Jos perusjoukossa on esim. systemaattista vaihtelua, saattaa systemaattinen
otantaa perusjoukosta védristyneen kuvan. Esimerkiksi jos kioskin paivittdisesti
myynnistd valitaan joka seitsemdis pdivi, voi virhe olla varsiin suuri puoleen tai
toiseen.

11.5 Estimointi yksinkertaisessa satunnaisotannassa

Otoskeskiarvon X keskivirheelle D(X ) voidaan matemaattisesti johtaa seuraa-
va kaava:

o |0
oV N

jossa © on muuttujan keskihajonta perusjoukossa. Suhdetta n/N kutsutaan
otantasuhteeksi (voidaan ilmaista myGos prosentuaalisena) ja termid 1-n/N vas-
taavasti ddrellisen perusjoukon korjaustermiksi.

D(X) =

1. Otoskoko n on jakajassa nelidjuuren alla. Jos keskivirhe halutaan otoskokoa
kasvattamalla esim. puolittaa, on otoskoko nelinkertaistettava.

2. Muuttujan keskihajonta vaikuttaa suorassa suhteessa keskivirheeseen. Kéy-
tdnnossd muuttujan keskihajontaa ei voida pienentdd. Sen sijaan perusjouk-
ko voidaan jakaa osiin eli osifteisiin siten, etti ositteiden sisdlld muuttujan
vaihtelu on vihidisempédd. Tdhdn perustuu ositettu otanta.

3. Perusjoukon koko N ei yleensd vaikuta keskivirheen suuruuteen, koska
otantasuhde n/N on yleensi ldhelld nollaa, jolloin vastaavasti termi 1-n/N
on ldhelld ykkostd. Eli olipa perusjoukon suuruus 30000 henked tai 3 milj.,
niin keskivirhe on kéytéinnossi sama.

4. Pelkidstddn otantasuhteen arvosta ei voida péitelld estimoinnin tarkkuutta.
Esimerkiksi jos kahdesta eri otoksesta tiedetdéin ainoastaan otantasuhteet
1% ja 2%, niin ei voida piitelld, ettd jalkimmdiinen otanta antaisi tarkem-
man tuloksen.

Yleensd otantasuhde on niin pieni (alle 10 %), ettd darellisen perusjoukon kor-
jaustermi voidaan unohtaa. Silloin keskiarvon keskivirhe yksinkertaistuu muo-
toon

o
Vn

joka on sama kuin keskivirheen lauseke jo luvussa 4.2, s. 32.

D(X)=
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Prosenttiluvun p keskivirheelle on vastaavasti voimassa kaava

J6(100-0) [ “n
Jn N’

jossa O on perusjoukon prosenttiluku (ks. myos 4.3 s. 34).

D(p)=

11.5.1 Luottamusvali

Keskivirheen avulla saadaan perusjoukon tuntemattomalle tunnusluvulle luot-
tamusvili (ks. luku 5.3, s. 56 ja luku 6, s. 57). Yleisimmin kéytetddn 95 %:n
luottamusvilii, jolloin on 95 %:n varmuus, ettid perusjoukon tunnusluku todella
kuuluu otoksesta laskettuun viliin. Keskiarvon ja prosenttiluvun 95 %:n luotta-
musvili ovat likiméirin

X £1,96  keskivirhe ja  p=1,96*keskivirhe.

11.6 Ositettu otanta

Ositetussa otannassa perusjoukko jaetaan osiin eli ositteisiin, joissa kussakin
tehdddn oma otanta ja ndin saadut tulokset yhdistetddn koko perusjoukon tun-
nusluvun estimaatiksi. Seuraavassa esimerkkeja osituksesta:

e  Yritykset jaetaan suuriin, keskisuuriin ja pieniin yrityksiin.

e Sairaanhoitopiiri muodostuu 25 kunnasta. Kukin kunta muodostaa
oman ositteensa.

e  Viesto jakautuu ld4nijaon mukaisiin ositteisiin

Huom. Ositusta ei pidd sotkea ryvéstykseen (ryvésotantaan). Ryvisotannassa
rypdistd poimitaan otos (esim. kaikista Suomen kunnista poimitaan 30 kuntaa,
joista poimitaan edelleen henkilStason otokset).

Ositetun otannan kiytolle voidaan 16ytdd useita syitéi:

e Halutaan tarkempia estimaatteja. Ositetun otannan estimaatit verrattuna
yksinkertaisella satunnaisotannalla saatuihin estimaatteihin ovat sitd
tarkempia mitd enemmén ositteiden keskiarvot tai prosenttiluvut eroa-
vat toisistaan.

e Jokaisessa ositteessa halutaan tunnusluku estimoida halutulla tarkkuu-
della, minka lisdksi halutaan saada estimaatti koko perusjoukon tunnus-
luvulle.

e Tietojen kerddamiseen liittyvit syyt: joissakin ositteissa kdytetdén kirje-
kyselyé ja toisissa ositteissa henkilokohtaista kédyntid.
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11.6.1 Estimointi ositetussa otannassa

Jokaisesta ositteesta poimitaan yksinkertainen satunnaisotos. Merkitédin i. osit-
teen otoskeskiarvoa X; :lla. Ndmé ovat tietenkin ositteiden keskiarvojen esti-

maatteja. Koko perusjoukon harhaton estimaatti saadaan ositteiden keskiarvojen
painotettuna keskiarvona, kun painoina kiytetdin ositepainogja W; = Ni/N (N
on perusjoukon koko eli Nj:den summa). Kaavana saadaan

jossa x; on j. tilastoyksikon arvo i. ositteessa.

Téstd kaavasta huomataan, ettd on kaksi tapaa laskea keskiarvon estimaatti osi-
tetussa otannassa.

1) Painotetaan ositekeskiarvoja ositepainoilla.

2) Painotetaan havaintoarvoa x;; osamidrdlld Ni/m;. Useimmissa tilasto-
ohjelmissa on painomuuttujan kdyttdmahdollisuus, jolloin painomuuttu-
jan arvo médrdtddn timédn osamairdn mukaisesti.

On huomattava, ettd tima estimaatti ei yleensd ole kaikkien otokseen poimittu-
jen lukujen keskiarvo. Ainoastaan suhteellisen kiintidinnin tapauksessa osite-

tun otannan estimaatti on yhté kuin otoksen lukujen keskiarvo.

Huom. Koska prosenttiluku voidaan tulkita keskiarvoksi, pétee edelld ollut kaa-
va my0s prosenttiluvulle.

Ositetun otannan estimaatin keskivirheelle on voimassa lauseke

2
J— o;
D(X,)= Zwiznl_.(l_ni/Ni).

1

Esimerkki. Vuonna 1993 tehtiin kyselytutkimus kansalaisten energia-asenteista.
Koska ydinvoimapaikkakuntien Eurajoen ja Loviisan asukkaiden mielipiteet ha-
luttiin erityisesti selvittdd, poimittiin otos

ositettuna siten, ettd ositteita oli kolme: ! Kayttoa p!tg!s! tgntuvasp !!s?ta

.. .. . 2 Kayttda pitéisi hieman lisata
Eurajoki, Loviisa ja mu}l Suomi. Useam- 3 Kaytdn nykyinen taso on sopiva
man sadan kKysymyksen joukosta tarkastel- | 4 Kayttoa pitaisi hieman vahentaa
laan tdssd ldhemmin kysymystd “Pitddkod | 5 Kayttoa pitaisi tuntuvasti vahentaa
ydinvoiman kayttod lisdtd?” Sen vastaus- | 6 Kaytosté pitéisi luopua kokonaan
vaihtoehdot ovat viereisessd taulukossa. 7 En osaa sanoa
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Jotta tistd kysymyksestd olisi jarkevd laskea keskiarvoja, jétettiin vaihtoehto
seitsemin “En osaa sanoa” pois. Ositekohtaiset keskiarvot ja muut tiedot ovat
seuraavassa taulukossa.

Taulukko 26: Pitiikoé ydinvoiman kayttoa lisatd? Ositekohtaiset tiedot.

Ositteen Otoskoko Ositepaino Keski-
Osite koko N; n W, Ni/n; arvo
Eurajoki 4 800 123 0,00120 39,0 2,642
Loviisa 7 700 122 0,00193 63,1 2,643
Muu Suomi 3 983 000 1 339 0,99687 29746 3,445
Yhteensa 3995 500 1584 1,00000 25224 3,315

Huomataan ettd ydinvoimapaikkakunnilla suhtautuminen ydinvoiman lisdraken-
tamiseen on huomattavasti myonteisempéd kuin muulla Suomessa. Taulukossa
oleva yhteensd —keskiarvo 3,315 on laskettu tavallisena keskiarvona ja on tissi
tapauksessa perusjoukon keskiarvon harhainen estimaatti. Oikea harhaton kes-
kiarvo saadaan painottamalla ositekohtaisia keskiarvoa ositepainoilla ja tulok-
seksi saadaan 3,442.

11.6.2 Otoksen Kiintiointi

Kun otoskoko mééritty, on vield piitettivd, miten otoskoko jaetaan ositteiden
kesken. Tatd kutsutaan otoksen kiintivinniksi eli allokoinniksi. On huomattava
ettd ositettu otanta sininsa sallii millaisen kiintidinnin tahansa. Ositetun otannan
estimaattori antaa aina harhattoman tuloksen. Otoksen kiintiGinti vaikuttaa sen
sijaan estimaattorin keskivirheeseen. Yleensd halutaan estimoida perusjoukon
tunnusluku mahdollisimman tarkasti. Joskus voi olla tavoitteena arvioida osite-
kohtaiset tunnusluvut samalla tarkkuudella.

Seuraavassa taulukossa on kolme yleisimmin kéytettyd kiintiointia.

Taulukko 27: Otoksen kiintiointimenetelmiit

Tasainen kiintiointi n; = n/(ositteiden lkm)
Suhteellinen kiintidinti n; =n- N/N
Optimaalinen kiintidinti n; on suhteellinen tuloon N; - G;

Tarkastellaan esimerkkid, jossa tarkoituksena on arvioida USA:n sahojen tuo-
tannon maérd v. 1943, kun edellisen vuoden tiedot ovat kiytettdvissd koko pe-
rusjoukon osalta. Sahat on jaettu kolmeen ositteeseen: suuret, keskisuuret ja
pienet sahat. Taulukko 28 esittdad esimerkkiin liittyvét ositekohtaiset tiedot:
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Taulukko 28: Ositekohtaiset tiedot

Osite Sahan tuotanto | Sahojen Ikm | Keskim. tuotanto | Arvioitu kes-
v. 1942 v. 1942 kihajonta
Suuret 5000- 538 11030 9000
Keskisuuret 1000-4999 4756 1780 1200
Pienet -999 30964 204 300
Yhteensid 36258 571 1684

Verrataan keskiarvon estimoinnin tarkkuutta yksinkertaisen satunnaisotannan ja
ositetun otannan kolmen kiintidinnin tapauksissa, kun otoskoko on sata sahaa.
Ositetun otannan kolme kiintidintivaihtoehtoa antaa Taulukko 29:ssa esitetyt
ositteiden otoskoot.

Taulukko 29: Sadan sahan otos allokoitu kolmella eri tavalla

Osite Tasainen Suhteellinen Optimaalinen
kiintiointi Kiintiointi kiintiointi
Suuret 34 2 24
Keskisuuret 33 13 29
Pienet 33 85 47

Suhteellinen kiintiointi ottaa huomioon vain ositteen koon, minkd vuoksi suur-
ten sahojen ositteesta valitaan vain kaksi sahaa.

Vertailtavien menetelmien keskivirheet esitetdan Taulukko 30:ssi.

Taulukko 30: Otanta- ja kiinti6intimenetelmien keskivirheet

Menetelmé Keskivirhe
Yksinkertainen satunnaisotanta 168,0
Ositettu otanta, tasainen kiintidinti 57,1
Ositettu otanta, suhteellinen kiintiointi 107,7
Ositettu otanta, optimaalinen kiintidinti 54,7

Huomataan, ettd kaikilla ositetun otannan kiintioinneilld saadaan huomattavasti
tarkemmat estimaatit kuin yksinkertaisella satunnaisotannalla. Optimaalisen
kiintidinnin keskivirhe on n. puolet suhteellisen kiintidinnin keskivirheesti.
Tamai ero johtuu ositteiden keskihajontojen suurista eroista.
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11.7 Ryvisotanta

Ryvisotannassa perusjoukko jaetaan rypdisiin (esim. kuntajako). Rypdistd poi-
mitaan otos (esim. 30 kuntaa) ja néistd otokseen poimituista rypéistd poimitaan
henkil6- tai yritystason otokset. T#ll6in on kyse kaksiasteisesta ryvisotannasta,
silld otantaa kédytettiin kahdessa vaiheessa.

Ryvisotannalla voidaan vihentdd kustannuksia varsinkin, jos otokseen poimit-
tujen henkildiden luona tai yrityksissd joudutaan kdaymaéin.

Koska rypiiden koko yleensi vaihtelee suuresti (esim. kunnat), on syytd poimia
rypdét niiden suuruuteen suhteutetuilla todennikoisyyksilld. Rypédiden sisdlld
kiytetddn tilastoyksikdiden poiminnassa tasaista kiintidintid eli jokaisesta poi-
koosta. Télloin keskiarvon ja prosenttiluvun estimaattori on itsepainottuva, jol-
loin estimaatit voidaan laskea tavalliseen tapaan ilman mitién painotusta.
Ositettu otanta ja ryvésotanta voidaan yhdistdd siten, ettd rypdit jaetaan osittei-
siin (esim. kuntien ld#nijako). Jokaisessa ositteessa kiytetdin ryvésotantaa ja
ositekohtaiset estimaatit yhdistetdén lopuksi koko perusjoukon tunnusluvun es-
timaatiksi.

11.8 Otoskoon mddrddminen ddrellisen perusjoukon tapauksessa

Luvussa 10 (s. 114) kisiteltiin otoskoon médrdamistd ddrettoméidn perusjoukon
tapauksessa. Vaikka tdlloinkin kdytinnosséd perusjoukko on direllinen, ei perus-
joukon suuruutta otettu niissi tarkasteluissa huomioon. Témén luvun tulokset
saadaan muunnettua vastaamaan &dérellistd perusjoukkoa yksinkertaisella kaa-
valla. Médritiin ensin otoskoko luvussa 10 esitetylld tavalla, jolloin siis perus-
joukon suuruus jitetddn huomioonottamatta. Merkitiddn ndin saatua otoskokoa
ny:1la. Lopullinen otoskoko n saadaan kaavalla

Seuraavassa taulukossa (Taulukko 31) on havainnollistettu perusjoukon suuruu-
den vaikutusta otoskokoon. Siini otoskoon arvo &ddrettdémén perusjoukon tapa-
uksessa on ny=100 ja todellinen otoskoko on laskettu viidelld perusjoukon suu-
ruuden arvolla.

Taulukko 31: Perusjoukon suuruuden vaikutus otoskokoon

Perusjoukon
suuruus N 1 000 000 100 000 10 000 1 000 500
Otoskoko n 100 100 99 91 83
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Tixel-ohjelmassa on laskentapohjat (ks. Taulukko 32 ja Taulukko 33) otos-
koon miirdamiselle prosenttiluvun ja keskiarvon tapauksessa. Ne perustuvat
lukujen 10.2.1 ja 10.2.2 kaavoihin ja perusjoukon suuruuden huomioonottami-
seen. Laskentapohjilla voidaan paitsi méddritd otoskoko myos arvioida esti-
moinnin tarkkuus, kun otoskoko tunnetaan.

Kun laskentapohjia kéytetdiin otoskoon médrdimiseen, tiytetiddn neljdstid raste-
roidusta solusta kaksi ensimmaisté ja alimmainen solu, jolla méédritelldén halut-
tu estimoinnin tarkkuus (95 %:n luottamusvdlin puolikas).

Prosenttiluvun tapauksessa on annettava arvio estimoitavasta prosenttiluvusta.
Suurin otoskoko saadaan arvolla 50 ja otoskoko pienenee, mitd enemmén loi-
tonnutaan viidestdkymmenesta.

Taulukko 32: Otoskoon miaridminen prosenttiluvun tapauksessa (Tixel)

O toskoon méaéirddaminen ja estimoinnin tarkkuus

% -luvut
Perusjoukon suuruus: Laskennan
Arvio estimoitavasta % -luvusta: tulos:
O toskoko: | I I#DIVIO!I

tai

95% :n luottamusvilin puolikas: | I I#DIV/O!I

O hje: Tayta rasteroidut solut. Otoskoko ja 95% :n luottamusvélin pituus ovat vaihloehloisia\
tapoja maaritella otannan tarkkuus. Jos syotat otoskoon arvon, antaa laskenta Iv:n puolikkaan
pituuden. Jos syotat lvin puolikkaan arvon, antaa laskenta otoskoon arvon.

w,

Taulukko 33: Otoskoon miariaminen keskiarvon tapauksessa (Tixel)

O toskoon méaaraaminen ja estimoinnin tarkkuus

Keskiarvo
Perusjoukon suuruus: Laskennan
Keskihajonta: tulos:
O toskoko: I I I#DIVIO!I

tai ><:
95% :n luottamusviélin puolikas: I I I#DIVIO!I

apoja maaritelld otannan tarkkuus. Jos sydtat otoskoon arvon, antaa laskenta Iv:n puolikkaan
pituuden. Jos sydtat Iv:n puolikkaan arvon, antaa laskenta otoskoon arvon.

[)hje: Tayta rasteroidut solut. O toskoko ja 95% :n luottamusvélin pituus ovat vahloehtosia)
t

Alla sijaitsevassa esimerkissd sadan tuhannen hengen perusjoukon prosenttiluku
halutaan estimoida 3 %-yksikon tarkkuudella, kun karkea arvio prosenttiluvulle
on 30 %. Otoskoon arvoksi saadaan 888 henkilda.

Rrugokonawurus 100 000 LadeETen
Anioedinuitaeda %cluimea 30 tuos

o [
t
95%nluwttamsdinpudiles [ 3|
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12 Liitteet

LIITE 1: Standardoidun normaalijakauman kertyméfunktion arvoja

v

Di)=P(Z<2)

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

-3,5 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002
-3,4 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0008 0,0003 0,0003 0,0002
-3,3 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003
-3,2 0,0007  0,0007 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005
-3,1 0,0010  0,0009 0,0009 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007
-3,0 0,0013 0,003 0,0013 0,002 0,0012 0,0011 0,0011 0,001 0,0010 0,0010
-2,9 0,0019 0,0018 0,0018 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,005 0,0014 0,0014
-2,8 0,0026 0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022 0,0021 0,0021 0,0020 0,0019
-2,7 0,0035 0,0034 0,0033 0,0082 0,0081 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026
-2,6 0,0047 0,0045 0,0044 0,0043 0,0041 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036
-2,5 0,0062 0,0060 0,0059 0,0057 0,0065 0,0054 0,0052 0,0051 0,0049 0,0048
-2,4 0,0082 0,0080 0,0078 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0068 0,0066 0,0064
-2,3 0,0107 0,0104 0,0102 0,0099 0,0096 0,0094 0,0091 0,0089 0,0087 0,0084
-2,2 0,0139 0,0136 0,0132 0,0129 0,0125 10,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110
-2,1 0,0179 00174 0,0170 0,0166 0,0162 0,058 0,054 0,0150 0,0146 0,0143
-2,0 0,0228 0,0222 0,0217 0,0212 0,0207 0,0202 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183
-1,9 0,0287 0,0281 0,0274 0,0268 0,0262 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239  0,0233
-1,8 0,0359 0,0351 10,0344 0,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294
-1,7 0,0446 0,0436 0,0427 0,0418 0,0409 0,0401 0,0392 0,0384 0,0375 0,0367
-1,6 0,0548 0,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0465 0,0455
-1,5 0,0668 0,0655 0,0643 0,0630 0,0618 0,0606 0,0594 0,0582 0,0571 0,0559
-1,4 0,0808 0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0721 0,0708 0,0694 0,0681
-1,3 0,0968 0,0951 0,0934 0,0918 0,0901 0,0885 0,0869 0,0853 0,0838 0,0823
-1,2 0,151 0,131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 0,1003  0,0985
-1,1 0,357 0,1335 0,1314 0,1292 0,1271 0,251 0,230 0,1210 0,1190 0,1170
-1,0 0,1587 0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,1469 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379
-0,9 0,1841 0,1814 0,1788 0,1762 10,1736 0,711 0,1685 0,1660 0,1635 0,1611
-0,8 0,2119  0,2090 0,2061 0,2033 0,2005 0,1977 0,1949 0,1922 0,1894 0,1867
-0,7 0,2420 10,2389 0,2358 0,2327 10,2296 0,2266 0,2236 0,2206 0,2177 0,2148
-0,6 0,2743 0,2709 0,2676 0,2643 02611 0,2578 0,2546 0,2514 0,2483  0,2451
-0,5 0,3085 0,3050 0,3015 0,2981 0,2946 0,2912 0,2877 0,2843 0,2810 0,2776
-0,4 0,3446 0,3409 0,3372 10,3336 0,3300 0,3264 0,3228 10,3192 0,3156 0,3121
-0,3 0,3821 0,3783 0,3745 10,3707 10,3669 0,3632 0,3594 0,3557 0,3520 0,3483
-0,2 0,4207 0,4168 0,4129 0,4090 0,4052 0,4013 0,3974 0,3936 0,3897 0,3859
-0,1 0,4602 0,4562 0,4522 0,4483 0,4443 0,4404 04364 04325 0,4286 0,4247
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 05160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319  0,5359
0,1 0,6398 10,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 05910 05948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 10,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 06700 06736 06772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257  0,7291 0,7324 0,7357 10,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 10,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 08159 08186 0,8212 10,8238 10,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 0,8413 00,8438 10,8461 08485 08508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 08665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 08770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 10,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 10,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 09131 09147 09162 0,9177
1,4 09192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 09332 10,9345 0,9357 0,9370 10,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 09554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 09641 09649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 0,9726 0,9732 0,9738 09744 09750 09756 0,9761 0,9767
2,0 09772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
21 09821 10,9826 0,9830 10,9834 09838 09842 09846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 09861 09864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 10,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
24 0,9918 10,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 10,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 10,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 09970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 09977 09978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
29 0,9981 10,9982 0,9982 0,9983 09984 09984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
31 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 09992 09992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 09994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
33 0,9995 10,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 09997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
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| 35 | 09998

0,9998 0,9998 0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,9998

0,998 |

LIITE 2: t-jakauman kriittisié arvoja

o o/2 o/2
0 t —t 0 +t
Yksisuuntainen testi Kaksisuuntainen testi
Merkitsevyystaso yksisuuntaisessa testissi
0,25 02 0,15 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0005 0,00005
MerKkitsevyystaso kaksisuuntaisessa testissi

df 0,50 040 030 020 010 005 002 001 0,001 0,0001
1 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656 636,578 6370,544
2 0,816 1,061 1,386 1,886 2,920 4,303 6,965 9925 31,600 100,136
3 0,765 0978 1,250 1,638 2,353 3,182 4,541 5841 12,924 28,014
4 0,741 0941 1,190 1,533 2,132 27776 3,747 4,604 8,610 15,534
5 0,727 0,920 1,156 1476 2,015 2571 3,365 4,032 6,869 11,176
6 0,718 0,906 1,134 1,440 1,943 2447 3,143 3,707 5,959 9,080
7 0,711 0,896 1,119 1415 1,895 2365 2998 3499 5,408 7,888
8 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 2306 2,896 3,355 5,041 7,120
9 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2262 2,821 3,250 4,781 6,594
10 | 0,700 0,879 1,093 1,372 1,812 2228 2,764 3,169 4,587 6,212
11 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2201 2,718 3,106 4,437 5,923
12 | 0,695 0,873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 4,318 5,695
13| 0,694 0870 1,079 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 4,221 5,513
14 | 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,145 2,624 2977 4,140 5,364
15| 0,691 0866 1,074 1,341 1,753 2,131 2,602 2947 4,073 5,239
16 | 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,120 2,583 2921 4,015 5,134
17 | 0,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,965 5,043
18 | 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,922 4,966
19 | 0,688 0,861 1,066 1,328 1,729 2,093 2,539 2861 3,883 4,899
20 [ 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,850 4,838
21 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,819 4,785
22 [ 0,686 0,858 1,061 1,321 1,717 2,074 2508 2,819 3,792 4,736
23 | 0,685 0,858 1,060 1,319 1,714 2,069 2500 2,807 3,768 4,694
24 | 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,064 2492 2,797 3,745 4,654
25 | 0,684 0,856 1,058 1,316 1,708 2,060 2485 2,787 3,725 4,619
26 | 0,684 0,856 1,058 1,315 1,706 2,056 2479 2,779 3,707 4,587
27 | 0,684 0,855 1,057 1,314 1,703 2,052 2473 2,771 3,689 4,556
28 | 0,683 0,855 1,056 1,313 1,701 2,048 2467 2,763 3,674 4,531
29 [ 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,045 2462 2,756 3,660 4,505
30 [ 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,042 2457 2,750 3,646 4,482
40 | 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,021 2423 2,704 3,551 4,321
50 [ 0,679 0,849 1,047 1,299 1,676 2,009 2403 2,678 3,496 4,228
60 [ 0,679 0,848 1,045 1,296 1,671 2,000 2390 2,660 3,460 4,169
70 | 0,678 0,847 1,044 1294 1,667 1994 2381 2,648 3435 4,127
80 [ 0,678 0,846 1,043 1,292 1,664 1990 2374 2,639 3416 4,095
90 | 0,677 0,846 1,042 1,291 1,662 1987 2368 2,632 3402 4,072
100 ( 0,677 0,845 1,042 1,290 1,660 1,984 2364 2,626 3,390 4,054
200| 0,676 0,843 1,039 1,286 1,653 1972 2345 2,601 3,340 3,970
300| 0,675 0,843 1,038 1,284 1,650 1,968 2,339 2592 3,323 3,944
400 | 0,675 0,843 1,038 1,284 1,649 1966 2336 2,588 3,315 3,930
500 | 0,675 0,842 1,038 1,283 1,648 1,965 2,334 2586 3,310 3,922
I 0,674 0,842 1,036 1,282 1,645 1960 2,326 2576 3,290 3,891
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Kun df — oo, lidhestyviit t-jakauman Kriittiset arvot normaalijakaumaa
LIITE 3: Binomijakauman kertyméfunktion arvoja

x(n) . .
F(k) = PX <k) =% i) s
i=0 J

p-arvo

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

0,9025 0,8100 0,7225 0,6400 0,5625 0,4900 0,3600 0,2500 0,1600 0,0900 0,0400 0,0100

0,9975 0,9900 0,9775 0,9600 0,9375 0,9100 0,8400 0,7500 0,6400 0,5100 0,3600 0,1900
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

N
N = o X

0,8574 0,7290 0,6141 0,5120 0,4219 0,3430 0,2160 0,1250 0,0640 0,0270 0,0080 0,0010
0,9928 0,9720 0,9393 0,8960 0,8438 0,7840 0,6480 0,5000 0,3520 0,2160 0,1040 0,0280
0,9999 0,9990 0,9966 0,9920 0,9844 0,9730 0,9360 0,8750 0,7840 0,6570 0,4880 0,2710
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

W N =0

0,8145 0,6561 0,5220 0,4096 0,3164 0,2401 0,1296 0,0625 0,0256 0,0081 0,0016 0,0001
0,9860 0,9477 0,8905 0,8192 0,7383 0,6517 0,4752 0,3125 0,1792 0,0837 0,0272 0,0037
0,9995 0,9963 0,9880 0,9728 0,9492 0,9163 0,8208 0,6875 0,5248 0,3483 0,1808 0,0523
1,0000 0,9999 0,9995 0,9984 0,9961 0,9919 0,9744 0,9375 0,8704 0,7599 0,5904 0,3439
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

S WN =0

0,7738 0,5905 0,4437 0,3277 0,2373 0,1681 0,0778 0,0313 0,0102 0,0024 0,0003 0,0000
0,9774 09185 0,8352 0,7373 0,6328 0,5282 10,3370 0,1875 0,0870 0,0308 0,0067 0,0005
0,9988 0,9914 0,9734 0,9421 0,8965 0,8369 0,6826 0,5000 0,3174 0,1631 0,0579 0,0086
1,0000 0,9995 0,9978 0,9933 0,9844 10,9692 0,9130 0,8125 0,6630 0,4718 0,2627 0,0815
1,0000 1,0000 0,9999 0,9997 0,9990 0,9976 0,9898 0,9688 0,9222 0,8319 0,6723 0,4095
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

a s WOWN =0

0,7351 0,5314 0,3771 0,2621 0,1780 0,1176 0,0467 0,0156 0,0041 0,0007 0,0001 0,0000
0,9672 0,8857 0,7765 0,6554 0,5339 0,4202 0,2333 0,1094 0,0410 0,0109 0,0016 0,0001
0,9978 0,9842 0,9527 0,9011 0,8306 0,7443 0,5443 0,3438 0,1792 0,0705 0,0170 0,0013
0,9999 0,9987 0,9941 0,9830 0,9624 0,9295 0,8208 0,6563 0,4557 0,2557 0,0989 0,0159
1,0000 0,9999 0,9996 0,9984 0,9954 0,9891 0,9590 0,8906 0,7667 0,5798 0,3446 0,1143
1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9993 0,9959 0,9844 0,9533 0,8824 0,7379 0,4686
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

O A WN=O

0,6983 0,4783 0,3206 0,2097 0,1335 0,0824 0,0280 0,0078 0,0016 0,0002 0,0000 0,0000
0,9556 0,8503 0,7166 0,5767 0,4449 0,3294 0,1586 0,0625 0,0188 0,0038 0,0004 0,0000
0,9962 0,9743 0,9262 0,8520 0,7564 0,6471 0,4199 0,2266 0,0963 0,0288 0,0047 0,0002
0,9998 0,9973 0,9879 0,9667 0,9294 0,8740 0,7102 0,5000 0,2898 0,1260 0,0333 0,0027
1,0000 0,9998 0,9988 0,9953 0,9871 0,9712 0,9037 0,7734 0,5801 0,3529 0,1480 0,0257
1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9987 0,9962 0,9812 0,9375 0,8414 0,6706 0,4233 0,1497
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9984 0,9922 0,9720 0,9176 0,7903 0,5217
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

NOoO O sWN-=O

0,6634 0,4305 0,2725 0,1678 0,1001 0,0576 0,0168 0,0039 0,0007 0,0001 0,0000 0,0000
0,9428 0,8131 0,6572 0,5033 0,3671 0,2553 0,1064 0,0852 0,0085 0,0013 0,0001 0,0000
0,9942 0,9619 0,8948 0,7969 0,6785 0,5518 0,3154 0,1445 0,0498 0,0113 0,0012 0,0000
0,9996 0,9950 0,9786 0,9437 0,8862 0,8059 0,5941 0,3633 0,1737 0,0580 0,0104 0,0004
1,0000 0,9996 0,9971 0,9896 0,9727 0,9420 0,8263 0,6367 0,4059 0,1941 0,0563 0,0050
1,0000 1,0000 0,9998 0,9988 0,9958 0,9887 0,9502 0,8555 0,6846 0,4482 0,2031 0,0381
1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9987 0,9915 0,9648 0,8936 0,7447 0,4967 0,1869
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9993 0,9961 0,9832 0,9424 0,8322 0,5695
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

ONOOUGAWN-=O

0,6302 0,3874 0,2316 0,1342 0,0751 0,0404 0,0101 0,0020 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
0,9288 0,7748 0,5995 0,4362 0,3003 0,1960 0,0705 0,0195 0,0038 0,0004 0,0000 0,0000
0,9916 0,9470 0,8591 0,7382 0,6007 0,4628 0,2318 0,0898 0,0250 0,0043 0,0003 0,0000
0,9994 0,9917 0,9661 0,9144 0,8343 0,7297 0,4826 0,2539 0,0994 0,0253 0,0031 0,0001
1,0000 0,9991 0,9944 10,9804 0,9511 0,9012 0,7334 0,5000 0,2666 0,0988 0,0196 0,0009
1,0000 0,9999 0,9994 10,9969 0,9900 0,9747 0,9006 0,7461 0,5174 0,2703 0,0856 0,0083
1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9987 0,9957 0,9750 0,9102 0,7682 0,5372 0,2618 0,0530
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9962 0,9805 0,9295 0,8040 0,5638 0,2252

NG s WN-=O
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8 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9980 0,9899 0,9596 0,8658 0,6126
9 |1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
p-arvo
n k 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
10 0 0,5987 0,3487 0,1969 0,1074 0,0563 0,0282 0,0060 0,0010 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,9139 0,7361 0,5443 0,3758 0,2440 0,1493 0,0464 0,0107 0,0017 0,0001 0,0000 0,0000
2 0,9885 0,9298 0,8202 0,6778 0,5256 0,3828 0,1673 0,0547 0,0123 0,0016 0,0001 0,0000
3 0,9990 0,9872 0,9500 0,8791 0,7759 0,6496 0,3823 0,1719 0,0548 0,0106 0,0009 0,0000
4 0,9999 0,9984 0,9901 0,9672 0,9219 0,8497 0,6331 0,3770 0,1662 0,0473 0,0064 0,0001
5 1,0000 0,9999 0,9986 0,9936 0,9803 0,9527 0,8338 0,6230 0,3669 0,1503 0,0328 0,0016
6 1,0000 1,0000 0,9999 0,9991 0,9965 0,9894 0,9452 0,8281 0,6177 0,3504 0,1209 0,0128
7 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9984 0,9877 0,9453 0,8327 0,6172 0,3222 0,0702
8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9983 0,9893 0,9536 0,8507 0,6242 0,2639
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9990 0,9940 0,9718 0,8926 0,6513
10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
12 0 | 05404 02824 0,1422 0,0687 0,0317 0,0138 0,0022 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 | 08816 06590 04435 02749 0,1584 0,0850 0,0196 0,0032 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
2 | 09804 0,8891 0,7358 0,5583 0,3907 0,2528 0,0834 0,0193 0,0028 0,0002 0,0000 0,0000
3 | 09978 0,9744 0,9078 0,7946 0,6488 0,4925 0,2253 0,0730 0,0153 0,0017 0,0001 0,0000
4 | 09998 0,9957 0,9761 0,9274 0,8424 0,7237 0,4382 0,1938 0,0573 0,0095 0,0006 0,0000
5 | 1,0000 0,9995 0,9954 0,9806 0,9456 0,8822 0,6652 0,3872 0,1582 0,0386 0,0039 0,0001
6 | 1,0000 0,9999 0,9993 0,9961 0,9857 0,9614 0,8418 0,6128 0,3348 0,1178 0,0194 0,0005
7 | 1,0000 1,0000 0,9999 0,9994 0,9972 0,9905 0,9427 0,8062 0,5618 0,2763 0,0726 0,0043
8 | 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9983 0,9847 0,9270 0,7747 0,5075 0,2054 0,0256
9 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 0,9972 0,9807 0,9166 0,7472 0,4417 0,1109
10 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9968 0,9804 0,9150 0,7251 0,3410
11 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 0,9978 0,9862 0,9313 0,7176
12 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
15 0 | 04633 02059 0,0874 0,0352 0,0134 0,0047 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 | 08290 05490 0,3186 0,1671 0,0802 0,0353 0,0052 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 | 09638 08159 0,6042 0,3980 0,2361 0,1268 0,0271 0,0037 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
3 | 09945 0,9444 0,8227 0,6482 0,4613 0,2969 0,0905 0,0176 0,0019 0,0001 0,0000 0,0000
4 | 09994 0,9873 0,9383 0,8358 0,6865 0,5155 0,2173 0,0592 0,0093 0,0007 0,0000 0,0000
5 | 09999 0,9978 0,9832 0,9389 0,8516 0,7216 0,4032 0,1509 0,0338 0,0037 0,0001 0,0000
6 | 1,0000 0,9997 0,9964 0,9819 0,9434 0,8689 0,6098 0,3036 0,0950 0,0152 0,0008 0,0000
7 | 1,0000 1,0000 0,9994 0,9958 0,9827 0,9500 0,7869 0,5000 0,2131 0,0500 0,0042 0,0000
8 | 1,0000 1,0000 0,9999 0,9992 0,9958 0,9848 0,9050 0,6964 0,3902 0,1311 0,0181 0,0003
9 | 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9992 0,9963 0,9662 0,8491 0,5968 0,2784 0,0611 0,0022
10 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9993 0,9907 0,9408 0,7827 0,4845 0,1642 0,0127
11 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9981 0,9824 0,9095 0,7031 0,3518 0,0556
12 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9963 0,9729 0,8732 0,6020 0,1841
13 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9995 0,9948 0,9647 0,8329 0,4510
14 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9995 0,9953 0,9648 0,7941
15 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
20 0 0,3585 0,1216 0,0388 0,0115 0,0032 0,0008 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,7358 0,3917 0,1756 0,0692 0,0243 0,0076 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,9245 0,6769 0,4049 0,2061 0,0913 0,0355 0,0036 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
3 | 09841 0,8670 0,6477 0,4114 0,2252 0,1071 0,0160 0,0013 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
4 0,9974 0,9568 0,8298 0,6296 0,4148 0,2375 0,0510 0,0059 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000
5 0,9997 0,9887 0,9327 0,8042 0,6172 0,4164 0,1256 0,0207 0,0016 0,0000 0,0000 0,0000
6 1,0000 0,9976 0,9781 0,9133 0,7858 0,6080 0,2500 0,0577 0,0065 0,0003 0,0000 0,0000
7 1,0000 0,9996 0,9941 0,9679 0,8982 0,7723 0,4159 0,1316 0,0210 0,0013 0,0000 0,0000
8 1,0000 0,9999 0,9987 0,9900 0,9591 0,8867 0,5956 0,2517 0,0565 0,0051 0,0001 0,0000
9 1,0000 1,0000 0,9998 0,9974 0,9861 0,9520 0,7553 0,4119 0,1275 0,0171 0,0006 0,0000
10 1,0000 1,0000 1,0000 0,9994 0,9961 0,9829 0,8725 0,5881 0,2447 0,0480 0,0026 0,0000
1" 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9991 0,9949 0,9435 0,7483 0,4044 0,1133 0,0100 0,0001
12 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 0,9987 0,9790 0,8684 0,5841 0,2277 0,0321 0,0004
13 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9935 0,9423 0,7500 0,3920 0,0867 0,0024
14 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9984 0,9793 0,8744 0,5836 0,1958 0,0113
15 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 0,9941 0,9490 0,7625 0,3704 0,0432
16 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9987 0,9840 0,8929 0,5886 0,1330
17 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9998 0,9964 0,9645 0,7939 0,3231
18 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9995 0,9924 0,9308 0,6083
19 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9992 0,9885 0,8784
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20 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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LIITE 4: Binomijakauman Kkriittisia arvoja n:n, o:n ja p:n eri arvoille

p-arvo
n o |005 o1 o015 02 025 03 04 05 06 07 08 09
5 09| 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5
0,95 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5 5
099 2 2 3 3 4 4 5 5 5 5 5 5
0,999 3 3 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5
6 09| 1 2 2 2 3 3 4 5 5 6 6 6
0,95 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6
099 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6 6 6
0,999 3 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6 6
7 09| 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7
0,95 1 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 7
099 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 71 7
0999 3 4 5 5 6 6 7 7 7 7 71 7
8 09| 1 2 3 3 4 4 5 6 7 7 8 8
095 2 2 3 4 4 5 5 6 7 8 8 8
099 2 3 4 5 5 6 6 7 8 8 8 8
0999 3 4 5 6 6 7 7 8 8 8 8 8
9 09| 1 2 3 3 4 4 5 6 7 8 9 9
095 2 3 3 4 4 5 6 7 8 8 9 9
099 2 3 4 5 5 6 7 8 9 9 9 9
0999 3 4 5 6 7 7 8 9 9 9 9 9
10 09| 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 10
095 2 3 3 4 5 5 7 8 8 9 10 10
099 3 4 4 5 6 7 8 9 9 10 10 10
0,999 4 5 6 6 7 8 9 9 10 10 10 10
11 09| 2 2 3 4 5 5 6 8 9 10 10 11
0,95| 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10 11 1
099 3 4 5 6 6 7 8 9 10 11 11 1N
0,999 4 5 6 7 8 8 9 10 11 11 11 1
12 09| 2 3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0,95| 2 3 4 5 6 6 8 9 10 11 12 12
099 3 4 5 6 7 7 9 10 11 12 12 12
0,999 4 5 6 7 8 9 10 11 12 12 12 12
13 09| 2 3 4 4 5 6 7 9 10 11 12 13
0,95| 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 13
099 3 4 5 6 7 8 9 11 12 12 13 13
0,999 4 5 7 8 8 9 11 12 13 13 13 13
14 09| 2 3 4 5 6 6 8 9 11 12 13 14
0,95| 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 14
099 3 4 6 7 8 8 10 11 12 13 14 14
0,999 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 14 14
15 09| 2 3 4 5 6 7 8 10 11 13 14 15
095 2 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15
09 3 5 6 7 8 9 10 12 13 14 15 15
0,999 4 6 7 8 9 10 12 13 14 15 15 15
16 09| 2 3 4 5 6 7 9 11 12 13 15 16
095 2 4 5 6 7 8 10 11 13 14 15 16
09 3 5 6 7 8 9 11 13 14 15 16 16
0,999 4 6 8 9 10 11 12 14 15 16 16 16
17 09| 2 3 4 6 7 8 9 11 13 14 16 17
095 3 4 5 6 7 8 10 12 13 15 16 17
099 3 5 6 8 9 1 12 13 15 16 17 17
0,999 5 6 8 9 10 13 15 16 17 17 17
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p-arvo
n ol 006 01 o015 02 025 03 04 05 06 07 08 09

18 09| 2 3 5 6 7 8 10 12 13 15 16 18
095 3 4 5 7 8 9 11 12 14 16 17 18

099 4 5 7 8 9 10 12 14 15 17 18 18

0999 5 7 8 9 11 12 14 15 17 18 18 18

19 09| 2 4 5 6 7 8 10 12 14 16 17 19
095 3 4 6 7 8 9 11 13 15 16 18 19

099 4 5 7 8 9 11 13 14 16 18 19 19

0999 5 7 8 10 11 12 14 16 17 19 19 19

20 09| 2 4 5 6 8 9 11 13 15 17 18 20
095 3 4 6 7 8 9 12 14 16 17 19 20

099 4 6 7 8 10 11 13 15 17 18 20 20

0999 5 7 9 10 13 15 17 18 19 20 20

21 09| 2 4 5 7 8 9 11 13 15 17 19 21
095 3 5 6 7 9 10 12 14 16 18 20 21

099 4 6 7 9 10 11 14 16 18 19 20 21

0999 5 7 9 10 12 13 15 17 19 20 21 21

22 09| 2 4 5 7 8 9 12 14 16 18 20 21
095 3 5 6 8 9 10 13 15 17 19 20 22

099 4 6 8 9 10 12 14 16 18 20 21 22

0999 5 7 9 11 12 14 16 18 20 21 22 22

23 09| 3 4 6 7 8 10 12 15 17 19 21 22
095 3 5 6 8 9 11 13 15 18 20 21 23

099 4 6 8 9 11 12 15 17 19 21 22 23

0999 5 8 9 11 18 14 17 19 21 22 23 23

24 09| 3 4 6 7 9 10 13 15 17 20 22 23
095 3 5 7 8 10 11 14 16 18 20 22 24

099 4 6 8 10 11 13 15 18 20 22 23 24

0999 5 8 10 11 18 14 17 19 21 23 24 24

25 09| 3 4 6 8 9 10 13 16 18 20 22 24
095 3 5 7 8 10 11 14 17 19 21 23 25

099 4 6 8 12 13 16 18 20 22 24 25

0999 & 8 10 13 15 18 20 22 24 25 25

30 09| 3 5 7 9 11 12 15 19 21 24 27 29
095 4 6 8 10 12 13 16 19 22 25 27 29

09 5 7 9 11 13 15 18 21 24 26 29 30

0999 & 9 11 13 15 17 20 23 26 28 30 30

40 09| 4 6 9 11 14 16 20 24 28 32 35 38
095 4 7 10 12 15 17 20 25 29 33 36 39

09| & 9 12 14 17 19 23 27 31 34 37 40

0999 7 11 14 16 19 21 26 30 33 36 39 40

50 09| 5 8 11 14 16 19 24 30 34 39 44 48
095 5 9 12 15 18 20 26 31 36 40 44 48

099 7 10 14 17 20 23 28 33 38 42 46 49

0999 8 13 16 19 23 25 31 36 40 44 48 50

70 09| & 10 14 18 22 26 33 40 47 54 60 66
095 7 11 16 20 24 27 35 42 49 55 61 67

099 8 13 18 22 26 30 38 45 51 58 63 68

0999 10 16 21 25 29 33 41 48 54 60 65 69

100 09| 8 14 20 25 31 36 46 56 66 76 8 94
095 9 15 21 27 32 38 48 58 68 77 8 95

099 11 18 24 30 3 41 5 62 71 80 89 9

0999 13 20 27 3 39 45 55 65 75 83 91 98
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LIITE 5: xz-jakauman kriittisia arvoja

0 1
o -
df 0,995| 0,99 |0,975| 0,95 | 0,90 | 0,75 | 0,50 | 0,25 | 0,10 | 0,05 |0,025| 0,01 |0,005
1 | 000 000 000 000 002 010 045 132 271 38+ 502 663 788
2 | 001 002 005 010 021 058 139 277 461 59 738 921 10,60
3 007 o011 022 035 058 121 237 411 625 781 935 1134 12,84
4 | 021 030 048 071 106 192 336 539 778 949 11,14 1328 14,86
5 | 041 055 083 LIS 161 267 435 663 924 1107 1283 1509 1675
6 | 068 087 124 1,64 220 345 535 784 1064 1259 1445 1681 1855
7 | 099 124 169 217 28 425 635 904 1202 1407 1601 1848 2028
8§ | 134 165 218 273 349 507 734 1022 1336 1551 17,53 20,09 2195
9 | 173 209 270 333 417 500 834 1139 1468 1692 1902 21,67 23,59
10 | 206 256 325 394 487 674 934 1255 1599 1831 2048 2321 25,19
11 | 260 305 382 457 558 7,58 1034 13,70 1728 19,68 2192 2473 2676
12 | 307 357 440 523 630 844 1134 1485 1855 21,03 2334 2622 2830
13 | 357 411 501 58 704 930 1234 1598 1981 2236 2474 2769 29,82
14 | 407 466 563 657 779 10,17 1334 17,12 21,06 23,68 26,12 2914 31,32
15 | 460 523 626 726 855 11,04 1434 1825 2231 2500 2749 3058 32,80
16 | 514 581 691 796 931 1191 1534 1937 2354 2630 2885 32,00 3427
17 | 570 641 756 867 1009 1279 1634 2049 2477 27,59 30,19 3341 3572
18 | 626 701 823 939 1086 13,68 1734 21,60 2599 2887 31,53 3481 37,16
19 | 684 763 891 10,12 11,65 1456 1834 2272 2720 30,14 32.85 36,19 38,58
20 | 743 826 950 1085 1244 1545 1934 2383 2841 3141 3417 37,57 40,00
21 | 803 890 1028 11,59 1324 1634 2034 2493 2962 32,67 3548 3893 41,40
22 | 864 954 1098 1234 1404 1724 2134 2604 3081 3392 3678 4029 42,80
23 | 926 1020 1169 13,09 1485 1814 2234 27,14 32,01 3517 38,08 41,64 44,18
24 | 989 1086 1240 1385 1566 1904 2334 2824 3320 3642 3936 4208 4556
25 | 1052 11,52 13,12 1461 1647 1994 2434 2934 3438 37,65 40,65 4431 4693
26 | 1,16 1220 1384 1538 1729 20,84 2534 3043 3556 3889 41,92 4564 4829
27 | 1181 1288 1457 1615 1811 2175 2634 31,53 3674 40,11 43,19 4696 49,65
28 | 1246 1356 1531 1693 1894 2266 2734 32,62 37,92 4134 4446 4828 50,99
29 | 13,12 1426 1605 17,71 1977 2357 2834 3371 3909 4256 4572 4959 52,34
30 | 13,79 1495 1679 1849 20,60 2448 2934 3480 4026 43,77 4698 50,89 53,67
40 | 2071 22,16 2443 2651 2905 33,66 3934 4562 5181 5576 5934 63,69 66,77
50 |27.99 2071 3236 3476 3769 42,94 4933 5633 63,17 67,50 7142 76,15 79.49
60 | 3553 3748 4048 43,19 4646 5229 5933 6698 7440 7908 8330 8838 91,95
70 | 4328 4544 4876 5174 5533 6170 6933 77,58 8553 90,53 95,02 10043 10421
80 | 51,17 5354 5715 6039 6428 71,14 7933 88,13 96,58 101,88 106,63 112,33 116,32
90 | 5920 61,75 6565 69,13 7329 80,62 89,33 98,65 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30
100 | 67,33 7006 7422 7793 8236 90,13 9933 109,14 118,50 12434 129,56 13581 140,17
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LIITE 6: F-jakauman Kkriittisii arvoja

Taulukko 1: o= 0,05

Osoittajan vapausasteet

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50
1| 1614 1995 2157 224,6 2302 2340 236,8 2389 240,5 2419 2439 2459 2480 2493 250,1 251,1 2518
2] 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 1940 19,41 1943 19,45 19,46 1946 1947 19,48
3] 10,13 9555 928 9,12 901 894 889 885 881 879 874 870 8,66 863 862 859 858
4] 771 694 659 639 626 616 609 604 600 59 591 586 580 577 575 572 5,90
5| 661 579 541 519 505 495 48 482 477 474 4,68 4,62 456 452 450 446 444
6| 3599 514 476 453 439 428 421 4,15 4,10 406 400 394 387 38 381 377 375
7| 559 474 435 412 397 3,87 379 373 368 364 357 351 344 340 338 334 332
8| 532 446 407 384 3,69 358 350 344 339 335 328 322 315 3,11 308 3,04 3,02
9 512 426 386 363 348 337 329 323 3,18 314 3,07 3,01 29 28 286 283 280
10| 496 4,10 371 348 333 322 3,14 3,07 302 298 291 28 277 273 270 266 2,64
11| 484 398 359 336 320 3,09 301 295 29 28 279 272 265 260 257 253 251
12| 475 389 349 326 311 3,00 291 28 280 275 269 262 254 250 247 243 240
13| 4.67 381 341 318 303 292 28 277 271 267 260 253 246 241 238 234 231
§ 14| 460 374 334 311 296 28 276 270 2,65 260 253 246 239 234 231 227 224
% 15| 454 368 329 306 290 279 271 264 259 254 248 240 233 228 225 220 218
5 16| 449 363 324 301 285 274 266 25 254 249 242 235 228 223 219 215 212
% 17| 445 359 320 29 281 270 261 255 249 245 238 231 223 218 215 210 2,08
; 18| 441 355 316 293 277 266 258 251 246 241 234 227 219 214 211 206 204
% 19| 438 352 313 290 274 263 254 248 242 238 231 223 216 211 207 203 200
'E 201 435 349 3,10 287 271 260 251 245 239 235 228 220 212 207 204 19 197
E 21| 432 347 3,07 284 268 257 249 242 237 232 225 218 210 205 201 19 194
22| 430 344 305 282 266 255 246 240 234 230 223 215 207 202 19 19 191
23| 428 342 3,03 28 264 253 244 237 232 227 220 213 205 200 19 191 188
24| 426 340 3,01 278 262 251 242 236 230 225 218 211 203 197 194 18 186
25| 424 339 299 276 260 249 240 234 228 224 216 209 201 19 192 187 184
26| 423 337 298 274 259 247 239 232 227 222 215 207 19 1,94 19 185 182
28| 420 334 295 271 256 245 236 229 224 219 212 204 19 191 1,87 182 1,79
30| 417 332 292 269 253 242 233 227 221 216 209 201 193 1,8 184 179 176
40| 408 323 284 261 245 234 225 218 2,12 208 200 192 1,84 1,78 1,74 1,69 1,66
50| 403 3,18 279 256 240 229 220 213 207 203 19 187 1,78 1,73 1,69 1,63 1,60
60| 400 3,15 276 2,53 237 225 217 210 204 1,9 192 184 1,75 1,69 165 159 1,56
120] 3.92 3,07 268 245 229 218 209 202 19 191 18 1,75 166 160 155 150 146
200 3.89 304 265 242 226 2,14 206 198 193 1,88 1,80 1,72 1,62 156 1,52 146 141
500 3.86 3,01 262 239 223 212 203 19 1,90 18 177 169 1,59 1,53 148 142 1738
7501 3.85 3,01 262 238 223 211 202 19 1,8 1,84 177 168 1,58 1,52 147 141 137
1000 3.85 3,00 261 238 222 211 202 195 1,89 1,84 1,76 1,68 158 152 147 141 1,36
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Taulukko 2: o = 0,01
Osoittajan vapausasteet

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 50

1 | 4052 4999 5404 5624 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6107 6157 6209 6240 6260 6286 6302

2 | 9850 99,00 99,16 99,25 99,30 9933 99,36 9938 99,39 99,40 9942 99.43 9945 9946 99,47 9948 99.48

3 | 3412 3082 2946 2871 2824 27,91 27,67 27,49 27,34 2723 2705 2687 2669 2658 2650 2641 2635

4 | 2120 1800 16,69 1598 1552 1521 14,98 1480 14,66 1455 1437 1420 1402 1391 1384 1375 13,69

5 | 1626 1327 1206 11,39 1097 10,67 1046 1029 10,16 1005 989 972 955 945 938 929 924

6 | 1375 1092 978 915 875 847 826 810 798 787 772 756 740 730 723 714 7,09

7 | 1225 955 845 785 746 719 699 684 672 662 647 631 616 606 599 591 586

8 | 1126 865 759 701 663 637 618 603 591 581 567 552 536 526 520 512 507

9 | 1056 802 699 642 606 580 561 547 535 52 511 496 481 471 465 457 452

10 | 1004 756 655 599 564 539 520 506 494 485 471 456 441 431 425 417 412

11| 965 721 622 567 532 507 489 474 463 454 440 425 410 401 394 38 38l

12| 933 693 595 541 506 482 464 450 439 430 416 401 38 376 370 362 357

o 13| 907 670 574 521 486 462 444 430 419 410 396 382 366 357 351 343 338
§ 14 | 886 651 556 504 469 446 428 414 403 394 38 366 351 341 335 327 322
§ 15 | 868 636 542 489 456 432 414 400 38 38 3,67 352 337 328 321 313 308
E 16 | 853 623 529 477 444 420 403 38 378 3,69 355 341 326 316 310 302 297
S 17| 840 611 519 467 434 410 393 379 368 350 346 331 316 307 300 292 287
S 18| 829 601 509 458 425 401 38 371 360 351 337 323 308 298 292 284 278
;g 19 | 818 593 500 450 417 394 377 363 352 343 330 315 300 291 28 276 271
B 20| 810 585 494 443 410 387 370 356 346 337 323 300 294 28 278 269 264
Z 1| 802 578 487 437 404 381 364 351 340 331 317 303 288 279 272 264 258
22| 795 572 48 431 399 376 359 345 335 326 312 298 283 273 267 258 253
23| 788 566 476 426 394 371 354 341 330 321 307 293 278 269 262 254 248
24| 782 561 472 422 390 367 350 336 326 3,17 303 289 274 264 258 249 244
25 | 777 557 468 418 385 363 346 332 322 313 299 285 270 260 254 245 240

26 | 772 553 464 414 38 359 342 329 318 300 296 281 266 257 250 242 236

28 | 764 545 457 407 375 353 336 323 312 303 290 275 260 251 244 235 230

30 | 756 539 451 402 370 347 330 317 307 298 284 270 255 245 239 230 225
40 | 731 518 431 38 351 329 312 299 289 280 266 252 237 227 220 211 206

50 | 717 506 420 372 341 3,19 302 28 278 270 256 242 227 217 2,10 201 195

60 | 708 498 413 365 334 3,12 295 28 272 263 250 235 220 210 203 194 188
120 685 479 395 348 317 296 279 266 256 247 234 219 203 193 18 176 1,70
200 676 471 38 341 311 28 273 260 250 241 227 213 197 187 179 169 1,63

500 | 669 465 38 336 305 28 268 255 244 236 222 207 192 181 174 163 157
750 | 667 463 381 334 304 28 266 253 243 234 221 206 190 180 172 162 155
1000| 666 463 380 334 304 28 266 253 243 234 220 206 190 179 172 161 154
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LIITE 7: Pearsonin korrelaatiokertoimen Kriittisten arvojen itseisarvoja

_ t01/2
| T | = >
Jn=2+(t,,)

0=0,05 (5%) o=0,01 (1%) a=0,001 (0,1%)

n 1-suunt. | 2-suunt. 1-suunt. | 2-suunt. 1-suunt. | 2-suunt.
4 0900 0950 0980 0990 0998 0999
5 0.805 0.878 0.934 0.959 0.986 0.991
6 0.729 0.811 0.882 0.917 0.963 0.974
7 0.669 0.754 0.833 0.875 0.935 0.951
8 0.621 0.707 0.789 0.834 0.905 0.925
9 0.582 0.666 0.750 0.798 0.875 0.898
10 0.549 0.632 0.715 0.765 0.847 0.872
1 0.521 0.602 0.685 0.735 0.820 0.847
12 0.497 0.576 0.658 0.708 0.795 0.823
13 0.476 0.553 0.634 0.684 0.772 0.801
14 0.458 0.532 0.612 0.661 0.750 0.780
15 0.441 0.514 0.592 0.641 0.730 0.760
16 0.426 0.497 0.574 0.623 0.711 0.742
17 0.412 0.482 0.558 0.606 0.694 0.725
18 0.400 0.468 0.543 0.590 0.678 0.708
19 0.389 0.456 0.529 0.575 0.662 0.693
20 0.378 0.444 0.516 0.561 0.648 0.679
21 0.369 0.433 0.503 0.549 0.635 0.665
22 0.360 0.423 0.492 0.537 0.622 0.652
23 0.352 0.413 0.482 0.526 0.610 0.640
24 0.344 0.404 0.472 0.515 0.599 0.629
25 0.337 0.396 0.462 0.505 0.588 0.618
26 0.330 0.388 0.453 0.496 0.578 0.607
27 0.323 0.381 0.445 0.487 0.568 0.597
28 0.317 0.374 0.437 0.479 0.559 0.588
29 0.311 0.367 0.430 0.471 0.550 0.579
30 0.306 0.361 0.423 0.463 0.541 0.570
31 0.301 0.355 0.416 0.456 0.533 0.562
32 0.296 0.349 0.409 0.449 0.526 0.554
33 0.291 0.344 0.403 0.442 0.518 0.547
34 0.287 0.339 0.397 0.436 0.511 0.539
35 0.283 0.334 0.392 0.430 0.504 0.532
36 0.279 0.329 0.386 0.424 0.498 0.525
37 0.275 0.325 0.381 0.418 0.492 0.519
38 0.271 0.320 0.376 0.413 0.486 0.513
39 0.267 0.316 0.371 0.408 0.480 0.507
40 0.264 0.312 0.367 0.403 0.474 0.501
50 0.235 0.279 0.328 0.361 0.427 0.451
60 0.214 0.254 0.300 0.330 0.391 0.414
70 0.198 0.235 0.278 0.306 0.363 0.385
80 0.185 0.220 0.260 0.286 0.340 0.361
90 0.174 0.207 0.245 0.270 0.322 0.341
100 0.165 0.197 0.232 0.256 0.305 0.324
150 0.135 0.160 0.190 0.210 0.250 0.266
200 0.117 0.139 0.164 0.182 0.217 0.231
250 0.104 0.124 0.147 0.163 0.195 0.207
300 0.095 0.113 0.134 0.149 0.178 0.189
400 0.082 0.098 0.116 0.129 0.154 0.164
500 0.074 0.088 0.104 0.115 0.138 0.147
600 0.067 0.080 0.095 0.105 0.126 0.134
700 0.062 0.074 0.088 0.097 0.117 0.124
800 0.058 0.069 0.082 0.091 0.109 0.116
900 0.055 0.065 0.078 0.086 0.103 0.110
1000 0,052 0,062 0,074 0,081 0,098 0,104
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LIITE 8: Asteikkovilin lineaarinen muunnos

Empiirisessd tutkimuksessa tulee silloin tilldin vastaan tilanne, jossa tarvitsisi
kyetd muuntamaan tietylld asteikkovililld (esim. 1-5) mitatun muuttujan arvot
vastaamaan jollakin toisella asteikkovélilli mitatun muuttujan arvoja (kuten
esim. 1-7). Toisin sanoen haluttaisiin saada aikaan asteikkovilin lineaarinen
muunnos. Samalla voitaisiin haluta esim. tietdd, mikd muuttujan keskiarvo olisi,
jos se olisi mitattu tillé toisella asteikkovililla.

Yleisesti, kun tunnetaan ldhtasteikon X minimi ja maksimi sekd tavoite as-
teikon Y minimi ja maksimi, lineaariset asteikkovilien muunnokset suoritetaan
ratkaisemalla yhtdloparista vakiot a ja b, jolloin 10ydetdin suoran yhtilolle
sellainen kulmakerroin b ja sellainen vakio a, jolloin ko. suora kulkee sekéd mi-
nimien ettd maksimien muodostamien pisteiden kautta xy-koordinaatistossa.

Eli esimerkiksi, jos ldhtoasteikon minimi on 1 ja maksimi 6 seki tavoiteasteikon
minimi 1 ja maksimi 7, lihtee matemaattinen ratkaisu liikkeelle seuraavasti

¥) (X)
Y =a+bX :>(min)1:a+b1
Y =a+bX (max) 7=a+ b6

a=1-b1 ja sijoittamalla a:n lauseke toiseen yhtdloon saadaan
6 . . . 6
b :§, jolloin a=1-—".

Esimerkiksi, kun X:n arvot ovat 6, 3 ja 1, saadaan suoran yhtilostd Y = a+bX
ko. vakion arvoilla lineaarisesti muunnetut Y:n arvot

—1+§><6:7; —1+§x3:3,4; —1+§><1:1'
55 55 55

Kun asteikoiden &dripisteet tunnetaan, voidaan yhtéloparin ratkaisusta johtaa
yleinen kaava lineaarisille asteikkovélin muunnoksille X — Y, joka on seu-
raavanlainen

Y — ijn _ Ymax _Ymin . ijn + Ymax _Ymin X X .
Xmax - Xmin Xmax - Xmin




146

Asteikon muunnoksen voi suorittaa esimerkiksi Excelissd (ks. alla oleva kuva).
Ensin syétetdin, siirretddn tai kopioidaan ko. muunnettava(t) X-muuttuja(t) Ex-
celiin (ks. kuva alla). Sitten asetetaan johonkin viereiseen solualueeseen seki
X:n ettd Y:n minimit ja maksimit. Tdmén jilkeen siirrytddn X-muuttujan vierei-
seen sarakkeeseen ja kirjoitetaan ylld oleva muunnoskaava ensimméiseen so-
luun viitaten kaavassa siihen solualueeseen, jossa sekd X:n ettd Y:n minimi- ja
maksimiarvot sijaitsevat sekd jokaiseen muunnettavaan X:n arvoon. Kaavassa
jokainen viite ¥:n ja X:n minimien ja maksimien solualueeseen pitédi tehdd kiin-
tedsti — eli aina kutakin viittausta tehtdessid painetaan lopuksi F4 néppdinti,
jolloin soluviite (esim. C4) suljetaan “dollarimerkkien” sisddn ($C$4). Tama pi-
tad viittauksen vakiona kaikkien muunnettavien X-arvojen kohdalla. (Kiinted
viittaus ei tietysti koske muunnettavia X:n arvoja, joihin tiytyy viitata relatiivi-
sesti eli ilman dollarimerkkejd). Lopuksi kopioidaan (Y- muuttujan) kaava kai-
kille X:n arvoille esim. vetdmaéllé tdyttokahvasta — eli (kaavan sisdltdvin solun
kohdalle siirretystd) suorakaiteen muotoisen kehyksen oikegsta alareunasta

ﬁ[iedusm Muokkaa Mayta Lisad Muotoile Tyokalut Tiedot khuna Ohie

NEESRY $BBRI v- (@ =43 8D oD

|| Times Mew Foman -0 | B I O :E = = I & ooz, 30.8| IR é T
F2 =] =]
4 | B | ¢ [ p [ E [ F [ o[l ® [ 1 [ 1 | K |

I
T

.

2]

3 1 7 /

5 x  F |

6 3 |=$BY3 - (BCE3-$BY3) S (BCE2-3BEL) * $BE2 + (FCE3-FBED) / (JCH2-$BEZ) * BY
7 -2 -6

8 | -1 -4 |Kaava kopioidaan muihin soluihin vetdmalld tayttokabrrasta

9 0 0,2

10 1 1 l 12 -

== 11 4

Ry 2 2.2 10 4

la 3 34 91

13 4 446 Y

14 5 58 6 1

15 6 7 i ]

6 | 7 82 g

AT 2 24 1

la 2 10,6 “E
o 10 11,2 -4-3-%4;123455?89101112
a0 11 13 -3

™ 17 147 -4
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