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Luku 11Piste-estimointiOlkoon X1, X2, . . . , Xn otos jakaumasta, jonka tiheysfunktio on f(x, θ). Esti-moimme jakauman tunnuslukua θ jollakin otoksen tunnusluvulla T . Koska Ton otoksen funktio, täydellisempi merkintä olisi T (X1, X2, . . . , Xn). Jos halu-taan korostaa, että kyseessä on nimenomaan θ:n estimaattori, merkitään θ̂, θ̃jne. Havaitusta otoksesta x1, x2, . . . , xn laskettua estimaattorin T arvoa mer-kitään pienellä kirjaimella, eli T (x1, x2, . . . , xn) = t, ja estimaattorin arvoakutsutaan estimaatiksi. Sen sijaan θ̂ on merkintä sekä estimaattorille ettäestimaatille. Olemme edellä jo tarkastelleet useita estimaattoreita. Tavan-omaisia odotusarvon µ ja varianssin σ2 estimaattoreita ovat otoskeskiarvo Xja otosvarianssi S2.11.1 Piste-estimaattoreiden ominaisuuksiaLuvuissa 8, 9 ja 10 olemme jo tarkastelleet useita estimaattoreiden ominai-suuksia, kuten harhattomuus, minivarianssisuus ja tarkentuvuus. Tässä lu-vussa kootaan yhteen ja täydennetään edellä esitettyjä tuloksia.11.1.1 HarhattomuusParametrin θ estimaattorin θ̂ hyvyyttä on luontevaa mitata tarkastelemallapoikkeamaa θ̂ − θ. Tässä siis θ on tuntematon kiinteä parametrin arvo ja θ̂on satunnasimuuttuja. Poikkeamat voivat olla tietysti positiivisia tai nega-tiivisia, mutta neliöpoikkeama (θ̂ − θ)2 ≥ 0 mittaa poikkeaman suuruutta.Neliöpoikkeaman odotusarvo(11.1.1) MSE(θ̂) = E(θ̂ − θ)2on keskineliövirhe. Jos estimaattorilla on pieni keskineliövirhe, estimaattoriantaa keskimäärin lähellä θ:aa olevia arvoja. Määritelmästä (11.1.1) seuraasuoraan, että
MSE(θ̂) = Var(θ̂) + [E(θ̂)− θ]2,missä E(θ̂)− θ on estimaattorin θ̂ harha.299



300 Luku 11. Piste-estimointiMääritelmä 11.1 Estimaattori θ̂ on parametrin harhaton estimaattori, jos
E(θ̂) = θ kaikilla θ:n arvoilla. Muutoin θ̂ on harhainen ja [harha(θ̂)]2 > 0jollakin θ:n arvolla.Olemme jo aikaisemmin Esimerkissä 9.4 osoittaneet, että otoskeskiarvo µ̂ =
X ja otosvarianssi σ̂2 = S2 ovat harhattomia estimaattoreita. Sen sijaanesimerkiksi otosvarianssin neliöjuuri σ̂ =

√
S2 on σ:n harhainen estimaattori.Esimerkki 11.1 Olkoon X1, . . . , Xn otos Bernoullin jakaumasta Ber(π),

0 < π < 1. Voidaanko π2 estimoida harhattomasti yhden havainnon perus-teella? Oletetaan, että T olisi π2:n harhatton estimaattori. Silloin(11.1.2) π2 = E[T (X)] = πT (1) + (1− π)T (0) = T (0) + π[T (1)− T (0)],kaikilla π ∈ (0, 1). Koska (11.1.2) pitää paikkansa kaikilla π ∈ (0, 1), niinyhtälön molemmilla puolilla täytyy π:n potenssien vastaavien kertoimien ollasamat. Tämä on mahdotonta, joten π2:ta ei voida estimoida harhattomastiyhden havainnon perusteella.Jos n > 1, voisimme kokeilla estimaattoria X̄2
n, missä X̄n = 1

n

∑n
i=1Xion otoskeskiarvo. Tämä estimaattori ei ole kuitenkaan harhaton. Sen sijaan

X̄n(nX̄n − 1)/(n− 1) on π2:n harhaton estimaattori, kun n > 1. �Esimerkki 11.2 Olkoon X1, . . . , Xn otos Bernoullin jakaumasta Ber(π),
0 < π < 1 kuten Esimerkissä 11.1. Joskus halutaan estimoida 1/π. Luonnolli-nen estimaattoriehdokas on 1/X̄n = n/

∑n
i=1Xi, missä ∑n

i=1Xi ∼ Bin(n, π).Koska
P (

n
∑

i=1

Xi = 0) = (1− π)n > 0,

E(1/X̄) = ∞ kaikilla n ≥ 1. Sen sijaan estimaattorilla
Tn =

n + 1

nX̄ + 1on äärellinen odotusarvo, mutta estimaattori on harhainen. �Harhattomuus on haluttava ominaisuus, mutta ei aina kovin oleellinen.11.1.2 TehokkuusEräs tapa arvioida estimaattorien hyvyyttä on vertailla niiden keskineliö-virheitä. Olkoot θ̂1 ja θ̂2 kaksi parametrin θ estimaattoria. Estimaattorin θ̂1tehokkuus suhteessa estimaattorin θ̂2 tehokkuuteet määritellään suhteena(11.1.3) eff(θ̂1, θ̂2) =
MSE(θ̂2)

MSE(θ̂1)ja sitä kutsutaan estimaattoreiden suhteelliseksi tehokkuudeksi. Kun esti-maattorit ovat harhattomia, suhteellinen tehokkuus on varianssien suhde.



11.1. Piste-estimaattoreiden ominaisuuksia 301Jos estimaattori θ̂ on harhaton, voidaan sen varianssille Var(θ̂), johtaa ala-raja, joka on eräänlainen mittatikku estimaattorin hyvyydelle.Oletetaan, että X noudattaa jakaumaa, jonka tiheysfunktio on f(x; θ).Fisherin pistefunktio on(11.1.4) S(θ; x) =
∂ l(θ; x)

∂θ
,missä l(θ; x) = log f(x; θ). Tarkastellaan nyt pistefunktiota S "satunnais-funktiona" eli

S(θ;X) =
∂ l(θ;X)

∂θ
.Kun havaitaan X = x, saadaan funktio (11.1.4). Eri X :n arvoilla saadaanaina eri funktio.Esimerkki 11.3 Oletetaan, että X ∼ N(µ, σ2). Silloin µ:n logaritmoitu us-kottavuusfunktio on (σ2 voidaan ajatella vakioksi)

l(µ;X) = − 1

2σ2
(X − µ)2ja

S(µ;X) =
1

σ2
(X − µ).Silloin

E[S(µ;X)] = E[(X − µ)/σ2] =
1

σ2
E(X − µ)

=
1

σ2
[E(X)− µ] = 0.ja

Var[S(µ;X)] = Var

[

1

σ2
(X − µ)

]

=
1

(σ2)2
Var(X − µ) =

σ2

(σ2)2
=

1

σ2
.Toisaalta

I(µ;X) = −∂2 l(µ;X)

∂µ2
= −∂S(X ;µ)

∂µ
=

1

σ2
,joten tässä tapauksessa havaittu informaatio I(µ;X) ei riipu havainnoista jaodotettu informaatio on sama kuin havaittu informaatio:

E[I(µ;X)] =
1

σ2
.Huomaamme, että pistesuureen S(µ;X) varianssi on odotettu informaatio:

Var[S(µ;X)] = E[I(µ;X)].



302 Luku 11. Piste-estimointiKoska µ̂ = X on µ:n suurimman uskottavuuden estimaattori, niin
Var(µ̂) =

1

E[I(µ;X)]
.

�Esimerkki 11.4 Oletetaan, että X ∼ Bin(n, θ). Silloin θ:n logaritmoitu us-kottavuusfunktio on
l(θ;X) = X log θ + (n−X) log(1− θ), 0 < θ < 1,ja pistefunktio

S(θ;X) =
X

θ
− n−X

1− θ
=

X − nθ

θ(1− θ)
.Helposti todetaan, että E[S(θ;X)] = 0 ja

Var[S(θ;X)] =
n

θ(1− θ)
.Havaittu informaatio on

I(θ;X) =
X

θ2
+

n−X

(1− θ)2
,josta saadaan odotettu informaatio

E[I(θ;X)] =
nθ

θ2
+

n− nθ

(1− θ)2
=

n

θ(1− θ)
.Jälleen pistesuureen S(θ;X) varianssi, odotettu informaatio ja suurimmanuskottavuuden estimaattorin θ̂ = X/n varianssi liittyvät yhteen seuraavasti:

Var[S(θ;X)] = E[I(θ;X)]ja
Var(θ̂) =

1

E[I(θ;X)]
.

�Esimerkki 11.5 Kun X noudattaa Poissonin jakaumaa Poi(µ), niin
l(µ;X) = X log µ− µ, S(µ;X) =

X

µ
− 1 ja ∂2 l(µ;X)

∂µ2
= −X

µ2
.Nyt siis I(µ;X) = X

µ2 ja odotettu informaatio on siis
E[I(µ;X)] = E

(

X

µ2

)

=
E(X)

µ2
=

1

µ



11.1. Piste-estimaattoreiden ominaisuuksia 303ja välittömästi voidaan myös todeta, että myös
Var[S(µ;X)] =

1

µ
.Parametrin µ suurimman uskottavuuden estimaattori µ̂ = X on ja

Var(µ̂) =
1

E[I(µ;X)]
= µ.

�Fisherin informaatio on(11.1.5) I(θ) = E[I(θ;X)].Kun meillä on havainto X = x, voidaan laskea havaittu informaatio I(θ; x)annetulla parametrin arvolla. Suurimman uskottavuuden estimaatti antaauskottavimman parametrin arvon θ̂ ja I(θ̂; x) antaa tarkkuuden, millä θ onestimoitu. Informaation määrä riippuu tyypillisesti otoksen koosta, joka ontärkeä näkökohta suunniteltaessa koetta tai aineiston hankintaa. Ennen koet-ta on hyödyllistä arvioida havaintojen antama informaation määrä. Suunnit-teluvaiheessa ei voida laskea havaittua informaatiota, koska havaintoja eivielä ole. Sen sijaan odotettu informaatio (11.1.5) voidaan laskea. Odotettuinformaatio mittaa θ:n estimoinnin keskimääräistä tarkkuutta, joka voidaansaavuttaa toistamalla koetta tai tekemällä toistuvia otoksia.Olkoon X1, . . . , Xn otos jakaumasta, jonka tiheysfunktio (tai todennäköi-syysfunktio) on f(x; θ). Suoraan pistefunktion määritelmästä seuraa, että
S(θ;X1, . . . , Xn) =

n
∑

i=1

S(θ;Xi),missä S(θ;Xi) = ∂ l(θ;Xi)
∂θ

. Vastaavasti otokseen X1, . . . , Xn perustuva infor-maatiofunktio voidaan esittää summana
I(θ;X1, . . . , Xn) =

n
∑

i=1

I(θ,Xi),missä I(θ;Xi) = − ∂2 l(θ;Xi)
∂θ2

. Koska havainnot Xi, 1 ≤ i ≤ n, noudattavat sa-maa jakaumaa, jokaisen havainnon antama odotettu informaatio E[I(θ,Xi)]on sama. Merkitään siksi yhden havainnon odotettua informaatiota(11.1.6) i(θ) = E[I(θ;Xi)],missä I(θ;Xi) = − ∂2 l(θ;Xi)
∂θ2

. Nyt siis otokseen X1, . . . , Xn perustuva odotettuinformaatio on(11.1.7) I(θ) =
n

∑

i=1

E[I(θ,Xi) = n i(θ).



304 Luku 11. Piste-estimointiEsimerkeissä 11.3, 11.4 ja 11.5 totesimme, että Var[S(θ;X)] = i(θ), joten(11.1.8) Var[S(θ;X1, . . . , Xn)] = n i(θ).Relaatio (11.1.8) voidaan todistaa yleisesti tiettyjen säännöllisyysehtojen val-litessa. Odotettu informaatio voidaan siis laskea joko odotusarvona (11.1.7)tai pistefunktion varianssina (11.1.8). Tavallisesti odotusarvo (11.1.7) on hel-pompi laskea kuin pistefunktion varianssi.Alaluvussa 10.9.3 todistetun Cramérin ja Raon lauseen avulla voidaanmäärittää harhattoman estimaattorin varianssin alaraja.Cramérin ja Raon alaraja: Olkoon θ̂ parametrin θ harhaton estimaattori.Silloin tiettyjen säännöllisyysehtojen vallitessa(11.1.9) Var(θ̂) ≥ 1

n i(θ)
,missä i(θ) on yhden havainnon antama odotettu informaatio.Nyt määrittelemme tehokkaan eli minimivarianssisen estimaattorin.Määritelmä 11.2 Jos θ̂ on parametrin θ harhaton estimaattori ja

Var(θ̂) =
1

n i(θ)
,niin θ̂ on θ:n harhaton minimivarianssinen estimaattori.11.1.3 TarkentuvuusEräs estimaattorille asetettava luonnollinen vaatimus on, että sen tarkkuuskasvaa kun otoskoko kasvaa. Tarkan estimaattorin arvot osuvat suurella to-dennäköisyydellä lähelle parametrin θ oikeata arvoa. Tarkentvuvuus sisältäätämän ajatuksen. Merkitään θ̂n = θ̂(X1, X2, . . . , Xn), missä (θ̂n;n ≥ 1) onestimaattoreiden jono, missä otoskoko n = 1, 2, . . . kasvaa.Määritelmä 11.3 Tunnusluku θ̂n on parametrin θ tarkentuva estimaattori,jos kaikilla ε > 0

P (|θ̂n − θ| ≥ ε) → 0,kun otoskoko n kasvaa rajatta.Määritelmä tarkoittaa siis sitä, että estimaattori θ̂n suppenee todennäköisyy-den mielessä (stokastinen suppeneminen) kohti parametrin arvoa θ eli
θ̂n

P−→ θ,kun n kasvaa. Luvussa 8 esimerkiksi Lauseessa 9.17 esitettiin stokastista sup-penemista koskevia tuloksia. Lauseen 9.17 kohdan SS1 mukaan
θ̂n on tarkentuva jos MSE(θ̂n) → 0,



11.2. Estimointimenetelmiä 305kun otoskoko n kasvaa rajatta. Tämä tarkentuvuuden ehto on helppo tarkis-taa. Jos estimaattori on harhaton, tarkistetaan, meneekö estimaattorin vari-anssi nollaan otoskoon kasvaessa. Jos estimaattori ei ole harhaton, tarkiste-taan lisäksi, meneekö myös estimaattorin harha nollaan otoskoon kasvaessa.Huomattakoon, että tavallisesti merkitsemme θ:n estimaattoria yksinkertai-sesti θ̂, kun riippuvuutta n:stä ei tarvitse erityisesti korostaa.11.2 EstimointimenetelmiäKahdessa edellisessä luvussa käsiteltiin suurimman uskottavuuden menetel-mää. Lukijalle on tuttu myös pienimmän neliösumman menetelmä ja 9. lu-vussa mainittiin myös ns. robustitit estimaattorit. Seuraavassa alaluvussakäsitellään lyhyesti momenttimenetelmää.11.2.1 MomenttimenetelmäMomenttimenetelmän ideana on se, että asetetaan populaation momentit javastaavat otoksen momentit yhtä suuriksi. Olkoon X1, . . . , Xn otos jakau-masta, jolla on olemassa riittävä määrä momentteja. Momentit riippuvat es-timoitavista tuntemattomista parametreista, joita merkitään θ1, . . . , θk. Es-timoitavia parametreja on siis k kappaletta. Merkitään otokosesta laskettua
r. momenttia mr ja se on

mr =
1

n

n
∑

i=1

Xr
i .Vastaava populaation r. momentti on

αr = E(Xr),missä X :n tiheysfunktio on f(x; θ1, . . . , θk).Merkitään momenttiestimaattoreita θ̃1, . . . , θ̃k. Kun asetetaan otosmo-mentit ja populaation momentit yhtä suuriksi, saadaan yhtälöryhmä
α1(θ1, . . . , θk) = m1

α2(θ1, . . . , θk) = m2...
αk(θ1, . . . , θk) = mk,joka ratkaistaan parametrien θ1, . . . , θk suhteen. Menetelmä on yksinkertai-nen ja se antaa tarkentuvia estimaattoreita.Esimerkki 11.6 OlkoonX1, . . . , Xn otos normaalijakumastaN(µ, σ2). Mää-ritetään parametrien µ ja σ2 momenttiestimaattorit. Koska otosmomentitovat

m1 = X̄ ja m2 =
1

n

n
∑

i=1

X2
i



306 Luku 11. Piste-estimointija vastaavat populaation momentit
α1 = µ ja α2 = σ2 + µ2,saadaan yhtälöryhmä

µ = X̄

σ2 + µ2 =
1

n

n
∑

i=1

X2
i .Tästä ratkaisemalla saadaan momenttiestimaattorit

µ̃ = X̄

σ̃2 =
1

n

n
∑

i=1

X2
i − X̄2 =

1

n

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2.

�11.2.2 Bayesin menetelmäBayesilaisessa lähestymistavassa parametria θ käsitellään satunnaismuuttuja-na. Tuntematonta parametria θ koskeva epävarmuus esritetään priorijakau-man π(θ) avulla. Kun havainto on saatu, parametrin jakauma päivitetäänBayesin kaavan avulla. Näin saadaan ns. posteriorijakauma(11.2.1) π(θ|x) = f(x|θ)π(θ)
g(x)

,missä g(x) onX :n reunajakauman tiheysfunktio (tai todennäköisyysfunktio).Reunajakauma lasketaan kaavalla
g(x) =

{

∑

θ f(x|θ)π(θ), diskreetissä tapauksessa;
∫

∞

−∞
f(x|θ)π(θ)d θ, jatkuvassa tapauksessa.Kun minimoidaan odotettu kvadraattinen tappio (riski)

E(b− θ)2 =

∫

(b− θ)2π(θ|x)d θ

b:n suhteen, saadaan posteriorijakauman odotusarvo (keskiarvo)
b =

∫

θπ(θ|x)d θ.Bayesin estimaatiksi θ̂b valitaan posteriorijakauman odotusarvo. Jos valitaantoinen tappiofunktio, päädytään tavallisesti eri estimaattoriin. Bayesilainenmenetelmä yhdistää siis informaatiota kertomalla priorin ja uskottavuusfunk-tion keskenään.



11.2. Estimointimenetelmiä 30711.2.3 Suurimman uskottavuuden estimaattorin (SUE)ominaisuuksiaEdellä olemme käsitelleet useita suurimman uskottavuuden estimaattorinominaisuuksia. Esitimme myös harhattaoman estimaattorin varianssille ala-rajan Fisherin informaation avulla (Cramérin ja Raon lause). Seuraavassaesitämme vielä suurimman uskottavuuden estimaattorin tärkeimmät omi-naisuudet luettelonomaisesti.1. Suurimman uskottavuuden estimaattorit eivät ole välttämättä harhat-tomia. Jos esimerkiksiX1, . . . , Xn on otos normaalijakaumastaN(µ, σ2),niin σ2:n SUE σ̂2 = 1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 on harhainen. Vaikka jotkutSUE:t ovat harhaisia, kaikki SUE:t ovat tarkentuvia, joten kaikki SUE:tovat asymptoottisesti harhattomia.2. Jos θ̂ on θ:n SUE ja g jokin funktio, niin silloin g(θ̂) on g(θ):n SUE.Tämä on SUE:n invarinttisuusominaisuus (Katso alaluku 10.7 ja Lause10.1). Jos esimerkiksi X̄ on θ:n SUE, niin X̄2 on θ2:n SUE.3. Oletetaan, että f(x; θ) toteuttaa tietyt säännöllisyysoletukset ja θ:llaon harhaton estimaattori θ̃, joka saavuttaa Cramerin ja Raon rajan(θ̃ on tehokas). Oletetaan, että θ:n SUE θ̂ on pisteyhtälön S(θ) = 0ratkaisu. Silloin θ̃ = θ̂. On kuitenkin huomattava, että kaikki suurim-man uskottavuuden estimaattorit eivät ole tehokkaita. Kuitenkin, jostehokas estimaattori on olemassa, se on SUE.4. Kun f(x; θ) toteuttaa tietyt säännöllisyysoletukset, niin otokseen

X1, . . . , Xn perustuva θ:n suurimman uskottavuuden estimaattori θ̂nnoudattaa asymptoottisesti normaalijakaumaa, jonka odotusarvo on θja varianssi on 1/ I(θ). Jos siis n → ∞, niin(11.2.2) θ̂n ∼ N(θ,
1

I(θ) ).Huomattakoon, että I(θ) = n i(θ), missä i(θ) on yhden havainnon an-tama informaatio. Tulokseen (11.2.2) perustuvat monet suurten otos-ten testit ja luottamusvälit. Suurimman uskottavuuden estimaattorin
θ̂n asymptoottinen varianssi siis saavuttaa Cramérin ja Raon alarajan.SUE θ̂n on siis asymptoottisesti tehokas estimaattori. Riittävän suurillaotoksilla normaalijakauma on hyvä θ̂n:n jakauman likiarvo.Voidaan osoittaa, että seuraavat tulokset pitävät paikkansa:

√

I(θ)(θ̂n − θ)
d−→ N(0, 1)

√

I(θ)(θ̂n − θ)
d−→ N(0, 1)

√

I(θ̂n)(θ̂n − θ)
d−→ N(0, 1)

√

I(θ̂n)(θ̂n − θ)
d−→ N(0, 1).



308 Luku 11. Piste-estimointiKaksi viimeistä tulosta ovat käytännössä tärkeimmät ja ne tarkoittavat sitä,että suurilla n:n arvoilla
θ̂n ∼ N(θ,

1

I(θ̂n)
)(11.2.3)

θ̂n ∼ N(θ,
1

I(θ̂n)
).(11.2.4)On suositeltavaa käyttää θ̂n:n varianssin estimaattina lauseketta 1/I(θ̂n). Ta-vallisesti kuitenkin käsittelemämme jakaumat kuuluvat eksponentiaaliseenperheeseen ja silloin I(θ̂n) = I(θ̂n)11.3 Delta-menetelmäMääritelmä 11.4 Funktion g(x) r. asteen Taylorin polynomi pisteessä a on(11.3.1) Tr(x) = g(a)+ g′(a)(x− a) +

g′′(a)

2!
(x− a)2+ · · ·+ g(r)(a)

r!
(x− a)r,missä g(r)(x) = dr

dxr g(x) on funktion g(x) r. derivaatta.Taylorin lauseen mukaan(11.3.2) lim
x→a

g(x)− Tr(x)

(x− a)r
= 0,jos g(r)(a) on olemassa. Funktio g(x) voidaan lausua pisteen x = a ympäris-tössä muodossa

g(x) = Tr(x) +Rr+1(x),missäRr+1(x) = g(x)−Tr(x) on jäännöstermi, joka siis toteuttaa ehdon 11.3.2.Oletetaan, että X on satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on E(X) =
µ 6= 0. Jos estimoidaan funktiota g(µ), niin sen Taylorin polynomiin perus-tuva 1. kertaluvun likiarvo pisteessä µ on(11.3.3) g(X) ≈ g(µ) + g′(µ)(X − µ).Jos käytetään g(µ):n estimaattorina funktiota g(X), niin

E[g(X)] ≈ g(µ)ja
Var[g(X)] = [g′(µ)]2Var(X).Esimerkki 11.7 Tarkastellaan odotusarvon E(X) = µ 6= 0 funktion g(µ) =

1/µ estimointia. Olkoon estimaattorina 1/X . Silloin edellisen mukaan
E

(

1

X

)

≈ 1

µ
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Var

(

1

X

)

≈
(

1

µ

)4

Var(X).

�Lause 11.1 (Delta-menetelmä) Olkoon {Xn} sellainen satunnaismuuttu-jien jono, että √
n(Xn−θ) lähenee jakaumamielessä normaalijakaumaa N(0, σ2).Oletetaan, että annetulla funktiolla g on määrätyllä arvolla θ derivaatta

g′(θ) 6= 0. Silloin
√
n [g(Xn)− g(θ)] → N

(

0, σ2[g′(θ)]2
)jakaumamielessä.Esimerkki 11.8 Olkoon X1, . . . , Xn otos jakaumasta Ber(p). Onnistumisentodennäköisyyden p estimaattori on tavallisesti p̂ = 1

n

∑n
i=1Xi. Onnistumi-sen mahdollisuus (odds) p/(1− p) on vedonlyönnissä ja biostatiikassa tavan-omainen parametri. Voimme käyttää p/(1−p):n estimaattorina p̂:n funktiota

p̂/(1− p̂). Mitä voimme sanoa tämän estimaattorin ominaisuuksista? Nyt es-timoidaan siis funktiota g(p) = p/(1 − p). Koska g′(p) = 1/(1 − p)2, niinlausekkeen 11.3.3 mukaan
Var

(

p̂

1− p̂

)

≈ [g′(p)]2Var(p̂)

=

[

1

(1− p)2

]2
p(1− p)

n
=

p

n(1− p)3
.

�Lauseessa 11.1 oletettiin, että √
n(Xn − θ)

d−→ Z ∼ N(0, σ2). Usein vari-anssi riippuu θ:sta eli σ2 = σ2(θ). Silloin lauseen 11.1 mukaan
√
n[g(Xn)− g(θ)]

d−→ N(0, σ2(θ)[g′(θ)]2).Jos meillä on esimerkiksi otos Poissonin jakaumasta Poi(λ), niin
√
n(X̄n − λ)

d−→ N(0, λ).Esimerkki 11.9 Edellä mainitun Poissonin jakauman tapauksessa θ = λja σ(θ) =
√
λ. Määritetään muunnos g(λ) siten, että g(X̄n):n varianssi onvakio. Olkoon c vakio ja valitaan g siten, että

σ2(θ)[g′(θ)]2 = c2 eli g′(λ) = c

σ(λ)
.

�Silloin siis g(λ) = 2c
√
λ ja valitsemalla c = 1/2 saadaan g(λ) =

√
λ ja

√
n(
√

X̄n −
√
λ)

1/2

d−→ N(0, 1),missä σ2(λ)[g′(λ)]2 = c2 = 1
4
. Nyt siis √

X̄n noudattaa asymptoottisestinormaalijakaumaa N(
√
λ, 1

4n
).



310 Luku 11. Piste-estimointi11.4 Tyhjentävyys11.4.1 PerusideaEräs tilastollisen päättelyn peruskysymyksiä on, voidaanko havainnot kor-vata jollakin tunnusluvulla menettämättä oleellista informaatiota. Tyhjen-tävyyden käsite (Fisher 1922) luonnehtii havaintoihin sisältyvän parametria
θ koskevan informaation kvantitatiivisesti. Parametrin θ estimaatti T (x) ontyhjentävä jos se sisältää kaiken parametria θ koskevan informaation. Tyhjen-tävyyttä koskeva perustulos on se, että uskottavuusfunktio tiivistää itseensäkaiken havaintojen antaman parametria θ koskevan informaation.Määritelmä 11.5 Oletetaan, että X1, . . . , Xn on otos jakaumasta, jonka ti-heysfunktio (tai todennäköisyysfunktio) on f(x; θ). Olkoon t(x1, . . . , xn) ha-vaintojen x1, . . . , xn funktio (joka ei riipu θ:sta) ja t(X1, . . . , Xn) on vastaavasatunnaismuuttuja. Funktio T = t(X1, . . . , Xn) on parametrin θ tyhjentävätunnusluku, jos satunnaismuuttujien X1, . . . , Xn ehdollinen jakauma ehdolla
T = t ei riipu θ:sta.Intuitiivisesti määritelmä tarkoittaa sitä, että X :n arvot voidaan generoi-da X :n ehdollisesta jakaumasta f(x|T = t; θ), koska ehdollinen jakauma eiriipu θ:sta. Ei ole mielekästä esimerkiksi väittää, että otoskeskiarvo on popu-laation keskiarvon tyhjentävä tunnusluku. Usein näin on asia, mutta väitteentodenperäisyys riippuu populaation todennäköisyysmallista f(x; θ).Esimerkki 11.10 OlkoonX1, . . . , Xn otos Poissonin jakaumasta Poi(θ). Sil-loin T (X1, . . . , Xn) =

∑

Xi on θ:n tyhjentävä tunnusluku. Näytetään, ettäotoksen X1, . . . , Xn jakauma ei riipu θ:sta, kun T = t on annettu. Huomat-takoon, että riippumattomien Poissonin jakaumaa noudattavien satunnais-muuttujien summa T noudattaa Poissonin jakaumaa Poi(nθ). Havaintojenehdollinen todennäköisyys ehdolla T = t on
P (X1 = x1, . . . , Xn = xn|T = t) =

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn, T = t)

P (T = t)

=
P (X1 = x1, . . . , Xn = xn)

P (T = t)

=
e−nθθ

∑
xi/

∏

xi!

e−nθ(nθ)t/t!

=
t!

∏

xi!

∏

(

1

n

)xi

,kaikille x1, . . . , xn, joille ∑

xi = t, ja muutoin todennäköisyys on nolla. Eh-dollinen todennäköisyys ei siis riipu θ:sta, joten T on θ:n tyhjentävä tunnus-luku. Huomattakoon, että myös jokainen tunnusluvun t =
∑

xi bijektiivinenkuvaus on θ:n tyhjentävä tunnusluku. �



11.4. Tyhjentävyys 311Esimerkki 11.11 Koneella tehdään n tuotetta. Tuote on hyväksyttävä to-dennäköisyydellä θ ja viallinen todennäköisyydellä 1− θ. Oletetaan, että erituotteiden laadun välillä ei ole riippuvuutta. Olkoon Xi = 1, jos tuote onhyväksyttävä ja Xi = 0 muutoin. Tehdään siis n riippumatonta Bernoullinkoetta ja(11.4.1) P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) = θt(1− θ)n−t,missä xi saa arvon 0 tai 1 ja t =
∑

xi. Otoksen X1, . . . , Xn ehdollinen jakau-ma ehdolla T =
∑

Xi = t on
f(x1, . . . , xn|t) =

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn, T = t)
(

n
t

)

θt(1− θ)n−t

=
θt(1− θ)n−t

(

n
t

)

θt(1− θ)n−t
=

1
(

n
t

) ,joka ei riipu θ:sta. T on siis tyhjentävä tunnusluku. �11.4.2 TekijälauseTyhjentävyys on hyödyllinen käsite tarkasteltaessa havaintoaineiston tiivis-tämistä. Tiivistetään esimerkiksi havainnot x1, . . . , xn tunnuslukuun x. Kes-kiarvon x tunteminen ei kuitenkaan riitä tyhjentävyyden toteamiseksi, vaanon myös tiedettävä, mistä jakaumasta havainnot ovat peräisin. Tunnuslu-vun tyhjentävyden osoittaminen perusmääritelmän avulla on usein hankalaa.Useimmiten helpompi tapa on käyttää ns. tekijälausetta.Lause 11.2 Tunnusluku t(x1, . . . , xn) on parametrin θ tyhjentävä tunnuslu-ku jos ja vain jos tiheysfunktio (tai todennäköisyysfunktio) f(x1, . . . , xn; θ)voidaan esittää tekijämuodossa
f(x1, . . . , xn; θ) = g(t(x1, . . . , xn), θ)h(x1, . . . , xn),missä h(x1, . . . , xn) ei riipu θ:sta.Esimerkki 11.12 Olkoon x1, . . . , xn otos normaalijakausta N(µ, σ2) ja mer-kitään θ = (µ, σ2). Otoksen tiheysfunktio on

f(x1, . . . , xn;µ, σ
2) = (2πσ2)−n/2 exp

{

− 1

2σ2

∑

(xi − µ)2
}

= (2πσ2)−n/2 exp

{

−
∑

x2
i

2σ2
+

µ
∑

xi

σ2
− nµ2

2σ2

}

.Tekijälauseesta 11.2 seuraavat nyt tulokset:1. Jos σ2 tunnetaan, niin ∑

xi on µ:n tyhjentävä tunnusluku (µ tuntema-ton);



312 Luku 11. Piste-estimointi2. Jos µ tunnetaan, niin ∑

(xi − µ)2 on σ2:n tyhjentävä tunnusluku (σ2tuntematon);3. Jos θ = (µ, σ2) on tuntematon, niin (
∑

xi,
∑

x2
i ) on θ:n tyhjentävätunnuslukupari.

�11.4.3 Minimaalinen tyhjentävyysJos x1, . . . , xn on otos normaalijakaumastaN(µ, 1), silloin esimerkiksi∑ xi ja
x ovat µ:n tyhjentäviä tunnuslukuja. Myös lukupari (∑m

i=1 xi,
∑n

i=m+1 xi) jajärjestystunnuslukujen joukko (x(1), . . . , x(n)) ovat µ:n suhteen tyhjentäviä.Huomaa, että x on muiden tyhjentävien tunnuslukujen funktio. Toisaaltaesimerkiksi järjestystunnuslukujen joukko (x(1), . . . , x(n)) ei ole x:n funktio.Siksi on hyödyllistä tarkastella ns. minimaalisen tyhjentävyyden käsitettä.Intuitiivisesti luonnehtien minimaalisesti tyhjentävä tunnusluku tiivistää in-formaatiota mahdollisimman paljon siten, että mitään oleellista parametriakoskevaa informaatiota ei menetetä.Määritelmä 11.6 Tyhjentäviä tunnusluku T = t(X1, . . . , Xn) on minimaa-lisesti tyhjentävä jos se on tyhjentävä ja jokaista toista tyhjentävää tunnus-lukua V kohti on olemassa sellainen funktio g, että T = g(V ).Tunnusluku on minimaalisesti tyhjentävä, jos havaintoaineistoa ei voi-da tiivistää enempää. Jos tyhjentävän tunnusluvun dimensio on sama kuinparametriavaruuden dimensio, niin tyhjentävä tunnusluku on minimaalisestityhjentävä.Esimerkki 11.13 Jatketaan Esimerkkiä 11.11 ja osoitetaan, että t =
∑

xion θ:n tyhjentävä tunnusluku, kun otos x1, . . . , xn on Bernoullin jakaumasta
Ber(θ). Olkoon s = s(x1, . . . , xn) mikä tahansa toinen θ:n tyhjentävä tunnus-luku. Silloin Tekijälauseen (11.2) nojalla

f(x1, . . . , xn; θ) = g(s, θ)h(x1, . . . , xn).Yhdistämällä tämä tulokseen (11.4.1) huomaamme, että
θt(1− θ)n−t = g(s, θ)h(x1, . . . , xn)kaikilla θ:n arvoilla. Nyt siis millä tahansa annetuilla θ:n arvoilla θ1 ja θ2kummallakin puolella muodostetut suhteet ovat yhtä suuret:

(θ1/θ2)
t[(1− θ1)/(1− θ2)]

n−t =
g(s, θ1)

g(s, θ2)
.Jos erityisesti valitaan θ1 = 2/3 ja θ2 = 1/3 ja otetaan puolittain logaritmit,saadaan

t =
1

2 log 2
log

2ng(s, 2/3)

g(s, 1/3)
.



11.4. Tyhjentävyys 313Tästä nähdään, että t on s:n funktio, joten t on minimaalisesti tyhjentävä.
�Esimerkki 11.14 Oletetaan, että x1, . . . , xn on otos normaalijakaumasta

N(µ, 1). Silloin tekijälauseen 11.2 nojalla x on µ:n tyhjentävä tunnusluku.Havaintojen x1, . . . , xn perusteella saadaan uskottavuusfunktio
L(µ; x1, . . . , xn) =

(

1√
2π

)n

exp

{

−1

2

∑

(xi − µ)2
}

.Tästä saadaan
logL(θ; x1, . . . , xn) =− n

2
log(2π)− 1

2

∑

(xi − x)2 − n

2
(x− µ)2

= vakio− n

2
(x− µ)2,joten uskottavuusfunktio riippuu havainnoista vain otoskeskiarvon x kautta.Oletetaan nyt, että vain otoskeskiarvo olisi kirjattu. KoskaX ∼ N(1, 1/n),niin havaintoon x perustuva uskottavuusfunktio on

L(µ; x) =
1

√

2π/n
exp

{

−n

2
(x− µ)2

}

,tai vastaavasti
logL(µ; x) = vakio− n

2
(x− µ)2.Näin siis koko aineistoon x1, . . . , xn perustuva uskottavuus on sama kuinotoskeskiarvoon x perustuva uskottavuus. �Edellisessä esimerkissa esitettyä tulosta vastaava tulos koskee kaikkia tyh-jentäviä tunnuslukuja. Jos t on jokin havaintojen x1, . . . , xn funktio, niinhavaintoihin x1, . . . , xn perustuva uskottavuus on sama kuin havaintoihin

x1, . . . , xn ja t perustuva uskottavuus. Jos t on tyhjentävä, niin
L(θ; x1, . . . , xn) =L(θ; x1, . . . , xn, t) = f(x1, . . . , xn, t; θ)

=f(t; θ)f(x1, . . . , xn|t)
=vakio× f(t; θ)

=vakio× L(θ; t),(11.4.2)mikä tarkoittaa, että L(θ; x1, . . . , xn) voidaan laskea pelkästään t:n avulla.Esimerkissä 11.13 näytettiin, miten todennäköisyysfunktion fθ(x1, . . . , xn)avulla voidaan osoittaa, että θ:n tyhjentävä tunnusluku on minimaalisestityhjentävä. Merkitään nyt lyhyesti (x1, . . . , xn) = x ja (X1, . . . , Xn) = X.Jokaista annettua havaintovektoria x (otosta) vastaa uskottavuusfunktio Lsiten, että
Lx(θ) = f(x; θ), θ ∈ Θ.
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Lx on siis kuvaus otosavaruudelta SX (X:n arvojoukko) uskottavuusfuntio-den joukkoon

L = {Lx : θ → f(x; θ), x ∈ SX}.Tämä on tunnusluku, jonka arvot ovat funktioita. Jos X = x niin tunnuslu-ku L saa arvon Lx. Jos X on diskreetti, niin annetulla parametrin θ arvolla
Lx(θ) on todennäköisyys, että havaitaan x. Jatkuvassa tapauksessa Lx(θ)on verrannollinen todennäköisyyteen, että havainto sattuu pieneen x:n si-sältävään suorakaiteeseen. Kun ajattelemme θ:n funktiota Lx(θ), se antaakaikkien θ:n arvojen uskottavuuden, kun on havaittu x.Esimerkki 11.15 Jatketaan Esimerkkiä 11.12. Meillä on otos x1, . . . , xnnormaalijakaumasta N(µ, σ2). Kaksiulotteinen tunnusvektori

t = (t1, t2) = (
∑

xi,
∑

x2
i )on parametrivektorin (µ, σ2) tyhjentävä tunnusvektori. Kun merkitään θ =

(θ1, θ2) = (µ, σ2), saadaan
Lx(θ) = (2πθ2)

−n/2 exp

{

−nθ21
2θ2

}

exp

{

− 1

2θ2
(t2 − 2θ1t1)

}

.Nyt θ:n funktiona Lx(·) määrittää tunnusvektorin (t1, t2), koska esimerkiksi
t2 = 2 logLx(0, 1)− n log 2πja vastaavasti t1 on määriteltävissäLx(0, 1):n ja Lx(1, 1):n avulla. Näin uskot-tavuusfunktio L on yhtäpitävä tunnusvektorin (t1, t2) kanssa, joten L on tyh-jentävä. Päättelemällä samalla tavalla kuin Esimerkissä 11.13 voidaan osoit-taa, että (t1, t2) ja L ovat minimaalisesti tyhjentäviä. �Uskottavuusfunktioon Lx(·) läheisesti liittyvä funktio saadaan määritte-lemällä tunnusluku(11.4.3) t(x) =

Lx(·)
Lx(θ0)

,missä θ0 on sellainen θ:n arvo, että Lx(θ0) > 0. Tekijälauseen avulla voidaannäyttää, että t(x) on tyhjentävä, kun lauseessa merkitään
g(t, θ) =

Lx(θ)

Lx(θ0)ja h(x) = Lx(θ0). Suure (11.4.3) on θ:n ja θ0:n uskottavuussuhde. Edelläosoitettiin (identiteetti (11.4.2)), että uskottavuusfunktio voidaan määrittääpelkästään tunusluvun t avulla, jos t on tyhjentävä. Olipa t siis mikä tahansatyhjentävä tunnusluku, Lx(·) voidaan lausua t:n funktiona. Uskottavuusfunk-tio on siis minimaalisesti tyhjentävä.



11.4. Tyhjentävyys 315Lause 11.3 Jos t on θ:n tyhjentävä tunnusluku, niin θ:n koko aineistoon
x1, . . . , xn perustuva uskottavuus on sama kuin pelkästään tunnuslukuun tperustuva uskottavuus. Siksi uskottavuusfunktio on minimaalisesti tyhjentä-vä.On syytä muistaa, että kaksi uskottavuusfunktiota ovat samat, jos ne ovatverrannolliset. Lauseesta 11.3 seuraa, että mikä tahansa uskottavuusfunktionbijektiivinen kuvaus on minimaalisesti tyhjentävä.Esimerkki 11.16 Olkoon x1, . . . , xn otos normaalijakumasta N(µ, 1). Sil-loin uskottavuusfunktio

L(µ; x1, . . . , xn) = vakio× exp[−n

2
(x− µ)2]on otoskeskiarvon x bijektiivinen kuvaus. Jos meillä on kaksi eri otosta x1, . . . , xnja y1, . . . , yn, niin

L(µ; x1, . . . , xn) = vakio× L(µ; y1, . . . , yn) jos ja vain jos x = y.Tämä osoitaa, että x on minimaalisesti tyhjentävä. Vastaavanlaisella päät-telyllä voidaan osoittaa, että (x, s2) on parametrivektorin (µ, σ2) minimaa-lisesti tyhjentävä tunnuslukupari, kun ostos on normaalijakumasta N(µ, σ2)ja s2 on otosvarianssi. �Monotoninen uskottavuussuhdeMinimaalinen tyhjentävyys voidaan luonnehtia uskottavuussuhteen
t(x) =

Lx(·)
Lx(θ0)avulla. Koska t(x) on uskottavuusfunktion bijektiivinen kuvaus, se on mini-maalisesti tyhjentävä. Millä tahansa θ:n arvojen θ0 6= θ1 sellaisilla valinnoil-la, että Lx(θ0) > 0, uskottavuussuhde Lx(θ1)/Lx(θ0) on t(x):n bijektiivinenkuvaus. Jos t(x) on skalaari, ominaisuutta kutsutaam monotoniseksi uskot-tavuussuhteeksi. Kun θ1 lähestyy θ0:aa, niin

Lx(θ1)

Lx(θ0)
≈Lx(θ0) + L′

x
(θ0)(θ1 − θ0)

Lx(θ0)

=1 +
∂ logLx(θ0)

∂θ0
(θ1 − θ0).Tämä osoittaa, että t(x) on minimaalisesti tyhjentävä, jos pistesuure ∂ logLx(θ0)

∂θ0on t(x):n bijektiivinen funktio.



316 Luku 11. Piste-estimointi11.5 Eksponentiaalinen perheEksponentiaalinen jakaumaperheeseen kuuluvat useimmat tavallisimmat ja-kaumat kuten normaali-, binomi- ja gammajakaumat sekä Poissonin jakau-ma. Eksponentiaalisen perheeseen jakauman tiheysfunktio (tai todennäköi-syysfunktio) on muotoa(11.5.1) f(x; θ) = exp[t(x)η(θ)− A(θ) + c(x)],kun x ∈ S, missä arvoalue S ei riipu parametrista θ. Funktiot η(·), t(·), A(·)ja c(·) ovat annettuja. Parametria η(·) kutsutaan luonnolliseksi parametriksija tunnuslukua t(·) luonnolliseksi tunnusluvuksi.Yleisen p-parametriseen eksponentiaaliseen perheeseen kuuluvan jakau-man logaritmoitu tiheysfunktio (tai todennäköisyysfunktio) on muotoa(11.5.2) log f(x; θ) =

p
∑

i=1

ηi(θ)ti(x)−A(θ) + c(x),missä θ = (θ1, . . . , θp) ja A(θ), c(x), ηi(θ) ja Ti(x) ovat tunnettuja funktioi-ta. Lisäksi muuttujan x arvoalue ei riipu tuntemattomasta parametrista θ.Parametreja ηi kutsutaan luonnollisiksi parametreiksi ja tunnuslukuja Ti(x)luonnollisiksi tunnusluvuiksi. Oletetaan lisäksi, että luonnolliset parametrit
ηi eivät ole keskenään lineaarisesti riippuvia eivätkä luonnolliset tunnusluvut
Ti(x) keskenään. Voidaan osoittaa, että luonnolliset tunnusluvut Ti(x) ovatminimaalisesti tyhjentäviä.Eksponentiaalinen perhe on täysiasteinen, jos luonnollisten parametrienavaruus sisältää avoimen joukon. Esimerkiksi 2-ulotteinen neliö 2-ulotteisessa(2D) Euklidisessa avaruudessa sisältää avoimen joukon, mutta esimerkiksisuora 2D-avaruudessa ei sisällä avointa joukkoa. Tyypillisesti eksponentiaali-nen perhe on täysiasteinen, jos luonnollisten parametrien lukumäärä on samakuin tuntemattomien parametrien lukumäärä.Jos luonnollisten parametrien välillä on epälineaarisia riippuvuuksia, niinluonnollisten tyhjentävien parametrien lukumäärä on suurempi kuin vapait-ten parametrien lukumäärä ja silloin eksponentiaalista perhettä kutsutaankaareutuvaksi. Monet teoreetiset tulokset pitävät paikkansa vain täysiastei-sissa malleissa. Eksponentiaalinen perhe sisältää sekä jatkuvien että diskreet-tien satunnaismuuttujien jakaumia. Kuten jo edellä mainittiin, normaali-,binomi- ja gammajakauma kuuluvat eksponentiaaliseen perheeseen, kun taasCauhyn jakauma ja t-jakauma eivät kuulu.Esimerkki 11.17 Tarkastellaan normaalijakaumaa N(θ), missä θ = (µ, σ2)ja molemmat parametrit ovat tuntemattomia. Silloin jakauman tiheysfunk-tion logaritmi on

log f(x;µ, σ2) =
µx

σ2
− x2

2σ2
− µ2

2σ2
− 1

2
log(2πσ2).



11.5. Eksponentiaalinen perhe 317Tämä normaalijakauma on täysiasteinen eksponentiaalisen perheen malli,luonnolliset parametrit ovat η1 = µ
σ2 ja η2 = − 1

2σ2 sekä luonnolliset tun-nusluvut t1(x) = x ja t2(x) = x2.Oletetaan nyt, että satunnaismuuttujan X ∼ N(θ) variaatiokerroin ontunnettu vakio a = σ/µ, missä µ > 0. Silloin N(µ, a2µ2) kuuluu kaareutu-vaan eksponentiaaliseen perheeseen. Vaikka mallissa on vain yksi tunematonparametri, luonnolliset tunnusluvut t1(x) = x ja t2(x) = x2 ovat edelleenminimaalisesti tyhjentäviä. �Esimerkki 11.18 Poissonin jakauman Poi(µ) tapauksessa todennäköisyys-funktion logaritmi on
log f(x;µ) = x logµ− µ− log x!.Siksi Poi(µ) on täysiasteinen yhden parametrin eksponentiaalisen perheenmalli.JosX noudattaa sellaista typistettyä Poissonin jakaumaa, että arvoaX =

0 ei havaita, niin arvojen x = 1, 2, . . . todennäköisyydet ovat
fµ(x) =

e−µµx/x!

1− e−µ
,joten

log f(x;µ) = x log µ− µ− log(1− e−µ)− log x!.Tämä on myös yhden parametrin eksponentiaalisen perheen malli, jolla onsama luonnollinen parametri ja tunnusluku, mutta funktio A(µ) on muuttuu.
�Jos X1, . . . , Xn on otos eksponentiaalisen perheen jakaumasta, niin otok-sen yhteisjakauma kuuluu eksponentiaaliseen perheeseen. Olkoon x1, . . . , xnotos normaalijakaumasta N(µ, σ2), niin yhteisjakauman tiheysfunktion loga-ritmi on

log f(x1, . . . , xn;µ, σ
2) =

µ
∑

i xi

σ2
−

∑

i x
2
i

2σ2
− nµ2

2σ2
− n

2
log(2πσ2).Tässä jakaumalla on samat luonnolliset parametrit η1 = µ

σ2 ja η2 = − 1
2σ2 kuinnormaalijakaumalla Esimerkissä 11.17. Yhteisjakauman luonnolliset tunnus-luvut ovat t1(x1, . . . , xn) =

∑

i xi ja t2(x1, . . . , xn) =
∑

i x
2
i .Tarkastellaan nyt lähemmin funktion A(η) roolia eksponentiaalisen per-heen jakauman tiheysfunktion/todennäköisyysfunktion lausekkeessa. Olete-taan, että X on satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on exp[c(x)] ja mo-menttifunktio

M(η) = E(eηX).Olkoon A(η) ≡ logM(η), jota kutsutaan kumulantteja generoivaksi funk-tioksi. Silloin
∫

eηx+c(x)d x = eA(η)
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∫

eηx−A(η)+c(x)d x = 1kaikilla η. Näin siis funktio(11.5.3) f(x; η) = eηx−A(η)+c(x)määrittelee eksponentiaaliseen perheeseen kuuluvan tiheysfunktion (tai to-dennäköisyysfunktion). Tätä menetelmää kutsutaan satunnasimuuttujan eks-ponenttikäännöksi. Alkuperäinen satunnasimuuttuja X liittyy arvoon η = 0.Jokaiselle muotoa (11.5.3) olevalle funktiolle pätee, että
µ = E(X ; η) = A′(η)ja

Var(X ; η) = A′′(η) =
∂

∂η
E(X ; η) = v(µ).Siksi A(η) määrittelee tietyn yhteyden odotusarvon ja varianssin välille.Eksponentiaalinen hajontamalliOletetaan nyt, että parametrien θ ja φ logaritmoitu uskottavuusfunktio onmuotoa(11.5.4) logL(θ, φ) =

xθ −A(θ)

φ
+ c(x, φ),missä A(θ) ja c(x, φ) ovat annettuja funktioita. Tässä esitysmuodossa pa-rametria θ kutsutaan kanoniseksi parametriksi ja φ:tä hajontaparametriksi.Valitsemalla funktiot A(θ) ja c(x, φ) eri tavoin saadaan määriteltyä erilaisiatodennäköisyysmalleja. Jos X on diskreetti, niin silloin täytyy olla

∑

x

exp

{

xθ − A(θ)

φ
+ c(x, φ)

}

= 1,mikä määrittelee A(θ):n ja c(x, φ):n välille tietyn yhteyden.Hajontaparametri sallii varianssin vaihdella vapaasti odotusarvosta riip-pumatta:
µ = Eθ(X) = A′(θ)ja

Var(X ; θ) =φA′′(θ)

=φ
∂

∂θ
E(X ; θ) = φ v(µ).Tämä on eksponentiaalisen hajontamallin suurin etu jäykempään malliin(11.5.2) verrattuna.



11.5. Eksponentiaalinen perhe 319Käytännössä funktio A(θ) annetaan mallissa (11.5.4) eksplisiittisesti, kuntaas funktio c(x, φ) jätetään tavallisesti tarkemmin määrittelemättä. Tämäei ole ongelma niin kauan kuin on kyse vain θ:n estimoinnista, koska pis-tefunktio ei riipu c(x, φ):sta. Sen sijaan φ:n estimoimiseksi tarvitaan kokouskottavuusfunktio.Esimerkki 11.19 NormaalijakaumaN(µ, σ2) logaritmoitu uskottavuusfunk-tio voidaan kirjoittaa muodossa
logL(µ, σ2) =

xµ− µ2/2

σ2
− 1

2
log σ2 − x2

2σ2
.Normaalijakauma on siis eksponentiaalisen perheen malli, jonka luonnolli-nen parametri on µ, hajontaparametri φ = σ2, A(µ) = µ2/2 ja c(x, φ) =

− 1
2
logφ− 1

2
x2/φ. Tässä siis c(x, φ):n lauseke tunnetaan. �Esimerkki 11.20 Poissonin jakauman Poi(µ) logaritmoitu uskottavuusfunk-tio on muotoa

logL(µ) = x logµ− µ− log x!.Tässä mallissa luonnollinen parametri on θ = logµ, hajontaparametri φ = 1ja A(θ) = µ = eθ.Pitämällä A(θ) = eθ vakiona ja vaihtelemalla hajonataparametria φ voi-daan muodostaa Poissonin malleja, joissa on joko yli- tai alihajontaa. Samallaodotusarvolla E(X) = µ saadaan
Var(X) = φA′′(θ) = φµ.Funktion c(x, φ) täytyy toteuttaa identiteetti

∞
∑

x=0

exp

[

xθ − eθ

φ
+ c(x, φ)

]

= 1,kaikilla θ ja φ. �Esimerkki 11.21 Tarkastettiin 20 uuden auton otoksessa värivikojen luku-määrä käyttäen tiettyä kokeellista menetelmää. Tulokseksi saatiin seuraavatlukumäärät:0 10 1 1 1 2 1 4 11 0 5 2 5 2 0 2 0 1 3 0Otoskeskiarvo on x = 2.55 ja otosvarianssi s2 = 9.85, mikä osoittaa ylihajon-taa. Jos käytetään Poissonin tyyppistä mallia, jossa A(θ) = eθ, niin
Varθ(X) = φEθ(X).Momenttimenetelmällä hajontaparametrin φ estimaatti on φ̂ = 9.84/2.55 =

3.86. Aivan ilmeisesti hajontaparametrin arvo on suurempi kuin 1. �



320 Luku 11. Piste-estimointiMinimaalinen tyhjentävyys ja eksponentiaalinen perheMinimaalisen tyhjentävyyden ja eksponentiaalisen perheen välillä on tärkeäteoreettinen yhteys. Lievien oletusten vallitessa tyhjentävä (minimaalisestityhjentävä) tunnusluku (tunnusvektori) on olemassa jos ja vain jos fθ(x)kuuluu täysiasteiseen eksponentiaaliseen perheeseen. Eksponentiaalisen per-heen rakenteesta taas seuraa, että uskottavuusfunktiolla on yksikäsitteinenmaksimi ja SUE on tyhjentävä. Jos siis tyhjentävä estimaatti (tunnusluku)on olemassa, niin se on SUE.


