MTTTP5
Lisatehtavia ratkaisuineen luentomonisteen lukuun 5 liittyen

1. Olkoon puolueen A kannatusosuus populaatiossa 30 %. Tarkastellaan
tastd populaatiosta tehtyd satunnaisotosta, jonka koko on n. Madritellaédn
satunnaismuuttuja X= puolueen A kannattajien lukumaara otoksessa. Maarita
X:n jakauma seké jakauman odotusarvo ja varianssi. Tarkastele vield suhteellista
osuutta X/ n. Antaako X/ n keskimé&arin oikean arvion kannatusosuudelle?
Miksi?

2. Olkoon X, X,, ..., X satunnaisotos jakaumasta, jonka odotusarvo on p ja

varianssi o°. Estimoidaan jakauman odotusarvoa estimaattorilla
X=( X+ ... + X))/ n. Onko estimaattori harhaton? Maarité liséksi estimaattorin

keskivirhe. Mitd voit sanoa estimaattorin jakaumasta? Jos o> on tu ntematon, niin
miten voisit estimoida keskivirhetta?

3. Auton sytytystulppien valmistaja vaittaa, ettd tulpat kestavat keskimaarin
60000 km keskihajonnan ollessa 6000 km sekd vaihtelu luonnehdittavissa
normaalijakaumalla. Haluat estimoida tulppien keskiméaaréista kestoa 4
satunnaisesti valitun tulpan avulla. Mitéd estimaattoria kdytat? Onko se harhaton?
Maérita estimaattorisi keskivirhe sekd jakauma olettaen valmistajan vaite
todeksi.

4. Oletetaan, ettd puolueen A kannatusosuus populaatiossa on 18 %.
Tehdaéan populaatiosta n alkion satunnaisotos. Méaaritelladn kannatusosuuden
estimaattori p = 100X/ n, missa X on puolueen A kannattajien lukumaéara
otoksessa. Onko p kannatusosuuden harhaton estimaattori? Miksi? Maarita
lisdksi estimaattorin keskivirhe.

5. Viliestimoi tehtdvan 3 tilanteessa tulppien keskimé&arédinen kestoa.

6. Erdén rikollisen puolustusasianajaja vaittaa, ettd kyseisessd tuomioistuimessa
valamiehistot eivat ole edustavia. Yhtena perusteluna vaittamaansa hanelld on
se, ettd valamiehistd on usein ollut keskipalkaltaan koko maan tasoa korkeampi.
Tuorein tilastotieto maan keskipalkasta on $8500. Selvitettiin 100 viimeisimmaé&n
valamiehistoon kuuluvien jasenten palkat. Saatiin keskipalkaksi $22890 ja
palkan keskihajonnaksi $7670. Onko perusteltua uskoa asianajajan vaite? Tutki
asiaa sopivan luottamusvalin avulla.



7. Tutkittiin kahden lisdaineen (A ja B) vaikutusta terdksen kovuuteen. Koska
terédksen tuote-erien laatu vaihtelee, poimittiin ndytteet 10 tuote-erdsté, joista
kukin jaettiin edelleen kahtia. Toiseen osaan lisattiin lisdainetta A ja toiseen
lisdainetta B. Mitattiin kovuusindeksi:

Tuote-era 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lisdaine A 22 26 29 22 31 34 31 20 33 34
Lisdaine B 27 25 31 27 29 41 32 27 32 34

Onko perusteita pitaé toista lisdainetta parempana kuin toista? Koska otokset
ovat riippuvia, laske ensin kovuusindeksien erotukset tuote-erittéin ja sitten
sopiva luottamusvali.

8. Lentoyhtidn ongelmana on matkustajien varaamien paikkojen kayttamaétta
jattaminen. Tastd syysté yhtio ottaa lennoille varauksia enemmaén kuin koneessa
on paikkoja. Halutaan arvioida sitd, kuinka paljon (prosentteina) varauksia
voidaan ottaa yli paikkojen. Tehd&an 500 matkustajan satunnaisotos, joiden
joukossa todetaan olevan 40 matkustajaa, jotka olivat jaaneet tulematta varatulle
lennolle. Anna ohjeet yhtidlle varauksien ottamisesta. Kéyté sopivaa
luottamusvalid.

9. Erddn mielipidemittauksen mukaan presidenttiehdokkaan kannatus on
52%. Mielipidettd oli kysytty 1500 danioikeutetulta siten, ettd voidaan olettaa
olevan kyse satunnaisotannasta. Laske virhemarginaali. Jos otoskoko olisi ollut
300, niin ika olisi ollut virnemarginaali?

10. Kymmenen vuotta sitten erddssa yliopistossa tehdyn tutkimuksen
mukaan 18 % yliopiston opiskelijoista ei uskonut lI6ytavansa koulutustaan
vastaavaa tyota valmistuttuaan. Haluttiin tutkia, oliko tima prosenttiosuus
muuttunut ja kysyttiin mielipidettd 100 satunnaisesti valitulta opiskelunsa
aloittaneelta, joista 25 % ei uskonut tyollistyvanséd koulutustaan vastaavasti
valmistumisen jalkeen. Onko kymmenessa vuodessa tapahtunut muutosta?

11.  Ohessa analysointituloksia liittyen Tampereella myynnissé olleisiin
kerrostalohuoneistoihin (Aineisto Aamulehti 31.10.99). Tuloksista l16ytyy
neliohinnan tunnuslukuja laskettuna seké keskusta- ettd esikaupunkialueelta.

Laske sopiva luottamusvali ja tulkitse tulokset.
Level Number Mean Std Dev
Esikaupunki 26 7250,59 1691,78
Keskusta 30 9613,15 1278,22



Ratkaisuja

1.

X ~Bin(n, 0.3), jolloin E(X)=n -0.3ja Var(X)=n -0.3-0.7.

E(X/ n)=(1/ n)E(X) = (1/ n) -n - 0.3 = 0.3. Koska otoksessa A:n kannattajien
suhteellisen osuuden odotusarvo on 0.3, niin antaa X/ n keskiméaarin oikean
arvion kannatusosuudelle. Voidaan tietysti yhtd hyvin tarkastella prosentuaalista
osuutta 100X/ n, jonka odotusarvo on 30.

2.
E(X) = E((X+ -+ X ) ) = EX)+ -+ E(X )Y = (n+ .+ w)/n =y, joten X

on p:n harhaton estimaattori. Var(X) = Var((X1+ .t Xn)/ n) =

{Var(Xl)+ .. + Var( Xn)}/ n2= (02 + ..+ 02)/ n2= o2/ n, joten estimaattorin

keskivirhe on o/ Vn, jota voi estimoida s/ Vn. Jos otos normaalijakaumasta, niin
keskiarvon jakauma on myds normaalijakauma. Jos otos ei ole
normaalijakaumasta, niin keskeisen raja-arvolauseen perusteella otoskeskiarvo
on likimain normaalisti jakautunut, kunhan otoskoko riittava.

3.

Otoskeskiarvo on odotusarvon harhaton estimaattori. Tassé (olettaen valmistajan
—_ 2 _
véite oikeaksi) X ~ N (60000, 6000 / 4), joten X:n keskivirhe on 6000/ 2 = 3000.

4.
X ~Bin(n, 0.18), jolloin E(X) =n -0.18 ja Var(X) =n - 0.18 - 0.82.
E(p) = E(100X/ n) = (100/ n)E(X) = (100/ n) - n - 0.18 = 18, joten p on
kannastusprosentin harhaton estimaattori. Var(p) = Var(100X/ n) =

2 2
(200/ n) Var(X) = (100/ n) -n -0.18 -0.82 = 18- 82/ n, jonka nelidjuuri on
estimaattorin hajonta eli keskivirhe.

5.
100(1-a)%:n luottamusvéli odotusarvolle, kun jakauman varianssi tunnettu, on
X*z,,0/ \n. Saadaan 60000+1,96-6000/ 2.

6.
100(1-a)%:n luottamusvéli odotusarvolle, kun jakauman varianssi on
tuntematon, on X # t,,, s/ \n. Tass4 to0s2 100, = 1.98, X=22890 ja s = 7670, joten

95%:n luottamusvali 22890 + 1.98 - 7670/ V100 eli 22890 + 1519, joka ei sisalla
lukua 8500 (maan keskipalkkaa). On siis perusteltua uskoa asianajajan vaite.



7.

Tuote-era 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Lisaaine A 22 26 29 22 31 34 31 20 33 34
Lisdaine B 27 25 31 27 29 41 32 27 32 34
EROTUS -5 1 -2 -5 2 -l -1 -7 1 0

Kéytetdan , kuten tehtdvéssa 1, luottamusvélia odotusarvolle, kun populaation
varianssi on tuntematon. 100(1-a)%:n luottamusvali odotusarvolle, kun

jakauman varianssi on tuntematon, on X + to,, .8/ V. Erotuksista laskettu
keskiarvo on -2.3 (tai 2.3, jos erotukset laskettu toisin pdin) ja keskihajonta
(kaavasta 1.2) s = 3.4335, t,, ,,., = 2.262, joten 95%:n luottamusvali on -2.3 +
2.262 - 3.4335/ V10 eli -2.3 + 2.456, joka sisaltda nollan. N&in voidaan ajatella
erotuksen olevan perdisin jakaumasta, jonka odotusarvo on nolla. Siis lisdaineet
saman vertaisia.

8.
Prosenttiosuuden luottamusvalip Z“’”/W' Muodostetaan 95%:n

luottamusvali (o = 0.05, z,,,= 1.96), saadaan 8 1.961/% eli (5.6, 10.4).

Voidaan arvioida, ettd paikan varanneista 5.6% - 10.4% jaa tulematta, joten
varauksia voidaan ottaa timan mukaisesti yli.

9.
Virhemarginaali (95%) on 11.961/W(ks. tehtavan 8 luottamusvali). Nyt p

= 52.Jos n = 1500 virhemarginaali on +2.5%, jos n = 3000 virhemarginaali on
+1.8%.

10.
Prosenttiosuuden luottamusvalip ZQ’H/W' Muodostetaan 95%:n

luottamusvali ( o = 0.05, z,,,= 1.96), saadaan 25 + 1.96,/% eli (16.5,

33.5). Koska 18 % kuuluu télle valille voidaan tehda paatelma, etté tilanne ei ole
muuttunut.



11.

Nelidhinta markkoinall

Level Number Mean Std Dev
Esikaupunki n = 26 X=7250,59 Sy =1691,78
Keskusta m = 30 y=9613,15 sy:1278,22

100(1-a)%:n luottamusvéli odotusarvojen erotukselle, kun jakauman varianssit

. « . Vi 1. 1 -
ovat tuntemattomia, mutta yhté suuria, on X- Y*ty, . 1/— +—,missas=
' n m

\/ (n -1)s5 + (m - 1)s? ~2)

S . Téssd 95%:n luottamusvéli (o = 0.05, t, ., s6a00~

- 2362.56 + 2 -1484.081/2—];3 + 3—]6 eli -2362.56 = 795.16. Koska nolla ei kuulu

luottamusvalille, voidaan sanoa, ettd nelihinnat eivét ole keskimaérin samoja
vaan keskusta-asunnot ovat 1567.4 mk - 3157.72 mk nelichinnaltaan kalliimpia.



