
Luku 7Johdanto tilastolliseen päättelyyn
7.1 Tilastollisen ongelman luonneTilastollisen mallintaminen ja päättely käsittelee havaintojen vaihtelua jaepävarmuutta. Ei ole itsestään selvää, että tuollaisesta aiheesta voidaan esit-tää mitään täsmällistä tai tieteellistä. Tilastotieteessäkin on omaksuttu eri-laisia lähestymistapoja epävarmuuden käsittelyyn. Kaksi pääkoulukuntaa ovatBayesilainen ja frekventistinen koulukunta. Seuraava esitys perustuu pääosonuskottavuuden (uskottavuusfunktio) käsitteeseen, joka on kummankin edellämainitun koulukunnan keskeinen peruskäsite .AspiriiniaineistoTaulukon 7.1 tulokset ovat peräisin tutkimuksesta, jossa selvitettiin, ehkäi-seekö aspiriini aivohalvauksia ja sydäninfarkteja (infartus myoardii autus)(Steering Committee of the Physiians' Health Study Researh Group 1989).Tutkimuksessa satunnaistettiin 22071 tervettä henkilöä aspiriiniryhmään jalumeryhmään. Aspiriiniryhmään kuuluvat saivat päivittäin pienen annoksenaspiriinia ja lumeryhmään kuuluvat vastaavasti lumetabletin. Henkilöidenterveydentilaa seurattiin keskimäärin 5 vuotta. Asetelma on satunnaistettukliininen koe, jossa tutkittiin aspiriinin käytön vaikutusta sydäninfarktikuol-leisuuteen. Tutkimukseen osallistuneet eivät tienneet, kumpaan ryhmään hekuuluivat.Pääkysymys on siis tämä: Onko aspiriinista hyötyä sydäninfarktin ehkäi-syssä? Aspiriiniryhmässä on vähemmän sydäninfarkteja kuin lumeryhmässä,
139 vastaan 239. Mitä tämä todistaa, mitä luvuista voidaan päätellä? On-ko todistusaineisto kyllin vahva, jotta voimme vastata kysymykseen? Sivu-vaikutuksia, jos niitä mitataan aivohalvausten määrällä, oli enemmän aspi-riiniryhmässä. Kuitenkaan lukujen 119 vastaan 98 osoittama ero ei tunnuvakuuttavalta. Tällaisiin kysymyksiin vastaaminen edellyttää tilastollista elistokastista mallia, joka kuvaa havintojen stokastista käyttäytymistä.233



234 Luku 7. Johdanto tilastolliseen päättelyynTaulukko 7.1 Aspiriinin käytön mahdollinen aivohalvauksia ja sydäninfark-teja ehkäisevä vaikutus.Ryhmä Sydänkohtaus Aivohalvaus YhteensäAspiriini 139 119 11037Lume 239 98 11034Yhteensä 378 217 22071Suhteellinen riski
139/11037

239/11034
= 0.58on eräs vakiintunut vertailla kahta suhteellista osuutta. Aspiriinin hyöty suh-teellisena riskinä on 0.58. Jos suhteellinen riski olisi 1, se tarkoittaisi, että as-piriinilla ei ole vaikutusta. Ykköstä selvästi pienempi arvo osoittaa, että aspi-riinista on hyötyä. Onko siis 0.58 tarpeeksi paljon ykköstä pienempi? Tässäesimerkissä voidaan olettaa binomimalli, jossa sydäninfarktiin sairastunei-den lukumäärä aspiriiniryhmässä noudattaa binomijakaumaa Bin(θ1, n1) jalumeryhmässä binomijakaumaa Bin(θ2, n2), missä n1 = 11037, n2 = 11034 jatodennäköisyydet θ1 sekä θ2 ovat tuntemattomia parametreja. Tuntematonsuhteellinen riski on θ1/θ2 ≡ θ.Olemme siis laskeneet suhteellisen riskin estimaatin θ̂ = 0.58. Siihen eiole liitetty mitään arvon luotettavuudesta kertovaa mittaa, joten se ei yksinpysty vastaamaan alkuperäiseen kysymykseen. Antaako koe niin paljon in-formaatiota, että voimme estimaatin θ̂ perusteella väittää θ:n olevan paljonpienempi kuin 1. Ajatellaan, että olisi tehty 10 kertaa laajempi koe ja olisi ha-vaittu 1390 vastaan 2390 sydänkohtausta. Silloin jälleen olisi θ̂ = 0.58, mut-ta intuitiivisesti tämän kokeen tulos tuntuu vakuuttavammalta. Estimaattiinpitää liittää jokin sen täsmällisyyttä kuvaava mitta, jonka avulla voimme ar-vioida estimaatin luotettavuutta. Tässä on päädytty tilastollisen päättelynperusongelmaan: Miten havaintojen avulla voidaan tehdä tuntemattomia pa-rametreja koskevia päteviä päätelmiä?Jos esimerkiksi todennäköisyys sairastua johonkin tautiin muuttuu jos-sain väestössä vaikkapa todennäköisyydestä 0.0001 todennäköisyyteen 0.0010,on muutos suhteellisesti ottaen erittäin suuri. Jonkin tavallisen tapahtumankohdalla yhtä suuri todennäköisyyden muutos, esimerkiksi todennäköisyy-destä 0.2001 todennäköisyyteen 0.2010 ei ole merkittävä. Samoilla todennä-köisyyksien muutoksilla lähellä ääripäitä 0 ja 1 on usein suurempi merkityskuin vaihtelualueen keskivaiheilla. Todennäköisyyksien suhteen avulla voi-daan tarkastella suhteellista muutosta.Taulukossa 7.2 suhteellinen riski on

θ = θ1/θ2,



7.2. Tilastolliset mallit 235joka voi saada minkä tahansa ei-negatiivisen arvon. Todennäköisyyksien ar-voilla θ1 = 0.0010 ja θ2 = 0.0001 suhteellinen riski on θ = 0.0010/0.0001 = 10ja arvoilla θ1 = 0.2010 ja θ2 = 0.2001 suhteellinen riski on θ = 0.2010/0.2001 =
1.004.Taulukko 7.2 Sairastumistodennäköisyys Aspiriiniyhmässä on θ1 ja Lume-ryhmässä θ2. Indikaattori Y = 1, kun henkilöllä on infarkti ja muutoin Y = 0,joten P (Y = 1|Aspiriiniryhmä) = θ1 ja P (Y = 1|Lumeryhmä) = θ2.

Y1 0 YhteensäAspiriini θ1 1 − θ1 1.0Lume θ2 1 − θ2 1.07.2 Tilastolliset mallitTilastotiede käsittelee sitä, mitä voimme oppia havainnoista. Tilastollisessamallintamisessa havaintoja tarkastellaan satunnaiskokeen tuloksena, satun-naisilmiönä. Ajatelkaamme, että havainnot ovat "mustan laatikon"tuottamia.Syötemuuttujien vektori x = (x1, . . . , xp) (selittävät muuttujat, riippumatto-mat muuttuja) menee sisään laatikkoon ja vastemuuttujat (riippuvat muut-tujat, selitettävät muuttujat) y = (y1, . . . , ym) tulevat ulos:
x −→ luonto −→ yLaatikon sisällä luonto liittää jonkin funktion avulla selittävät muuttujat javasteet yhteen. Havaintojen analysoinnin tavoitteet voidaan karkeati jakaakahteen ryhmään:Ennustaminen. Mallilla halutaan ennustaa, mitä vatemuuttujan arvojasaadaa tulevaisuuden syötteillä.Tieto riippuvuuksista. Halutaan saada selvyys siitä, miten luonto onliittänyt yhteen syötteet ja vastemuuttujat.Tilastolliset tulokset ja näkemykset voidaan täsmällisimmin ilmaista ma-tematiikan keinoin, mutta yhteys havaintoihin ja tieteelliseen päättelyyn onominaista tilastotieteelliselle ajattelutavalle. Monet tilastolliset tulokset ovatsyntyneet ja syntyvät vastauksena melko konkreettisiin kysymyksiin, joihinei aina ole olemassa yleistä eleganttia ratkaisua. Tällaisten ongelmien valta-va määrä tekee vaikeaksi kehittää kaiken kattavaa teoriaa, vaikka toisaaltayhteisiä yleisiä periaatteita voidaan esittää. Tällaiset periaatteet voidaan ki-teyttää tilastollisen mallin käsitteeseen.



236 Luku 7. Johdanto tilastolliseen päättelyynHavaintojen parametrinen mallintaminenTässä lahestymistavassa oletetaan mustan laatikon sisälle jokin havaintojagereroiva todennäköisyysmalli ja funktion f yleinen matemaattinen muotooletetaan tunnetuksi. Havaintojen malli on esimerkiksi muotoa(7.2.1) vaste = f(selittäjät, satunnaisvirhe, parametrit).Parametrit estimoidaan havainnoista ja sen jälkeen mallia voidaan käyttääriippuvuuksien tarkasteluun tai ennustamiseen.Musta laatikko voisi näyttää esimerkiksi seuraavalta:
x −→ lineaarinen regressio −→ yTässä siis ajatellaan, että lineaarinen regressiomalli kuvaa riittävän hyvinvasteen y riippuvuutta selittäjistä x. Silloin siis f on 1. asteen polynomi(parametrien suhteen). Mallin pätevyys pyritään vahvistamaan havaintojenavulla. Silloin tehdään esimerkiksi yhteensopivuustestejä ja tarkastellaan ha-vaintoihin sovitetun mallin residuaaleja.Esimerkki 7.1 Count Rumford Baierilainen oli ensimmäisiä, joka teki läm-pöfysiikan kokeita. Vuonna 1798 hän teki kokeen, jossa kanuunan putki kuu-mennettiin 130◦F lämpötilaan (◦F = ◦C×1.8+32). Sitten putken annettiinjäähtyä ja lämpötila mitattiin tietyin väliajoin. Ulkolämpötila kokeen aikanaoli 60◦F . Newtonin jäähtymislaki sanoo, että d f/d t = −θ(f − t0), missä t0on ulkolämpötila. Silloin putken lämpötilan hetkellä t pitäisi olla

f(t, θ) = 60 + 70 e−θt.Kun mittauksia tehdään käytännössä, havainnot eivät aivan täsmällises-ti toteuta lakia. Poikkeamat tulkitaan mittausvirheiksi. Tilastollinen malli,jossa mittausvirheet otetaan huomioon, on muotoa(7.2.2) Y = f(t, θ) + ǫ,missä f(t, θ) = 60 + 70 e−θt. Mittausvirhe ǫ on satunnaismuuttuja, jonkaodotusarvo E(ǫ) oletetaan nollaksi.Mittausvirheet noudattavat yleensä erittäin hyvin normaalijakaumaa, sik-si tilastollista päättelyä ajatellen oletetaankin tavallisesti, että ǫ nouddattaanormaalijakaumaa. Näillä tilastollisilla oletuksilla malli (7.2.2) voidaan luon-nehtia seuraavasti:
Y ∼ N(60 + 70 e−θt, σ2).Varsinainen fysikaalisesti kiinnostava estimoitava parametri on θ ja σ2 koe-järjestelyyn liittyvä virhevarianssi. �



7.2. Tilastolliset mallit 237Algoritminen mallintaminenAlgoritminen lähestymistapa on saavuttanut suosiota ja sovellusmahdolli-suuksia tietokoneiden laskentakapasiteetin kasvun myötä. Tässä ajatteluta-vassa mustan laatikon sisältö on monimutkainen ja tuntematon. Pyritäänlöytämään funktio f(x) algoritmisesti� algoritmi laskee x:n perusteella en-nusteita y:lle. Algoritmi siis pyritään muokkaamaan sellaiseksi, että se antaahyviä ennusteita. Musta laatikko näyttäisi tältä:
x −→ tuntematon −→ yEsimerkiksi neuroverkot kuuluvat tähän kategoriaan. Mallin pätevyyttä ar-vioidaan ennustevirheen avulla.Tavallisesti havaintojen vaihtelu jaetaan systemaattiseen osaan ja satun-naisosaan on additiivisesti:havainnot = f(selittävät muuttujat, parametrit) + satunnaisosa

= systemaattinen osa + satunnaisosa.Esitys (7.2.1) on itse asiassa varsin yleinen, joka sallii monimutkaisetkin vai-kutusmekanismit. Yksinkertaistavia oletuksia kuitenkin tarvitaan, jotta mal-lit pystytään ymmätämään ja analysoimaan. Havaintojen oletetaan olevanperäisin jostain jakaumaperheestä, tavallisimmin ns. parametrisesta jakau-maperheestä. Systemaattinen osa on esimerkiksi havaintojen Y1, Y2, . . . , Ynodotusarvoja E(Yi), 1 ≤ i ≤ n, koskeva oletus, joka lausutaan vaikkaparegressiofunktiona. Tavallisesti odotusarvo riippuu joistain selittävistä muut-tujista (eli kovariaatista). Tilastollisen mallin voidaan sanoa olevan havain-tojen yhteisjakaumaa ja systemaattista osaa koskevien oletusten joukko.Esimerkki 7.2 Oletetaan, että Y1, Y2, . . . , Yn on otos normaalijakaumasta
N(µi, σ

2), missä E(Yi) = µi. Oletetaan lisäksi, että E(Yi) riippuu lineaarisestiselittävästä muuttujasta x, joten(7.2.3) µi = α + βxi, 1 ≤ i ≤ n.Malli voidaan kirjoittaa myös muodossa
Yi = µi + εi,missä εi = Yi − E(Yi). Virhetermi εi noudattaa normaalijakaumaa N(0, σ2).

�Kokeellisessa tilanteessa selittäjä x on koevakio. Tutkija voi päättää, mit-kä arvot hän x:lle valitsee. Esimerkiksi törmäystestissä valitaan törmäysno-peudet x1, . . . , xn. Näillä selittäjän arvoilla mitataan vastemuuttujan (tai vas-temuuttujien) arvot. Regressioanalyysia käytetään kuitenkin myös ei-kokeellisessatilanteessa, jossa tutkija ei voi kontrolloida x:n arvoja. Silloin x on satunnais-muuttuja, jonka arvo havainnoidaan usein samanaikaisesti vastemuuttujan



238 Luku 7. Johdanto tilastolliseen päättelyynkanssa. On huomattava, että regressiomallissa (7.2.3) tarkastellaan ehdollis-ta odotusarvoa
E(Y |x) = µ(x),missä Y :n ehdollisen odotusarvon oletetaan olevan x:n linearinen funktio

µ(x) = α + βx. Suoran kertoimet α ja β ovat tuntemattomia parametreja,jotka estimoidaan havainnoista.Tilastotieteen oppikirjoissa lähdetään tavallisesti liikkeelle melko tekni-sesti. Sanotaan, että havainnot Y1, . . . , Yn ovat otos jostain tuntenmattomas-ta jakaumasta F , missä F on siis jakauman kertymäfunktio. Tavallisesti ja-kaumasta tehdään joitain oletuksia. Tilanne voi olla esimerkiksi sellainen, et-tä jakauma voidaan oletettaa symmetriseksi. Tällä kurssilla käytetään useim-miten parametrista lähestymistapaa, jolloin jakauman ajatellaan kuuluvanjohonkin parametriseen jakaumaperheeseen
F = {F (x; θ), θ ∈ Θ }missä F (x; θ) on kertymäfunktio jokaisella kiinnitetyllä θ:n arvolla.Käsittelemissämme päättelyongelmissa operoimme tavallisesti tiheysfunk-tioiden avulla, joten jakaumaperhe on silloin suoraviivaisempaa luonnehtiatiheysfunktioiden joukkona
F = { f(x; θ), θ ∈ Θ }.Suure θ on siis parametri ja sen arvojoukko Θ on parametriavaruus. Valit-semalla yksi parametrin θ arvo saadaan täysin määrätty jakauma. Edelläolemme nähneet, että θ voi olla selittäjien funktio. Kun parametrin θ ar-vo valitaan havaintojen perusteella, saadaan θ:n piste-estimaatti. Parametrin(parametrien) arvo määrittämistä havaintojen perusteella sanotaan piste-es-timoinniksi.Esimerkki 7.3 Tarkastellaan auto-onnettomuuksien vakavuusastetta, kunselittäjänä on kuljettajan ikä. Usein väitetään, että nuoret kuljettajat ai-heuttavat keskimääräistä enemmän vakavia onnettomuuksia.Taulukko 7.1. Vakavien onnettomuuksien lukumäärä alueella A tam-mikuussa vuonna 2000.Yli 21-vuotiaat Alle 21-vuotiaatKuolemaanjohtaneet Muut Kuolemaanjohtaneet Muut

Y1 Y2 Y3 Y4

11 62 4 7Oletetaan, että onnettomuuksien lukumäärä kuukaudessa noudattaa Pois-sonin jakaumaa Poi(λ). Tarkastellaan neljää onnettomuustyyppiä, jotka on



7.3. Estimoinnista 239määritelty kuljettajan iän ja onnettomuuden vakavuusasteen mukaan. Erityyppisten onnettomuuksien lukumäärien Yi, 1 ≤ i ≤ 4, oletetaan noudatta-van toisistaan riippumatta Poissonin jakaumaa Poi(λi). Oheisessa taulukossaon annettu eräs aineisto. Silloin esimerkiksi kuolemaan johtaneiden onnetto-muuksien lukumäärä Y3 alle 21-vuotiaiden ryhmässä noudattaa Poissonin ja-kaumaa Poi(λ3). Parametrit λ1, λ2, λ3 ja λ4 ovat satunnaismuuttujien Y1, Y2,
Y3 ja Y4 odotusarvoja. Odotusarvo λi kertoo onnettomuusasteen i. katego-riassa. Vastaavasti esimerkiksi yli 21-vuotiaiden onnettomuusaste on λ1 + λ2ja alle 21-vuotiaiden λ3 + λ4. Merkitään θ1 = λ1 + λ2 ja θ2 = λ3 + λ4. Näintodennäköisyys, että yli 21-vuotias aiheuttaa kohtalokkaan onnettomuuden,on

π1 =
λ1

λ1 + λ2ja alle 21-vuotiaan todennäköisyys aiheuttaa kohtalokas onnettomuus on
π2 =

λ3

λ3 + λ4
.Nelikko (θ1, π1, θ2, π2) muodostaa uuden parametrisoinnin, joka saattaa ollatulkinnallisesti selkeämpi ja mielenkiintoisempi kuin alkuperäinen. �7.3 EstimoinnistaTarkastelemme nyt satunnaismuuttujia, joiden todennäköisyysfunktion (taitiheysfunktion) funktionaalinen muoto tunnetaan, mutta jakauma riippuujostain tuntemattomasta parametrista θ. Oletetaan, että parametrin θ mah-dolliset arvot kuuluvat johonkin annettuun joukkoon Θ, jota kutsutaan pa-rametriavaruudeksi. Tiedetään esimerkiksi, että jonkin tuotteen elinaika Xnoudattaa eksponenttijakaumaa

f(x; θ) =
1

θ
e−x/θ, 0 < x <∞,missä θ ∈ Θ = { θ | 0 < θ < ∞}. Parametriavaruus Θ on siis positiivistenreaalilukujen joukko. Haluamme valita funktioperheestä

F = { f(x; θ), θ ∈ Θ }yhden tiheysfunktion, joka esittää parhaiten tuotteen elinaikaa. Valitaan siisyksi parametrin θ arvo eli parametrin θ piste-estimaatti, joka määrittää ja-kauman.Parametrin arvo arvioidaan eli estimoidaan havaintojen perusteella. Teem-me jakaumasta havainnon X = x ja estimoimme parametrin θ arvon ha-vainnon x perusteella. Parametrin θ estimoimiseen käytettävää otosfunktio-ta T (X) kutsutaan parametrin θ estimaattoriksi ja estimaattorin T (X) ar-voa t = T (x) kutsutaan parametrin θ estimaatiksi. Estimaattori pyritäänvalitsemaan siten, että se antaa hyviä arvioita parametrista θ.



240 Luku 7. Johdanto tilastolliseen päättelyynEsimerkki 7.4 Estimoidaan ehdokkaan A kannattajien suhteellinen osuus
θ eräässä suuressa kaupungissa. Valitaan kaupungin äänioikeutetuista satun-naisesti n henkilöä, joilta tiedustellaan, kannattavatko he ehdokasta A. Ol-koon X ehdokkaan A kannattajien lukumäärä otoksessa. Koska populaationkoko on suuri verrattuna otoskokoon n, voidaan olettaa, että X ∼ Bin(n, θ),missä θ on todennäköisyys, että satunnaisesti valittu henkilö kannattaa A:ta.Binomijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X todennäköisyysfunktioon muotoa

f(x;n, θ) =

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x, x = 0, 1, . . . , n; 0 ≤ θ ≤ 1.Binomijakauman parametriavaruus on Θ = { θ | 0 ≤ θ ≤ 1 }. Tehtävänäm-me on määrittää θ:n estimaattori T (X) siten, että havaitun arvon X = xperusteella saadaan hyvä θ:n piste-estimaatti T (x). Havainnon X = x toden-näköisyys on(7.3.1) P (X = x) =

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x.Eräs tapa määrittää θ:n estimaatti on tarkastella todennäköisyyttä P (X =
x) parametrin θ funktiona ja etsiä sellainen θ:n arvo, että havainnon x toden-näköisyys saavuttaa maksiminsa. Voidaan osoittaa, että havainnon X = xtodennäköisyys maksimoituu, kun θ = x/n. Tätä estimaattia kutsutaan θ:nsuurimman uskottavuuden estimaatiksi ja sitä merkitään

θ̂ =
x

n
.

�7.4 Suurimman uskottavuuden menetelmäKun todennäköisyyttä (7.3.1) tarkastellaan parametrin θ funktiona, huo-maamme, että tekijä (
n
x

) ei riipu parametrista θ. Siksi määrittelemmekinuskottavuusfunktion seuraavasti:(7.4.1) L(θ) = c · f(x; θ),missä f(x; θ) on todennäköisyysfunktio ja f(x; θ) on siis havainnon X = xtodennäköisyys. Vakio c ei riipu parametrista θ, vaikkakin se voi riippua ha-vainnosta x. Vakio c pyritään valitsemaan siten, että L(θ):lle saadaan yk-sinkertainen lauseke. Uskottavuusfunktioon perustuvat päätelmät eivät riipuvakion c valinnasta.Tavallisesti uskottavuusfunktio tulee olemaan useiden tekijöiden tulo jamm. siitä syystä on osoittautunut käteväksi työskennellä uskottavuusfunk-tion logaritmin avulla. Logaritmoitu uskottavuusfunktio l(θ) on uskottavuus-funktion luonnollinen logaritmi eli(7.4.2) l(θ) = logL(θ).



7.4. Suurimman uskottavuuden menetelmä 241Esityksestä (7.4.1) seuraa, että
l(θ) = log c+ log f(x; θ),missä vakio c ei riipu θ:sta. Jatkossakin kaikki logaritmit ovat luonnollisialogaritmeja, ellei toisin mainita.Suurimman uskottavuuden estimaatti (SUE) θ̂ on se parametrin θ arvo,joka maksimoi havainnon x todennäköisyyden f(x; θ). Sama arvo θ̂ maksimoimyös funktiot L(θ) ja l(θ). Suurimman uskottavuuden estimaatti θ̂ on siis us-kottavuusfunktion ja logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimikohta. Ta-vallisesti tarkastellaan logaritmoitua uskottavuusfunktiota, koska se on useinmatemaattisesti yksinkertaisempi kuin uskottavuusfunktio. Logaritmoidullauskottavuusfunktiolla on myös teoreettisesti merkittävä tilastollinen tulkinta.Esimerkki 7.5 Tarkastellaan edelleen Esimerkkiä 7.4, jossa havaintojen to-dennäköisyysfunktio on f(x; θ) =

(
n
x

)
θx(1−θ)n−x. Kun uskottavuusfunktiossa(7.4.1) valitaan vakion arvoksi c = 1
/(

n
x

), saadaan esitysmuoto
L(θ) = θx(1 − θ)n−x, 0 ≤ θ ≤ 1.Tässä uskottavuusfunktion esityksessä ei ole �turhia� vakiotekijöitä. Tätä us-kottavuusfunktion esitysmuotoa kutsutaan myös uskottavuusfunktion ytimek-si. Yleensä esitämme uskottavuusfunktion tässä ydinmuodossa. Logaritmoituuskottavuusfunktio on

l(θ) = x log θ + (n− x) log(1 − θ), 0 < θ < 1.Parametrin θ suurimman uskottavuuden estimaatti on siis se θ:n arvo, jokamaksimoi funktion l(θ). Huomattakoon, että l(θ) ei ole määritelty välin [0, 1]päätepisteissä, mutta L(θ) on. �



242 Luku 7. Johdanto tilastolliseen päättelyyn



Luku 8Uskottavuuspäättelyn perusteet
8.1 Uskottavuuden määritelmäTarkastellaan kannatusmittausten tyypillistä asetelmaa. On arvioitava eh-dokkaan A kannattajien suhteellinen osuus θ annetulla paikkakunnalla (Kat-so Esimerkki 7.4). Valitaan äänioikeutetuista satunnaisesti n henkilöä, joiltatiedustellaan, kannattavatko he ehdokasta A. Olkoon X ehdokkaan A kan-nattajien lukumäärä otoksessa. Populaation koko on suuri verrattuna otos-kokoon n, joten otoksessa kannattajien lukumäärän X voidaan olettaa nou-dattavan binomijakaumaa Bin(n, θ), missä θ on todennäköisyys, että satun-naisesti valittu henkilö kannattaa A:ta.Binomijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujanX todennäköisyysfunk-tio on muotoa

f(x;n, θ) =

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x, x = 0, 1, . . . , n; 0 ≤ θ ≤ 1.Binomijakauman parametrin θ arvojoukko eli parametriavaruus on
Θ = { θ | 0 ≤ θ ≤ 1 }.Tehtävänämme on arvioida otoksesta saadun havaitun arvon X = x perus-teella θ:n arvo eli laskea θ:n estimaatti. Havainnon X = x todennäköisyyson(8.1.1) Pθ(X = x) =

(
n

x

)

θx(1 − θ)n−x.Eräs tapa määrittää θ:n estimaatti on tarkastella todennäköisyyttä
Pθ(X = x) parametrin θ funktiona ja etsiä sellainen θ:n arvo, että havainnon
x todennäköisyys saavuttaa maksiminsa. Voidaan osoittaa, että havainnon
X = x todennäköisyys maksimoituu, kun θ = x/n. Tällaista estimaattiakutsutaan θ:n suurimman uskottavuuden estimaatiksi ja sitä merkitään

θ̂ =
x

n
.243
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Kuvio 8.1. Onnistumistodennäköisyyden θ uskottavuus, kun binomi-jakaumasta Bin(10, θ) on saatu havainto x = 8.Jos otoskoko n = 100 ja otoksessa oli X = 10 A:n kannattajaa, niin θ:nsuurimman uskottavuuden estimaatti on θ̂ = 0.10. Kun havainto X = 10on saatu ja otoskoko n = 100 on kiinnitetty, niin todennäköisyyttä (8.1.1)voidaan tarkastella parametrin θ funktiona:(8.1.2) L(θ) = Pθ(X = 10) =

(
100

10

)

θ10(1 − θ)90.Funktiota L(θ) kutsutaan uskottavuusfunktioksi. Uskottavuusfunktio sisäl-tää tuntematonta parametria θ koskevaa informaatiota. Informaatio on sikäliepätäydellistä, että parametrin arvo on pääteltävissä vain tietyllä varmuudel-la. Uskottavuusfunktiosta voidaan kuitenkin arvioida myös tuo varmuudenaste. Tilastollisiin ongelmiin liittyvät tuntemattomat suureet ovat usein kiin-teitä parametreja (tuntemattomia vakioita) tai satunnaisparametreja eli sa-tunnasimuuttujia, joista ei saada havaintoja. Kumpaankin tapauksee liittyyestimointiongelma. Tässä esityksessä tarkastellaan lähes yksinomaan kiinteänparametrin tilannetta.Määritelmä 8.1 Jos tilastollinen malli on parametrisoitu kiinteällä tunte-mattomalla parametrilla θ, niin uskottavuusfuntio L(θ) on havainnon x to-dennäköisyys parametrin θ funktiona.8.1.1 Diskreetit mallitDiskreeteissä malleissa havaintoarvon todennäköisyys on hyvin määriteltysuure, kuten esimerkiksi binomimallissa (8.1.2).



8.2. Esimerkkejä 2458.1.2 Jatkuvat mallitKun X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin tiheysfunktion arvo f(x; θ) eiole todennäköisyys P (X = x). Itse asiassa P (X = x) = 0 kaikilla x, kun
X on jatkuva satunnaismuuttuja. Koska mittaustarkkuus on aina äärelli-nen, sovelluksissa tapahtuma {X = x} tarkoittaa, että x kuuluu johonkinmittaustarkkuuden määrittämään väliin. Tapahtumien {X = x} sijasta tar-kastellaan siis tapahtumia {a < X ≤ b}, missä a < b. Silloin tapahtuman
{X = x} todennäköisyys on siis muotoa

P (a < X ≤ b) =

b∫

a

f(x; θ) dx = F (b; θ) − F (a; θ).Olkoon X = x havainto jakaumasta F (x; θ). Jos mittaustarkuus on ∆ >
0, niin

Pθ(X = x) = Pθ(x− ∆/2 < X ≤ x+ ∆/2)(8.1.3)
= F (x+ ∆/2; θ) − F (x− ∆/2; θ).Jos väli ∆ on pieni ja F on kohtuullisen sileä, niin

F (x+ ∆/2; θ) ≈ F (x− ∆/2; θ).Silloin voidaan käyttää likiarvoa
F (x+ ∆/2; θ) − F (x− ∆/2; θ) ≈ f(x; θ)∆.Koska mittaustarkkuus ∆ ei riipu parametrista θ, niin uskottavuusfunktioon vakio kertaa tiheysfunktion arvo, eli(8.1.4) L(θ) = cf(x; θ),missä c on mikä tahansa sopivasti valittu positiivinen vakio.

︸ ︷︷ ︸

∆ x

︸
︷
︷

︸

f(x; θ)

8.2 EsimerkkejäEsimerkki 8.1 Tarkastellaan vielä alaluvussa 8.1 esitettyä kannatusmittaus-ta. Ehdokasta A kannatti 100:n äänioikeutetun otoksessa 10, jolloin saatiin



246 Luku 8. Uskottavuuspäättelyn perusteetuskottavuusfunktio (8.1.2). Jos tiedetään ainoastaan, että A:ta kannatti kor-keintaan 10, silloin θ:aa koskeva informaatio voidaan lausua uskottavuus-funktiolla
L(θ) = P (X ≤ 10)

=

10∑

x=0

(
100

x

)

θx(1 − θ)100−x.

�Esimerkki 8.2 Estimoidaan myyrien lukumäärä (N) tietyllä alueella. Tut-kimusryhmä pyydystää N1 = 25 myyrää, merkitsee ne ja laskee takaisinluontoon. Myöhemmin pyydystetään n = 60 myyrää, joissa on x = 5 mer-kittyä ja n − x = 55 merkitsemätöntä. Jos oletetaan, että kaikkien myyrientodennäköisyys joutua pyydykseen on sama, niin N :n uskottavuus voidaanlaskea hypergeometrisen todennäköisyysfunktion avulla
L(N) = P (X = 5;N) =

(
25
5

)(
N−25

55

)

(
N
60

) .

�8.3 Uskottavuuksien yhdistäminenTehdään kaksi toisistaan riippumatonta koetta (tai otosta), jotka antavatinformaatiota samasta parametrista θ. Havainnon X = x todennäköisyys 1.kokeessa on f1(x; θ) ja havainnon Y = y todennäköisyys 2. kokeessa f2(y; θ).Teknisesti voimme sanoa, että satunnaismuuttujat X ja Y ovat toisistaanriippumattomat. Meillä on siis kaksi riippumatonta havaintoa x ja y.Uskottavuuden määritelmän (8.1) mukaan 1. kokeeseen perustuva uskot-tavuusfunktio on
L1(θ) = f1(x; θ)ja 2. kokeeseen perustuva uskottavuusfunktio
L2(θ) = f2(y; θ).Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman todennäköisyysfunktio

f(x, y; θ). Yhdistettyyn kokeeseen perustuva uskottavuusfunktio on määri-telmän (8.1) mukaan
L(θ) = f(x, y; θ).Koska X ja Y ovat riippumattomat, niin f(x, y; θ) = f1(x; θ)f2(y; θ). Yhdis-tettyyn kokeeseen perustuva uskottavuusfunktio voidaan siis kirjoittaa muo-dossa(8.3.1) L(θ) = L1(θ)L2(θ).



8.3. Uskottavuuksien yhdistäminen 247Ottamalla uskottavuusfunktiosta (8.3.1) puolittain logaritmit saadaan vas-taava logaritmoitu uskottavuusfunktio(8.3.2) l(θ) = l1(θ) + l2(θ),missä on merkitty l(θ) = logL(θ).Kahdesta riippumattomasta kokeesta saatava parametria θ koskeva in-formaatio voidaan siis yhdistää siten, että kerrotaan yksittäisiin kokeisiinliittyvät uskottavuusfunktiot keskenään ja vastaavasti logaritmoidut uskot-tavuusfunktiot lasketaan yhteen. On helppo nähdä, että useamman kuin kah-den riippumattoman kokeen antamat tulokset voidaan yhdistää vastaavastikertomalla kokeisiin liittyvät uskottavuusfunktiot ja laskemalla yhteen loga-ritmoidut uskottavuusfunktiot.Jos siis x1, . . . , xn on (havaittu) otos jakaumasta, jonka tiheysfunktio (to-dennäköisyysfunktio) on f(x; θ), niin
L(θ) =

n∏

i=1

Li(θ)ja
l(θ) =

n∑

i=1

li(θ).Jos halutaan korostaa, että uskottavuusfunktio perustuu havaintoihin x1, . . . , xn,niin merkitään L(θ; x1, . . . , xn). Huomattakoon, että hajotelma (8.3.1) on sil-lä tavoin yleinen, että havainnot x = (x1, . . . , xk) ja y = (y1, . . . , ym) voivatolla myös vektoriarvoisia. Jos havainnot x ja y ovat riippumattomat, niin
f(x,y; θ) = f1(x; θ)f2(y; θ)ja hajotelma (8.3.1) pitää paikkansa.Esimerkki 8.3 Jatketaan esimerkin 8.1 käsittelyä. Oletetaan, että kaksi eritutkijaa tekevät samaan aikaan toisistaan riippumatta ehdokkaan A kannat-tusta mittaavan haastattelututkimuksen siten, että 1. tutkija haastatteli 100ja 2. tutkija 50 äänioikeutettua. Merkitään n = 100 + 50. Havaittiin, että 1.tutkijan otoksessa oli 10 ja 2. tutkijan otoksessa 8 ehdokkaan A kannattajaa.Nyt 1. otokseen perustuva logaritmoitu uskottavuusfunktio on

l1(θ) = log

(
100

10

)

+ 10 log(θ) + 90 log(1 − θ)ja 2. otokseen perustuva logaritmoitu uskottavuusfunktio on vastaavasti
l2(θ) = log

(
50

8

)

+ 8 log(θ) + 42 log(1 − θ).



248 Luku 8. Uskottavuuspäättelyn perusteetOtoksista lasketut suurimman uskottavuuden estimaatit ovat vastaavasti
θ̂1 =

10

100
ja θ̂2 =

8

50
.Koska otokset ovat riippumattomat, niin tuloksen (8.3.2) mukaan yhdistet-tyyn otokseen perustuva logaritmoitu uskottavuusfunktio on

l(θ) = l1(θ) + l2(θ)

= (10 + 8) log(θ) + (100 + 50 − (10 + 8)) log(1 − θ)

= 18 log(θ) + 132 log(1 − θ).(8.3.3)Logaritmoidusta uskottavuusfunktiosta (8.3.3) laskettu θ:n suurimman us-kottavuuden estimaatti on
θ̂ =

18

150
=

10

100
+

8

50
=

100

150
θ̂1 +

50

150
θ̂2.

�Esimerkki 8.4 Oloon x1, . . . , xn otos normaalijakausta N(θ, σ2), missä σ2on tuntematon. Yhden havainnon xi vaikutus uskottavuuteen on
Li(θ) =

1√
2πσ2

exp

[

− (xi − θ)2

2σ2

]

,ja logaritmoitu kokonaisuskottavuus on
logL(θ) =

n∑

i=1

li(θ)

= −n
2

log(2πσ2) − 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − θ)2.

�8.4 Yhteys Bayesilaiseen lähestymistapaanBayesilaisessa lähestymistavassa tarvitaan parametrin θ priori f(θ), jonkaavulla voidaan määrittää posteriori
f(θ|x) = vakio× f(θ)f(x; θ)

= vakio× f(θ)L(θ)Bayesilainen menetelmä yhdistää siis informaatiota samalla tavalla kuin us-kottavuusmenetelmä: se yhdistää priorin ja uskottavuusfunktion kertomallane keskenään.



8.5. Uskottavuussuhde 2498.5 UskottavuussuhdeOletetaan, että y = h(x) on havainnon x yksi-yksinen eli bijektiivinen muun-nos (vrt. Alaluku 5.5.2 s. 173). Silloin on olemassa sellainen funktio x = g(y),että
y = h(x) ⇔ x = g(y).Jos x on jatkuva, niin

fY (y; θ) = fX
(
g(y); θ

)
|g′(y)|,missä g′(y) = dx

dy
. Silloin muunnettuun havaintoon y perustuva uskottavuuson

L(θ; y) = L(θ; x)|g′(y)|.On selvää, että x:n ja y:n pitäisi sisältää sama parametria θ koskeva in-formaatio. Kun parametrin arvoja θ1 ja θ2 verrataan uskottavuusfunktionavulla, saadaan
L(θ2; y)

L(θ1; y)
=
L(θ2; x)

L(θ1; x)
.Vertailtaessa eri parametrin arvoja samassa mallissa, vain uskottavuuk-sien suhteella on merkitystä, koska vakiot supistuvat pois. Tämä tarkoittaa,että uskottavuusfunktiota tarkasteltaessa voidaan jättää pois sellaiset ter-mit, jotka eivät sisällä parametria θ. Uskottavuusfunktio on siis vakiota vail-le yksikäsitteinen. Jos uskottavuusfunktio halutaan tehdä yksikäsitteiseksi,se tavallisesti normeerataan siten, että sen maksimiarvo tulee ykköseksi.Esimerkki 8.5 Jos x on otos binomijakausta Bin(n, θ), niin uskottavuus-funktio on

L(θ) = θx(1 − θ)n−x,mistä on jätetty pois kaikki vakiotermit. Tätä muotoa sanotaan usein uskot-tavuusfunktion ytimeksi. Vastaavasti logaritmoitu uskottavuusfunktio on
l(θ) = logL(θ) = x log(θ) + (n− x) log(1 − θ).

�8.6 Uskottavuusfunktion maksimi ja kaarevuusSuurimman uskottavuuden estimaatti (SUE) antaa tarkastelun kohteena ole-van parametrin piste-estimaatin, vaikka uskottavuusmenetelmän käyttö eirajoitu piste-estimaattien määrittämiseen. Fisher (1922) esitti uskottavuus-funktion suurimman uskottavuuden estimointimenetelmän yhteydessä. Suu-rimman uskottavuuden estimaatin θ̂ laskemiseksi on siis määritettävä us-kottavuusfunktion L(θ), tai vastaavasti logaritmoidun uskottavuusfunktion
L(θ), maksimikohta parametriavaruudessa Θ.



250 Luku 8. Uskottavuuspäättelyn perusteetUskottavuusfunktio tiivistää havaintojen sisältämän parametreja koske-van informaation. SUE on yksi keino luonnehtia uskottavuusfunktiota. Ylei-sesti yksi luku ei riitä luonnehtimaan funktiota. Jos logaritmoitu uskotta-vuusfunktio on kvadraattinen tai jokin kvadraattinen funktio on sen hyvälikiarvo, niin funktion luonnehtimisen tarvitaan vähintään 2 lukua: maksi-min sijainti ja funktion kaarevuus maksimissa. Jos logaritmoidulla uskotta-vuusfunktiolla on maksimikohdan yhpäristössä hyvä kavdraattinen likiarvo,sanomme uskottavuusfunktiota säännölliseksi.Tavallisesti SUE θ̂ voidaan määrittää derivointikeinolla. Huomattakoonkuitenkin, ettei tätä keinoa voida tietenkään aina soveltaa. Se ei kuitenkaantarkoita sitä, etteikö SUE silti voisi olla olemassa. Funktion l(θ) 1. derivaat-taa kutsutaan Fisherin pistefunktioksi tai lyhyesti vain pistefunktioksi ja semääritellään seuraavasti:(8.6.1) S(θ; x) ≡ d

dθ
l(θ; x),missä l(θ; x) = logL(θ; x). Merkitsemme myös lyhyesti S(θ) = l′(θ). SiksiSUE θ̂ on pisteyhtälön

S(θ) = 0ratkaisu.Maksimissa logaritmoidun uskottavuusfunktion 2. derivaatta on negatii-vinen. Siksi logaritmoidun uskottavuusfunktion kaarevuus pisteessä θ̂ mää-ritellään suureena I(θ̂), missä
I(θ) ≡ − d2

dθ2
logL(θ) = −l′′(θ).Suuri kaarevuus kertoo, että funktiolla on terävä huippu. Tilastollisesti tul-kittuna se tarkoittaa suurempaa varmuutta parametrin arvosta. Suuretta

I(θ̂) kutsutaan uskottavuusteoriassa havaituksi Fisherin informaatioksi tailyhyemmin havaituksi informaatioksi.Tavallisesti parametriavaruus Θ on jokin reaalilukuväli ja l(θ):n 1. ja 2.derivaatta ovat olemassa kaikissa Θ:n sisäpisteissä. Jos nyt θ̂ on Θ:n sisäpiste,niin l′(θ̂) = 0 ja l′′(θ̂) < 0. Näiden ehtojen vallitessa on siis(8.6.2) S(θ̂) = 0 ja I(θ̂) > 0.Jos edellä mainitut säännöllisyysoletukset eivät pidä paikkaansa, ei θ̂:a vält-tämättä saada uskottavuusyhtälön ratkaisuna.Esimerkki 8.6 Binomijakauman tapauksessa (Esimerkki 7.5)
S(θ) =

x

θ
− n− x

1 − θ
, I(θ) =

x

θ2
+

n− x

(1 − θ)2
, 0 < θ < 1.Kun 1 ≤ x ≤ n − 1, niin uskottavuusyhtälöllä S(θ) = 0 on yksikäsitteinenratkaisu θ = x/n. Koska I(θ) > 0 pisteessä θ = x/n, niin funktiolla l(θ)



8.6. Uskottavuusfunktion maksimi ja kaarevuus 251[ja funktiolla L(θ)℄ on maksimi pisteessä θ = x/n. Koska L(0) = L(1) = 0,niin θ̂ = x/n on globaali maksimi ja siksi θ:n suurimman uskottavuudenestimaatti. Kun x = 0, niin uskottavuusyhtälöllä ei ole ratkaisua, muttauskottavuusfunktio on silloin
L(θ) = (1 − θ)n, 0 ≤ θ ≤ 1.Nähdään helposti, että L(0) = max

θ
L(θ), joten θ̂ = 0. Vastaavasti kun x = n,niin θ̂ = 1. Näin siis kaava θ̂ = x/n pätee kaikilla havaintoarvoilla, vaikkakaikkia estimaatteja ei saada uskottavuusyhtälön ratkaisuna. �Esimerkki 8.7 Oletetaan, että puhelinvaihteeseen päivän aikana tulevien�väärien� puheluiden lukumäärä noudattaa Poissonin jakaumaa, jonka odo-tusarvo on µ. Oletetaan, että jakauma on kaikkina päivinä sama ja eri päivienhavainnot ovat toisistaan riippumattomat. Olkoot x1, x2, . . . , xn eri päivinähavaitut virhepuheluiden lukumäärät. Havainnon xi todennäköisyys on

f(xi;µ) =
1

xi!
µxie−µ, xi = 0, 1, 2, . . . .Koska eri päivinä havaittujen virhepuheluiden lukumäärät ovat toisistaanriippumattomat, niin otoksen x1, x2, . . . , xn todennäköisyys on

f(x1, x2, . . . , xn;µ) = f(x1;µ)f(x2;µ) · · ·f(xn;µ)

=

n∏

i=1

1

xi!
µxie−µ =

1

x1!x2! . . . xn!
µ

∑
xie−nµ.Koska uskottavuus ei riipu vakiosta 1/(x1!x2! · · ·xn!), se voidaan jättäätarkasteluista pois. Tämä turhista vakioista "puhdistettu"uskottavuusfunktionydin on

L(µ) = µ
∑
xie−nµ, 0 ≤ µ <∞.Vastaava logaritmoitu uskottavuusfunktio on

l(µ) =
∑

xi log(µ) − nµ.Pistefunktio ja informaatiofunktio ovat vastaavasti
S(µ) =

1

µ

∑

xi − n ja I(µ) =

∑
xi

µ2
.Jos ∑

xi > 0, niin uskottavuusyhtälöllä S(µ) = 0 on yksikäsitteinen rat-kaisu µ =
∑
xi/n = x̄. Koska I(µ) > 0 pisteessä µ = x̄, niin x̄ on maksi-mikohta. Se on myös globaali maksimi, koska L(0) = 0 ja L(µ) → 0, kun

µ → ∞. Jos ∑
xi = 0, niin uskottavuusyhtälöllä S(µ) = 0 ei ole ratkaisua,mutta uskottavuusfunktio saavuttaa maksiminsa pisteessä µ = 0. Näin siis

µ̂ = x̄ kaikilla havaintoarvoilla. Havaintojen x1, x2, . . . , xn todennäköisyysmaksimoituu, kun jakauman tuntematon parametri µ estimoidaan otoskes-kiarvolla x̄. �



252 Luku 8. Uskottavuuspäättelyn perusteetEsimerkki 8.8 Olkoon x1, . . . , xn havaittu otos normaalijakaumastaN(θ, σ2).Oletamme tässä, että σ2 on tunnettu vakio. Kun θ:sta riippumattomat termitjätetään pois, saadaan
l(θ) = − 1

2σ2

n∑

i=1

(xi − θ)2,josta seuraa
S(θ) = l′(θ) =

1

σ2

n∑

i=1

(xi − θ).Ratkaisemalla yhtälö S(θ) = 0 saadaan θ:n SU-estimaatiksi θ̂ = x̄. Havaituksiinformaatioksi saadaan
S(θ̂) =

n

σ2
.

�Arvioidaan logaritmoitua uskottavuusfunktiota 2. asteen Taylorin poly-nomilla SUE:n θ̂ ympäristössä. Olkoon l(θ) parametriavaruudessa Θ määri-telty jatkuvan parametrin θ logaritmoitu uskottavuusfunktio. Vastaavasti θ:npistefunktio on S(θ) = l′(θ) ja informaatiofunktio I(θ) = −l′′(θ). Oletetaan,että θ̂ on olemassa jossain Θ:n sisäpisteessä. Arvioidaan log-uskottavuutta 2.asteen Taylorin polynomilla SUE:n θ̂ ympäristössä. Silloin
l(θ) ≈ l(θ̂) + S(θ̂)(θ − θ̂) − 1

2
I(θ̂)(θ − θ̂)2,josta saadaan(8.6.3) log

L(θ)

L(θ̂)
≈ − 1

2
I(θ̂)(θ − θ̂)2.Toisen asteen likiarvon tarkkuutta voidaan tutkia piittämällä log-uskottavuusfunktioja likiarvo samaan kuvioon. Esimerkiksi normaalijakauman tapauksessa li-kiarvo on tarkka. Kun likiarvo (8.6.3) derivoidaan puolittain, saadaan

S(θ) ≈ −I(θ̂)(θ − θ̂)tai
− S(θ)

I1/2(θ̂)
≈ I1/2(θ̂)(θ − θ̂)8.7 UskottavuusalueetMiten esitetään uskottavuusfunktioon sisältyvä parametria koskeva infor-maatio? Eräs suoraviivainen tapa on piirtää uskottavuusfunktion kuvaaja.Se tapa voi kuitenkin olla varsin epäkäytännöllinen ja usean parametrin ta-pauksessa joskus jopa suorastaan mahdoton toteuttaa.



8.7. Uskottavuusalueet 2538.7.1 Suora uskottavuuspäättelyParametrin θ uskottavuusalueeseen kuuluvat ne θ:n arvot, joilla on tarpeeksisuuri uskottavuus:(8.7.1) ua(θ; c) = { θ | L(θ)

L(θ̂)
> c }.Tavallisesti uskottavuusalue ua(θ, c) on reaalilukuväli, jolloin uskottavuusa-luetta kutsutaan uskottavuusväliksi (uv). Huomaa, että L(θ)

L(θ̂)
on normeerattuuskottavuus. Kynnysarvon c arvon määrittäminen on tietysti käytännön so-velluksissa tärkeä tehtävä. Parametrin arvojen uskottavuutta verrataan suu-rimman uskottavuuden estimaatin uskottavuuteen. Se on havainnollista il-moittaa prosenttilukuna. Koska 0 < L(θ)

L(θ̂)
≤ 1, niin voimme kutsua väliä

ua(θ, c) myös 100c %:n uskottavuus. Tällä välillä uskottavuus on enenem-män kuin 100c %:a maksimiuskottavuudesta L(θ̂).Uskottavuusalue on usein kätevämpää määrittää normeeratun uskotta-vuusfunktion logaritmin avulla. Uskottavuusalue (8.7.1) voidaan määritelläjoukkona
ua(θ; c) = { θ | l(θ) − l(θ̂) > log c }.Esimerkiksi 50 %:n uskottavuusväli on epäyhtälön
l(θ) − l(θ̂) > log(0.5) = −0.69toteuttavien θ:n arvojen joukko.Parametria θ koskeva informaatio voidaan kuvata havainnollisesti L(θ)

L(θ̂)
:ntai l(θ)− l(θ̂):n kuvaajan avulla. Kun funktio l(θ) on riittävän säännöllinen,kuten useimmissa esimerkeissämme, saadaan parametrista riittävän tarkkayleiskuva esittämällä suurimman uskottavuuden estimaatti θ̂ ja pari kolmeuskottavuusväliä.Esimerkki 8.9 Tuotantolijalla testattiin 100:n tuotteen satunnaisotos. Vir-heellisten tuotteiden lukumäärä X otoksessa noudattaa binomijakaumaa

Bin(100, π). Otoksessa on kaksi viallista tuotetta (X = 2). Logaritmoituuskottavuusfunktio on silloin
l(θ) = 2 log(θ) + 98 log(1 − θ)ja θ̂ = 0.02. Logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimi

l(θ̂) = log(0.02) + 98 log(0.98) = −9.80.Logaritmoitu normeerattu uskottavuusfunktio on siis
l(θ) − l(θ̂) = 2 log(θ) + 98 log(1 − θ) + 9.80.Esimerkiksi 50 % uskottavuusväli on

{ θ | l(θ)−l(θ̂)−log(0.5) ≥ 0 } = { θ | 2 log(θ)+98 log(1−θ)+9.80+0.69 ≥ 0 }.
�



254 Luku 8. Uskottavuuspäättelyn perusteet8.7.2 Todennäköisyyteen perustuva päättelyUskottavuusväliin kynnysarvon c määrittäminen on ongelma, koska c ei viit-taa suoraan mihinkään havaittavaan. Mitä tarkoittaa vaikkapa 5%:n uskot-tavuus? Se riippuu esimerkiksi myös otosavaruuden laajuudesta. Sen sijaan
5%:n (0.05)todennäköisyys voidaan tulkita suhteelliseksi frekvenssiksi toisto-kokeessa.Frekventistinen parametria θ koskeva päättely perustuu θ:n estimaatto-rin θ̂ jakaumaan. Esimerkissä 8.8 tarkasteltiin normaalijakauman /N(θ, σ2)tuntemattoman parametrin θ estimointia, kun σ2 oletettiin tunnetuksi. Esi-merkistä 8.8 seuraa, että

log
L(θ)

L(θ̂)
= l(θ) − l(θ̂) = − n

2σ2
(X̄ − θ)2Tiedämme, että satunnaisotoksen X1, . . . , Xn funktiona otoskeskeskiarvo

X̄ =
n∑

i=1

Xinoudattaa normaalijakaumaa N(θ, σ
2

n
). Siksi

n

σ2
(X̄ − θ)2 ∼ Khi2(1)noudattaa Khiin nelöjakaumaa vapausastein 1. Suuretta(8.7.2) W ≡ 2 log

L(θ)

L(θ̂)
∼ Khi2(1)Wilksin uskottavuussuhteeksi. Normaalijakauman tapauksessa W :n jakaumaon täsmälleen Khi2 ja varsin yleisin oletuksinW :n jakauma on likimainKhi2.Wilksin suureen 8.7.2 avulla saadaan nyt uskottavuusvälille todennäköi-syystulkinta, sillä

P (log
L(θ)

L(θ̂)
> c) = P (2 log

L(θ̂)

L(θ)
< −2 log c)

= P (χ2
1 < −2 log c)Kun nyt valitsemme Khin neliöjakauman Khi2(1) 100(1 − α)%:n fraktiilin

χ2
1,1−α ja sen avulla kynnysarvon(8.7.3) c = e−

1
2
χ2

1,1−α ,saadaan
P (log

L(θ)

L(θ̂)
> c) = P (χ2

1 < χ2
1,1−α) = 1 − α.Kun valitaan kynnys (8.7.3), niin uskottavuusväli

{θ :
L(θ)

L(θ̂)
> c}on θ:n 100(1 − α)%:n luottamusväli.



8.7. Uskottavuusalueet 2558.7.3 Uskottavuusvälit vs. luottamusvälitJos uskottavuusvälillä on teoreettisesti perusteltu luottamustaso, kutsummeväliä luottamusväliksi. Muutoin kutsumme sitä uskottavuusväliksi.Esimerkki 8.10 Henkilö poimii satunnaisesti kokonaisluvun θ ja pyytää si-nua arvaamaan luvun annetun aineiston avulla. Hän heittää lanttia kahdesti(sinä et näe tuloksia) ja raportoi heittojen tulokset seuraavasti: Jos tuleekruuna, hän ilmoittaa tuloksen θ + 1, muutoin hän hän ilmoittaa θ − 1. Ha-vainnot X1, X2 ovat siis otos sellaisesta jakaumasta, että P (Xi = θ + 1) =
P (Xi = θ − 1) = 0.5, i = 1, 2. Esimerkiksi hän saattaa rapotoida havainnot
X1 = 5 ja X2 = 5.Seuraavalla arvauksella on 75%:n todennäköisyys olla oikea:

C(x1, x2) =

{
1
2
(x1 + x2), jos x1 6= x2

x1 − 1, jos x1 = x2.Tavanomaisen luottamusajattelun mukaan edellä esitetyllä arvauksella on
75%:n luottamustaso. Jos x1 6= x2, meillä on kuitenkin 100%:n luottamus,että arvaus on oikea. Muutoin meillä on vain 50%:n varmuus. Jos havaitaan
x1 6= x2, on järjetöntä väittää, että meillä on ainoastaan 75%:n luottamus ar-vaukseen 1

2
(x1+x2). Puhtaasti uskottavuuteen perustuvan päättelyn logiikkaei johda tässä tapauksessa ristiriitaisuuksiin. Siinä raportoidaan kummankin-havainnon {x1, x2} tapauksessa, mikä on parametria θ koskeva epävarmuus.Se ei kuitenkaan kerro mitään siitä, kuinka usein arvaus osuu oikeaan pitkässäsarjassa. �Esimerkki 8.11 Valitaan satunnaisotosX1, . . . , Xn tasajakaumastaTas(0, θ).Silloin
Pθ(X1 ≤ x, . . . , Xn ≤ x) =

n∏

i=1

[Pθ(Xi ≤ x)] = F n(x; θ),missä
F (x; θ) =

{
1
θ
, kun 0 ≤ x ≤ θ

0, muualla.Silloin θ:n uskottavuusfunktio (turhat vakiot jätetty pois) on
L(θ; x1, . . . , xn) =

{
1
θn , kun 0 ≤ xi ≤ θ, i = 1, . . . , n.

0, muualla.Uskottavuusfunktio voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa
L(θ; x1, . . . , xn) =

1

θn
I[0≤x(n)≤θ],missä x(n) = max(x1, . . . , xn) ja I[0≤x(n)≤θ] on joukon [0 ≤ x(n) ≤ θ] indi-kaattorifunktio. Funktion määrittelyalue riippuu siis parametrista θ. Funktio
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L(θ; x1, . . . , xn) = 1

θn on θ:n vähenevä funktio, kun θ ≥ x(n). Funktio saavut-taa siis maksiminsa, kun θ = x(n), joten θ:n SUE on
θ̂ = x(n).

�8.7.4 Uskottavuussuhteeseen perustuva testausUskottavuussuhdetta voidaan käyttää suoraan testaukseen. Esimerkiksi nol-lahypoteesin H0 : θ = θ0 uskottavuus on θ0:n normeerattu uskottavuus
L(θ0)

L(θ̂)
.

H0 hylätään, jos sen uskottavuus on "liian pieni". Mutta kuinka pieni onliian pieni?Säännöllisissä parametrisissa malleissa voidaan laskea ns. testimenette-lyyn liittyvä P-arvoWilksin suureen (8.7.2) avulla. Jos havaitaan L(θ0)/L(θ̂) =
c, niin (8.7.2):n perusteella P-arvo on

P (χ2
1 > −2 log c).Normaalijakuman tapauksessa P-arvo on tarkka, mutta muutoin vain liki-määrin oikea.8.7.5 SUE:n hajonta ja Waldin testisuureSäännöllisissä malleissa log-uskottavuusfunktion kavdraattinen likiarvo onhyvä ja voimme kirjoittaa

log
L(θ)

L(θ̂)
≈ −1

2
I(θ̂)(θ − θ̂).Silloin uskottavuusväli {θ : L(θ)/L(θ̂) > c} on likimain

θ̂ ±
√

−2 log c× I(θ̂)−1/2.Normaalijakauman keskiarvon luottamustaso Esimerkissä 8.8 saadaan mää-rittämällä todennäköisyys
Pχ2

1 < −2 log c.Esimerksi
θ̂ ± 1.96I(θ̂)−1/2on θ:n täsmällinen 95%:n luottamusväli. Jos otos ei ole normaalijakaumasta,väli on ainoastaan likimain 95%:n luottamusväli.



8.8. Uskottavuuden invarianssi 257Samoin kuin normaalijakauman keskiarvomallissa, on I(θ̂)−1/2 SUE:n θ̂hajonta. Sitä käytettään testattessa hypoteesia H0 : θ = θ0 Waldin testisuu-reen
z =

θ̂ − θ0std(θ̂)avulla tai laskettaessa Waldin luottamusvälejä. Esimerkiksi Waldin 95%:nluottamusväli θ:lle on
θ̂ ± 1.96std(θ̂).Jos havainnot ovat normaalijakausta, noudattaa z H0:n vallitessa täsmälli-sesti normaalijakaumaa ja likimain ei-normaalisessa mallissa. Suuri |z|:n arvoliittyy H0:n vähäiseen uskottavuuteen. Kun esimerkiksi |z| > 2, niin uskot-tavuus on pienempi kuin 0.15 ja p-arvo alle 0.05.Jos uskottavuusfunktion muoto poikkeaa paljon kvadraattisesta, niinWal-din luottamusväli on uskottavuuden kannalta huono, koska välillä on arvoja,joiden uskottavuus on pienempi kuin joillain välin ulkopuolisilla pisteillä.Waldin välejä kutsutaan SUE-perustaisiksi väleiksi.Uskottavuus-perustaisiksiluottamusväleiksi kutsutaan väleistä {θ : L(θ)

L(θ̂)
> c} johdettuja luottamusvä-lejä. Waldin välit ovat aina symmetrisiä, mutta uskottavuus-perustaiset välitvoivat olla epäsymmetrisiä.8.8 Uskottavuuden invarianssiUskottavuusfunktio esittää kiinteää parametria koskevaa epävarmuutta. Tar-kastelemme nyt, kuinka uskottavuusfunktiossa käsitellään parametrin muun-nosta. Oletamme aluksi bijektiivisen muunnoksen, mutta periaate pätee ylei-semminkin. Esimerksi binomijakaumassaBin(10, θ) on uskottavuussuhde θ1 =

0.8 vastaan θ2 = 0.3

L(θ1 = 0.8)

L(θ2 = 0.3)
=
θ8
1(1 − θ1)

2

θ8
2(1 − θ2)2

= 208.7,kun havainto x = 8. Parametrin arvo θ = 0.8 on siis noin 200 kertaa uskot-tavampi kuin arvo θ = 0.3.Esimerkki 8.12 Monissa sovelluksissa binomijakauman parametri esitetäänlogit-asteikolla siten, että
ψ ≡ log{ θ

1 − θ
}.Silloin ψ1 = log(0.8/0.2) = 1.39 ja ψ2 = log(0.3/0.7) = −0.85, missä θ1 = 0.8ja θ2 = 0.3 kuten edellä. Nyt θ on ψ:n funktiona

θ =
eψ

1 + eψ
.



258 Luku 8. Uskottavuuspäättelyn perusteetKun uskottavuusfunktio esitetään ψ:n funktiona ja merkitään sitä L∗(ψ),saadaan uskottavuussuhde
L∗(ψ1)

L∗(ψ2)
=
L(θ1)

L(θ2)
= 208.7.Uskottavuussuhde ei muutu parametrimuunnoksessa. Jos θi on tapahtuman

Ai todennäköisyys i = 1, 2, niin θi/(1− θi on tapahtuman Ai veto. Tapahtu-mien A1 ja A2 vetosuhde on
θ1/(1 − θ1)

θ2/(1 − θ2)
.Logit-asteikko antaa vedon arvojen logaritmit. �Oletetaan esimerkiksi, että erään elektronisen komponentin elinikä nou-dattaa eksponenttijakaumaa Exp(θ), jolloin sen tiheysfunktio on(8.8.1) f(x) =

1

θ
e−x/θ, 0 < x <∞.Jokaista parametrin θ arvoa vastaa yksi jakauma. Olemme esittäneet ekspo-nenttijakauman tiheysfunktion myös muodossa(8.8.2) f(x) = λe−λx, 0 < x <∞,missä λ = 1/θ. Tavallisesti parametrisointi valitaan siten, että parametriesittää jotain tärkeää jakauman ominaisuutta tai siten, että jakauman ma-temaattinen esitystapa saadaan yksinkertaiseksi. Parametrisoinnissa (8.8.1)

θ on jakauman keskiarvo.Jos esimerkiksi θ = 2, niin λ = 1
2
. Jokaista θ:n valintaa vastaa yksikäsit-teinen jakauma parametrisoinnissa (8.8.2) ja kääntäen. Uskottavuusmenetel-mällä on se miellyttävä piirre, että menetelmä on invariantti bijektiivisten(yksi-yksisten) parametrimuunnosten suhteen.8.8.1 Uskottavuus uudessa parametrisoinnissaOlkoon ψ ≡ g(θ) parametrimuunnos ja L ∗(ψ) parametrin ψ uskottavuus-funktio ja L(θ) parametrin θ uskottavuusfunktio. Tarkastellaan paria {θ, L(θ)}parametrin θ uskottavuusfunktion kuvaajana. Silloin parametrin ψ kuvaajaon yksinkertaisesti

{ψ, L∗(ψ)} = {g(θ), L(g(θ))}
= {g(θ), L(θ)},koska uskottavuuden invarianssiperiaatteen mukaan

L∗(ψ) = L(θ).Täastä seuraa se tärkeä suurimman uskottavuuden estimaatin inavariantti-suus.



8.8. Uskottavuuden invarianssi 259Lause 8.1 Jos θ̂ on θ:n suurimman uskottavuuden estimaatti ja ψ = g(θ),niin ψ̂ = g(θ̂) on ψ:n suurimman uskottavuuden estimaatti.Funktion g(θ) ei tarvitse olla bijektio. Jos esimerkiksi
ψ = g(θ) = θ2,niin esimerkiksi g(−1) = g(1) = 1. Jos L(θ = 1) = 0.5 ja L(θ = −1) = 0.3,niin mitä on L∗(ψ = 1)? Tässä tapauksessa määritellään

L∗(ψ = 1) = max
{θ,g(θ)=1}

L(θ)

= max{0.5, 0.3}
= 0.5.Jos siis θ̂ on θ:n suurimman uskottavuuden estimaatti, niin θ̂2 on θ2:n suu-rimman uskottavuuden estimaatti.Esimerkki 8.13 Jos binomijakaumasta Bin(10, θ) saadaan havainto x = 8,

θ:n SUE on θ̂ = 0.8. Silloin parametrin g(θ) = θ/(1− θ) SUE on θ̂/(1− θ̂) =
0.8/0.2 = 4. �Huomattakoon, että vastaavaa invarianttisuusominaisuutta ei muilla esti-maattoreilla välttämättä ole. Jos esimerkiksi θ̃ on θ:n harhaton minimiva-rianssinen estimaattori, ei g(θ̃) ole yleisesti g(θ):n harhaton minimivarianssi-nen estimaattori.8.8.2 Kvadraattisen likiarvon parantaminenKäytännössä saatetaan hakea sellaista parametrimuunnosta ψ = g(θ), että
ψ:n uskottavuusfunktio olisi säännöllisempi kuin θ:n. Jos ψ:n uskottavuus-funktio on likimain kvadraattinen, niin θ:n luottamusväli voidaan määrittää
ψ:n luottamusvälin avulla. Silloin g(θ) Waldin luottamusväli on

g(θ̂) ± 1.96std(g(θ̂)),josta saadaan θ:n luottamusväli. Voidaan osoitaa, ettästd(g(θ̂)) = std(θ)|∂g
∂θ̂

|.Esimerkki 8.14 Oletetaan, että binomijakaumasta Bin(10, θ) saadaan ha-vainto x = 8. Silloin θ:n SUE on θ̂ = 0.8. Tarkastellaan logaritmoitua vetoa
ψ = g(θ) = log

θ

1 − θ
.Nyt ψ:n SUE on

ψ̂ = log
0.8

0.2
= 1.39.



260 Luku 8. Uskottavuuspäättelyn perusteetLasketaan ensin
∂g

∂θ
=

1

θ
+

1

1 − θ
,josta std(ψ) = std(θ)

(
1

θ̂
+

1

1 − θ̂

)

=

(
1

x
+

1

n− x

)

= 0.79.Waldin 95%:n luottamusväli ψ:lle on
1.39 ± 1.96 × 0.79,joten −0.16 < ψ < 2.94. Kun tämä muunnetaan takaisin alkuperäiseen pa-rametrisointiin, saadaan
0.46 < θ < 0.95.

�8.8.3 Uskottavuuteen perustuva luottamusväli on pa-rempi kuin Waldin luottamusväliEi ole välttämättä helppoa tietää, millä muunnoksella uskottavuusfunktiosaadaan säännöllisemmäksi. Uskottavuuteen perustuvat välit välttävät tä-män vaikeuden. Uskottavuuteen perustuva θ:n 95%:n luottamusväli on
{

θ : 2 log
L(θ̂)

L(θ)
≤ 3.84

}ja Waldin väli on
θ̂ ± 1.96std(θ̂).Vaikka molemmat välit perustuvat normaalijakauman likiarvoon, on uskot-tavuuteen perustuva väli parempi.Waldin väli on täsmällinen vain silloin, jos
θ̂ − θstd(θ̂)

∼ N(0, 1).Toisaalta uskottavuuteen perustuva väli on täsmällinen, jos on olemassa sel-lainen bijektiivinen muunnos g(·), että(8.8.3) g(θ̂) − g(θ)std(g(θ̂))
∼ N(0, 1).



8.8. Uskottavuuden invarianssi 261Tämä perustuu uskottavuussuhteen invarianttisuuteen. Huomattakoon, ettämeidän ei tarvitse tuntea muunnosfunktiota g. Jos A < g(θ) < Y on g(θ):n
95%:n luottamusväli ja g(θ̂) noudattaa (8.8.3):n perusteella normaalijakau-maa, väli (A, Y ) on uskottavuusväli, jossa uskottavuusfunktion kynnysarvoon 0.15. Silloin uskottavuussuhteen invarianttisuuden nojalla θ:n uskotta-vuusväli samalla kynnysarvolla on

g−1(A) < θ) < g−1(Y ),jonka luottamustaso on 95%.


