TILTA1 Matemaattinen tilastotiede
9. harjoitukset, 46. viikko 2007

Vastauksia
Huom. merkinté (a nCr b) tarkoittaa”ayli b:n” €li Eﬁ% = (anCr b) = (a!)/(b!(a-b)!) = a®/(bt)
1]
9.1E(X) = é XXP(X =x) = é XXP(X =X) +é XXP(X =X) = é - XXP(X =-X) +é XxP(X =X)
X S, x<0 x>0 x>0 x>0
=8 xf- P(X =-x)+P(X =x)| =& x{- P(X =x) +P(X =x)] =0.
x>0 x>0

EXY)=EX)= § X P(X =x) = § xX* (X =x) +Q x**P(X = x)

X S, x<0 x>0

=8 - XP(X=-x)+§ X P(X =x) = x*{- P(X =-x) +P(X =x)]

x>0 x>0 x>0

=8 xX*{ P(X =x)+P(X =x)]=0.

x>0

Siis Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0.

Ovatko X jaY riippumattomat?
PX =x,Y =y)=P(X =x, X*=x%) = P(X =x).
P(X = x)P(Y =y) = P(X = x)P(X*= x%) = P(X = x)¥P(X = x)+ P(X = )]
= P(X = x)fP(X = x)+ P(X = x)]=2%P(X = x)]>.
Siis P(X=x,Y=y) £ P(X=x)P(Y=y), €li X jaY evét oleriippumattomat.
Huomaa, ettd kovarianssi (ja téten korrelaatio) voi olla 0, vaikka muuttujien valill& on riippuvuus!

9.2 X ~ Poi(3.5) ja Y [X ~ Bin(X,0.75).
E(Y) = E(E(Y X)) = E(X0.75) = 0.75%(X) = 0.758.5 = 2.625.

9.35={(12,(13),(22),(23),(32,(33 }
Kf(1/1+1/2) + (U/1+1/3) + (1/2+1/2) + (1/2+1/3) + (U/3+1/2) + (1/3+1/3)] = 1.
Yl&a olevasta yhtal Gst& voidaan ratkaista k:n arvo. Siisk = 6/37.
P(X >Y) = 6/37%(1/2+1/2) + (1/3+1/2) + (1/3+1/3)] = 15/37.

9.4 Merk. X ="naisten Ikm komiteassa’, Y = "'miesten Ikm komiteassa'.

@ F(xy)=P(X =xY =y)= 0 0@ nCry) 012345, jax+y=5
a Xl = = Xl = = , Kunx, y=U,1,7,5,4,0, J]ax =
Y Y (120 nCr 5) Y jaxTy

(muulloin f(x,y) =0), i kyseessé on (moniulotteinen) hypergeometrinen jakauma.

) F.00=8 fouy) = (x5 x = NS0 nCr (5- X)

, kunx=0,1,2,34,5.

yet (120 nCr 5)

S (90 nCr (5- ¥))(30 nCr vy)
f =q f(x,y)=f(5-vy,y = ,kuny=0,1,2,3,4,5.
v(Y) 20 xy)=105-vy) (120 nCr 5) y

(molemmissa kyse hypergeometrisesta jakaumasta).
9.5Nyt X~Bin(3,%)jaY~Bin(3, ).
(@) E(X) =395 = % jaVar(Y) =39, x(1- %) =7,.

Cov(X,Y) _ X

(b) Cov(X.Y) = —3x¥, ¥, =- ¥, . Siis Cor(X,Y) = e T :'T;

~—0.447.




9.6 () Moniulotteinen hypergeometrinen jakauma:
(10 nCr x)(20 nCr y)(10 nCr (8- x- y))

f(x,y)=P(X=xY=y)= ,kun O£ xX+Vy£8
(x,y) = P( y) (40 nCr 8 y
jalisdksi x jay ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja.
(b) f(y|x=2)= ffL(zy)) . Selvitetédan ensin X:n reunajakauma:
X
L0028 Fey) =8 f0oy) =22 820 ner y)ao ner @- x- y)
X) = X,y) = XYy)=—— nCr y nCr (8- x-y
X g ?}0 (40 nCr 8) Xfi‘o
Q (10 nCr x 10 nCr x)(30 nCr (8- x
=¥ 430 nCr (8- X)) :( X ( )).
(40 nCr 8) (40 nCr 8)

9) Hypergeometrinen identiteetti (ks. esimerkiksi s. 64 luentomateriaalissa).
Siis X ~HGeo(8,40,%,).
Edellisten tietojen perusteel la saadaan

(10 nCr 2)(20 nCr y)(10 nCr (6- v))

¢ — o= (40 nCr 8) _ (20 nCr y)(10 nCr (6- y))
(yIx=2)= (10 nCr 2)(30 nCr 6) B (30 nCr 6) :
(40 nCr 8)

kuny=0,1, ...,6. Siis kyseessa hypergeometrinen jakauma, Y| X=2 ~ HGeo(6,30, 2%, ).

9.7 f,(X)=(1- p)p; ' kunx=1,23,...ja f,(y)=1- p,)p)* kuny=1,23,...

D
@ TY)=1 () =A- pIpi A~ p,)pst kunx=1,2,3...jay=1,23...

(b) P(Z>n)=P(X >n,Y > n)zP(X >n)P(Y >n) D:Dpl”p; = (plpz)”.
Edellist hyddyntden saadaan
PZ=n)=P(Z£n)- PZ£En-1)=..=P@Z>n-1)-PZ>n)=(pp,)"- (o,p,)

=(1- p,p,)p,p,)"". SiisZ~Geo(1- p,p,).

P) X jaY riippumattomat
P2y Vertaa edelliskerran harjoitus 8.1. ja luentomateriaalin esimerkki 4.6 (s. 111).

9.8 Merkitédn X, = "bakteerien Ikm 1 litran ndytteessa’, X, ~ Poi(}),
X, ="bakteerien Ikm 2 litran néytteessd’, X, ~ Pai(2).),
X3 ="bakteerien Ikm 4 litran néytteessd’, X3 ~ Poi(41).
Tiedetédén, ettd ndytteet ovat riippumattomia.

(a) P( analysoitava kaikki kolme naytettd’) = P(X, = 0, X, = 0) = P(X;=0)P(X,=0)
_ e'/° \(eﬂ (2/)° —ele? =¥
o o
(b) Etsitaan sdlainen ), etta epayhtéalé e < 0.01 toteutuu.

Kun otetaan luonnollinen logaritmi puolittain saadaan —3\ < In 0.01, jolloin A:n suhteen saadaan
ratkaistuax > (In 0.01)/(-3) ~ 1.535.




