TILTA1 Matemaattinen tilastotiede
7. harjoitukset, 44. viikko 2007
Vastauksia

Huom. merkinté (a nCr b) tarkoittaa”ayli b:n” €li g% = (anCr b) = (a!)/(b!(a-b)!) = a®/(bt)
1]

7.1 X ~Ber(p). SiisP(X=1) = p jaP(X=0) = 1.
Lisaks tiedetdan, etta P(X = 0) =P(Y =-1) = 1pjaP(X=1) =P(Y =1) =p.
KunX =0,ninY =a®+b=Db b b=-1
KunX =1, ninY =ad+b=a+b atb=1
Sisa=2jab=-1,diY =2X-1.
Var(Y) = Var(2X — 1) = Var(2X) = 2¥ar(X) = 4p(1-p).
Huomautus. Arvot a:lle jab:lle voidaan méarittéd myds seuraavan yhtal dparin avulla:

ap+b=2p-1 (E(Y):n perusted|a)
{ a ’p(1-p) = 4p(1 p) (Var(Y) n perusteella)

kuinyllg, eli a=2jab=-1, jaVar(Y)=4p(1p).

72(@ M(t) = 2e' +1e* + 2™
(b) M’(t) = 2€' +2e* +8e™ jaM™' (1) =2€' +2e* +2e”, joten
E(X) =M’(0) = 2jaVar(X) =M"(0) —[M 0)]*= %
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Var(X) = E(X°) —[E(X)]* = (n°p* — np’ + np) — (np)* = np(1—p)

74M(t)=(1- p+pe)", M&) =npe'(1- p+pe')"’ja
M &t) = npe'(1- p+ pe')™* +n(n- )p*(e')*(1- p+ pe')™’
M (0) =np=E(X) jaM&0) =np+n(n- )p®> =n’p®- np> +np=E(X?).
Var(X) =M &0) - [M€0)* = np(1- p).



7.5{Z=1} U {Xi=1}N{Xi+1=1}. Lisiksi tiedeté&n, etta X; ja Xi.1 riippumattomiajai=1, ..., n-1.
Siis P{ Zi=1}) = P{ Xi=1} N{ Xi+1=1}) = P{ X;=1} )P({ Xi+1=1} ) = p°.
Tastéd seurag, ettda P Zi=0}) = 1 — p°. SiisE(Z) = 1p°+ 01— p?) = p.
(a) E(Z2) = E(Z1+Zot ... +Zn1) = E(Z1) + E(Z2) + ... + E(Zn) = (n—l)p2
(b) E(2) = 1991)" = £ (= 50).
Nyt Z;=1 osoittaa, ettd kohdassa i, i+1 on toistos RR (eli kaksi kruunua perakkain).
E(Z) tarkoittaa toistosten RR odotusarvoa jonossa.

7.6 Merk. X ="oikean paétoksen tekevien valamiesten lukumaard’. Nyt X ~ Bin(3,p).

P(X 3 2) =(3nCr 2)p* (1 —p)* + (3nCr 3)p’(1 —p)° = 3p* - 2p°.
1) Koskayks valamies pééttaa oikein tn:l11& p, niin kolmen hengen valamiehisté on parempi jos ja
vainjos3p’—2p*>p U0 —2p*+3p*—p>0.
Merk. h(p) =—2p°+ 3p° —p. Nyt h(p) =0 U p=0tai p=1tai p=1.
Siis nollakohtien avulla h(p) voidaan ilmaista h(p) = —2p(p-1)(p—% ) = p(1)(2p-1).
Kun ollaan kelvollisten ratkaisujen alueella (0 < p < 1), niinp >0jal-p > 0.
Liséks 2p-1>0, kunp> 3.
Siis kolmen hengen valamiehisté parempi, jos + <p< 1.

2) Vastaavasti yksi valamies on parempi, josO0<p< 3.

3) Vaihtoehdot ovat yhta hyvié, josp = 4 (Vaihtoehdot ovat yhta hyvia myos silloin kun p=0 tai
p=1, mutta ndméa eivét ole mielenkiintoisia tilanteita).

7.7 Momenttifunktio maéritta jakauman yksikasitteisesti.

(@) Kun X ~ Ber(p), niin M(t) =1 —p + pe. Nyt X ~ Ber(2/3).
P(X=1) = 2/3, P(X=0) = /3. Tall6in E(X) = 2/3 jaVar(X) = 2/9.
(b) Kun X ~ Bin(n,p), niin M(t) = (1 —p + p€)". Nyt X ~ Bin(12, 3/4).
P(X=x) = (12 nCr x)(3/4)*(1/4)**™. T4lsin E(X) = 9ja Var(X) = 9/4.
Huomautus. Odotusarvo ja varianssi voidaan maérittéd a- ja b-kohdissa my6s momenttifunktion avulla

Esim. a-kohdassa M’ (t) = M’’ (t) = (2/3)€, jolloin E(X) = M’(0) = 2/3 jaVar(X) =M’’(0) — [M’(O)]2 =2/9.
Vastaavasti b-kohdassa.

M) _MQO) _ _ oy =
7.8 Nyt K &t) YT ) , jatdléin K€O0) MO ©) M €0) = E(X), koska M (0) = E(e™) =1.
K &t) = M &) [M(t(i)-]z[M &l jaedelleen voidaan hytdyntza M (0) = E(e”) =1, joten
_M&0)=M(0)- [MGQ)]* _ 2 _
K &0) = =M &O0) - IM€0)|” =Var(X).
%0) MOT %0) - [M ¢0)] =Var(X)



