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12. harjoitukset, 49. viikko 2007

Vastauksia

(x2 - 2rxy+ yz). Taman perusteella

121Nyt f(x,y)= e QN2 missi Q(X,y) =

1 1
20,/(1- r?) ’ 1t

voidaan paatd 1§, ettd X ~N(0,1) jaY ~ N(0,1), kun verrataan ylla ol evaa kaksiul otteisen normaalijakauman
tiheysfunktioon. (X:njaY:n reunajakaumat voidaan myos johtaa integroimalla.)

Koska Var(X)=Var(Y)=1, niin Cov(X,Y) = Cor(X,Y) = r .

Ja koska Cov(X,Y) = E(XY) - 0-0 = E(XY), ninE(XY) = r .

12.2 (a) Y hteisjakauma f(x,y) ja Y:n reungjakauma f\(y) tunnetaan (edellisen tehtévan mukaan Y ~ N(0O,1)), joten

f(cly) = 06 2 202 1 1wl
V2p
-x2+2rxy- y?  y2(1-r?) - x2+2rxy- y2r? 1 >
V2p(- 1) 2p(- r?) 20(1- r?)

SiisX|Y=y ~N(ry1- r?).

(b) X jaY ovat riippumattomia U f(x,y) = fx(X)-fv(y)
U fx(Xly)-fv(y) = fx(x)fv(y)
U fx(xly) = fx(x) "%y (Nt f () =-e e ¥ /2)
U ry=0jal-r?=1 "y
U r=0.

12.3 (a) Jos Cov(X-Y, X+Y) =0, niin myds Cor(X-Y, X+Y) = 0. Tutkitaan kovarianssia.
Tapal: Cov(X=Y, X+Y) = E[(X=Y)(X+Y)] — [E(X=Y)][E(X+Y)]
= E[(X=Y)(X+Y)] — [E(X) —=E(Y)][E(X)+E(Y)] = E(X? + XY-Y X-Y?) — (0-0)(0+0)
= E(X*-Y?) = E(X® - E(Y? = Var(X) Var(Y) =1-1=0.
Tapall: Cov(X-Y, X+Y) = Cov(X,X) + Cov(X,Y) + Cov(-Y,X) + Cov(-Y,Y)
= Cov(X,X) + Cov(X,Y) — Cov(Y,X) — Cov(Y,Y) = Cov(X,X) — Cov(Y,Y)
=Va(X) Var(Y)=1-1=0.
Siis Cor(X=Y, X+Y) = 0. Nyt X-Y ja X+Y noudattavat normaalijakaumaa (lineaarinen muunnos
normaalijakautuneille muuttujill e séilyttéa normaalisuuden). Normaalijakauman tapauksessa
korrel oimattomuus ja riippumattomuus ovat yhtapitavia (Lause 5.11). Siis X-Y ja X+Y ovat
riippumattomia.

(b) Nyt E(X=Y) = E(X+Y) =0, Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) —2:Cov(X,Y) =1+ 1-2:0.6 = 0.8 ja
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2.Cov(X,Y) =1+1+2:0.6 = 3.2
Siis X—=Y ~N(0,0.8) jaX+Y ~N(0,3.2), lisaksi X-Y ja X+Y riippumattomeat.

P(X-Y<1,X+Y>2) = P(X—Y<1)P(X+Y>2) = P(X—Y<1)[1—P(X+Y<2)]

= P(z< 1 [1- P(Z 2-

Jo8 §F@ §Fm
= ®(L12)[1-D(1.12)] = 0.8686(1—0.8686) 0.114.

R:Il& pnorn(1,0,sqrt(0.8))*(1-pnorm(2,0,sqrt(3.2)))
[1] 0.1144113

,kunZ ~ N(0,1)



12.4 Téssa tehtavéssa merkitasn: Z ~ N(0,2).
(a) X ~ N(-3, 59, joten
P(-5£ X £5)=P(=2 £ 7 £5(9)=P(-04£Z £1.6) =F (16)- [L- F (0.4)]
=0.9452 - 1+0.6554 = 0.6006
R:Il& pnorn(5, -3, 5)-pnorn(-5,-3,5)
[1] 0. 6006224
Lauseen 5.11 mukaan X|Y=13 ~ N(0, 4%).
P(-5£ X £5|Y=13)=P(-52£Z £50)= P(-1.25£ Z £1.25) = F (1.25) - [1- F (1.25)]
=25F(1.25)- 1=250.8944- 1=0.7888
R:Il& pnorn(5, 0, 4) -pnorm(-5, 0, 4)
[1] 0.7887005
(b) Nyt Y ~ N(10, 3%, joten
P(TEY£16)=P(- 1EZ£2)=F(2)- F(- ) =F(2)- 1+F(1)=0.9772— 1+ 0.8413 = 0.8185.
R:Il& pnorn(16, 10, 3) - pnorm( 7, 10, 3)
[1] 0.8185946
Lauseen 5.11 mukaan Y]X=2 ~ N(59/5, (12/5)?).
P(TEY£16|X =2)=P(- 2£Z £1.75)=F(1.75)- F(-2) =F (L75)- 1+F (2)
= 0.9599 — 1 + 0.9772 = 0.9371.

R:Il& pnorn( 16,59/ 5, 12/ 5) - pnorm(7, 59/ 5, 12/ 5)
[1] 0.9371907

(c) Lauseen 5.11 mukaan X ja Y eivét oleriippumattomia, sillé p # 0. Lisdksi huomataan, etta
P(- 5£ X £5)1 P(- 5£ X £5|Y =13) jasamoin P(TEY £16)* P(TEY £16]| X = 2).
Siis X ja 'Y elvét oleriippumattomat.

12.5 Téssa tehtavéssa merkitasn: Z ~ N(0,2).
(a) Y ~ N(347,689), joten P(309.2 < Y < 380.6) = P(-1.44 < Z < 1.28) = ®(1.28) — [ 1 — d(1.44)]
= 0.8997 — 1 + 0.9251 = 0.8248.

R:Il& pnorn(380. 6, 347, sqrt (689)) - pnor n( 309. 2, 347, sqrt (689))
[1] 0.8248132

(b) Lauseen 5.11 mukaan Y [X=385.1 ~ N(354.92945, 645.9375), joten
P(309.2 < Y < 380.6 | X=385.1) = P(-1.80 < Z < 1.01) = ®(1.01) — [1 — ®(1.80)]
=0.8438 — 1 + 0.9641 = 0.8079.

R:Il& pnorn(380. 6, 354. 92945, sqrt (645. 9375) ) - pnor m( 309. 2, 354. 92945, sqrt ( 645. 9375))
[1] 0.8077761

12.6 (a) Tapa |: satunnaismuuttujat U=X+Y jaV=X-Y voidaan |Imajstag gl 1£Y =, joten
V5 -

O 051 o wes rs;s,e@ 10
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Huomaa, etta 5., = rsS,S,.

Kovarianssimatriisi voidaan muodostaa mya6s laskemalla matriisin alkiot yksitellen:



Tapall: s =Var(U) =Var(X +Y) =Var(X) +Var(Y) +2Cov(X,Y) =s 2 +s2 +2rs s,
vastaavasti s =Var(V) =Var(X - Y)=s>+s2- 2rs,s,ja
Sy =Cov(U,V)=Cov(X +Y,X -Y)=Cov(X,X)- Cov(X,Y)+Cov(Y, X)- Cov(Y,Y)
=Var(X)- Var(Y)=s/-s2.
Kovarianssimatriisi muodostuu kuten edell&.

(b) (U,V) noudattaa 2-ulotteista normaalijakaumaa, koska normaalijakautunei den satunnaismuuttujien
lineaarinen muunnosséilyttééi Iineaarisuuden Nyt siis
= o) gean, 0 &> s
g =~ N, ég gs o % , missi odotusarvovektori koostuu akioista M, = m + m ja
Vg w Sy g

m, = m - m, jakovarianssimatriisi on kuten a-kohdassa.

12.7 Nyt Cov(X,Y) = Cor(X,Y) =r.
@ E|(Y - aX - b)?|= E|((Y - aX) - b)?|= E[((Y - aX)? - 2b(Y - aX)+b?]
= E|YZ - 2aXY +a’X 2 - 2bY + 2abX +b?]
= E(Y?)- 2aE(XY)+a?E(X?)- 2bE(Y) +2abE(X) +b?
=1- 2ar +a* - 2b>0+2ab>x0+b* =1- 2ar +a® +b?,
koska E(X?2) =Var(X) +[E(X)]? =1+0=1, E(Y?) =Var(Y) +[E(Y)]? =1+0=1ja
E(XY) = Cov(X,Y) + E(X)E(Y)=r +0:0=r .

(b) q(a,b) = E|[(Y - aX - b)?|=1- 2ar +a® +b’
31- 2ar +a’ =q(a,0)
=1-r?+r?-2ar+a’=1- r’+(r - a)°
31-r°,
Siis g(a,b) minimoituu, kun a=r ja b=0.

128Nyt Y- Y=Y-a-b(X- m)=(Y- nz)+nz a- b(X - m)
39{ ”Z

—+n;absg _—sY+mZabsX—sY-bsX (a- m),

missa X' ~N(0,1) jaY ~N(0,1).
Tutkitaan, milla a:njab:n arvoilla E(Y - \?)2 saavuttaa miniminsa.

Nyt g(a,b) = E(Y - Y)? = E[s,Y" - bs X" - (a- m)[ —Eesg bs lx -a;'n%
2 A

2
. bs, . a-mo
:szzEa% N PGl , joten tehtavan 12.7. mukaan minimissi
& T s s

=r0b="%2a2 ™ -0 a=m.Sisminmsaa=mjab=""2

" Perustelu: X ja'Y voidaan lausua maéritelman 5.7 muunnoksen (5.9.11) avulla riippumattomien N(0,1)-jakautuneiden Z,
jaZ;lineaarikombinaatioina. Taten X+Y ja X-Y voidaan lausua Z, ja Z, lineaarikombinaatioina. Seuraa, ettd X+Y jaX-Y
noudattavat 1-ulotteisia normaalijakaumia (Lause 5.4). Koska U=X+Y jaV=X-Y noudattavat normaalijakaumaa, niin U ja
V voidaan lausua mééritelman 5.7 mukai sesti joidenkin riippumattomien N(0,1)-jakautuneiden Wy jaW, avulla. Siis
mééritelman 5.7 nojalla (U,V) ~ Np-jakaumaa.



Tehtavaan 12.3. liittyva huomautus asiasta kiinnostuneille

Satunnai smuuttujien U=X-Y jaV=X+Y riippumattomuus voidaan johtaa myos niiden yhteisjakauman
fu v (U,V) avulla. Se saadaan seuraavasti:

1 é 1 u
f(xy) = expg x? - 2>0.6xy +y® Jg =
op\1- 067 & 2(1- 0.62)( )H

ex X°-12xy+ ¢
2p a5 PE 2><L6/25( vy

u
Merkitaan U = X—Y jaV = X+V, jolloinx = 2 jay = V—2”
yt fUYV(u,v):|J|fXYaeJ+V V_2L19 missi J = ; Sijoittamal la saadaan
1]
1 1 6 1 oLt 2 V)
u,
o ) =2 2 a5 ™PE 2x62585 % 20 8 pg 2><4/5g pg 246/5;
1 ae u? ae V2 ('j
2 X2\ X4/ B) zx(z/f ) P 2><(4/\/_ i

& u? O & 0

> o= £y (u) xfy (v)
@@/\/_ 8 2><(2/I) ‘@%/f 8 2>«(4/J_)

Nyt fy, (u,v) = f, (u)xf, (v) i UjaV ovat riippumattomat

Huomataan, ettd U~N(0, (2/45)?) di U~N(0,0.8) ja V~N(0, (4/\5)%) ei V~N(0,3.2)




