TILTA1 Matemaattinen tilastotiede
11. harjoitukset, 48. viikko 2007
Vastauksia

11.1 Vastauksen perustana ovat Lause 5.4, Lause 5.6 jaLause 5.1:n (4)-kohta.
X ~N(0,4). Nyt X = 2Z, missaZ ~ N(0,1). (Lause5.4)
SiisY = X?=(22) %= 472 missa Z* ~ y*(1). (Lause5.6)
Lisaksi Z% ~ y*(1) = Gamma(1/2,2).
Jandinollen’Y = 4% ~ Gamma(1/2,4-2). (Lause5.1)
SiisY ~ Gamma(1/2,8).

Huom. tehtéava on mahdollista ratkaista myds kayttamalla muunnosta. Kun sovelletaan
tiheysfunktiotekniikkaa, X:n arvoavaruus on ositettava (vertaa alaluvussa 5.5.3 tehty ositus

S, =(- ¥,0]E (0,¥) jatiheysfunktion muodostuminen). Tiheys- tai kertyméafunktiotekniikkaa
hyodyntamalla tulee siis pddtya Gamma(1/2,8)-jakauman tiheysfunktioon, joka on muotoa

f(y) = %p y 128 kun 0 <y < o (huomaa, ettd G2)=/p ).
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11.2 f, (X) = % , kun 0 < x < 3. Ratkaistaan tehtéva tiheysfunktiotekniikalla:
KoskaO<x<3 niin0<y<27. Nytx2=ydix=y"*=g(y), jag(y) = %y-z’?’. Siis

-1
27"

Ey-Z/s

f,(y) = f, (g(Y))|9QY)| :£y_9L 3

kun0<y<27(ja f,(y) =0, muulloin).

Il tapa: kertymafunktiotekniikka:

1/3 1/3

3 vay A X A S \ y
F =PYEY)=P(X"£y)=P(X £ = ‘—dX:/ —= -0=—=
(=P EY =P EY =P £y = e /1 2=V 0=

kun 0 <y < 27. Nainollen Fy (y)= fy (y)= 2—17 kun0<y<27.

11.3 (a) Huomaa, etté kertyméfunktion F(x) kuvagjassa on hyppays kohdassa x=0, liséksi
kertyméafunktio F(x) ei ole derivoituva kohdassa x=1.
(b) P(83<X<12)=K12)-FK-3)=3/4-0=3/4. (X =0 =F0)-F0) =1/2-0= 12

11.4 Ratkaistaan tehtava tineysfunktiotekniikalla: Nyt f, (x) =1, kun0<x<1.

Y =-2logX b -%:Iong x=eY2=g(y),ja g¥y) = - 1e‘y’z.
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Siis fy (y) = fx (9(¥))|g¢y) =1+ %e’y’z

:%e’y’z, kuny > 0.

(Tehtava voidaan ratkaista myos kertymafunktiotekniikalla, vrt. alaluku 5.5.1 jaks. esim. 5.13)

L et :ixze’x’z, kun 0< x < ¥ . Kéytetaan tiheysfunktiotekniikkaa.

11.5 Nyt f, () =
5Nyt f, (%) a3 2 16

Muunnos Y =+/X b x=y? =g(y) ja g(y) =2y. Nyt S, =(0,¥).



1 " 1. v
fy (y) = fx (9(y))|g&y) =1—6(y2)ze vz >Qy=§y56 V' kun 0<y<¥.

(Tehtava voidaan ratkaista myos kertyméfunktiotekniikalla, ks. alaluku 5.5.1)

X

11.6 Nyt fx(x):%,kun—lgxﬁ 1. Lisdks F, (x) = ‘1dt:_l/ Loox+1

—t=—=",kun-1<x<1.
by 2 2

Ratkai staan tehtava kertymafunktiotekniikalla.

) ) ) ) 1/r +1
(a) r pariton. F,(y) = P(Y £y) =P(X' £y)=P(X £y ) = F (y*") =

2
Derivoimallasaadaan f, (y) = FXy) =2—1ry:'l, kun-1<y<1,y#0. (muulloinfy(y) =0)

(b) r parillinen.F, (y) =P(Y £ y)=P(X" £y)=POE X" £y)=P(- y"" £EX £y"")

) ) 1/r +10 >® 1/r +10

:Fx(y“)-Fx(-y“):? o=y
(4]

Siis f,(y) = FAy) :Flyfl'l, kun 0 <y < 1. (muulloin f(y) = 0)

(Tehtéava voidaan ratkaista myos tiheysfunktiotekniikalla: kohdassa (b) on kaytettava talldin X:n
arvoalueen ositusta: S, =[- 1,0)E [04].)

11.7 Momenttifunktion perusteella X ~ x%4).
(@ E(X)=r=24jaVar(X) = 2r =48,
(b) P(15.66 < X <42.98) ~ 0.89. Téama saadaan R:lla seuraavasti:
pchi sq(42. 98, df =24) - pchi sq( 15. 66, df =24)
[1] 0.889956

(c) Annettujen tietojen perusteella P(X < b) = 0.025 + 0.95 = 0.975, joten saadaan ratkaistua
a~12.40 jab = 39.36. Nama saadaan laskettua R:Il& seuraavasti:
gchi sq(0. 025, df =24) # a
[1] 12.40115
gchi sq(0.975,df=24) # b
[1] 39.36408

11.8 Ks. normaalijakauman momenttifunktio.
(a) Nyt E(X) = 166 ja Var(X) = 400 = 20°. Siis X ~ N(166,400)

(b) P(170< X £ 200) = pRr0- 16 _, ¢ Mgz P(02<Z £1.7), kunZ~N(0,2)
V400 400 g

=F (L.7)- F(0.2) = 0.9554 — 0.5793 = 0.3761.

P48£ X £172) = pRid8- 166 ; £M§: P(- 0.9£ 7 £0.3), kunZ ~ N(0,1)
~/400 400 g

=F(0.3)- F(-0.9) =F (0.3) - [1- F (0.9)] =0.6179- 1+0.8159 = 0.4338.
Todenndkoisyydet saadaan R:11& seuraavasti:

pnor n( 200, 166, 20) - pnor m( 170, 166, 20)
[1] 0.3761748

pnorn(172, 166, 20) - pnor m( 148, 166, 20)
[1] 0.4338513



