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Harjoituksia 19

(b) Heitd kahta noppaa 100 kertaa. Vertaa tuloksen havaittuja fre-
kvensseja odotettuihin frekvensseihin.

9. Vuoden 2003 jadkiekon pudotuspelijoukkueet olivat HPK (1/3), Jokerit
(1/2), Karpéat (1/3), Espoon BLUES (1/6), Tappara (1/3), JYP (1/7),
HIFK (1/6) ja TPS (1/9). Eraélla tyopaikalla jirjestettiin ennen pudo-
tuspelien alkua vuoden mestaria koskeva vedonlyonti kiyttden suluissa
ilmoitettuja voiton mahdollisuuksia. Jos veikkasit esimerkiksi Tapparaa
mestariksi, niin voitit panoksesi kolminkertaisena.

(a) Laske annettujen voiton mahdollisuuksien (payoff odds) avulla jouk-
kueiden voiton todennikoisyydet kaavalla (1.3.2). Laske todenné-
koisyyksien summa S.

(b) Skaalaa edellisessi kohdassa lasketut "todennikoisyydet” jakamalla
ne summalla S. Miksi skaalaus on tarpeellinen?

(c) Oleta, etta skaalatut todennékoisyydet ovat “oikeita”. Laske odo-
tettu voittosi, jos veikkasit Tapparaa [voitto x P(A) 4 panoksesi x
(1 — P(A))]. Toteuttaako veikkaus reilun pelin saannén?

10. Eraissa kyselyssa tutkittiin suhtautumista lailliseen aborttiin ja saatiin
oheisessa taulukossa esitetyt tulokset.

Asenne

Sukupuoli Myo6nteinen Kielteinen Yhteensi

Nainen 309 191 500
Mies 319 281 600
Yhteensi 628 472 1100

Kayta todennédkoisyyksien estimaatteina suhteellisia frekvensseja.
(a) Laske todennékoisyys, etté (i) nainen (ii) mies suhtautuu aborttiin
positiivisesti (tarkasteltavassa otosavaruudessa).

(b) Laske mahdollisuudet (odds), ettd (i) nainen (ii) mies suhtautuu
aborttiin positiivisesti.

(c) Laske mahdollisuuksien suhde (odds ratio, vedonlyontisuhde).
11. Esimerkissd 1.2 (luennot) on annettu erdéin kurssin 1. vélikokeen piste-
maarat.
(a) Laske empiirisen kertyméfunktion (ekf) arvo pisteessi 15.3.
(b) Lausu empiirisen jakauman arvo Pgy(18.5,20.5) ekf:n avulla.

(c) Laske histogrammissa luokkaa [18.5,20.5] kuvaavan pylvddn kor-
keus.
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Luku 2

Todennakoisyys ]
satunnaismuuttuja

Téssd luvussa késitellddn ldhinna vain aarellisid ja numeroituvasti daretto-
mié otosavaruuksia ). Alussa esitetdin todennikoisyyden mééritelmé, joka
soveltuu silloin, kun 2 on dédrellinen tai numeroituvasti dareton. Lopuksi esi-
tetddn todennikdisyyden yleinen méaritelmé. Todennékoisyys luonnehditaan
otosavaruuden (2 tietyssi osajoukkojen kokoelmassa méariteltyna funktiona.
Esimerkiksi Lauseessa 2.1 esitetyt todennikoisyyttd koskevat tulokset seu-
raavat melko suoraan Madritelmésté 2.1.

2.1 Todennikoisyys

Kun otosavaruus on #érellinen, tarkastellaan todennikoisyyksia tavallisesti
otosavaruuden ) kaikkien osajoukkojen muodostamassa algebrassa. Silloin
siis 2:n kaikki osajoukot ovat tapahtumia. Maaritelmén 2.1 toisessa koh-
dassa esitetty todennikoisyyden &édrellinen additiivisuus riittad aarellisissa
otosavaruuksissa (ominaisuuksien 1 ja 3 lisiiksi) todennékoisyyden mééritte-
lemiseen.

Maéaritelmi 2.1 Olkoon A otosavaruuden €2 osajoukkojen muodostama al-
gebra. Todennikdoisyys on kuvaus P : A — [0, 1], joka toteuttaa seuraavat
kolme aksioomaa:

1. P(A) > 0 kaikilla A € A.
2. Jos A,Be Aja AN B =, niin P(A+ B) = P(A) + P(B).
3. P(Q) =1.

Jos Q = {wi,ws, ..., w,} on ddrellinen, alkeistapahtuman {w;} todenné-
koisyys P({w;}) = p; > 0, 1 <i <mnjaP(Q) =>" p =1, niin M&a-
ritelmén 2.1 aksioomista seuraa, ettd €2:n kaikkien osajoukkojen A C € to-
dennékdisyys on muotoa P(A) =3 ., P({w:}). Silloin kokoelma A on Q:n
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kaikkien osajoukkojen muodostama algebra. Tatd €2:n kaikkien osajoukko-
jen muodostama algebraa kutsutaan €2:n potenssijoukoksi ja sitd merkitain
P(£2). Osoittautuu kuitenkin, ettd Madritelmé 2.1 on yleisen matemaattisen
todennékoisyysteorian kannalta liian vilja. Yleisessd tapauksessa tarvitaan
lisdrajoituksia todennikdisyyden méarittelemiseksi.

2.1.1 Todennakoisyyden ominaisuuksia

Maéaritelma 2.1 luonnehtii todennékoisyyden keskeisimmét ominaisuudet. Lausees-
sa 2.1 on esitetty muutamia téarkeitd lisiominaisuuksia, jotka seuraat suora-
viivaisesti Madritelméstéd 2.1. Seuraavassa oletetaan, ettd otosavaruus €2, {2:n
osajoukkojen muodostama algebra A ja A:ssa maaritelty todenndkoisyys P

on annettu. Merkintd A, B € A tarkoittaa, ettd A ja B ovat tapahtumia.

Lause 2.1 Olkoon Q otosavaruus, A jokin Q:n osajoukkojen algebra ja P
algebrassa A mddaritelty todenndkdisyys. Jos A, B € A, niin saamme tulokset:

1. Jos B C A, niin P(B) < P(A),

2. P(A°) = 1— P(A),

3. P(A\ B) = P(A)— P(ANB) ja

4. Jos B C A, niin P(A— B) = P(A) — P(B).

Todistus. Todistetaan kohta 1. Koska B C A, niin A = B + AN B°. Méa-
ritelmén 2.1 kohdan 2 perusteella P(A) = P(B) + P(AN B°) ja kohdan 1
perusteella P(A N B¢) > 0, joten P(B) < P(A). Néin kohta 1 on todistettu.
Muitten kohtien todistaminen jitetddn harjoitustehtavaksi. 0

Todenndkoisyyden addititvisuus Maaritelméasséd 2.1 ominaisuus 2 voidaan
suoraviivaisesti yleistdd useammalle kuin kahdelle erilliselle joukolle.

Lause 2.2 Olkoot Ay, As, ..., A, parittain pistevieraat (erilliset) Q:n osa-
joukot eli tapahtumat (ts. A; N A; =0, kun i # j). Silloin

P(A{UAy U---UA,) = P(A}) + P(Ay) + - + P(A,).

[tse asiassa additiivisuus yleistyy myo6s drettoméan monelle parittain eril-
liselle tapahtumalle A, As, Az, ... Silloin

P(ATUA UA3U---) = P(A)) + P(As) + P(A3) + -
Jos Ay, As, ..., A, ovat parittain erilliset (ts. A, N A; = 0, kun i # j) ja

Q=A,UA,U---UA,, niin joukkokokoelma A;, As, ..., A, on otosavaruu-
den ) jako.



2.1. Todennékdéisyys 23

Lause 2.3 Olkoon kokoelma A1, As, ..., A, otosavaruuden ) jako ja E C €2
on jokin tapahtuma. Silloin

P(E) = En: P(EN A,).

i=1

Seuraus 2.1 Mille tahansa kahdelle tapahtumalle A ja B pitdd paikkansa,
etta

P(A)=P(ANB)+ P(AN B°).

Lauseen 2.1 kohta 4 voidaan yleistdad myos joukoille, jotka eivit ole eril-
lisid. Talloin saadaan seuraava yhteenlaskulause.

Lause 2.4 Jos A C Q) ja B C (), niin
(2.1.1) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Todistus. Kuten Kuvio 2.1 osoittaa, joukot AN B¢, AN B, A°N B muodos-

A°n B¢

Kuvio 2.1. Tapahtuman A U B ositus.

tavat tapahtuman A U B osituksen. Siksi
(2.1.2) P(AUB)=P(ANB°)+ P(ANB)+ P(A°N B).
Seurauslauseen 2.1 mukaan vastaavasti

P(A)=P(ANB°) + P(AN B)
P(B) = P(A°NB)+ P(AN B),

joten

(2.1.3) P(A)+ P(B)=P(ANB°)+ P(A°NB)+2P(ANDB).

Kun identiteetista (2.1.3) vdhennetédén puolittain P(AN B), saadaan lauseke
P(A) + P(B) — P(AN B) = P(AN B°) + P(A°N B) + P(AN B),

jonka oikea puoli on (2.1.2):n mukaan P(A U B). Néin yhteenlaskulause on
todistettu. O
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Tama todennékoisyyksien yhteenlaskulause voidaan edelleen yleistdd mie-
livaltaisen monelle tapahtumalle. Esitimme aluksi yleistyksen, kun tapahtu-
mia on kolme. Yleinen tapaus saadaan samalla periaatteella, mutta se esite-
tdan vasta myohemmin.

Lause 2.5 Jos Ay, Ay ja Az ovat Q:n osajoukkoja (tapahtumia), niin

(2.1.4) P(A1UAUA3) = P(Ay) + P(Ay) + P(A3) — P(A1 N Ay)
— P(A1NA3) — P(Ay N A3) + P(A1 N Ay N Ajy).

Bonferronin epdyhtdlé. Koska P(A U B) < 1, seuraa Lauseesta 2.4
epayhtalo

(2.1.5) P(ANB)>P(A)+ P(B) — 1.
Epéyhtiloa 2.1.5 sanotaan Bonferronin epdyhtaldksi.

Esimerkki 2.1 Bonferronin epiyhtilo saattaa olla kiyttokelpoinen silloin,
kun ei pystytd laskemaan todennékoisyytta P(AN B) tarkasti, mutta tunne-
taan todenndkdisyydet P(A) ja P(B). Olkoon esimerkiksi P(A) = P(B) =
0.95. Silloin

P(ANB) >0.95+0.95 -1 =0.90.

Jos P(A) + P(B) < 1, niin alaraja (2.1.5):ssa on negatiivinen ja epiyhtilo
pitda triviaalisti paikkansa. O

2.2 Symmetriaan perustuva todennakoisyys

Olkoon Q = {wy,ws,...,w,} dérellisen otosavaruus ja P(2) otosavaruuden
Q) kaikkien osajoukkojen algebra. Jokaiselle A € P(£2) méiritellain

_ 14

(2.2.1) P(4) = =

missé |A| on joukon A alkioiden lukumééra eli lukumdadardamitta. Silloin kaikki
tapahtumat, joissa on yhté paljon alkeistapahtumia, ovat yhta todennékoisié.
Erityisesti jokainen alkeistapaus on yhtd mahdollinen eli

1
pi=P{wi})=—, 1<i<n
n

missd n on alkeistapausten lukumééra. Tapahtuman A todennikdisyys saa-
daan siis jakamalla A:n alkeistapausten lukumééri kaikkien alkeistapahtu-
mien lukuméaralla n. Tata 'suotuisat per kaikki’ -sdintod kutsutaan myos
klassiseksi todenndkoisyyden méiritelméksi. On helppo todeta, ettd (2.2.1)
on Maaritelméan 2.1 mukainen todennikoéisyys ja lukuméaaramitta toteuttaa
Maéaritelmén 2.1 ominaisuudet 1 — 2.
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Esimerkki 2.2 Heitetddn harhatonta noppaa. Silloin eri silmélukuja voi-
daan pitdd yhtd mahdollisina ja todennikoisyys on perusteltua maéaritellé
sdannon (2.2.1) mukaan otosavaruudessa 2 = {1,2,3,4,5,6}. Silloin erityi-
sesti P({i}) = %, 1=1,...,6. Jos heitetdin kahta noppaa, voidaan symmet-
risiksi alkeistapauksiksi valita jarjestetyt parit

(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6).

Siind tulokset on annettu muodossa (1. nopan silméluku, 2. nopan silméaluku).
Taméan satunnaiskokeen otosavaruus on siis

Q={07)1175€{1,2,34,56}}.

Koska |2 = 36, niin P({(i,7)}) = 35 kaikilla i, € {1,2,3,4,5,6}.
Viitetddn, ettd ranskalainen aatelismies ja uhkapeluri Chevalier de Méré
havaitsi kokeellisesti seuraavan tuloksen:

(i) Heitettiessd noppaa 4 kertaa kannattaa lyoda vetoa siité, ettd saadaan
ainakin yksi kuutonen.

(ii) Heitettiessi kahta noppaa 24 kertaa ei kannata lydda vetoa siiti, etté
saadaan ainakin yksi kuutospari.

De Méré huomasi jadvansa pitkissa pelisarjassa haviolle lyodessdan vetoa
kuutosparin puolesta. Han ei kuitenkaan pystynyt teoreettisesti selittdmain
havaintoaan (de Mérén ongelma) ja niinpd hin kddntyi ranskalaisen filoso-
fin ja matemaatikon Blaise Pascalin puoleen (n. 1650). De Mérén ongelman
uskotaan antaneen alkusysiyksen kuuluisaan Pascalin ja Pierre de Fermatin
véliseen kirjeenvaihtoon, joka johti todennikdisyyslaskennan syntyyn. 0

Klassisen méaritelmédn mukaan tapahtuman A todennékoisyys saadaan
jakamalla joukon A alkioiden lukumé&ira kaikkien alkeistapausten lukuméa-
ralla. Vaikka tehtdva on periaatteessa helppo, se voi kidytdnnossa osoittau-
tua yllattavan hankalaksi. Lukumaéérien laskemisen helpottamiseksi esitdm-
me alaluvussa 2.4 joitain kombinatoriikan periaatteita ja tuloksia.

2.3 Todennakoisyyden yleiset aksioomat

Adrellisten otosavaruuksien tapauksessa on kaikkiin tapahtumiin helppo liit-
tad todennakoisyydet alkeistapahtumien todenndkdéisyyksien avulla. Toden-
nékoisyyden keskeiset ominaisuudet (Lause 2.1) seuraavat aksioomista 2.1.
Jos tapahtumat Ay, A, ..., A, ovat parittain erilliset, niin

P(A{UAy U---UA,) = P(A}) + P(Ay) + - + P(A,).

Adrettomien otosavaruuksien tapauksessa Midritelmissi 2.1 esitetyt ak-
sioomat ovat liian valjat. Kun Q on &érellinen, on todennédkoisyys helpos-
ti médriteltivissd €2:n kaikkien osajoukkojen luokassa. Yleisessd teoriassa
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Q:n kaikki osajoukot eivdt ole tapahtumia. Maarittelimme edelld todennékoi-
syyden 2:n joukkokokoelmassa, joka muodosti algebran. Yleisessi teoriassa
niiden €2:n osajoukkojen, jotka ovat tapahtumia, tdytyy muodostaa ns. o-
algebra.

Maiaritelma 2.2 Kokoelma F on otosavaruuden ) osajoukkojen muodos-
tama o-algebra, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Qe F.
2. Jos A € F, niin A€ € F.
3. Jos Ay, Ay, ... € F,niin | J2, 4; € F.

Esimerkki 2.3 Olkoon Z(a,b) pienin algebra, joka sisiltaid kaikki suljetut
valit [e,d] C [a,b], a < ¢ < d < bjaQ = [a,b]. Olkoon esimerkiksi Z(1,5)
pienin algebra, joka siséltdd kaikki suljetut vélit [c,d] C [1,5], 1 < ¢ < d < 5.
Kuuluuko esimerkiksi joukko {2, %, %, ...} algebraan Z(1,5). Yksittaiset pis-
teet ¢ € [1,5] kuuluvat algebraan Z(1,5), silld ¢ = [1,¢] N [¢, 5]. Kaikki 44~
relliset unionit {2, 3,... 2} = (J {“2} kuuluvat algebran Maéritelméin
1.2 ominaisuuden 3 nojalla algebraan Z(1,5). Jos oletetaan, ettd Z(1,5) on
o-algebra, niin silloin

1

U{Hl}:{Q,;,%,...} € I(1,5).

O

Tapahtuman A todenn#koisyys P(A) on reaaliluku, jonka on oltava yksiké-
sitteisesti madritelty, kun tapahtum A € F on annettu.

Maéritelma 2.3 Kuvaus P : F — R on todennékdoisyys, jos se toteuttaa
seuraavat aksioomat:

1. 0< P(A) < 1.
2. P(0)=0 ja P(Q)=1.

3. Jos joukot A; € F,i=1,2,... ovat parittain pistevieraat (4; N A;, kun

i # 7), niin . .
P(; Ai) - Z; P(4;).

Niistd aksioomista voidaan tietysti johtaa samat lauseet kuin edelld nu-
meroituvien otosavaruuksien tapauksessa. Kolmikko (2, F, P) on todennd-
kdisyysavaruus, missa €2 on ei-tyhja otosavaruus, F on c-algebra ja P: F —
[0, 1] on todenndkdisyys(mitta). Tamén todennékoisyyden aksiomatisoinnin
esitti venéldinen matemaatikko A. N. Kolmogorov (1903-87) vuonna 1929.



2.4. Kombinatoriikkaa 27

Jos Ay, ..., A, ovat pareittain pistevieraat, niin ddrellisen additiivisuuden
nojalla

(2.3.1) P(Y_A) =) P(A)

kaikilla n > 1. Koska yhtdlon (2.3.1) vasen puoli on korkeintaan 1 kaikilla
n > 1, niin oikealla puolella oleva sarja suppenee, kun n — oo. Silloin

n—r00 n—r00
i=1 =1 i=1

On huomattava, etti tista ei seuraa Maaritelméssa 2.3 esitetty o-additiivisuus
o o
P(Y_A) =) P(A).
i=1 i=1

2.4 Kombinatoriikkaa

2.4.1 Summa- ja tuloperiaate

Olkoot kokeiden &7 ja & otosavaruudet €2 ja €25. Silloin kokeiden tulosvaih-
toehtojen lukumairit ovat |€2;] ja [Qa]. Merkitddn [Q| = ny ja |Qa] = no.

Summaperiaate. Tehdiin joko koe & tai &. Silloin mahdollisten tulosten
lukuméaéra on nqy + no.

Tuloperiaate. Tehddidn kokeet & ja &. Silloin yhdistetyn kokeen & =
&1 x & tulosvaihtoehtojen lukuméara on nqins.

Esimerkki 2.4 Tarkastellaan seuraavia kysymyksié:

1. Sinulla on kolme paitaa, neljat housut, kolmet kengit ja kymmenet
sukat. Montako asukokonaisuutta néistd voit muodostaa?

2. Esitd kaikki 2-numeroiset luvut, jotka numeroista {1,5,6,9} voidaan
muodostaa?

3. Moneenko eri jirjestykseen 10 kirjaa voidaan hyllysséi asettaa?

Kaikkiin esimerkissa esitettyihin kysymyksiin saadaan vastaus tuloperiaat-
teen avulla. ([l
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2.4.2 Valinta jarjestyksessa

Tarkastellaan ensin valintaa palauttaen. Olkoon perusjoukon €2 alkioiden lu-
kumé&ara )| = n ja voimme siis ajatella, ettd alkiot on numeroitu 1:sté n:dén.
Valitaan (2:sta perdkkiin r alkiota ja jokainen valittu alkio palautetaan takai-
sin (2:aan ennen seuraavaa valintaa. Valinnan tuloksena saatua jirjestettya
jonoa kutsutaan jarjestetyksi r-otokseksi (ai,as,...,a,), jossa jokainen al-
kio 1 < a; < n. Jarjestetyssd r-otoksessa sama alkio voi siis toistua monta
kertaa. Tehdddn esimerkiksi jirjestetty 3-otos joukosta A = {a,b}. Silloin
kaikki mahdolliset jarjestetyt 3-otokset ovat aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba,
bbb. Jirjestettyjen 3-otosten lukuméiiri on tuloperiaatteen mukaan 22 = 8.
Samalla tavalla tuloperiaatteesta seuraa, ettd (2:sta valittujen jarjestettyjen
r-otosten lukumaira on n'".

Tarkastellaan nyt valintaa palauttamatta. Jos Q2:sta valitaan jarjestykses-
si r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan jarjestetty r-otos, jossa sama
alkio voi esiintyéd vain kerran. Téllaista jirjestettyd r-otosta kutsutaan 2:n
r-permutaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b, ¢, d} 2-permutaatiot ovat

ab, ba, ac, ca, ad, da, bc, cb, bd, db, cd, dc,

joiden lukumé&ara on tuloperiaatteen nojalla 4 -3 = 12. Yleisesti r-permutaa-
tioiden lukuméara (2:sta on

M”:nm—&Xn—m~'W—r+1% 0<r<n.

Merkintd n) luetaan ”"n:n r-kertoma”. Kun r = n, saadaan joukon Q n-
permutaatio, jota kutsutaan yksinkertaisesti joukon permutaatioksi. Permu-
taatio on siis joukon alkioiden jdrjestetty jono. Joukon {2 permutaatioiden
lukuméara on siis

n™ =nn—-1)Mn-2)--2-1
ja sitd merkitdian n! ja luetaan "n-kertoma”.

Esimerkki 2.5 (Syntymépéiiviongelma) Kutsuilla on 7 henkiload. Henki-
16iden syntyméapéaiviat muodostavat r:n paivimaaran jonon, jossa sama, paiva-
mairi voi toistua. Vuoden paivien lukuméiri n = 365, jos karkausvuotta ei
oteta huomioon. Oletetaan, ettd kaikki mahdolliset 365" syntymépéivijonoa
ovat yhté todennikoiset. Mikéd on todennékoisyys, ettd ainakin kahdella hen-
kilolla on sama syntymépaiva? Ensinndkin 365:n piivin r-permutaatioiden
lukumaiird on 3657, miki on siis kaikkien r:m pituisten eri syntymipéaivis-
td muodostettujen jonojen lukuméira. Todenndkdisyys, ettd kaikilla on eri
syntymépéivi, on kaavan (2.2.1) mukaan

365"
POEL svntvminiivit’) — .
(’Eri syntymépéivit’) 65"
Silloin todennikoisyys, ettd ainakin kahdella sama syntymépéiva on
365
3657
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2.4.3 Osajoukon valinta

Kun :sta valitaan r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan Q:n osajouk-
ko. Nyt ei siis kiinnitetd huomiota alkioiden jirjestykseen, vaan ainoastaan
sithen, mitkd alkiot osajoukkoon kuuluvat. Joukon r:n alkion osajoukkoa
kutsutaan joukon r-kombinaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b,c,d} 2-
kombinaatiot ovat

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c, d}.

Jokaista 2-kombinaatiota kohti on olemassa kaksi 2-permutaatiota. Esimer-

kiksi 2-kombinaatioon {a, b} liittyvit 2-permutaatiot ovat ab, ba. Koska 2-
permutaatiota on 4 - 3 = 12 kappaletta, niin 2-kombinaatiota on % =

6 kappaletta. Ja yleisesti: Koska r-permutaatioden lukumaéiréd jokaista r-
kombinaatiota kohti on 7! ja r-permutaatioden lukumiird on n(”, niin r-
kombinaatioiden lukumééra on

n(") n!

rt ol (n—r)

jota merkitadn (:f) ja se luetaan "n r:mn yli”.
Joukossa KIRJAIMET = {a,a,a,a,t,t,e,e,e,k} = {4-a,2-t,3-e,1-k} on4
a-kirjainta, 2 t:td, 3 e:td ja yksi k. Téllaista joukkoa kutsutaan monijoukokss.

Esimerkki 2.6 Kuinka monta erilaista 10-kirjaimista sanaa monijoukon

KIRJAIMET = {4-a,2-t, 3-e, 1-k} kirjaimista voidaan muodostaa? Sanassa on
kirjaimille 10 eri paikkaa ja jokainen kirjain voidaan sijoittaa johonkin 10:stéi
mahdollisesta paikasta. Ensiksikin a-kirjaimien paikka voidaan valita (ZO)
tavalla, jiljelle jadneisiin 6:een paikkaan voidaan b sijoittaa (g) tavalla, sen
jakeen c (g) tavalla ja lopuksi d:lle jaa (}) = 1 paikka. Kertolaskuperiaatteen

mukaan kaikkien mahdollisten sanojen lukuméiri on

10\ /6 /4 /1 10!
= ——— = 12600.
(D)) () () = s = 1200

Esimerkiksi etaakaetea on yksi ehdot tayttivé sana. 0

Esimerkissd 2.6 10-kirjaiminen sana on monijoukon KIRJAIMET permutaatio.
Kun taas atte, aate ja kate ovat joukon KIRJAIMET 4-permutaatioita.

Olkoon joukossa n alkiota, joista nq kuuluu 1. ryhm#éan, n, 2. ryhméan
ja lopulta n; alkiota k. ryhméén, joten n = ny + ny + - - - + ng. Joukosta
valitaan perdkkiin palauttamatta alkioita kunnes kaikki on valittu. Kuinka
monta tunnistettavasti erilaista alkiojonoa voidaan saada?” Nyt ajatellaan,
ettd kunkin ryhmin alkiot ovat keskenddn samanlaisia, mutta erilaisia kuin
muiden ryhmien alkiot. Emme voi siis tunnistaa erilaisia ryhmén sisiisia
jarjestyksid. Vastaus saadaan samalla tavalla kuin edellisessd 10-kirjaimisia
sanoja koskevassa esimerkissd. Valintojen lukuméiré on

n\ (n—mn N—"Nny —Ng — -+ — Np_1 n!
nq T N n nl'ng'nk‘
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Téata lauseketta sanotaan multinomikertoimeks: ja sitd merkitaan

|
(2.4.1) S E—— " .
ni!ng! -+ -ny! ny Mg ... Ny

Kun k£ = 2, saadaan erikoistapauksena binomikerroin

( n ) n! n! (n)
ny No nilng!  ny!(n—mny)! ny

Esimerkki 2.7 Voimistelunopettaja jakaa 28 oppilaan luokan oppilaille 9
punaista, 10 sinistd 9 keltaista pelipaitaa muodostaakseen kolme joukkuet-
ta. Montako eri joukkuetta saadaan, eli kuinka monella eri tavalla oppilaat
voidaan jakaa punaisiin, sinisiin ja keltaisiin siten, ettd punaisia on 9, sinisié
10 ja keltaisia 9. Vastaus on

28!

oTTon1 = 638045608200.

2.4.4 Otanta palauttaen, kun jarjestysta

ei oteta huomioon
Valitaan r palloa uurnasta, jossa on k erilaista (esimerkiksi erivéristé) palloa.
Jokaisessa valinnassa rekisteréiddain pallon véri ja pallo palautetaan uurnaan

ennen seuraavaa valintaa. Olkoon uurnassa esimerkiksi 3 erilaista palloa: ®,
6, @. Valitaan uurnasta 3 palloa palauttaen (r = k = 3).

Taulukko 2.1. Erilaiset valinnat palauttaen, kun r = k = 3.

Tulos ® o ©®

[0XOXO! ¥k k *xk | |
oXor= %k * *k | * |
oXox=: %k * *k | | *
oX=X= * *k * | %k |
OXSXS/ * * * * | % | *
ODP * %k *| | *%
6606 KKk | %% |
[ e e * X * | % | *
[ ar e * %k | * | %
DPP ¥k k NELE]

Jokaisen valinnan jalkeen pistetddn merkki "*” kyseisen pallon kohdalle.
Kaikkien valintojen jélkeen meilld on 3 (r) merkkid. Huomaa, ettd r voi olla
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suurempi kuin £, vaikka esimerkissd r = k£ = 3. Taulukon 2.1 viimeiselld
sarakkeella pallojen valinta on esitetty merkkien ”#” ja ”|” jonona ilmeisell&
tavalla. Jonossa on yhteensi 5 (= r+k — 1) merkkid. Kuinka monella tavalla
2 7 |"-merkkié voi jakaa 3 7*”-merkkid ryhmiin? Vastaus on 3?—'2, = (g) = 10.
Vastaavasti yleisessi tapauksessa erilaisten tulosvaihtoehtojen lukumééra on

k+r—1\ (k+r—1
r N k-1 )
Esimerkki 2.8 Tarkastellaan yhtéloa

(2.4.2) T1+xo+ - xp =T,

missd k ja r ovat annettuja positiivisia kokonaislukuja ja muuttujat x,, xs,
..., o voivat saada arvoikseen epdnegatiivisia kokonaislukuja. Montako eri-
laista ratkaisua yht&alolld (2.4.2) on? Olkoon esimerkiksi r = 7 ja k = 3.
Tarkastellaan kysymysta "helmitaululla’,

—0—0—0++0—0—0f0—

jossa on esitetty ratkaisu x1 = 3, zo = 3, x3 = 1. Ratkaisu 1 = 7, x5 = 0,
x3 = 0 on helmitaululla muotoa

—0—0—0—0—0—0—01—

Helmitaululla on 7 helmeé (r = 7) ja 2 jakoviivaa (kK — 1 = 2) eli yhteensi 9
(k +r —1=9) objektia. Jakoviivat voidaan sijoittaa helmitaululla (3) = 36
tavalla. Analogisesti voimme padtelld, ettd yhtdlon (2.4.2) epidnegatiivisten

kokonaislukuratkaisujen lukuméira on (k;rjl) O

2.4.5 Kombinatoriikan merkintoji ja identiteetteji

Olkoon r epidnegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Nyt n:n r-kertoma
maéaaritelladn kaikille reaaliluvuille samalla tavalla kuin epénegatiivisille ko-
konaisluvuille:

n" =nn—-1n-2)---(n—r+1), r>0;

2.4.3
( ) n® =1,

Jos n on epinegatiivinen kokonaisluku, niin (" on n:n alkion joukon {1,2,
..., n} kaikkien :n (r < n) kokoisten jdarjestettyjen osajoukkojen lukumddrd.
Eritysesti n-kertoma on

nl=n"™=nn-1)n-2)---2-1

ja O-kertoma médritelldsin 0! = 00 = 1.
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Olkoon r epénegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Maaritellain

n(r)
(2.4.4) (n) o 20
" 0, r < 0.

Huomaa, etti ylli esitetyt n( ja (:f) on madritelty kaikilla reaaliluvuilla
n € R. Lausekkeille esitettiin kombinatorinen tulkinta, kun n on positiivinen
kokonaisluku.

Esimerkki 2.9 Kertoman ja binomikertoimen laskuesimerkkej:

36)=3.2.1.0-(-1)=0
(0.5)* = 0.5 (=0.5)(=1.5)(—2.5) = —0.9375

=0 méaritelméan perusteella

0.5® 0.5 (—0.5)(—1.5)(—2.5) 5

A1 6 T 128

(0)
("> " _1  kaikilaneR

Maaritelmien perusteella on suoraviivaista todeta, etté

. ()=o),
(2.46) (1)=2(21)

Jos s on epénegatiivinen kokonaisluku, niin silloin

(2.4.7) r(®) (Z) =l (Z B j) .

Stirlingin kaava
(2.4.8) nl~V2mn-n"e ",

antaa kertomalle hyvéan likiarvon.
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2.4.6 Binomilause, hypergeometrinen identiteetti
ja multinomilause

Binomikertoimiin liittyy monia téarkeitd identiteetteji. Tasséd alaluvussa esi-
tettavat kolme identiteettia ovat sovellusten kannalta keskeisii.

Lause 2.6 (Binomilause) Olkoot a ja b reaalilukuja sekdi n epanegatiivinen
kokonaisluku. Silloin

(2.4.9) (a+b)" = En: (7;) e

r=0
Kertoimia (?) kutsutaan binomikertoimiksi.

Lause 2.7 (Hypergeometrinen identiteetti) Olkoot a ja b reaalilukuja
ja n positiivinen kokonaisluku. Silloin

(2.4.10) rnzo (i) (n E r) _ (a Z b),

Lause 2.8 (Multinomilause) Olkoon annettu positiivinen kokonaisluku n
ja reaaliluvut ty, to, ..., tg. Silloin

n n
a1t) ittt = (" Y

ni+--+ng=n

missd summa kday yli katkkien sellaisten epinegatiivisten kokonaislukujen nq,
No, ..., N, ettdny +ng + - +np =n.

2.5 Satunnaismuuttuja

Satunnaiskokeeseen liittyy aina jokin otosavaruus eli kokeen mahdollisten
tulosten joukko. Useimmiten tyoskennelldin kuitenkin viittaamatta lainkaan
eksplisiittisesti mihinkdin otosavaruuteen. Satunnaiskokeiden tulokset esite-
taan tavallisesti numeeristen muuttujien avulla. Ndm& muuttujat luonnehti-
vat tarkasteltavan satunnaiskokeen tuloksia. Satunnaisilmion mallintamisen
kannalta onkin oleellista osata mééritelld ’oikeat’ muuttujat.

Maaritelma 2.4 Olkoon ) jonkin satunnaiskokeen otosavaruus. Satunnais-
muuttuja (SM) X on kuvaus (funktio) (2:1ta reaalilukujen joukkoon R.

Satunnaismuuttujia merkitddn isoilla kirjaimilla X, Y, Z, ... Voimme
kirjoittaa
X:Q—R,
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missd X (w) on reaaliluku. Satunnaismuuttuja X liittd4 siis jokaiseen alkeis-
tapaukseen w € 2 yhden ja vain yhden reaaliluvun X (w) € R. Satunnais-
muuttujien X, Y, Z, ... arvoja merkitdan pienilld kirjaimilla x, y, z, ...
Merkitadn siis X(w) = z. Merkintd Sx C R (arvojoukko) tarkoittaa X:n
arvojen muodostamaa joukkoa. Jos Sy C R on numeroituva (&érellinen tai
numeroituvasti adéretén), niin X on diskreetti. Usein arvojoukkoa merkitdén
lyhyesti 9, jos siihen liittyva satunnaismuuttuja kiy ilmi yhteydesta. Jatku-
van satunnaismuuttujan X arvojoukko Sx on jokin vili I C R. On myos
muita satunnaismuuttujia, mutta kisittelemme vain diskreetteji ja jatkuvia
satunnaismuuttujia.

Esimerkki 2.10 Heitetddn harhatonta lanttia 3 kertaa. Satunnaismuuttuja
Y on ’kruunien lukuméérd’. Merkitddn R = 'kruuna’ ja L. = ’klaava’. Silloin

w: RRR RRL RLR RLL LRR LRL LLR LLL
Yw: 3 2 2 1 2 1 1 0

Nyt esimerkiksi Y(RRL) = Y/(RLR) = 2. Olkoon A, tapahtuma "kruunien
lukumaara r". Merkintd (Y = 2) tarkoittaa tapahtumaa A; = {RRL, RLR,
LRR} ja P(Y = 2) = P(A;) = 3/8. Vastaavasti (Y < 1) on tapahtuma
AgU Ay = {RLL,LRL,LLR,LLL} ja P(Y < 1) = 1/2. Satunnaismuuttujan
Y arvojoukko on Sy = {0, 1,2, 3}. O

Yleisesti merkintd (X € B), B C R tarkoittaa sellaista tapahtumaa A C ,
etti A = {w € Q| X(w) € B}. Titd tapahtumaa merkitiin myss X 1(B) =
A. Esimerkissé 2.10 tapahtuma (Y € [0, 1]) on A = {RLL, LRL, LLR, LLL},
koska Y (w) € [0,1], kunw € AjaY(w) ¢ [0,1], kun w € A°. Siis Y1([0,1]) =
A.

Esimerkki 2.11 Mielipidekyselyssé tiedustiin 100:1ta satunnaisesti valitulta
tamperelaiselta ddnioikeutetulta ennen europarlamenttivaaleja 2009 (dénioi-
keutetuja 168610), mikd kanta heilld on Suomen NATO-jiasenyyteen. Monta-
ko erilaista otosta (100-kombinaatiota) on mahdollista valita? Alkeistapaus w
on otokseen valittavien henkiléiden joukko w = {hq, hs, ..., hioo}. Haastatel-
tavat on siis numeroitu 1:std 100:aan. Maaritellddn nyt satunnaismuuttuja
X;, 1 < i <100 siten, ettd X;(w) = 1, jos h; kannattaa Suomen NATO-
jasenyytta. Jos h; vastustaa NATO-jasenyytté, niin X;(w) = —1 ja X;(w) =
0, kun henkildlld ei ole kantaa tai ei vastaa. Jokainen X;(w) € {—1,0,1},
1 =1,2,...,100. Méarittele satunnaismuuttuja X, jonka arvo on NATO:on
liittymisen kannattajien lukuméara. 0

Olemme jo edelld implisiittisesti soveltaneet satunnaismuuttujan kisitet-
td. Nopan heittoon ja lantin heittoon seké korttipakasta tehtédviin valintoihin
liittyvilla satunnaiskokeilla on perinteisesti havainnollistettu todennakoisyys-
laskennan kisitteitd. Taulukossa 2.2 on esitetty muutamia tuttuja satunnais-
muuttujia.
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Taulukko 2.2. Joitakin satunnaismuuttujia ja niiden arvoalueet.

Satunnais- Kuvaus Arvojoukko S
muuttuja
X Nopan silméaluku {1,2,3,4,5,6}
Y Kruunujen lukumééra 3:ssa {0, 1, 2, 3}
lantin heitossa
Z Heittojen lukumédrd kun- {1,2,3...}
nes saadaan 1. kruuna
w Korttipakasta satunnaisesti {#, O, &, &}

valitun kortin maa

Maaritelméssa 2.4 olemme todenneet, ettd satunnaismuuttujan arvot ovat re-
aalilukuja. Néin ei aina valttaméatta ole. Esimerkiksi Taulukon 2.2 satunnais-
muuttujan W arvo on valitun kortin ’'maa’. Ndmé arvot voidaan kuitenkin
aina tarvittaessa koodata numeerisesti. Joissain yhteyksissi tarkastelemme
esimerkiksi satunnaispareja, satunnaisjonoja tai satunnaisjirjestyksia. Néi-
hin satunnaismuuttujan yleistyksiin palataan tuonnempana.

Huomautus 2.1 Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

X
aX, X+Y, X -Y, XY ja v (Y #£0)
ovat satunnaismuuttujia, missd a on reaaliluku. Namé tulokset seuraavat
siitd, ettd satunnaismuuttuja on funktio.
Matematiikan analyysin kursseilla opitun perusteella tiedimme, etté funk-

tion funktio on edelleen funktio:
x — sin(log x) tai  x — f[h(x)] = (foh)(z).

Yhdistetty satunnaismuuttuja on siis edelleen satunnaismuuttuja. Jos W (Tau-
lukko 2.2) on esimerkiksi satunnaisesti valitun kortin maa ja V' maiden jou-
kossa S = {#,Q, &, O} méadritelty viri, niin satunnaismuuttujan kortin vari
V(W) = V[W(w)] arvoalue on Sy = {musta, punainen}. Korttipakan kor-
tit (52 kpl) muodostavat alkeistapahtumien joukon w. Olkoon Y kruunien
lukumééra 3:ssa lantin heitossa (Taulukko 2.2). Silloin esimerkiksi

V) =Y -2 tai h(Y)= (Y _ 2)2

ovat satunnaismuuttujia.
Kahden tai useamman satunnaismuuttujan funktio on edelleen satunnais-
muuttuja. Jos siis X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

w— h[X(w),Y(w)]
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médrittelee satunnaismuuttujan, kun kahden muuttujan funktio h on mééri-
telty arvojoukossa { (X (w),Y (w)) | w € Q} C R Titéd satunnaismuuttujaa
merkitddn lyhyesti A(X,Y).

Maiéritelmi 2.5 (Indikaattori) Olkoon A tapahtuma otosavaruudessa €.
Tapahtuman A indikaattori /4 saa arvon 0 tai 1 seuraavasti:

() 1, josw € A;
w) =
4 0, josw¢ A.

Jos tapahtuma A sattuu, niin /4, = 1, muutoin /4, = 0. Indikaattori on
satunnaismuuttuja ja

P(Iy=1)=P(A) ja  P(I;=0)= P(A% =1 — P(A).

Voimme kéyttda indikaattoria vaikkapa lukuméarien laskemiseen. Heitetdan
lanttia n kertaa ja olkoon X} tapahtuman 'kruuna k. heitossa’ (1 < k < n)
indikaattori. Silloin satunnaismuuttuja

(251) X:X1+X2—|—..._|_Xn

on kruunien lukuméira n:ssi heitossa, koska summa on ykkosten (kruunien)
lukumééra n:ssi heitossa.

2.6 Satunnaismuuttujan jakauma

Satunnaismuuttujassa olemme kiinnostuneita erityisesti sen jakaumasta. Ha-
luamme siis tietdd, milla todennédkoisyydelld X:n arvot kuuluvat mihin ta-
hansa reaaliakselin R:n osajoukkoon B. Merkitdian tapahtumaa {w € Q| X (w) €
B} lyhyesti (X € B). Mielenkiinnon kohteena ovat todennékéisyydet

(2.6.1) P(XeB)=P{weQX(w) € B}),BC Q.

Merkintd P(X € B) osoittaa, ettd tapahtuma on mééritelty satunnaismuut-
tujan X avulla. Koska B voi olla mikd tahansa reaaliakselin R:n osajoukko,
todennikoisyydet P(X € B) médarittelevit satunnaismuuttujan jokauman.

Miéiritelmi 2.6 (Todennikdisyysjakauma) Mééiritellddn satunnaismuut-
tujan X todennikdisyysjakauma (lyhyesti jakauma) ja kertyméfunktio.

(i) Satunnaismuuttujan X todenndkdisyysjakauma on joukkofunktio Py,
joka liittaé jokaiseen R:n osajoukkoon B arvon relaation (2.6.1) mukai-
sesti. Joukkoon B liitettyd arvoa merkitdin Px(B).

(ii) Kun valitaan B = (—o0, 2], eli B on puoliavoin vili, niin identiteetin
(2.6.1) nojalla saadaan

(2.6.2) P(X € (—00,z]) = P{w e Q|X(w) <z}) = P(X <x).

Relaatio (2.6.2) médrittelee pistefunktion Fx(z) = P(X < z). Funk-
tiota F'x kutsutaan X:n kertymdfunktioksi.



2.6. Satunnaismuuttujan jakauma 37

Huomautus 2.2 Satunnaismuuttujan X jakauma on siis R:n osajoukoil-
le mééaritelty joukkofunktio. Se on itse asiassa todennikoisyysfunktio. Jos
Px(B) tunnetaan kaikilla B C R, niin tunnetaan myos kertyméfunktion ar-
vot Fx(z) kaikilla x € R. Kertyméfunktion méérittelemiseksi tdaytyy itse
asiassa tuntea vain kaikkien puoliavoimien vélien B = (—o0, z] todennékoi-
syydet Py ((—oo,x]). Yllattavaa kylla, myos kddnteinen tulos pitda paikkan-
sa. Jos kertyméfunktio F' on annettu, niin on olemassa siihen liittyva yksi-
késitteinen todennédkoisyysfunktio, joka on médritelty tietyssid R:n osajouk-
kojen luokassa. Tdhén kertyméfunktion ja todennédkoisyyden vastaavuuteen
perustuu kertyméafunktion keskeinen asema todennékoisyyslaskennassa.

Esimerkki 2.12 Olkoon Y kruunien lukumééri kolmen lantin heitossa (Esi-
merkki 2.10). Silloin satunnaismuuttujaa koskevat véittamét, kuten 'tasmél-
leen yksi kruuna’ =7Y = 17 tai 'korkeintaan 2 kruunaa’ ="Y < 2” méaaritte-
leviat tapahtuman. Tapahtumat voidaan silloin kirjoittaa muodossa ”Y € B”.
Jos B = (—00, 2], niin B maérittelee otosavaruudessa ) tapahtuman

{w € QY (w) € B}) = {RRL,RLR, RLL, LRR, LRL, LLR, LLL}

ja Py(B) = P({w € Q|Y (w) € B}) = 7/8. Jatkossa tulemme péédsiantoisesti
tarkastelemaan satunnaismuuttujien mddrittadmid tapahtumia. 0

Esimerkki 2.13 (Satunnaiskively, Random Walk) Pekka ja Paavo pe-
laavat "kruunaa ja klaavaa”. Pelissid heitetddn perdkkiin lanttia n kertaa —
tissd esimerkissd n = 20. Aina kun tulee kruuna (R), Pekka voittaa euron
Paavolta. Kun tulee klaava (L), Pekka haviaa euron Paavolle. Kuviossa 2.2
esitetyn pelin tulos (n = 20) on

LRLRRRRLRLLRRRLRLLRL

Pekka voittaa 2 euroa.

-2 +

Kuvio 2.2. "Kruunu ja klaava” -pelin tuloksen kehitys, kun pelin pi-
tuus on 20 heittoa.

Miki on todennikoisyys, ettd Pekka voittaa s euroa, kun n = 20 (—20 <
s < 20)7 On helppo niahdé, ettd mahdollinen voitto on parillinen. Voitto S
voidaan madritelld satunnaismuuttujien X; (i = 1,2,...,20) summana:

Soo = X1+ Xo + -+ + Xy,



38 Luku 2. Todennékéisyys, satunnaismuuttuja ja perustuloksia

missa
{ 1, kun kruuna 7. heitossa;
Z‘ pu—

—1, kun klaava 7. heitossa.

Minké voiton Sy9 = s todennékoisyys on suurin (pienin)?

On mielenkiintoista tarkastella my6s sitéd, kuinka usein Pekka on voitolla
pelin aikana. Jos pelaajat ovat tasoissa (voitto 0), madrittelemme, ettd Pekka
on johdossa, jos han oli edelliselld heitolla johdossa. Jos Pekka oli tappiolla
edelliselld heitolla ja pédsi tasoihin, sovimme, ettd hin on edelleen tappiolla.
Jokainen peli tuottaa vastaavan kuvaajan kuin Kuviossa 2.2. Kuvaajassa on
yhdistetty pisteet (0,0), (1,51), (2,52), ..., (20, Sy).

Téllaista prosessia kutsutaan satunnaiskévelyksi (random walk). Erés ta-
pa havainnollistaa satunnaiskivelyd on ajatella, ettd satunnaiskévelija RW
(Random Walker) ldhtee origosta (itdén) ja astuu sekunnissa askeleen oi-
kealle (etelddn) tai vasemmalle (pohjoiseen). Esimerkiksi Kuviossa 2.2 ku-
vaaja kulkee pisteen (5,1) kautta. RW on 5 sekunnin kévelyn jéilkeen yhden
askeleen pohjoiseen x—akselista. On helppo todeta, etté kaikkien mahdollis-
ten pelin kulkujen lukumiirid on 22°. Koska raha on harhaton ja heitot ovat

toisistaan riippumattomat, kaikki 22° pelin kulkua ovat yhti todennikoiset.
O

2.6.1 Kertymafunktio

Satunnaismuuttuja X kertyméfunktio madriteltiin (ks. Méaaritelmé 2.6 (ii))
X:n jakauman avulla. Jos z7 < @9, niin {X < 27} C {X < x9} ja toden-
nékoisyyden monotonisuusominaisuuden perusteella [Lause (2.1), kohta 1)]
P(X < x1) < P(X < x9), joten kertyméfunktio F(z) on kasvava (ei vihe-
nevi). Seuraavassa lauseessa esitetddn kertyméfunktion ominaisuudet.

Lause 2.9 Satunnaismuuttujan X kertymdfunktiolla F on seuraavat omi-
naisuudet:

1. 0<F(z) <1, zeR.
2. F(x) on z:n kasvava (ei vihenevd) funktio.

3. F(x) on oikealta jatkuva, ts. kaikilla vo € R on lim F(z) = F(zo)

T—x0+
(x — xo+ tarkoittaa, etti xo:aa lihestytian oikealta).

4. lim F(z)=0 ja lim F(x)=1.

T—r—00 T—r 00

Satunnaismuuttujaa X tarkasteltaessa joudutaan usein laskemaan muo-
toa P(X =a), P(X <b), P(X <), P(X >a), P(X>a), Pla< X <
b), Pla< X <b), Pla< X <b) and P(a < X < b) olevia todennékoisyyk-
sid, missd a < b ovat reaalilukuja. Huomattakoon, ettd P on X:n jakaumaan
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liittuva todennékoisyysfunktio, jota on merkitty aikaisemmin Pyx. Jatdmme
jatkossa alaindeksin pois, jos tilanne on yhteydestd selvi. Esimerkiksi

(2.6.3) (a<X<b) = {wla<X(w)<b}
= {w[X(w) <t} —{w|X(w) <aj},

koska {w | X(w) <b}={w| X(w)<a}+{w|a< X(w)<b}. Silloin
P({w]a< X(w) <b}) = Fx(b) — Fx(a),
koska

P{w]X(w) < b} —{w|X(w)<a})
= Pw|X(w)<b}) - P{w|X(w)<a})
Olkoon X henkil6n ikd vuosissa ja T elinaika, kun €2 on suomalaisten joukko.
Silloin {X = 20} = {w | X(w) =20} = {w | 20 < T(w) < 21}) on
20-vuotiaiden suomalaisten joukko.
Jos X:n arvojoukko Sx = {z1,x9,...,2,,..., } on numeroituva, mééri-

tellaan
pn=PX=u,), z,€5, n=12....

Jos x ¢ Sx, niin P(X = x) = 0. Jos tunnemme kaikki todennakoisyydet p,,,
on ilmeistd, ettd voimme mairittaa satunnaismuuttujan X jakauman. Silloin
todennékoisyys

P(XeB)= 3 p

rn€B
kaikilla B C Sx. Jokaista reaalilukua z kohti

Fx(z)=P(X <z)= ) pn

ja kaikilla a < b
Pla< X <b) = Fx(b)— Fx(a)

- Y

a<rn<b

Esimerkki 2.14 Esimerkissa 2.10 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa. Sa-
tunnaismuuttuja X on ’kruunien lukumé&érd’ ja X:n arvojoukko S = {0, 1, 2,
3}. Nyt

{w|X =0} ={LLL},

{w] X =1} ={RLL,LRL, LLR},

{w] X =2} ={RRL,LRR,RLR},

{w| X =3}={RRR},
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missi kaikki alkeistapaukset ovat yhtd todennékoisid. Silloin

Fy(0) = P(X < 0) = P({LLL}) = 1/8,

Fy(1) = P(X < 1) = P({LLL, RLL, LRL, LLR}) = 4/8,
Fy(2) = P(X < 2)

= P({LLL,RLL, LRL, LLR, RRL, LRR, RLR}) = 7/8,
Fx(3) = P(X < 3)

— P({LLL,RLL,LRL,LLR, RRL, LRR, RLR, RRR}) = 1.

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on siis

(

0, kun z <O0;
5, kun0<z<l
Fx(z) =43, kunl<uz<2;
%, kun 2 <z < 3;
(1, kunz >3
]
Fx(x) fx(x)
14 -— 14
.—
1| -~ 11
2 2
S ! I I I >
1 2 3 0 1 2 3

Kuvio 2.3. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktion Fx(z) ja toden-
nékoisyysfunktion fx(x) kuvaajat.

Esimerkin 2.14 kertyméfunktio on porrasfunktio. Pitda yleisestikin paik-
kansa, ettd diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on porrasfunktio.
Voimme sanoa, ettid satunnaismuuttuja on diskreetti, jos sen kertyméfunktio
on porrasfunktio.

Esimerkki 2.15 Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertyméafunktio on

0, z<0;
Fx)=<2% 0<z<l,;
1 1<z

?

Kertyméafunktion avulla voidaan laskea todennakdéisyyksid. Esimerkiksi
todennékoisyys

r(3exs)r () () () - () -2



2.6. Satunnaismuuttujan jakauma 41

f(x) F(z)
2 4
1+ 14
O \
F(3) T-———=> o
} 1 } X 1 ! } 1 X
1 1 3 1 1 3
i 3 1 1 i 3 1 1
Kuvio 2.4. Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(z) = 2z
ja kertyméfunktio F(x) = x2.
ja
3 3 3 3 3\ 7
Pl-<X<=|=F|=|-Fl=)=1—-(=) =—
(1ex=3)=r(0) () - () =%
O

Satunnaismuuttujan X jatkuvuus voidaan mééritelld kertyméfunktion Fly
jatkuvuuden avulla. Esimerkissd 2.15 késitellyn satunnaismuuttujan kerty-
méfunktio on jatkuva.

Maéritelma 2.7 Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen kertyméfunktio
Fx(z) on x:n jatkuva funktio. Satunnaismuuttuja X on diskreetti, jos sen
kertyméfunktio on x:n porrasfunktio.

2.6.2 Satunnaismuuttujan tiheysfunktio

Satunnaismuuttujaan X liittyvien todennikoisyyksien laskennassa on mo-
nesti kiyttokelpoisin X:n tiheysfunktio. Maaritellddn diskreetin ja jatkuvan
satunnaismuuttujan tiheysfunktiot erikseen.

Maaritelma 2.8 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jolla on numeroi-
tuva madra arvoja x;, i > 1, joiden todennékdoisyydet ovat P(X = z;), i > 1.
Maaritelldan funktio fy seuraavasti:

P(X =), kinz=ux;, i>1
0, muutoin.

(2.6.4) fx(x) = {

Funtiota fx kutsutaan satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi. Diskreetin sa-
tunnaismuuttujan tiheysfunktiota sanotaan tavallisesti todennikoisyysfunk-
tioksi.
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Jos X:n arvoaluetta merkitddin Sx = X(Q) ={z | X(w) =2, w € Q},
niin todennékoisyysfunktio on kuvaus

fxi SX — [O, 1]

Huomattakoon, ettd fx(z) on médritelty kaikilla reaaliluvuilla, mutta fy (z)
0 aina, kun = ¢ Sx. Diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko on numeroi-
tuva, joten arvoja on korkeintaan yhtd paljon kuin kokonaislukuja. Niinpa
diskreettien satunnaismuuttujen arvojoukko on tavallisimmin jokin kokonais-
lukujen ja erityisesti positiivisten kokonaislukujen osajoukko.

Lauseessa 2.10 esitettivit todennédkoisyysfunktion ominaisuudet seuraa-
vat suoraan Madritelméasta 2.8.

Lause 2.10 Relaatiolla (2.6.4) madritellylla diskreetin satunnaismuuttujan
X todenndikdisyysfunktiolla fx on seuraavat ominaisuudet:

1. fx(z) > 0 kaikilla x € R.
2. Mille tahansa B C R, P(X € B) = Y fx(x;), missd x; € Sx.

r;€EB

3. Jos Fx on X:n kertymdfunktio, niin

Fx(z) = Z fx (@) ja Z fx(zi) =1, z; € Sx.

z;<x z; €ER
4. Oletetaan, ettd x; < x;11 kun i > 1. Silloin
fx(@iv1) = Fx(vip1) — Fx (i), i 2 1, fx(21) = Fx(21).

Lauseen 2.10 kohdissa 3 ja 4 on esitetty kertyméafunktion ja todennikoi-
syysfunktion vilinen yhteys. Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio
on porrasfunktio. Porrasfuntion F(z) ’hyppéaykset’ Fx(z;11) — Fx(z;) ovat

pisteissé 1, 2, ... ja hyppiysten suuruudet ovat fx(z1), fx(x2), ... Jos
esimerkiksi .
=_— = 1,2
f(x) 27;7 X Y 9 9
niin esimerkiksi
1 1 1 7
F(35)= Ple <35) = J() + [2) + f8) = 5+ g +5 = &

Esimerkki 2.16 Jatketaan esimerkié 2.14, jossa heitettiin harhatonta lant-
tia 3 kertaa. Satunnaismuuttuja X on ’kruunien lukumdiird’. Maaritetdin
X:n todennékoisyysfunktio. Nyt

'(0) = {LLL},

'(1) = {RLL, LRL, LLR},

'(2) = {RRL, LRR, RLR},

(3)

.
v
v
X7(3) = {RRR},
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missid merkintd X !(z) = {w | X(w) = x} on kaikkien sellaisten alkeista-
pausten w joukko, jotka kuvautuvat pisteeseen x. Koska alkeistapaukset ovat
yhtad todennikdisid, satunnaismuuttujan arvojen todennékoisyydet ovat

P(X =0) = P(X"'(0)) = P({LLL}) = 1/8,
P(X =1)=P(X'(1)) = P{RLL,LRL,LLR} = 3/8,
P(X =2)= P(X'(2)) = P{RRL,LRR,RLR} = 3/8,
P(X =3)=P(X '(3)) = P{RRR} = 1/8.

Satunnaismuuttujan X todenn#kéisyysfunktio on siis

~

%, kun z = 0;
%, kun z = 1;
fx(z) = %, kun x = 2;
., kunz =3;
\0, muutoin.

0

Esimerkki 2.17 Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on S =
{z1,29,...,2N}. JOS

1
fa) = kaikillak=1,2,... N,

niin X noudattaa diskreettiii tasajakaumaa ja merkitddn X ~ Tasd(zq, xo,
..., Zx). Hyvin usein X:n arvojoukko on S = {1,2,..., N}, jolloin merkitdan
X ~ Tasd(1,2,...,N). Esimerkiksi nopanheitossa silmaluvun X arvojoukko
on S =1{1,2,3,4,5,6} ja todennikoisyysfunktio

1
f(x)zE, x=1,2,3,4,5,06.
0

Maaritelma 2.9 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettd on
olemassa sellainen funktio fy, etté

(2.6.5)  fx(z) >0 kaikilla z € R, ja P(X € B) = /fx(x) dz, B CR.
B

Funtiota fx kutsutaan jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi.

Maéaritelméasta 2.9 ja integraalilaskennan tuloksista saadaan Lauseessa
2.11 esitettdavat X:n tiheysfunktion ominaisuudet.

Lause 2.11 Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktiolla (2.6.5) on seu-
raavat ominaisuudet:
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1. Fx(z)= [ fx(t)dt kaikilla x € R.

2. ﬁ!fx(x)dx:}o fx(z)dx = 1.

3. Fi(z) = LFx(z) = fx(x) kaikissa pisteissi x € R, joissa fx(z) on
jatkuva.

Lauseessa 2.11 kohdassa 1 valitaan B = (—oo, ] ja 2. kohdassa B = R.
Lauseessa 2.10 todennikoisyyksien laskeminen palautuu yhteenlaskuun ja
lauseessa 2.11 integrointiin. Integrointialue B on vili tai muodostuu korkein-
taan darellisestd madrista vileja. Integraalit ovat analyysista tuttuja Riema-
nin integraaleja.

Huomautus 2.3 Jos F' on kertyméfunktio, voidaan aina konstruoida sellai-
nen satunnaismuuttuja X, ettd Fx = F. Milloin annettu funktio f on ti-
heysfunktio? Edella esitettyjen tiheysfunktion ominaisuuksien nojalla taytyy
olla (1) f(z) > 0 kaikilla x € R ja (2) > f(x;) = 1, kun X on diskreet-

T
[e. 9]
ti ja [ fx(z)dz = 1, kun X on jatkuva. Jatkuvien satunnaismuuttujien
—00

tapauksessa yhden pisteen todennékoisyys on P(X = z) = 0 kaikilla z € R.

Esimerkki 2.18 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on f(z) =2z, kun 0 < z < 1. Tdmén satunnaismuuttujan X kertyméfunk-
tiota

0, z<0;
Fx)=<2% 0<x<l;
1 1<z

tarkasteltiin Esimerkissd 2.15. Nyt voidaan todeta, ettd
F(:c):/Qtdt:xQ, kun 0 <z < 1.
0

Kun kertyméfunktio on annettu, niin tiheysfunktio saadaan derivoimalla ker-
tymaéafunktio:
d
Fl'(z) = —2% = 2z, 0<z<1.
(z) dx -
Todennékoisyyksid voidaan laskea tiheysfunktion avulla integroimalla. Esi-
merkiksi P(% <X < %) saadaan suoran y = 2x ja r-akselin viliin jadvana

pinta-alana:
3/4

PESXS§ = 2xdx:E,
2 4 15
1/2

joka tietysti voidaan esittdd myos kertyméafunktion avulla. ([l
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2.7 Otanta palauttamatta

Tarkastellaan nyt koetta, jossa valitaan n alkiota N:n alkion joukosta (n <
N), jota kutsutaan populaatioksi. Valintaprosessia kutsutaan otannaksi. Ha-
lutaan esimerkiksi tietdd ennen presidentin vaaleja, mikd on ehdokkaiden
kannatus. Kannatuksesta voi saada tietoa tiedustelemalla ddnestijilta, keta
he aikovat ddnestdd. On kdytdnnossd mahdotonta haastatella kaikkia poten-
tiaalisia adnestajid. Siksi tehdddn otos, eli valitaan vain osa mahdollisista
adnestidjistd ja haastatellaan heiddt. Populaation muodostavat siis dédnioi-
keutut kansalaiset. Nimitdmme menetelméd, jolla otos valitaan, otantame-
netelmdksi. Seuraavassa tarkastellaan vain yksinkertaista satunnaisotantaa
(YSO). YSO:ssa kaikki mahdolliset n:n kokoiset otokset ovat yhté todenné-
koisia. YSO:lla valittua otosta kutsutaan yksinkertaiseksi satunnaisotokseksi.

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa palauttamatta otos valitaan siten, et-
td kukin alkio voi tulla otokseen korkeintaan kerran. Valitaan n:n alkion otos
N:sta. Ajatellaan alkiot valituiksi jarjestyksessa. Silloin 1. alkio voidaan va-
lita N:11a tavalla ja 2. alkio (N — 1):114 tavalla, koska toisen tdytyy olla eri
alkio kuin ensimmaéinen, jne. Lopulta n. alkio voidaan valita [N — (n — 1)]:114
tavalla. Kaikkien mahdollisten jdrjestettyjen otosten lukumééra on

N(N-=1(N—=2)---(N—=n+1)=N",

Otos on walittu satunnaisesti, jos jokainen N):st# jirjestetysti otoksesta on
yhtd todennékoinen. Silloin jokaisen jirjestetyn otoksen todennikdisyys on
1/N™.

Koska kaikkien mahdollisten otosten eli osajoukkojen lukumaéaara on (]Z )
ja otokset oletetaan yhtd todennékoisiksi, niin jokaisen otoksen todenn#koi-
Syys on

N N ()
—, missé otosten lukumé&ara on < ) = .

()

Otoksia on siis (]Z) kappaletta ja YSO:ssa ne ovat yhtd todennikdisii.

n n!

Esimerkki 2.19 Monissa korttipeleissi jaetaan n:n kortin kéisi (otos) pa-
kasta (populaatio), jossa on N korttia. Pakka on hyvin sekoitettu, jos pakan
korttien kaikki V! jarjestystd ovat yhtd todennikoisia. Oletetaan, etta n kort-
tia on jaettu hyvin sekoitetusta pakasta. Sellaisia pakan jirjestyksié, joissa
ndméa n korttia ovat tietyssi jirjestyksessd (esimerkiksi pakan pailld), on
(N — n)! kappaletta. Todennikoisyys saada n korttia tietyssé jarjestyksessi
on
(N —n)! 1
N! N®’

Jokaisen jirjestetyn otoksen todennékoisyys on siis 1/N (") ja jokaisen otoksen
eli kiiden todennékoisyys on 1/ (]X )
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Mik& on esimerkiksi todennékoisyys, etta tavallisesta korttipakasta (N =
52) saadaan patasuora (&1, &2, &3, &4, &5)7 Erilaisten viiden kiisien luku-
médrd on () = 2598960, joten patasuoran todennikdisyys on 1/2598960.
Jos liséiksi korttien pitdéd jaossa tulla annetussa jirjestyksessd (1,2,3,4,5),
niin jirjestettyjen otosten lukumiiria 52(®) = 311875200 ja jirjestetyn otok-

sen (01, &2 &3, &4, &5) todennikosisyys on 1/311875200. O

2.7.1 Hypergeometrinen jakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on a 4 b alkiota — esimerkiksi viestossi on a
miestd ja b naista tai tuotepopulaatiossa on a viallista ja b virheeténta tuotet-
ta. Valitaan populaatiosta n:n kokoinen satunnaisotos palauttamatta. Miké
on todennékoisyys, ettd otokseen tulee x kappaletta tyyppid 1 olevia alkio-
ta ja n — x kappaletta tyyppid 27 Tavanomainen todennékoisyyslaskennassa
kiytetty satunnaiskoe on pallojen valinta uurnasta. Uurnassa on a valkoista
ja b mustaa palloa. Valitaan uurnasta satunnaisesti palauttamatta n palloa.
Mik& on todennéksisyys, ettd otokseen tulee x valkoista palloa?

Taulukko 2.3. Valinta palauttamatta direllisestd populaatiosta

Tyyppi 1 Tyyppi 2 Yhteensi

Populaatio a b a+b
Otos x n—x n

Populaatiosta voidaan valita kaikkiaan (“:b) yhtd todenndkdistda n:n ko-

koista otosta palauttamatta. Koska a:sta tyyppia 1 olevasta alkiosta voidaan
valita x kappaletta (;) tavalla ja n — x alkiota b:sta (nﬁx) tavalla, saadaan
kaikkiaan (Z) (nﬁx) sellaista otosta, joissa on x kappaletta tyyppid 1 jan —x
kappaletta tyyppid 2 olevaa alkiota. Olkoon nyt satunnaismuuttuja X tyyp-
pid 1 olevien alkioiden lukumééri otoksessa. Silloin satunnaismuuttujan X

todennékoisyysfunktio f(x) on

b
(2) o)
()
n
Edella esitetystd otanta-asetelmasta tietysti seuraa, ettd ehtojen x < a
jan —x < b téytyy olla voimassa. Jos ehdot eivit ole voimassa, niin f(x) =

0. Jakaumaa (2.7.1) kutsutaan hypergeometriseksi jakaumaksi. Se on térkea
myo6s esimerkiksi joidenkin ns. tarkkojen testien konstruoinnissa.

(2.7.1) flz) = r=0,1,2,...

2.7.2 Tarkistusotanta teollisuudessa

Mikaén teollisuusprosessi ei ole taydellinen, siksi my06s virheellisia tuotteita
on odotettavissa. Yrityksilla on kiytossa erilaisia laadunvarmistusjérjestel-
mié, jotta voitaisiin pitdd ylla riittdvin hyva laatu. Virheelliset tuotteet olisi
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havaittava ja poistettava, jotta ne eivit joutuisi asiakkaalle saakka. Tietys-
ti voitaisiin tarkistaa jokainen tuote riittdvin tarkasti. Taydellinen tarkistus
ei ole kiytdnnossé yleensa realistinen — se ei ole taloudellisesti kannattavaa
tai se on jopa mahdotonta, jos tarkistus esimerkiksi tuhoaa tuotteen. On siis
yleensa kiytettiava tarkistusotantaa.

Oletetaan, ettd tuotteet ovat joko virheellisid tai hyviaksyttavia ja ne tu-
levat laadun tarkistukseen N:n tuotteen erissd. Valitaan jokaisesta erédsté
satunnaisesti n tuotetta tarkistukseen. Oletetaan, ettd 16ydetddn x viallista.
Jos x on suuri, todennakdisesti erdssd on paljon viallisia ja erd pitaisi hylata
tai panna jatkotarkistukseen. Voimme kayttad padtossaantoa:

Hyvéksy eri, jos # < h, muutoin hylkda eréd (tai testaa lisdd).

Nyt olisi valittava hyviksymisraja h mahdollisimman viisaasti. On tie-
tysti mahdollista, ettid otoksessa x > h, vaikka viallisten lukuméérd v tuo-
te-erdssi ei olisikaan ”litan” suuri. Toisaalta voi ehto z < ¢ toteutua, vaikka
tuote-erdssi olisi "litkaa” viallisia. Edelld mainitut paatantavirheet ovat siis
seuraavat:

1. lajin virhe — eré, jossa on vidhén viallisia, hyldtaén;
2. lajin virhe — erd, jossa on paljon viallisia, hyviaksytaan.

Jos hyviaksymisrajaa h kasvatetaan, pienenee 2. lajin virhe, mutta 1. lajin
virhe kasvaa. Molempia virheitd voidaan pienentdd samanaikaisesti, kasvat-
tamalla otoskokoa n, mutta se taas nostaa tarkistuskustannuksia. Jotta h:n
jan:m arvot voitaisiin maarittaa optimaalisesti, olisi tunnettava tarkistuskus-
tannukset sekd 1. ja 2. lajin virheiden aiheuttamat kustannukset. Olisi myos
tiedettava virheelisten lukuméarin v jakauma yli tuote-erien.

2.8 Otanta palauttaen

Valitaan n:n alkion otos populaatiosta, jossa on N alkiota. Ajattelemme,
ettd populaation alkiot on numeroitu juoksevasti {1,2,..., N}. Otannassa
palauttaen populaation alkio voidaan valita otokseen useammin kuin ker-
ran. On esimerkiksi mahdollista, ettd otokseen tulee sama alkio toistuvasti n
kertaa. Voimme ajatella valinnan prosessina, jossa alkiot valitaan perdkkiin.
Jokaisen valinnan jilkeen alkio palautetaan populaatioon, mutta sitd ennen
saatu alkio merkitddn muistiin. Silloin 1. alkio voidaan valita N:114 tavalla,
2. alkio myd6s N:l14 tavalla ja lopulta n. alkio N:ll14 tavalla, koska edellisissé
valinnoissa valitut voivat tulla uudestaan otokseen. Kaikkien mahdollisten
palauttaen valittujen jarjestettyjen otosten lukuméiré on siis N™. Sanomme,
ettd otos on wvalittu satunnaisesti palauttaen, jos kaikki mahdolliset N™ jar-
jestettyd jonoa ovat yhtd todennakoiset. Niin valittu otos on yksinkertainen
satunnaisotos (YSO) palauttaen.
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Oletetaan esimerkiksi, ettd valitaan kolme numeroa palauttaen numerois-
ta 0,1, 2, ..., 9. Silloin voidaan saada 10% = 1000 yhti mahdollista jirjestet-
tyd jonoa 000, 001, 002, ..., 999. Osajoukko {1,2, 3} voidaan valita 3! = 6 ta-
valla, joten otoksen {1,2,3} todennékoisyys on 0.006. Otos {1, 1,3} voidaan
saada 3:lla tavalla, koska jirjestetyt jonot (1,1,3), (1,3,1) ja (3,1,1) sisél-
tavit samat alkiot. Otoksen {1, 1,3} todennékdisyys on 0.003. Otos {1,1, 1}
saadaan vain yhdelld tavalla, joten sen todennikdéisyys on 0.001. Otannas-
sa palauttaen (jarjestiméttomat) otokset eivdt ole yhtd todenndkdisid kuten
otannassa palauttamatta.

Olkoon A; tapahtuma, ettd valitaan 7. alkio, ¢ = 1,2, ..., N. Koska valin-
nan (kokeen) tulos on varmasti yksi ja vain yksi tapahtumista Ay, A, ...,
An, niin @ = A; U A U---U Ay on kokeeseen (valinta palauttaen) liittyvéin
otosavaruuden ositus. Valinta toistetaan n kertaa. Oletetaan, ettd populaa-
tion 4. alkio toistuu otoksessa n; (0 < n; < n) kertaa (i = 1,2,..., N). Silloin
Yo n; = n jaerilaisten jirjestettyjen otosten lukumééra on tuloksen (2.4.1)

mukaan
n n!
nt nNe ... NN _nl'ng'nN'

Olkoon X; alkion ¢ toistojen lukumééra otoksessa. Nyt siis jokaisen X;:n ar-
voalue on {0,1,2,...,n} ja X1+ Xo+ -+ Xy = n. Merkitaan todennikoi-
syyttd P(X; = ny, Xy = ng, ..., Xy = ny) yksinkertaisesti P(nq,ng, ..., ny),
joka voidaan siis laskea kaavalla

n 1
P(nlan2a"'7nN): (nl Ng nN)W

Esimerkki 2.20 Valitaan populaatiosta { Ay, A2, A3} (N = 3) 5 kertaa (n =
5) alkio palauttaen. Silloin A; A; A3A; A3 on erds mahdollinen tulosjono (otos
palauttaen), missd X; = 3, Xo = 0, X3 = 2 ja X7 + Xy + X3 = 5. Jo-
non A;A;A3A; Az todennikoisyys, samoin kuin jokaisen viiden pituisen jar-
jestetyn otoksen, todennikoisyys on 1/3°. Koska erilaisia tulosjonoja, joissa
X1:3, XQZOJH,Xg:Q, on

5 51
p— p— ]_
(3 0 2) sroral

) 1 10

Mika on todennikodisyys, ettd n:n kokoiseen jirjestettyyn otokseen tulee po-
pulaation n ensimmaisté alkiota (n < N) missd tahansa jirjestyksessia? Ky-

niin

seinen tapahtuma sattuu tdsmaélleen silloin, kun X; = Xy =---= X, =1 ja
Xpi1 ==Xy =0. Tdmén tapahtuman todennikéisyys on siis
n! 1 n!

P(l’l"”’l’o’“"o):WW:W‘
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Otoksen kaikki alkiot erilaisia

Sellaisia jarjestettyjd otoksia, joissa mikéén alkio ei toistu, on
N®W=NN-1)---(N—-n+1)

kappaletta. Jos otos valitaan palauttaen, niin todennékoisyys, ettd otoksessa
mikédan alkio ei toistu, on

N®) N!

(2.8.1) P(’Sama ei toistu’) = N = e

On selviii, ettil todenniikdisyys (2.8.1) on 0, jos n > N. Huomaa, etti N =
0, jos n > N. Syntymépaiviongelmassa (Esimerkki 2.5) N = 365 jan =r.

Soveltamalla Stirlingin kaavaa (2.4.8) kertoimiin N! ja (N — 1)! saadaan
likiarvo

(2.8.2) B RS e,
(N —n)INm N—n

Kun N — oo ja n on kiinnitetty, niin lauseke (2.8.2) lahestyy ykkosté. Jos
siis hyvin suuresta populaatiosta valitaan n alkiota (n < N) palauttaen, niin
on hyvin epidtodennikoisté, ettd sama alkio valitaan usemmin kuin kerran.
Otanta palauttaen ja palauttamatta ovat kdytdnnollisesti katsoen jokseenkin
identtiset, kun populaation koko N on paljon suurempi kuin otoskoko n.

2.9 Binomijakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita: a kappaletta tyyppia
A ja b kappaletta tyyppida B. Valitaan populaatiosta n alkiota palauttaen.
Mikéd on todennikoisyys, ettd otokseen tulee x alkiota tyyppid A jan — x
alkiota tyyppid B? Voimme kiyttad vastavaa uurnamallia kuin hypergeomet-
risen jakauman yhteydessid. Uurnassa on a valkoista ja b mustaa palloa. Va-
litaan uurnasta satunnaisesti palauttaen n palloa. Mikd on todennikéisyys,
ettd otokseen tulee x valkoista palloa? Koska otanta tehdddn palauttaen,
uurnan sisalto ei muutu.

Taulukko 2.4. Otanta palauttaen

Tyyppi A Tyyppi B Yhteensi

Populaatio a b a+b
Otos x n—ux n

Kaikkien mahdollisten n:n kokoisten yhtd todennikoisten jérjestettyjen
jonojen lukumé&ira on (a + b)". Sellaisia jérjestettyja otoksia, joissa on ensin
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x kappaletta tyyppid A olevia alkioita ja sitten n — x tyyppia B, on a®b"*.
Tyyppia A olevan z:n alkion paikka m:n pituisessa jonossa voidaan valita
(") tavalla. Otoksia (jérjestimittomid), joissa on x kappaletta tyyppid A
ja n — x kappaletta tyyppid B olevia alkioita, on (Z) a”b"~* kappaletta. Ol-
koon satunnaismuuttuja X tyyppia A olevien alkioiden lukumaééri otoksessa.
Silloin X:n todennikoisyysfunktio on

f(.%') (33') (a+b)"’ T 07 ) < 1

Merkitadn tyyppia A olevien alkioiden suhteellista osuutta p = apljal—-p=

a%b on tyyppia B olevien suhteellinen osuus. Nyt X :n todennékoisyysfunktio

voidaan kirjoittaa sen tavallisimmassa esitysmuodossa

(2.9.1) fz) = (")pm —p)"T, 2 =0,1,2,...,n.

T

Funktio (2.9.1) on binomijakauman todennakoisyysfunktio. Kun X noudat-
taa binomijakaumaa, merkitsemme X ~ Bin(n, p).

2.9.1 Binomijakauma hypergeometrisen
jakauman likiarvona

Kun populaation koko on paljon suurempi kuin otoskoko, on tuloksen kan-
nalta jokseenkin samantekevid, tehddanko otanta palauttaen vai palautta-
matta. Kun a + b on paljon suurempi kuin n (merkitdén a + b > n), niin
binomijakauma (2.9.1) on hypergeometrisen jakauman (2.7.1) hyva likiarvo.
Otanta palauttamatta voidaan luonnehtia hypergeometrisen jakauman avul-
la ja otanta palauttaen binomijakauman avulla.

Lause 2.12 Jos a+ b > n, niin

(2.9.2) va(x)p (1—p)" =, xr=0,1,2,...,

(*2)

missi p = a/(a+b).

Koska binomitodennikdisyydet on helpompi laskea kuin hypergeometri-
set todennékoisyydet, voidaan relaatiota (2.9.2) kiyttéé laskennassa hyviksi,
kun a 4+ b > n. Tosin nykyisilld ohjelmilla on helppo laskea tarkat todenno-
koisyydet suoraan hypergeometrisesta jakaumasta, vaikka a + b on suuri.

Todennikoisyyslaskenta
ja kombinatoriikka: Yhteenveto

Todennikoisyyden ominaisuuksia

e Epénegatiivisuus P(A) >0, A C.
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e Monotonisuus P(A) < P(B), kun AC B C Q.

e Additiivisuus P(A) = i P(4;), jos Ay, Ay, ... A, on Am jako.

i=1
e Komplementti P(A°) =1— P(A).

e Yhteenlaskulause P(AUB)= P(A)+ P(B)— P(ANB).

Symmetriaan perustuva todennakoisyys

1
plw;) = —, kaikilla w; € Q = {wy,we, ..., wn};
n

|A]  ’suotuisat’
P(A) = ZP(%) T kmikki

wiEA

Kombinatoriikkaa

e Jirjestettyjen n-otosten lukumééra, kun perusjoukon koko on N:

1) valinta paluttaen: N™,
2) valinta palauttamatta: N = N(N —1)(N —2)--- (N —n+1), 0<n < N,
N = NI,

e Otokset (palauttamatta) eli n-kombinaatiot

N N® N!
(n) onl (N —n)

e Multinomikerroin

n B n!
ning ... i) nilngl-oongl’

u n
1+1)" = t"
(1+1) 2 (T) ,

kaikilla ¢ € R ja positiivisilla kokonaisluvuilla n.

e Binomilause
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Satunnaismuuttuja

e Satunnaismuuttuja X on kuvaus X:Q — R.
e X: arvojoukko S: X(w) e S CR.
e Jos S on numeroituva, niin X on diskreetti satunnaismuuttuja.

e Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin
. X
aX, X +Y, X =Y, XY ja v Y #0
ovat satunnaismuuttujia, missi a on reaalivakio.

e Diskreetin satunnaismuuttujan X jakauma

P(X€A)=) P(X=z) kaikillaACS.

x€A
e X:n kertyméfunktio F: F(z) = P(X < x).
e Jos X:m todennikoisyysfunktio f on diskreetti, niin f(x) = P(X = x).

e Hypergeometrinen jakauman todennikoisyysfunktio

(2) (.2)
(2

e Binomijakauman todennikéisyysfunktio

fz) =

r<a ja n—xz<h

flz) = (n>p“(1 —-p)"*, xz=0,1,...,n.

T

Kolmogorovin aksioomat

Olkoon F jokin €2:n osajoukkojen muodostama o-algebra. Kuvaus P: F — R

maédrittelee todennédkoisyysmitan, jos
1. 0< P(A) <1 kaikilla A € F.
2. P0)=0 ja P(Q) =1

3. Jos tapahtumat A; € F (i =1,2,...) ovat parittain erilliset, niin

p(i A) = gpw.
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Harjoituksia

1. Laske seuraavat lausekkeet:

(a) 6,09, 50, 71, (%), ().

() (5 (554> (4)-

2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja 0 < p < 1. Osoita, etta

(a) 2o () (1=p)"" = 1;
(Vihje: Merkitse (1 —p) +p = (1 —p)(1 + &) ja kiiytd binomi-
lausetta.)
(b) Yoz (})p™(1—p)" " =np.
(Vihje: Kayta hyviksi tulosta z(") = n(’;j) ja binomilausetta.)
3. (a) Valitaan satunnaisesti 2 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta.
Milla todennékoisyydelld saadaan perdkkiiset luvut?

(b) Valitaan 7 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta (Lotto). Milla
todennikoisyydelld saadaan peridkkiiset luvut?

(c) Valitaan 2 lukua luvuista 1, 2, ..., n palauttamatta. Milld toden-
nikoisyydelld saadaan perdkkaiset luvut?

4. Kahdestatoista verindytteesté 4 oli positiivisia ja 8 negatiivisia. Sekaan-
nuksen takia ndytteet unohtuivat merkitsemétté, joten ne oli analysoi-
tava uudestaan yksitellen (satunnaisessa jérjestyksessd).

(a) Milla todennédkdisyydella tarvitaan vain 4 analyysia (4 ensimmaéista
positiivisia)?
(b) Milld todennékoisyydelld tarvitaan tdsmélleen 5 analyysia?
(c) Milld todennékoisyydelld positiiviset tulokset saadaan perdkkéin?
5. Erdiseen ladketieteelliseen hoitokokeeseen osallistui 15 miestd ja 20 nais-
ta. Kymmenen satunnaiseti valittua potilasta sai tutkittavaa uutta hoi-
toa (hoitoryhmé) ja loput kuuluivat vertailuryhméén. Mikd on todenné-
koisyys, ettd hoitoryhméan tulee
(a) ainakin yksi kumpaakin sukupuolta?
(b) ainakin kolme kumpaakin sukupuolta?
6. (a) Valitaan 30 kinnykén tuote-erdstd 4 satunnaisesti palauttamatta

tarkastukseen. Jos tuote-erdssid on 3 viallista, niin milld todenna-
koisyydelld otoksessa on

i. tasmaélleen 2 viallista?

ii. ainakin 2 viallista?
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10.

11.
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(b) Olkoon 30:n kénnykén tuote-erdssé d viallista. Tuote-erédsté tarkas-
tetaan n:n kdnnykén otos. Eréd ldhetetddn myyntiin, jos otoksessa ei
ole yhtddn viallista, muutoin erd palautetaan. Halutaan, etta 5 vial-
lista siséltavit tuote-erit palautetaan todennikoisyydelld p > 0.95.
Kuinka suuri otoskoko silloin tarvitaan?

(a) Sijoitetaan 22 palloa satunnaisesti 120 laatikkoon. Miké on toden-
nakoisyys, ettd yhdessikiddn laatikossa ei ole enempédéd kuin yksi
pallo?

(b) Erééssd 120 paivin jaksossa kaapattiin 22 liikennekonetta. Miké on
todennikoisyys, ettd samana piivinid kaapataan ainakin 2 konet-
ta, jos eri kaappaukset ajoittuvat tdysin satunnaisesti ja toisistaan
riippumatta.

. Valitaan satunnaisesti palauttaen 3 palloa laatikosta, jossa on 3 punais-

ta, 4 keltaista ja 5 sinistd palloa. Laske todennakoisyys, etté

(a) pallot ovat samanvérisia,

(b) pallot ovat erivirisié.

Laske vastaavat todennikoisyydet, kun otanta on palauttamatta.

. Erddssd 10000 vaalikelpoisen asukkaan kaupungissa tehtiin juuri ennen

vaalia mielipidekysely valitsemalla 100 henkilon otos vaalikelpoisten po-
pulaatiosta. Ehdokkaat olivat A ja B. Vaalin tuloksen perusteella tie-
detddin, ettd A kannatus oli 45 % ja B:n kannatus 55 %. Mikd on
todennékoisyys, ettd kyselyssa

(a) 51 henkil6d kannattaa A:ta?
(b) yli puolet kannattaa A:ta?

(c¢) Kuinka suuri otos on tehtévé, jotta otoksessa olisi B:n kannattajia
enemmaén kuin A:n kannattajia vihintddn todennékoisyydelld 0.97

Oletetaan, ettd nelionmuotoinen maa-alue on jaettu kolmeen pinta-alal-
taan yhtd suureen kaistaleeseen A, B ja C'. Liséksi oletetaan, ettd kais-
taleiden yksikkohinnat ovat toisiinsa suhteessa 1 : 2 : 3. Jokaisen (mi-
tallisen) osa-alueen M suhteellinen hinta verrattuna koko maa-alueen

hintaan saadaan kaavalla
PIMNA)+2P(MNB)+3P(MNCQC)

V) = ) ,

missi P(M) = %, |M| on M:n pinta-ala ja |Q] on koko maa-alueen

pinta-ala. Osoita, ettd V(M) on todennakdisyys(mitta) (Mééritelma 2.1).

Olkoon otosavaruus €2 darellinen. Osoita, ettd Maaritelmén 2.1 aksioo-
meista seuraavat Maaritelmén 1.1 mukaiset todennékoisyysfunktion omi-
naisuudet.
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12. Monivalintatehtdvassa on 6 vaittdmaa, joista jokaiseen on vastattava tosi
(T) tai epétosi (E). Vastaus on oikein tai véérin ja oikeasta vastauksesta
saa 1 pistettd ja vddrdstd —1 pistettd. Oletetaan, ettdi Mr RW (Ran-
dom Walker) vastaa viittdmiin tdysin satunnaisesti (Heitt&4 esimerkiksi
lanttia).

(a) Milla todennékoisyydella RW saa negatiivisen pisteméérin?
(b) Mikd on RW:n pistemééran todennikoisyysjakauma?

(c) Jos kolmantena vaihtoehtona on mahdollisuus vastata “en tiedd”
(N), niin milld todennékoisyydelld RW saa negatiivisen pistemaé-
ran?

13. Mité voit sanoa tapahtumasta A, joka on riippumaton itsensi kanssa?
Miten luonnehdit tapahtumia A ja B, jotka ovat toisensa poissulkevat
ja riippumattomat?

14. Todista Yhteenlaskulause 2.4 osoittamalla ensin, etté

(AUB)—A=B—-(ANB).

15. Oletetaan, ettd 550 omenan laatikossa on 2 % pilaantuneita.

(a) Milla todennékoisyydelld 25 omenan satunnaisotoksessa (otanta pa-
lauttamatta) on 2 pilaantunutta?

(b) Milla todennékdisyydelld 25 omenan satunnaisotoksessa on korkein-
taan 2 pilaantunutta?

(c) Halutaan, ettd ainakin 2 % pilaantuneita sisiltivit laatikot hyla-
tddn todennidkoisyydelld p > 0.95. Kuinka suureksi otoskoko on
valittava?

16. Ovessa on kaksi (erilaista) lukkoa ja avaimet ovat niiden kuuden joukos-
sa, joita kannat aina mukanasi. Olet kiireessd pudottanut yhden néisté
kuudesta jonnekin.

(a) Mikd on todennidkdisyys, ettd vield saat oven auki avaimillasi?

(b) Milld todennikoisyydelld saat oven auki heti kahdella ensiksi ko-
keilemallasi avaimella (Oletetaan, ettd avaimet nayttavit taysin sa-
manlaisilta.)

17. (a) Kuinka monta kokonaislukuarvoista ratkaisua yhtalolla z; + o = 5
on, kun ratkaisujen tulee olla epénegatiivisia?

(b) Investoit 20 tuhatta euroa 4:44n mahdolliseen kohteeseen. Jokaisen
sijoituksen tulee olla 100 euron monikerta. Montako investointistra-
tegiaa on, jos koko summa on sijoitettava?
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(c) Montako strategiaa on silloin, jos koko summaa ei tarvitse investoi-
da?

18. Tietokoneessa on n prosessoria ja r tyOotd jaetaan prosessoreille satun-
naisesti. Eri prosessoreille tulevien téiden lukuméarat ovat ry, ro, ...,

T, T5 ZO;Z: 1727"'7nja
(2.9.3) P Ty T, = T
(a) Miké on erilaisten varausjakaumien (Yhtélon (2.9.3) ratkaisujen lu-
kuméaira)?
(b) Miké on todennékoisyys, etté tietylla prosessorilla on k, 0 < k <r
tyota?
(c) Oletetaan, ettd annetut n lukua ry, r9, ..., 7, toteuttavat yhté-

16n (2.9.3) ja kaikki mahdolliset n” t6iden sijoittelua prosessoreille
ovat yhtd mahdollisia. Mikd on todennékéisyys saada varausluvut
T1, T2y <o vy Tn?



