Luku 5

Jatkuvat jakaumat

Sellaiset suureet kuten esimerkiksi aika, lampdétila, pituus ja paino ajatellaan
tavallisesti jatkuviksi muuttujiksi, ts. muuttujiksi, jotka voivat saada mita
tahansa reaaliarvoja annetulla valilla. Esimerkiksi henkilon ikd on jatkuva
satunnaismuuttuja, joka voi saada positiivisia reaalilukuarvoja. Diskreetin
satunnaismuuttujan arvoavaruus on &a#rellinen tai numeroituva, mutta jat-
kuvan satunnaismuuttujan arvoavaruus on ylinumeroituva.

5.1 Jatkuvat satunnaismuuttujat

Jokaiseen satunnaismuuttujaan liittyy kertyméfunktio. Satunnaismuuttujan
X kertyméfunktio médriteltiin alaluvussa 2.5.2 (Mééritelmé 2.4) funktiona

F(z) = P(X <), z e R.

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on porrasfunktio, joka voi-
daan lausua hyppyfunktioiden summana (4.1.1) [ks. alaluku 4.1].

Lauseen 2.10 mukaan funktio F'(z) on kertyméfunktio jos ja vain jos seu-
raavat kolme ehtoa toteutuvat:

I. lim F(z)=0 ja lim F(z)=1.

2. F(z) on kasvava (ei-vihenevi) funktio.

3. F(x) on oikealta jatkuva eli lim F(x)= F(z) kaikilla 2, € R.

T—To+

Jos meilld on jokin satunnaismuuttuja X, niin ominaisuudet 1.—3. voidaan
todeta todenndkoisyysfunktion P(X < z) ominaisuuksien avulla. Jos jokin
funktio F'(z) toteuttaa ehdot 1.—3., ei ole aivan helppoa todistaa, ettd F'(z)
on todella jonkin satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Todistus 16ytyy vaa-
tivista todennékoisyyslaskennan oppikirjoista.

Esimerkki 5.1 Funktio

(5.1.1) F(z) =
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on esimerkki jatkuvasta kertyméfunktiosta, joka siis toteuttaa Lauseen 2.10
ehdot 1.—-3. Koska

lim e =00, mniin lim F(z)=0
ja
lim F(z) =1, koska lim e ® =0.
Funktio F(z) on kasvava, koska sen 1. derivaatta
e_x
F'(z) = — > 0.
(.T) (1 + efx)Q

On my6s helppo todeta, ettd F'(x) ei ole ainoastaan oikealta jatkuva vaan
jatkuva. O

Satunnaismuuttujan jatkuvuus voidaankin mééritelld siithen liittyvén ker-
tyméfunktion jatkuvuuden avulla.

Maéaritelmi 5.1 Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen kertyméfunktio
Fx(x) on x:n jatkuva funktio. Satunnaismuuttuja X on diskreetti, jos sen
kertyméafunktio on x:n porrasfunktio.

Vastaavalla tavalla kuin diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio
voidaan lausua summana, voidaan jatkuvan satunnaismuuttujan kertymé-
funktio lausua integraalina:

(5.1.2) P(X < 2) = Fy(z) = / Fr(t) dt.

Jos fx(t) on jatkuva, niin integraalilaskennan peruslauseen mukaan
(5.1.3) Fi(z) = fx(x),
missé [ (x) on kertyméfunktion Fx(z) derivaatta.

Maaritelma 5.2 Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio fx(z) on
funktio, joka toteuttaa yhtalon

(5.1.4) FX(x):/fX(t)dt kaikilla =z € R.

Esimerkki 5.2 Olkoon X tiettyyn palvelunumeroon tulevien puheluiden pi-
tuus. Oletetaan, ettd X:n tiheysfunktio on

1
f(z) = Q—Oe’x/m, 0 <z < o0.
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Silloin X noudattaa ns. eksponenttijakaumaa keskiarvolla 20. Nyt
S={z]|0<z<o0} ja f(zr)>0 kun z€S.

Kertyméfunktio on

[l r1
F(z) = / %et/mdx:/Q—Oet/Qodx
—00 0

_ / _et/20 _ 1 _ o=2/20
0

Silloin 4 X
F'(z) = a(l - e_x/m) = %e_‘”/% = f(z), x>0
ja f(z) =0, kun = < 0. O

Huomaa, ettid yksittdisen pisteen a € R todennikoisyys P(X = a) on
aina nolla, jos X on jatkuva satunnaismuuttuja. Silloin erityisesti kaikilla
reaaliluvuilla b > a

F(b)—F(a)=Pla< X <b)=Pla< X <b)
=Pla<X<b=Pla<X<b).

Esimerkki 5.3 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on f(x) =2z, kun 0 < 2 < 1. Silloin X' kertyméfunktio on

0, z<0;
Fz)=<2% 0<z<l,;
1 1<z

Y

Huomaa, ettéd
F(x):/Qtdt:x2, kun 0 <z < 1.
0

Jos kertyméafunktio on annettu, niin tiheysfunktio saadaan derivoimalla ker-

tyméfunktio:

d
F’(x):£x2:2x, 0<z<l.

Kertyméfunktion avulla voidaan laskea todennékoisyyksia. Esimerkiksi
todennéakdoisyys

r(exed)=r(2)-o()-()- (-2
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f(z) F(x)
2 4
1+ 1+
F(3))+-—"— ‘
F(3) -~ \ |
} T } T T : } } X
1 1 3 1 1 3
i o2 1 1 i o2 1 1

Kuvio 5.1. Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(z) = 2z

ja kertyméfunktio F(z) = z2.

(3x =) ) o) () 5

Toisaalta tietysti P(% < X< %) voidaan laskea suoran y = 2x ja z-akselin
véliin jadvana pinta-alana:

ja

3/4
P l§X§§ :/Qxdng,
2 4 15
1/2
joka tietysti voidaan esittda kertyméafunktion avulla. ([l

Jatkuvan satunnaismuuttujan momentit méaéritellddn vastaavasti kuin
diskreetin satunnaismuuttujan tapauksessa, mutta méaritelméssa summa kor-
vataan integraalilla. Jatkuvan satunnaismuuttujan r. momentti on

o0

a, = E(X") = / " f(z) da,

—00

missé f(z) on X:n tiheysfunktio. Satunnaismuuttujan X r. keskusmomentti
on

e = EI(X — o)),

missé u = E(X) = oy on X:n odotusarvo. Satunnaismuuttujan X odotusarvo

on siis integraali
o0

uw=FEX)= /xf(x)dx

—00
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ja X'm varianssi 02 on 2. keskusmomentti
0% = piz = E[(X — p)?]

~ [P

—00

Merkitsemme myés E[(X — )] = Var(X), jolloin X:n hajonta on

Var(X).
Momenttifunktio on
(5.1.5) M(t) = B(e) = / o' f(z) da

jos integraali 5.1.5 on olemassa jollakin avoimella vililld (—a, a), missd a > 0.
Tietysti esimerkiksi tulokset

02 = E(X2> - /1/27
= M'(0),
ay = B(X?) = M"(0)

pitdvit edelleen paikkansa samalla tavalla kuin diskreettien satunnaismuut-
tujien tapauksessa.

Esimerkki 5.4 Lasketaan nyt Esimerkissd 5.3 mééritellyn satunnaismuut-
tujan X odotusarvo ja varianssi:

[GCIN )

pw=E(X)= /x(Qx)dx:

1
=
3
0

ja

Kolmas momentti on

1

2 2

a3:E(X3):/I3(2x)dx: B /x5:g
0
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ja 3. keskusmomentti on
1
o= E[(X = )] = [ (o= n*(22) da
0

1
/(x3 — 3uz® + 3p’r — p?)(27) dx
0

1 1 1 1
/x3(2x) dr — 3,u/x2(2x) dz + 3p° / r(2r)dz — p? / 2z dx
0 0 0 0

= a3 — 3oy + 3 — 1® = a3 — 3pag + 248

_2 21 AN 3,16 _ 1
5 3 3) 5 21 15

O

Myd6s prosenttipisteet ovat térkeitd jakauman tunnuslukuja. Jakauman
100p-prosenttipiste m, méaritellddn seuraavasti:

p=/f(:r)d:r=F(7rp), 0<p<Ll

Prosenttipistetta m 50 kutsutaan mediaaniksi ja pistetta mg o5 ja mo.75 alakvar-
tiiliksi ja yldkvartiiliksi. Esimerkissé 5.3 késitellyn jakauman 36 %:n piste on
0.6, koska

F(mo.36) = T 55 = 0.6 = 0.36.

Esimerkki 5.5 Olkoon satunnaismuuttujan X kertyméfunktio méaritelty
seuraavasti

0, x < 0;
2
z 0<x<1;
_J) 2 =T >4
Flz) = 1- & 1<r<
1, 2<zx.

Tarkistamme ensin, ettd F' on todella kertyméfunktio. Toteamme helposti,
etta

1) lim F(z)=0 ja lim F(z)=1,

2) F(x) on z:n kasvava (ei-viahenevi) funktio ja

3) F(x) on oikealta jatkuva, koska se on jatkuva.
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Tiheysfunktio saadaan derivoimalla F'(x). Nyt siis F'(z) = x vélilld 0 < z <
1ja F'(x) =2 — x vililld 1 <z < 2. Néin siis tiheysfunktio on

x, 0<x <1,
fle)=122—2, 1<z<2;
0 muualla.

Tiheysfunktio voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa
flx)=1—]z—1], 0<z<2

Koska X:n tiheysfunktion kuvaaja on kolmion muotoinen, X:n jakaumaa
kutsutaan kolmiojakaumaksi.

f(x)
1.0 +
0.90

i i i . T : i i : T
05 1.0 15 20 05 1.0 15 20

Kuvio 5.2. Kolmiojakauman tiheysfunktion ja kertyméfunktion ku-
vaajat.

Kolmiojakauman odotusarvo on

=
Il
O\w
S
<
—~
=
(o
S
I
o
8
8
(o
S
+
»—A\M
=y
[\]
|
=
o
S

Koska jakauma on symmetrinen odotusarvon 1 suhteen, on 1 myos jakauman
mediaani g 59. Se voidaan todeta helposti myos méaritelmén perusteella, silli
F(1) = 12—2 = 0.5. Jakauman 90 %:n piste g9y saadaan ratkaisemalla yht#lo
(2 — m0.90)?

1—
2

= 0.90.

Ratkaisu on mp 99 = 2 — V0.2 = 1.55. O
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Itse asiassa relaatio (5.1.4) ei vélttaméattd ole voimassa kaikilla z:n ar-
voilla, silld F'(z) voi olla jatkuva, mutta ei derivoituva. Jos f(z) on jatkuva,
niin silloin tietysti yhtdlo (5.1.4) pitdd paikkansa. Huomattakoon, etté jat-
kuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio ei vélttamétta ole jatkuva, mutta
kertyméafunktio on.

Esimerkki 5.6 Tarkastellaan nyt satunnaismuuttujaa X, jonka tiheysfunk-

tio on
1 1
5, 0< oz <s5;
f(l’) —_ {g: ) — 27
Vastaavasti X:n kertyméfunktio on
0, x < 0;
1 1.
F(Jj): 533', 0§$<§,
1,3 1 1 )
iTsl@—3), <2<y
1, 1 <.

Havaitsemme nyt, ettd X:n tiheysfunktio ei ole jatkuva. Nyt myoskaan F ei

()

% 1 . . F(z)
1+ 1+
b 2
1
L
} } T } } €T
1 1
2 1 2 1

Kuvio 5.3. Satunnaismuuttujan X tiheysfunktion ja kertyméfunk-
tion kuvaajat.

ole derivoituva pisteessé 3. Pisteessi © = 3 ei ole voimassa, ettd F'(z) =
f(z). Tassi on esimerkki jatkuvasta satunnaismuuttujasta, jonka tiheysfunk-

tio ei ole jatkuva ja jonka kertyméfunktio ei ole koko maééarittelyalueella S
derivoituva. O

Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktiolla voi olla dérellinen ma&ra
epdjatkuvuuspisteitd, mutta kertyméafunktio on jatkuva. Esimerkin 5.6 satun-
naismuuttujan tiheysfunktiolla on méarittelyalueellaan yksi epdjatkuvuuspis-
te ja kertyméfunktio on jatkuva. Relaatio (5.1.3) pitdéd paikkansa vain tiheys-
funktion jatkuvuuspisteisséd, mutta ei epdjatkuvuuspisteissé.



5.1. Jatkuvat satunnaismuuttujat 159

Esimerkki 5.7 Maéiritelladn satunnaismuuttuja X siten, ettd sen kertymé-
funktio on

0, x <0
1 =0:
(5.1.6) Flz) =47 v
3+t35 0<z<l;
1, 1 <.
F(x) f(x)
1+ 1+
1 1
2 2
| x R

1 1

N =
N =

Kuvio 5.4. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktion ja ’'tiheysfunk-
tion’ kuvaajat.

Kertyméfunktio ei ole nyt jatkuva, koska funktio hyppéé pisteessia x = 0.
Kertyméafunktio ei ole myoskadn porrasfunktio. Nyt myos yksittéiselld pis-
teelld X = 0 on positiivinen todennékéisyys P(X = 0) = £, joten f(z) ei ole
tiheysfunktio. Itse asiassa kertyméfunktio (5.1.6) voidaan kirjoittaa porras-
funktion (kertyméfunktio) ja jatkuvan kertyméfunktion summana. Alaluvus-
sa 4.1 médriteltiin hyppyfunktio e(x) siten, ettd e(x) = 1 epédnegatiivisilla
zm arvoilla ja e(z) = 0, kun # < 0. Funktio (x) on porrasfunktio ja siis
diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Puoliavoimella vililla (0, 1]
tasajakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan kertyméafunktio on

0, =<0
F(r)=1<z, 0<x<l;
1, 1<

Nyt kertyméfunktio (5.1.6) voidaan kirjoittaa muodossa

1 1

—e(x) + = F.(x).

Fx) =3 2

Esimerkiksi todennakoisyys

p(xsy) %5() #3(3)

1+ L_3
2 2 2 4

Satunnaismuuttuja X ei ole diskreetti eikd jatkuva. 0



160 Luku 5. Jatkuvat jakaumat

Yleisesti jatkuva satunnaismuuttuja voidaan mééritelld identiteetin (5.1.4)
avulla olettamatta tiheysfunktion f(x) jatkuvuutta. Jos on olemassa sellai-
nen epanegatiivinen funktio f(z) [ts. f(x) > 0 kaikilla z € R], ettd (5.1.4)
pitdéd paikkansa kaikilla x € R, niin kertyméfunktion F(z) sanotaan olevan
absoluuttisesti jatkuva. Absoluuttisesti jatkuva funktio on jatkuva. Kaikkien
tassa luvussa kasiteltdviat jatkuvien satunnaismuuttujien kertyméfunktiot
ovat absoluuttisesti jatkuvia.

5.2 Tasajakauma ja eksponenttijakauma

5.2.1 Tasajakauma

Jatkuva satunnaismuuttuja X noudattaa tasajakaumaa valilla [0, 1], jos sen
tiheysfunktio on 1 téalla vililla ja 0 muualla:

(5.2.1) flz) = {17 kun z € [0, 1],

0 muualla.

Silloin merkitaan X ~ Tas(0,1). On helppo todeta, ettd f(z) on tiheysfunk-

tio, koska f(z) > 0 ja
1 1
/f(x)dx:/dle.
0 0

() F(x)

1 . 1+ —

f x

1 1

8

Kuvio 5.5. Tasajakauman Tas(0, 1) tiheysfunktio ja kertyméfunktio.

Tasajakauman keskiarvo ja varianssi ovat:
1

E(X):/xdx:%

ja

=
—_
[\

Var(X) = B(X?) — [E(X)]* = /gﬂ dz —
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Satunnaismuuttujan X momenttifunktio on

et — 1

1 1
1
MX(t):/et‘”dx:/gem: .
0 0

Huomaa, ettd Mx(0) = 1.

Olkoon [a, b] annettu suljettu véli, a < b. Silloin satunnaismuuttuja U =
(b — a)X + a noudattaa tasajakaumaa valilla [a, b]. Silloin merkitdén U ~
Tas(a,b). Koska E(U) = (b—a) BE(X) +a ja Var(U) = (b — a)? Var(X), niin

E(U):a;“b ja \M(U):%.

Satunnaismuuttujan U tiheysfunktio on

{ﬁ, kun u € [a, b];

0 muualla

(5.2.2) Flu) =

tb _ ab

40
My(t) = t(b—a)

1, t=

5.2.2 Eksponenttijakauma

Poissonin prosessissa tarkastellaan, montako tapahtumaa (lisdystd) sattuu
jollain aikavalilla. Merkitdan w:n pituisella vililla sattuvien tapahtumien lu-
kumééraéd satunnaismuuttujalla X,,. Jos Poissonin prosessin intensiteetti on
A, niin Maéritelmén 4.3 mukaan todennékoéisyys, ettd w:n pituisella vélilla
sattuu x tapahtumaa, on

x
(5.2.3) P(X,=1)= e)‘w%.

Poissonin prosessilla voidaan mallintaa esimerkiksi asiakkaiden saapumis-
ta palvelupisteeseen, puheluiden tuloa vaihteeseen, onnettomuuksien sattu-
mista tarkasteltavalla tieosuudella tai autojen kulkua liikenteen tarkkailupis-
teen ohi. Talloin ajatellaan, ettd yksittédiset tapahtumat sattuvat toisistaan
riippumatta tidysin satunnaisesti.

Tarkkaillaan nyt Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on \. Olkoon W
odotusaika siihen hetkeen, kunnes seuraava tapahtuma sattuu. Odotusaika
on jatkuva satunnaismuuttuja. Jos tarkkailemme prosessia hetkesté ¢ hetkeen
t+w eli w:n pituisen aikavilin [¢, ¢+ w], niin tapahtuma { W > w } sattuu jos
ja vain jos Poissonin prosessissa ei satu yhtddn tapahtumaa valilla [t, ¢ + w].
Siksi identiteetin (5.2.3) mukaan

P(W >w)=P(X,=0)=e¢.
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Xy ~ Poi(Aw) X, =3
w=1.25
N
1 2 | 3 | 4
. ! f T T T T i
W1=0.5 W4=0.88 t t+w Aika

Kuvio 5.6. Kaaviokuva esittdi Poissonin saapumisprosessia, esimer-
kiksi autojen kulkemista liikenteen tarkkailupisteen ohi. Esimerkiksi
W1 on 1. auton odotusaika ja Wy on 3. ja 4. auton vélinen aika. Kiin-
nitetylla w:n pituisella vélilla on kulkenut ohi X,, = 3 autoa. Perik-
kéiset odotusajat Wy, Wy, W3, ... ovat toisistaan riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa.

Odotusajan W kertyméfunktio on siis
F(w) =P(W < w)

=1-PW>w)=1-P(X, =0)

=1—e\,

Koska odotusaika W on epénegatiivinen, niin F(w) = 0, kun w < 0.
Odotusajan W tiheysfunktio on

F'(w) = f(w) = Xe™™

derivointisdéannén (5.1.3) nojalla. Usein merkitddn A = 7, missd ¢ > 0. Sa-
nomme, ettd W noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 6 ja merkitsem-
me W ~ Exp(#). Parametri 6 on jakauman keskiarvo. Eksponenttijakauman
tiheysfunktio on silloin muotoa

(5.2.4) f@u)::%e_ww.

Eksponenttijakauman Exp(6) momenttifunktio on

% e—(1-0w/o

1
e tw— —w/@ — B ————
M(t) /e 7¢ dw 0/ -

0

1 1
=1 o t < 7
Eksponenttijakaumalla on vastaava "unohtamisominaisuus” kuin geomet-
risella jakaumalla. Jos T' ~ Exp(#), niin

(5.2.5) P(T>a+0b|T>a)=P(T >Db)

kaikilla epédnegatiivisilla a ja b. Tulos voidaan todistaa laskemalla ehdollinen
todennéakdisyys

P(T>a, T>a+b) P(T>a+Db)
P(T>a+b|T>a)= P> a) = PT > a)
ef(aer)/G

- e—a/0

=e " = P(T > b).
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Huomattakoon, ettéd edelld on kaytetty tulosta
P(T>t)=1-P(T<t)=1-F(t)=e""  t>0.

Esimerkki 5.8 Oletetaan, etté asiakkaiden saapuminen liikkeeseen noudat-
taa Poissonin prosessia intensiteetilld 20 asiakasta tunnissa. Mikéd on toden-
nakoisyys, ettd myyjé joutuu odottamaan seuraavaa asiakasta yli 5 minuut-
tia? Olkoon X odotusaika, kunnes seuraava asiakas saapuu. Silloin prosessis-
sa (5.2.3) A = 1/3 asiakasta minuutissa ja X ~ Exp(3), koska eksponenttija-
kauman keskiarvo # = 1/\. Jakauman Exp(3) tiheysfunktio on

1
f(x):§e_“’/3, 0<z<oo

ja
0 oo

1
P(X >5)= / ge*ﬂ”/3 dz = / —e /3 = 753 ~0.1889.
5 5

Jatkuvan jakauman mediaani m on sellainen piste, ettd F(m) = 1/2. Nyt

jakauman Exp(3) mediaanin m tulee toteuttaa ehto F(m) =1—e ™3 = 1,
joten
m = 3log(2) ~ 2.0794.
0

5.2.3 Elinaikajakauma

Ominaisuuden (5.2.5) perusteella eksponenttijakauma on sopiva elinajan ja-
kauma silloin, kun jiljelld oleva elinaika ei riipu tdménhetkisesta idstéa. Ol-
koon T esimerkiksi jonkin elektronisen komponentin ikd tunteina. Silloin
P(T > b) on todennékaisyys, ettd uusi komponentti kestdd ainakin b tuntia,
kun taas P(T" > a+b | T > a) on todennédkdisyys, ettd a tuntia kiytossa
ollut komponentti kestda vield b tuntia. Jos elinaika noudattaa eksponent-
tijakaumaa, niin ominaisuuden (5.2.5) nojalla todennékdoisyydet P(T > b)
ja P(T > a+b| T > a) ovat samat kaikilla a ja b. Todennékoisyys, etté
komponentti rikkoontuu b:n seuraavan tunnin aikana, ei riipu lainkaan siité,
kuinka kauan komponentti on jo ollut kéiytossa.

Funktiota G(t) = P(T > t) kutsutaan eloonjiimisfunktioksi. Eksponent-
tijakauma méisrittelee eloonjiamisfunktion G(t) = e~/?, jolla on unohtamis-
ominaisuus

(5.2.6) G(t+s) =G(t)G(s), t>0, s>0.

Maéritelménsd nojalla G(0) = 1 ja G(t) — 0, kun ¢ kasvaa. Onko ekspo-
nenttifunktion lisdksi muita eloonjaamisfunktioita, joilla on unohtamisomi-
naisuus (5.2.6)7 Voidaan osoittaa, ettd ehdon (5.2.6) toteuttavat eloonjia-
misfunktiot ovat aina muotoa e™, X\ > 0.
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Jos elinaika 7" noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(#), niin vakio A\ = %

on hetkellinen kuolleisuusaste tai vaaran aste. Parametri A sdatelee todenné-
koisyytta kuolla hetken T' = t jdlkeiselld yksikon pituisella aikavélilla.
Olkoon A tarkasteltavan aikavélin pituus. Maaritellddin todennakoisyys

PT<t+A|T>t)=1-P(T>t+A|T>1)
=1-P(T>A)=1—-e"2,

missd viimeistd edellinen yhtésuuruus saadaan unohtamisominaisuuden (5.2.6)
nojalla. Kun funktiota e *# arvioidaan Taylorin polynomin avulla, saadaan

1
1—e_m:1—(1—/\A+§)\2A2—---)

1
:AA—§A2A2+---
~ AA, kun A on pieni.

Arviointivirhe pienenee merkityksettomaéksi verrattuna A:aan, kun A — 0.
Silloin siis P(T' <t+ A |t > t) =~ AA.

1 4

N[ =

Kuvio 5.7. Eksponenttijakauman Exp(2) tiheysfunktio f(¢) = %e*t/ 2
ja vastaava eloonjéimisfunktio G(t) = e~*/2.

Nyt ndhdééan, etta

. P(T<t+A|T>t)
lim

A0 A =A

on riippumaton ajasta t. Eksponentiaalisesti jakautuneen elinajan tapauk-
sessa kuolleisuusaste A\ on idstd riippumaton vakio. Yleisesti kuolleisuusaste
A(t) on tietysti idn funktio.

5.3 Gammajakauma ja y’-jakauma

Gammajakaumajakauma on vililla [0, co) médritelty jakauma tai jakauma-
perhe, koska parametrien vaihdellessa saadaan hyvinkin erinékoisia jakaumia,
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vaikka ne ovat matemaattisesti samaa muotoa. Gammafunktio

(5.3.1) [a) = /xo‘lex dz

méériteltiin jo Pykélassa 2.4.7. Jos a > 0, niin I'(«w) on &érellinen. Jos «
on positiivinen kokonaisluku, niin I'(«) voidaan lausua suljetussa muodossa,
muutoin ei.

Gammafunktio toteuttaa rekursiivisen relaation

IMNa+1) =al(a),

joka voidaan osoittaa osittaisintegroinnilla. Jos o = n on positiivinen koko-
naisluku, niin

I'n+1)=nl'(n)=n(n—-1)---2-1-I'(1) =nll'(1).
Koska I'(1) = 1, niin

IF'n+1)=n!
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla. My&s I'(3) = /7 on térked erikoista-
paus.
Funktio
tafleft
5.3.2 ) = ——— 0<t<

médrittelee tiheysfunktion, silli gammafunktiossa integroitava on positiivi-
nen vililld (0,00). Sanokaamme, ettd (5.3.2) on satunnaismuuttujan 7" ti-
heysfunktio. Kaikkien gammajakaumien perhe saadaan méérittelemélla sa-
tunnaismuuttuja X = 7, missd 3 on positiivinen vakio. X:n tiheysfunktio
voidaan johtaa soveltamalla Lauseen 5.5 muunnostekniikkaa. Merkitsemme
X ~ Gamma(q, 3) ja sanomme, ettd X noudattaa gammajakaumaa para-
metrein « ja (. Jakauman Gamma(c, 3) tiheysfunktioksi saadaan

1
o lem /P 0<r<oo, a>0, (>0

()5 ’

Esitémme nyt gammajakauman perusominaisuudet seuraavassa lausees-
sa.

(5:33)  fl@)= 2

Lause 5.1 Oletetaan, ettd X ~ Gamma(a, 3).
1. Funktio (5.3.3) mddrittelee tiheysfunktion kaikilla o > 0, 5 > 0.

2.
E(X) = ap, Var(X) = af”

Jja

M(t) = B(@X) = (1 _1&)&, t < %.
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I+ ¢)p°

E(X°) =
(X°) o)
kaikilla ¢ > —a.

4. Olkoon U =bX, b > 0. Silloin U ~ Gamma(«, bf3).

Eksponettijakauma on gammajakauman erikoistapaus. Kun sijoitetaan
tiheysfunktioon (5.3.3) a = 1, saadaan

fla;B) = %e“/ﬁ, x> 0.

Havaitaan siis, ettd Gammal(l, 5) = Exp(03).

x?-jakauma

Toinen tirked, gammajakauman erikoistapaus on y2-jakauma. Jos valitaan
a = 3, missd r on positiivinen kokonaisluku, ja 8 = 2, tulee tiheysfunk-
tio (5.3.3) muotoon

/D= tem2/2 0<z<oo,

(5.3.4) f(z) = W

mikéi on y2-jakauman tiheysfunktio vapausastein r. Jos X noudattaa y2-
jakaumaa vapausastein r, merkitiin X ~ Khi2(r). x2-jakauman keskiarvo,
varianssi ja momenttifunktio saadaan nyt suoraan gammajakauman avulla.
Jos X ~ Khi2(r), niin

E(X)=r, Var(X) = 2r
ja

1
M@t)=(1-2t"?%  t< 5

Odotusaika Poissonin prosessissa

Seuraavan tapahtuman odotusaika Poissonin prosessissa noudattaa eksponet-
tijakaumaa. Olkoon W nyt odotusaika, kunnes sattuu a tapahtumaa, missé
« on siis positiivinen kokonaisluku. Jos Poissonin prosessin intensiteetti on
A, niin todennékoisyys, ettd w:n pituisella aikavililla sattuu x tapahtumaa,
saadaan kaavalla (5.2.3):

Q)

_ = Aw
P(X,=12)=¢ o
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Odotusajan W kertyméfunktio, kun W > 0, on

Fw)=PW <w)=1-P(W >w)
= 1 — P(vihemmaén kuin « tapahtumaa valilld [t, ¢ + w])
a—1

_ _)\w()\w)ac
1oy e

z=0

koska tapahtumien lukumé&éré aikavililla [¢,t + w] noudattaa Poissonin ja-
kaumaa keskiarvolla Aw [ks. (5.2.3)]. Laskemalla derivaatta F'(w) = f(w)

saadaan tiheysfunktio
_ )\(}\w>a—1 —Aw

Jos w < 0, niin F(w) =0 ja f(w) = 0. Nyt huomaamme, etti

W~ Gamma(a, %)

5.4 Normaalijakauma

5.4.1 Standardimuotoinen normaalijakauma

Tarkastelemme nyt todennékoisyysteorian ja tilastotieteen térkeinta jakau-
maa, normaalijakaumaa. Olkoon Z jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheys-
funktio on

1 _22/2
(5.4.1) f(z) = e — 00 < z < 00.

V2T
Silloin Z noudattaa standardimuotoista normaalijakaumaa. Kaytetdan myos
sanontaa ”Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa”.

Tarkistamme nyt, ettd (5.4.1) on todellakin tiheysfunktio. Koska f(z) >
0, pitda vain osoittaa, etta

oo

1 2
—2z%/2 o
— [ e dz =1.
Vor /
Osoitamme siis, etté
(5.4.2) / e 2 dz = Vor.

Emme pysty suoraan integroimaan funktiota e/ 2 koska sen integraalifunk-
tio ei ole lausuttavissa suljetussa muodossa. Osoittautuu kuitenkin, ettéd in-

tegraalin (5.4.2) nelié on helppo laskea.
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Integraalin arvo ei muutu, jos integrointimuuttuja nimetddn uudelleen,
joten

(e o] o0 (e 9]

I= /ezg/de: /er/de: /eyg/Qdy.

—00 —00 —00

Riitta4 osoittaa, ettd 12 = 27. Nyt

([ ()

0o 00 00 2
= / /e_(”2+y2)/2 drdy = (/Te_r2/2 dr) (/ d@)
—00 —00 0 0

= 27r/e_“ du = 27.

0

Niéin siis tulos (5.4.2) pitédéd paikkansa. Edelld kolmas yhtdsuuruus saadaan
siirtymalld napakoordinaatteihin:

xr =rcosf ja y =rsinf.

Silloin 2? + y? = r?, dedy = rdfdr ja integrointirajat ovat 0 < r < oo,
0 <0 <2m.

Integraalilla (5.4.2) on my6s ldheinen yhteys gammafunktioon. Koska in-
tegraalissa (5.4.2) integroitava on symmetrinen nollan suhteen, niin integraa-
lit yli vélien (—o0,0) ja (0,00) ovat yhtd suuret. Siksi

(5.4.3) /e—22/2 dz = \/g
0

Tekemélld sijoitus # = 12? integraaliin (5.4.3) saadaan integraali, joka on
F(%) Silloin

(5.4.4) r(%) — ]Ox—lﬂe—x dz = /7.

Lause 5.2 Oletetaan, etti Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa.
Silloin
1. Z: momenttifunktio on

M(t) = /2, —00 < t < 00.

2. BE(Z)=0 ja Var(Z)=1.
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Todistus. 1. Miaritelmian mukaan

[ .1
M(t) = /etZEeZQ/QdZ.

Tehdién sijoitus z = z — . Silloin dz = dz ja ee=*"/2 = e(*=#)/2 joten
1 (t2—22)/2 t2/2 1 —z2/2 t2/2
M(t)= | —e de =e —C dz =e"/~.

Viimeinen yhtédsuuruus seuraa siité, ettd integraali yli normaalijakauman ti-

heysfunktion \/LQ—We*xQ/Q on 1.
2. Koska M (t) = /2 niin M'(t) = te*’/? ja M"(t) = e"'/2 412"/, Silloin
M'(0) =0, M"(0) =1 ja Var(Z) = M"(0) — [M'(0)]* = 1. O

Merkitddn Z ~ N(0, 1), missi siis F(Z) = 0 ja Var(Z) = 1. Seuraavassa

pykéldsséd médritellddn normaalijakauma, jonka keskiarvo on p ja varians-

si o2.

5.4.2 Yleinen normaalijakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa keskiarvolla p ja varians-
silla 02 > 0, jos se voidaan esitté##i muodossa

X=pu+oz,

missi, Z ~ N(0,1). Silloin merkitdsin X ~ N(u,0?). Jos X ~ N(u,0?), niin

vastaavasti
X —p

o

7 =

~ N(0,1).
Seuraavassa lauseessa esitetddn jakaumaa koskevat perustulokset.
Lause 5.3 Jos X ~ N(u,0?), niin

1. E(X)=p, Var(X)=0% ja

2.
Mx(t) = E(e”) = T2 —00 <t < 00.

3. X :n tiheysfunktio on

1
fla) = ———c /207 —00 < T < 00.

\V2mo
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Todistus. 1. Koska X ~ N(u,0?), niin X = p+ 0Z, missi Z ~ N(0,1).
Silloin
EX)=E(p+cZ)=p+oEZ)=p

ja
Var(X) = Var(u + 0Z) = 0 Var(Z) = o°.
2. Madritelmén mukaan (ks. myos Lause 3.14)

MX( ( ) |: M+UZ):| _ tu E(etoZ>
tu ( ) tu t2o 2/2 tu—i—tg 02/2'
h(

3. Tehddan muunnos x = h(z) = p + oz. Silloin h:lla on kéénteisfunktio
gjaz=g(x) ="t sekil ¢’(r) = L. Alaluvussa 5.5 esitettévin muunnostek-
niikan avulla saadaan X :n tiheysfunktioksi

fx(@) = fz(x — M) L

o]/ lo]
1

B V2r|o|

Tavallisesti tiheysfunktio kirjoitetaan muodossa

o (2-1)? /207

(5.4.5)

(o) = <,
2wo
missé
o =++/Var(X) =
on X:n hajonta. Todistuksessa ei oletettu, ettd o > 0. O

Esimerkki 5.9 Jos X:n tiheysfunktio on

1
flz) = ?e—(ac+7)2/327 —00 < < 00,
T

niin X ~ N(=7,16) ja
My (t) _ e—7t+8t2‘

Esimerkki 5.10 Jos X:n momenttifunktio on
My (t) = eot+12t%
niin X ~ N(5,24) ja X:n tiheysfunktio on

1
flz) = 4—867(%5)2/48’ —00 < T < 00.
m
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Jos X ~ N(u,o0?), niin X tiheysfunktio saavuttaa maksimin pisteessi
r = | ja kddnteispisteet ovat x = p4o. Todenndkdisyysmassa on jakautunut
siten, etta

P(X =l < 0) = P(1Z] < 1) = 0,682,
P(IX — p| <20) = P(|Z] <2) =0.9544,
P(IX — | < 30) = P(|Z| < 3) = 0.9974,
missd Z ~ N(0,1). Esimerkiksi
P(X =yl <o) = P(Z] <1) = P(-1< Z < 1)
= ®(1) — O(—1) = 0.8413447 — 0.1586553 = 0.6826895,

missé

[l
@(z):/\/—Q_ﬂe” /2 du

on standardimuotoisen normaalijakauman kertyméfunktio. Sen arvot on tau-
lukoitu ja se saadaan laskettua useilla ohjelmistoilla. Edelld esitettyjen to-
dennékoisyyksien kahden numeron likiarvoina kiytetddn tavallisesti lukuja
0.68, 0.95 ja 0.99, jotka eivit ole pyoristettyja vaan katkaistuja arvoja. Myos
yll& esitetyt neljan numeron likiarvot ovat katkaistuja arvoja.

Lause 5.4

1. Olkoon X ~ N(u,0?) ja U = aX +b, missi a # 0 ja b ovat annettuja
vakioita. Silloin
U ~ N(ap + b, a*c?).

2. Olkoot X1, X, ..., X, riippumattomat, X; ~ N(u;,02),i=1,2,...,n
ja ay, as, ..., a,, b ovat annetut vakiot, joista ainakin yksi a; poikkeaa
nollasta. Silloin Y = Z?:l a; X; + b noudattaa normaalijakaumaa

Y ~ N(i aipy; + b, i a?af).
i=1 i=1

Esimerkki 5.11 Riippumattomat satunnaismuuttujat X, X5, X3 noudat-
tavat normaalijakaumaa siten, ettd X; ~ N(2¢i%), i = 1,2,3. Silloin YV =
X1 + XQ + X3 ~ N(14, 32), silla

EY)=24+224+2"=14 ja  Var(Y)=1+2"+3" =32

ja Lauseen 5.4 mukaan Y noudattaa normaalijakaumaa. Satunnaismuuttuja
Y = X, 4+ 2X5 4+ 3X3 ~ N(34,260), koska

EY)=2+2-22+3.2"=34
ja
Var(Y) =142 2% + 3% - 3° = 260.
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5.5 Muuttujien vaihto

Oletetaan, ettd X on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméifunktio on
F(z). Lukuisissa sovelluksissa tarvitaan satunnaismuuttujan X jonkin funk-
tion Y = h(X) jakaumaa, kun X':n jakauma tunnetaan. Tehtdvindmme on
nyt siis madrittdd satunnaismuuttujan ¥ = h(X) jakauma, missd h(z) on
x:n reaaliarvoinen funktio.

5.5.1 Muunnos kertymifunktio avulla
Voimme pyrkid johtamaan Y :n kertyméfunktion
Gly) = P(Y <y)

suoraan X:n kertyméfunktion F(x) avulla. Y tiheysfunktio ¢g(y) voidaan
médrittad sitten identiteetin (5.1.3) avulla, kun G(y) on derivoituva.

Esimerkki 5.12 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

flz)=—, —-1<z<L

Tarkastellaan satunnaismuuttujan ¥ = X? jakaumaa. Silloin Y:n arvoava-
ruus on Sy = [0, 1] ja Y:n kertyméfunktio on

Gly)=PY <y)=P(X*<y)=P(-y =X 2y
Vi

NG
32 3
:/§dx= [ 5=y 0=yl
-7 -y

Derivoimalla saadaan Y :n tiheysfunktioksi

9(y) =G'(y) = %

O

Esimerkki 5.13 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméafunk-
tio on
Flz)=1-(1+z)e ", x> 0.

Johdetaan satunnaismuuttujan Y = =¥ jakauma. Merkitidin Y:n kertymé-
funktiota G:lla. Silloin

G(y) =P(Y <y)=Pe* <y) = P[-X <log(y)]
> )] =1-P[X < —log(y)]
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missd F'(x) on X:n kertyméfunktio. Sijoittamalla © = —log(y) X :n kertymé-
funktioon saadaan

G(y) = [1 — log(y)]e"=¥ = [1 — log(y)]y.

Koska Sx = (0, 00), niin Sy = (0, 1). Y on jatkuva satunnaismuuttuja, koska
G(y) on jatkuva ja silld on jatkuva derivaatta muualla paitsi pisteessid y = 0.
Y :n tiheysfunktio on

—log(y), kun 0 <y < 1;
9(y) =G'(y) = )
0 muualla.

Huomaa, ettd —log(y) > 0, kun 0 < y < 1. Nyt siis g(y) > 0 kaikilla
y € Sy = (0,1). 0

5.5.2 Muunnos tiheysfunktion avulla

Seuraavaksi esitetdén yleinen menetelmé, jonka avulla voidaan johtaa satun-
naismuuttujan X funktion Y = h(X) tiheysfunktio suoraan X:n tiheysfunk-
tion fx(x) avulla. Menetelmén edellyttdad kuitenkin, ettd funktiolla h(x) on
tarkasteltavalla valilla kddnteisfunktio. Esimerkiksi funktion y = e* ka#nteis-
funktio on z = log(y). Myds funktio y = 2% on kddntyvdi, kun x > 0, silli
silloin x = ,/y. Funktio y = 22 ei ole kddntyvi koko reaaliakselilla, koska sil-
loin z = #,/y, joka ei ole funktio. Huomattakoon, etté jatkuva funktio h(x)
on kddntyvd, jos ja vain jos se on joko aidosti kasvava tai aidosti vihenevaé.

Lineaarinen munnos

Tarkastellaan ensin yksinkertaista lineaarista muunnosta ¥ = aX + b, missé
a ja b ovat annettuja vakioita. Nyt siis h(X) = aX + b. Funktion y = h(x)
derivaatta on

j—i = h'(x) = a.

Funktiolla h(z) on kéénteisfunktio

= 0
9(y) — a#
ja
dy_, 1
@-g(y)—a'

Esimerkki 5.14 Oletetaan, ettd X ~ Tas(0.5,1.5) ja Y = 2X. Mité jakau-
maa Y noudattaa?
Kuviossa 5.8 on alueen A pinta-ala

PIX € (v, + Az)] = fx(x) - Az = Ax
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————— -3
fy(y) | 9
y+ Ayt
B
y 77777
————— -1 \
| |
| |
| |
| A fX(fC)}
| |
| |
| | T
052 z+Ax 1.5

Kuvio 5.8. Tasajakaumaa Tas(0.5,1.5) noudattavan satunnaismuut-
tujan X lineaarinen muunnos.

ja alueen B pinta-ala

PlY € (y,y +Ay)] = fr(y) - Ay.

Tapahtumat X € (z,x+ Az) jaY € (y,y+ Ay) sattuvat tdsmiélleen saman-
aikaisesti, joten

(5.5.1) PIX € (z,x + Ax)] = P[Y € (y,y + Ay)].

Koska y = 2z ja y+ Ay = 2(z+ Ax), niin Ay = 2Ax ja identiteetisté (5.5.1)
seuraa, ettd fy(y) = % Koska 0.5 < < 1.5, niin 1 < y < 3. Néin siis

Y ~ Tas(1,3):
1 1<y<3;
fry) = {2

0, muualla.

O

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvoavaruus on Syx. Silloin satun-
naismuuttujan Y = h(X) arvoavaruus Sy méidrdytyy siten, ettd

XeSxyeYesy.

Seuraavassa lauseessa esitettavissd menetelméssa oletetaan, ettd funktio y =
h(z) on tarkasteltavalla arvoalueella kdéntyvéa. Silloin on olemassa sellainen
funktio = = g(y), ettd
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Lause 5.5 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on fx(x)
ja arvoavaruus Sx. Olkoon Y = h(X) sellainen funktio, ettd silld on kddn-
teisfunktio x = g(y) ja kddanteisfunktion derivaatta g'(y) on olemassa kaikilla
y € Sy, missi Sy on Y :n arvoavaruus. Silloin Y :n tiheysfunktio on

Fr@w) = fx(gw)ldW)l,  yeSy.

Todistus. Oletuksen mukaan g(y) on derivoituva, joten se on jatkuva. Koska
h ja g ovat kddntyvid, niin h ja g ovat molemmat joko kasvavia tai vihenevia.
Oletetaan h ja g ovat vihenevia. Silloin

Fy(y)=PY <y)=PX)<y)=P(X >g(y) =1-Fx(g9(y)).

Derivoidaan 1 — Fy[g(y)] ketjusddnnon avulla, jolloin saadaan

fry) = Fy(y) = —Fx(9(y)d'(v)
=—fx(9)d' W) = fx(gW) g W)l.

Viimeinen yhtésuuruus seuraa siitd, ettd ¢’(y) on negatiivinen, koska g on
véiheva.

Jos h ja g ovat kasvavia, niin todistus on melkein samanlainen ja se jéte-
tadn harjoitustehtaviksi. 0

Esimerkki 5.15 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on fx(zr) =e®jaSy ={x|x >0} Olkoon Y = X2 joten X = V2 =
g(Y) ja Sy = Sx. Koska ¢'(y) = 2y, niin

fr(y) = fx(@W)2yl =2y, y>0.
Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = e=*. Silloin X = —log(V).
Merkitddn nyt — log(V') = g(V). Silloin Sy = [0, 1] ja ¢'(v) = —1/v. Siksi

(Y

fre) = fxl-Togw)ll 1 = 2 =1,

joten V' noudattaa tasajakaumaa vélilla [0, 1]. O

Mikéli muunnosfunktiolla A ei ole kdanteisfunktiota X :n arvoavaruudessa
Sx, niin Lauseen 5.5 muunnosmenetelméé ei voi suoraan soveltaa. Jos kui-
tenkin on olemassa sellainen Sx:n ositus yhteispisteettomiin osavéleihin Aq,
Ag, ..., A, etta

ja h on kdantyvé jokaisella osavélilld, voidaan muunnos tehdé jokaisella osa-
valilla erikseen. Sitd varten méadritellaan funktiot

W) = hi(z), kun z € A;;
0 muualla.



176 Luku 5. Jatkuvat jakaumat

Silloin h(z) voidaan kirjoittaa muodossa h(z) = > " h;(x), missd jo-

kainen h;(x) on kédntyva vililld A;. Olkoot funktioiden h; kéénteisfunktiot
vastaavasti g;, ¢ = 1,2,...,m. Satunnaismuuttujan ¥ = h(X) tiheysfunktio
voidaan nyt esittdd Lauseen 5.5 avulla muodossa

m

(5.5.3) Frw) = fx(a)lgiw).  y e Sy.

=1

Huomattakoon, ettd joskus tarvitaan &érellisen osituksen (5.5.2) sijasta osi-
tus, jossa jakovéleja Ay, Ag, ... on ddreton médrd (m = 0o).

5.5.3 Normaalimuuttujan muunnokset

Jos X ~ N(0,1), niin X:n tiheysfunktio on
1 —382/2
f(z) = —e , —00 < T < 00,

joka on standardimuotoisen normaalijakauman tiheysfunktio. Johdetaan nyt
satunnaismuuttujan U = X? jakauma. Muunnosfunktio v = h(z) = 22 ei
ole kddntyvé, koska © = +4/u ei ole funktio. Siksi esitdmme arvoavaruuden
Sx = { —00 < & < 00 } ositettuna muodossa

SX = (—O0,0] U (O, OO)
Silloin funktiolla h(z) on valilla

(
vélilld (0, 00) kaanteisfunktio go(u)
U:n tiheysfunktio on

—00, 0] kadnteisfunktio ¢;(u) = —+/u ja
= /u. Nyt siis kaavan (5.5.3) mukaan

B54) o) = IVig =+ (Vi) g = = e

kun u € (—00,00). U noudattaa y?-jakaumaa vapausastein 1. Késittelemme

tilastotieteessi tirkedd y2-jakaumaa vield jatkossa tarkemmin.

Lause 5.6 Jos X ~ N(u,0?), o > 0, niin silloin

(X —p)? :
" Khi2(1).
Todistus. Koska X ~ N(u,c?), niin méiritelmin mukaan % =7 ~
N(0,1). Edelld niiytettiin, ettd Z? ~ Khi2(1). Néin on lause todistettu. O

Lause 5.7 Jos Z;:t ovat riippumattomat ja Z; ~ N(0,1), ¢ = 1,2,...,n,
nimn
73+ 75+ 72 ~ Khi2(n).
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Jos tehdédén otos normaalijakaumasta N(0, 1), niin Lauseen 5.7 mukaan
havaintojen nelicsumma noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n, misséd n
on otoskoko.

Seuraus 5.1 Jos X;:t ovat ritppumattomat ja X; ~ N(pu,02),i=1,2,...,n,
nimn .

(Xi — p)? .
Z # ~ Khi2(n).
i=1

Jos vastaavasti tehddén n:n suuruinen otos normaalijakaumasta N(u, o?),
niin Seurauslauseen 5.1 mukaan standardoitujen havaintojen nelibsumma
noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n.

Lause 5.8 Olkoot X ja X, ritppumattomat ja X; ~ Khi2(n;), i = 1,2.
Silloin
Xl -+ XQ ~ Kh12(n1 + ng).

5.6 Satunnaismuuttujan funktion
odotusarvo

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio f(z) on mééritel-
ty arvoavaruudessa S. Olkoon h(X) satunnaismuuttujan X reaaliarvoinen
funktio, joka siis méérittelee uuden satunnaimuuttujan.

Maaritelma 5.3 Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin satunnaismuut-
tujan h(X) odotusarvo on

(5.6.1) E[h(X)] = / h(z)f(z) da,

mikéli E(|h(X)]) < oo. Jos E(|h(X)]) = oo, niin sanomme, ettéd E[h(X)] ei
ole olemassa.

Huomautus 5.1 Odotusarvon E[h(X)] olemassaolo tarkoittaa siis sité, et-
té funktion |h(X)| odotusarvo on dérellinen. Jos X noudattaa esimerkiksi
eksponenttijakaumaa keskiarvolla 1, niin f(z) = ™ ja S = [0, 00). Silloin
X:n odotusarvo on

o0

B(X) = / e~ da

00 o0

- /(—xe‘ﬂ%—/e‘x dz (osittaisintegrointi)
0 0

:/e_f"’dle,

0
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joten odotusarvo on olemassa. Hyvin usein odotusarvot ovat epéoleellisia
integraaleja, niin kuin téssédkin esimerkissé.
Jos h(X) integroituu itseisesti, eli

[in)

on &dérellisend olemassa, niin E[h(X)] on olemassa. Funktio V' = h(X) on

satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio g(v) on mééritelty arvoavaruudessa
Sy ={v|v=h(z), x €S} Silloin

EIW(X)) = B(V) = [ vg(o).

Sy

Esimerkki 5.16 Tarkastellaan nyt Cauchyn jakaumaa noudattavaa satun-
naismuuttujaa X, jonka tiheysfunktio on

1
(5.6.2) f(z) = T+ —00 < x < 00.

Kaava (5.6.2) todellakin méérittelee tiheysfunktion, koska

o0

2
/7 :—/arctan :—~E=1.
(1+22) T 2

— 00

Osoitamme nyt, ettd F(]X|) = oo, misté seuraa, ettd Cauchyn jakaumalla
el ole keskiarvoa. Symmetrian nojalla voidaan kirjoittaa

E(|X]) = = —
(X)) = [ gl e =2
—00 0
Jokaista reaalilukua M > 0 kohti saadaan
M M
/ T 4 / log(1+2%)  log(1+ M?)
(14 22?) 2 2
0
Téasta seuraa, etté
M
2 T 1 9
E(X]) = ]J;Lnoo;/ T 22 00 = 7l log(1+ M7) = oo,

0

joten E(X) ei ole olemassa. O
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Taulukko 5.1. Térkeitéd odotusarvoja.

h(x) E[h(X)] Merkintd Nimitys

x E(X) i odotusarvo

x" E(X7) a, r. momentti

(™) E[X™] gr r. tekijimomentti
(x —p)? E[(X—p? o2 varianssi

(x—p)" E[(X—w r. keskusmomentti

5.6.1 Momentifunktio ja momentit

Kun A(X) = X", niin F[h(X)] = E(X") on X:n r. momentti. Jatkuvien sa-
tunnaismuuttujien momentit méaritelladn vastaavasti kuin diskreettien sa-
tunnaismuuttujien momentit. Summalausekkeet vain korvataan integraaleil-
la. Taulukossa 5.1 esitetddn yhteenveto eri momenteista

Momenttifunktio méériteltiin 3. luvussa (Méadritelma 3.12) ja jatkuville
satunnaismuuttujille alaluvussa 5.1 [ks. identiteetti (5.1.5)]. Jatkuvan satun-
naismuuttujan X momentifunktio on

M(t) = BE(e"*) = /et“"f(x) dz, te A,
S

missid f(x) on X:n tiheysfunktio ja A sellainen ¢:n arvojen joukko, ettd M (t)
on &érellinen kaikilla ¢ € A. Koska M(0) = 1, niin 0 € A. Sanomme, etté
M(t) on olemassa, jos (—a,a) C A jollakin a > 0. Momenttifunktion perus-
ominaisuudet esitettiin Pykiléssa 3.5.2.

Esimerkki 5.17 Huomautuksessa 5.1 laskettiin odotusarvo E(X), kun X ~Exp(1).
Silloin X' tiheysfunktio on f(z) = e™* > 0 vililld S = [0, 00) ja f(x) =
muualla. Kaikki momentit E(X") voidaan méarittdéd osittaisintegroinnilla,
mutta kidytetdmme nyt momenttifunktiota, joka on

o0

1
M(t):E(etX) /e exdx—l—_t, t<1.
0

Derivoimalla M (t) toistuvasti r kertaa saadaan M (t) = (1757’““ Siksi
E(X") = M"(0) = r!,
joten

p=FEX)=1, E(X?) =2, o’ = E(X?) —u?=1.
O

Erityisesti keskiarvo ju, varianssi o2 ja hajonta o = 1/Var(X) ovat tavalli-
simmat tunnusluvut, joilla jakaumaa luonnehditaan. Jakauman yksityiskoh-
taisemmassa tarkastelussa voidaan kayttdd myos korkeampia momentteja,
mikéli ne ovat olemassa.
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Vinous ja huipukkuus

Satunnaismuuttujan 1. momentti ¢ méadrittdd jakauman sijainnin. Keskis-
tetyn muuttujan X — u toinen momentti (keskusmomentti) on varianssi o>
ja se mittaa todennakoisyysmassan hajaantumista. Normeeratun muuttujan
(X — p)/o kolmas ja neljis momentti luonnehtivat jakauman muotoa.
Jakauman vinouskerroin, josta kiytetdan merkintad v;, madritelladn seu-

raavasti:
3
X —pu s
o o3’

missd pu3 on jakauman 3. keskusmomentti ja 0 = 4/Var(X) on hajonta.
Olkoon X:n tiheysfunktio f(x). Silloin X:n jakauma on symmetrinen pisteen
a suhteen, jos

(5.6.3) n=E

fla—z) = fl—(a—x)]

kaikilla z:n arvoilla. Jos E(X) on olemassa, niin silloin £(X) = a. Symmetri-
sen jakauman vinouskerroin on nolla. Jos jakaumalla on pitkd h&nta oikealle,
kuten Poissonin jakaumalla ja geometrisella jakaumalla, niin jakauma on po-
sitiivisesti vino ja ; > 0. Jos jakaumalla on pitkd héntd vasemmalle, niin
v1 < 0. Jakaumalla on tietysti oltava 3. momentti, jotta vinouskerroin voi-
daan laskea. Huomaa, ettd Cauchyn jakauma, jonka tiheysfunktio on

1
f(x):m, —00 < & < 00,

on symmetrinen pisteen a = 0 suhteen, mutta 0 ei ole jakauman keskiarvo,
koska jakaumalla ei ole keskiarvoa (ks. Esimerkki 5.16). Cauchyn jakauman
vinouskerrointa ei voida laskea, vaikka méédritelmén nojalla voimme todeta
jakauman olevan symmetrinen.

Huipukkuuskerrointa merkitdan v, ja se méaaritellidn normeeratun muut-
tujan 4. momentin avulla seuraavasti:

(X - u) ] pa
=2 -3,
o o
missd g4 on X:n 4. keskusmomentti. Normaalijakauman huipukkuus on 0.

Jos jakaumalla on paksummat hdnnét kuin normaalijakaumalla, niin silloin
v > 0. Jos hénnét ovat ohuemmat kuin normaalijakaumalla, niin v, < 0.

5.7 Kaksiulotteiset jakaumat

Tarkastellaan nyt kahden jatkuvan satunnaismuuttujan yhteisjakaumaa. Yleis-
tys usean muuttujan tapaukseen on sen jilkeen suoraviivainen.
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Maéaritelmi 5.4 Olkoot X ja Y samassa otosavaruudessa médritellyt jat-
kuvat satunnaismuuttujat. Olkoon kaksiulotteisen jatkuvan satunnaismuut-
tujan (X,Y") arvoavaruus S. Funktio f(z,y) on (X,Y)m tiheysfunktio (X:n
ja Y':n yhteisjakauman tiheysfunktio), jos silld on seuraavat ominaisuudet:

1. f(z,y) >0  kaikilla (z,y) € R?

2. T ?f(x,y)dxdyzl ja

—00 —00

Pl(X,Y) e A] = / f(z,y)dzdy,
(z,y)€A

missd (X,Y) € A on tasossa mééritelty tapahtuma.

Esimerkki 5.18 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio
3
f(x,y)zéxQ(l—]y]), —“l<z<l, —-1l<y<l.

Maaritellddn A = {(z,y) | 0 < z < 1, 0 < y < z }. Todennikoisyys, etti
(X,Y)€e A, on

1 z 1
_ 3 9 3 2/ y?
P[(X,Y —// 2x (1—y)dyde = /2x (y 5 dx
0 0
1

5.7.1 Reunajakauma ja ehdollinen jakauma

Kaksiulotteista satunnaismuuttujaa (X,Y’) kutsutaan kaksiulotteiseksi sa-
tunnaisvektoriksi. Silloin X ja Y ovat tietysti (yksiulotteisia) satunnaismuut-
tujia. X reunajakauman tiheysfunktio, jota merkitddn fx(x), on pelkéds-
tddn X:n tiheysfunktio, jossa Y:téd ei oteta huomioon. Satunnaismuuttujan
X ehdollinen tiheysfunktio ehdolla Y = y on on X:n tiheysfunktio, kun Y:n
arvo tunnetaan. X:n ehdollista tiheysfunktiota ehdolla Y = y merkitddn

fx(x | Y =y) tai lyhyesti fx(z | y).

Madritelma 5.5 Olkoon f(x,y) jatkuvan satunnaisvektorin (X,Y") tiheys-
funktio ja S sen arvoavaruus. Silloin satunnaismuuttujat X ja Y ovat jatkuvia
ja niiden reunajakaumien tiheysfunktiot ovat

fX(x):/f(xay>dya xESX; fY(y):/f(xay>dxa yESYa
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misséd Sy on X:n ja Sy on Y:n arvoavaruus. Satunnaismuuttujat X ja Y
ovat rippumattomat jos ja vain jos

(5.7.1) flz,y) = fx(z)fy(y) kaikilla = € Sx ja y € Sy;

muutoin X ja Y ritppuvat toisistaan.

Esimerkki 5.19 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio
flay)=2, 0<z<y<l,

muualla f(z,y) = 0. Satunnaisvektorin (X,Y") arvoavaruus on S = { (z,y) |
0<z<y<l1}.

Y

S={(z,y)[0<z<y<1}

\
!
\
!
\
!
\
|
1
Kuvio 5.9. Tasajakauman f(z,y) = 2 méérittelyalue S.

Silloin esimerkiksi todennékoisyys

1
P(ogxg—,ogyg

[\
N —

ja
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Lasketaan viela X:n ja Y:n odotusarvot sekd Y:n 2. momentti.

1 1 1
1
E(X)://Qxdydx:/Qx(l—x)dg;:g’
0 =z 0
1 vy 1 2
E(Y)://dexdy:/Qdeyzg,
0 0 0

1 vy 1
1
E(YQ)://Qdexdy:/2y3dy:5.
0 0 0

Odotusarvot E(X), E(Y) ja E(Y) voidaan laskea joko suoraan reunajakau-
masta tai sitten yhteisjakaumasta. 0

Néhd&an helposti, ettd Esimerkissd 5.19 satunnaismuuttujat X ja Y eivét
ole riippumattomat, koska

fx(@) fy(y) =21 —2)2y # flz,y) =2,  (z,y) €S,

Sen sijaan voidaan osoittaa, ettd Esimerkissd 5.18 satunnaismuuttujat X ja
Y ovat riippumattomat.

Jatkuvan satunnaismuuttujan ehdollinen tiheysfunktio mééaritellddan seu-
raavasti:

Maéritelmé 5.6 Jos jatkuvan satunnaisvektorin (X,Y') tiheysfunktio on
f(z,y) ja arvoavaruus S, niin X:n ehdollinen tiheysfunktio ehdolla Y = y

. F )
~ flxy
ja Y :n ehdollinen tiheysfunktio ehdolla X = x on
_ f(z,y)
fY(y ’ .CE) - fX(x) ) ('T:y> €S.

Huomattakoon, ettd Maaritelméssé 5.6 oletetaan, ettd fy (y) > 0ja fx(z) > 0.

Esimerkki 5.20 Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y samat kuin Esimerkis-
sé 5.19 Silloin

flx,y) =2, 0<z<y<l,
fx(z) =201 —x), 0<z<1,
fr(y) = 2y, 0<y<l1

Magdritetddn nyt Y:n ehdollisen jakauman tiheysfunktio, kun X = z on
annettu. Méaritelmén 5.6 mukaan

2 1
f@|@:f@w): = ., r<y<l 0<z<l.

fx(x) 2(1—2) 1-=x
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Y :n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = z on

L 1
1 y? 1+z
E(Y\x):/y—l_xdy:/Q(l_x): . 0<az<l

xT

Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettéa
E(X|y):%, 0<y<l1.

Suoraan méadritelméan perusteella Y :n ehdollinen varianssi ehdolla X = z
on

B(Y — B [ 2)? | 2 =/1(y— e
/a5
(1—-2)*
12

Jos U ~ Tas(a,b), niin E(U) = 2 ja Var(U) = % Koska Y:n ehdol-
linen jakauma ehdolla X = z on Tas(z, 1), niin olisimme voineet tasajakau-
man ominaisuuksien perusteella suoraan todeta, etté

E(Y|x):x;—1 i Var(y o) = & 12‘”)2.
Lasketaan vield ehdollinen todennékoisyys
/8 7/8
PEASY <18 |X =14 = [Jwlyay = [ rar-g
3/4 3/4

O

Havaitsimme edellisessé esimerkissé, ettd Y:n ehdollinen odotusarvo on
x:n lineaarinen funktio:

1 1

Jos E(Y | ) on lineaarinen, niin pitdé yleisesti paikkansa, etté

(%
E(Y | 2) = py + p— (2 — px).
ox

missd p = Cor(X,Y) on X:n ja Y:n vilinen korrelaatio, ox on X:n hajonta
ja oy on Y:n hajonta. Jos E(X |y) on lineaarinen, niin

g
E(X | y) = px + p=(y — py).
Oy
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Ehdollisten odotusarvojen E(Y | z) ja E(X | y) yhtéldissé kertoimien pZ-

ja p% tulo on p?. Esimerkissd 5.20 niiden kertoimien tulo on p? = i. Siksi
p = %, koska molemmat kertoimet ovat positiiviset. Nédiden kertoimien suh-
de on 0% /0% ja esimerkissi tdméi suhde on 1. Téstd voimme pédtelld, etti
Esimerkissi 5.20 0% = o%.

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuuden tarkistaminen suoraan
relaation (5.7.1) perusteella edellyttid reunajakaumien tiheysfunktioiden fx ()
ja fy(y) tuntemista. Seuraava apulause tekee riippumattomuuden tarkista-
misen jonkin verran helpommaksi, koska siind ei edellytetd reunajakaumien

tuntemista.

Apulause 5.1 Olkoon (X,Y) kaksiulotteinen satunnaisvektori, jonka yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f(x,y). Silloin satunnaismuuttujat X ja'Y ovat
ritppumattomat, jos ja vain jos on olemassa sellaiset funktiot g(x) ja h(y),
etta

f(z,y) = g(x)h(y) kaikilla v € R ja kaikilla y € R,

missd g rippuu vain x:std ja h vain y:sta.

Kertyméifunktio

Kaksiulotteinen jakauma voidaan taydellisesti luonnehtia kertyméafunktion-
sa avulla. Satunnaisvektorin (X,Y") yhteisjakauman kertyméfunktio F'(x,y)
maédritellddn relaatiolla

F(z,y)=P(X <z, Y <y)

missi (z,y) € R?. Tiheysfunktion avulla lausuttuna kertymifunktio on

F(x,y):/x/yf(s,t)dsdt.

-0 —0
Integraalilaskennan peruslause kahden muuttujan tapauksessa sanoo, etta
O*F(z,y)
Ox Oy

kaikissa f(z,y)m jatkuvuuspisteissd. Relaatio (5.7.2) on hyodyllinen silloin,
kun kertyméfunktio tunnetaan ja halutaan johtaa tiheysfunktio. Silloin ti-

heysfunktio f(z,y) saadaan derivoimalla F(z,y) sekd x:n ettd y:n suhteen
OF(zy)
ordy

(5.7.2) = f(z,y)

eli laskemalla osittaisderivaatta

Esimerkki 5.21 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman kertyméafunktio

(

vy, 0<r<1ljal0<y<l
y, x>1,0<y<1
Flz,y)=<z, y>1 0<z<1;

1, xz>1ljay>1;

0, z<0taiy<O0.
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9%F (z,y

Laskemalla osittaisderivaatta 9251 ) saadaan

I, 0<z<1,0<y<1;

0 muualla.

f(x,y):{

Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa siis kaksiulotteista tasajakaumaa Tas[(0, 1) x
(0,1)]. Todennikoisyys voidaan lausua kertyméfunktion avulla seuraavasti:

Plzy < X <o, y1 <Y <o)

T2 Y2 Z
Z//dydflf: //$y=($2—$1)(y2—y1)
1 Y1 Tr1 Y1

= Talo — XToY1 — T1Y2 + T1Y1
= F'(22,y2) — F(w2,y1) — F(21,92) + F(21,51).

Yleisesti pitédd paikkansa, etté

P(x1 <X <z, y1 <Y <o)
= F(x2,y2) — F(22,y1) — F(1,92) + F(21,51).

Kahden muuttujan tasajakauman Tas[(0, 1) x (0, 1)] tapauksessa todennikoi-
syys P(; <X <3, 3<Y <) on

1 11 1 1 1
F a) § - F a’ o - F ) § +F FERY
24 22 4" 4 4" 2

1 1

5.7.2 Yhteisjakauman momenttifunktio

Kaksiulotteisen diskreetin satunnaisvektorin momenttifunktio méériteltiin
alaluvussa 4.7.2. Jatkuvien satunnaismuuttujien X; ja X, yhteisjakauman
eli jatkuvan satunnaisvektorin (X7, Xs) jakauman momenttifunktio maéri-
tellddn samalla tavalla kuin diskreetissé tapauksessa. Olkoon (X7, X5) jatku-
va satunnaisvektori ja t; X + 2 X5 satunnaismuuttujien X; ja X, lineaarinen
yhdiste, missd t;,t; € R. Satunnaisvektorin (X, X3) jakauman momentti-

funktio on
M(ty, 1) = B(etXi+2X2)

Jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa odotusarvon lauseke on muotoa

oo 00
E(eththng) — / / et1:t1+t2$2f(x1’ 3;2) d]jl d.]?g.

—00 —O0
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Merkitaan
M%m:@%¥i
M;i(t1,t2) = %&hmj
AMmm:i%%@’

missd M;(t1,t2) on M:n osittaisderivaatta ¢;:n suhteen, M;;(t;,t2) on M:n
2. osittaisderivaatta t;:n suhteen ja M;;(t1,t2) on osittaisderivaatta ¢;m ja
t;m suhteen (1 = 1,2; j = 1,2). Esitimme nyt seuraavassa lauseessa, miten
momenttifunktio generoi satunnaisvektorin momentit.

Lause 5.9 Oletetaan, etti satunnaisvektorilla (X1, Xo) on momenttifunktio.
Silloin E(X;), E(X?) ja E(X;X;) ovat ddrelliset ja

E(X;) = M;(0,0),  E(X})= M;(0,0), E(X;X;) = M;(0,0)
kaikilla 1 = 1,2 ja j =1, 2.

Esimerkiksi X;:n odotusarvo saadaan derivoimalla ensin momenttifunktio
t1:n suhteen ja sijoittamalla sitten derivaatan lausekkeeseen t; = 0 ja to = 0.
Sekamomentti F(X;X5) saadaan médrittdmalla toisen kertaluvun osittais-

derivaatta Mis(t1,t2) (derivoidaan momenttifunktio ¢3:n ja t1:n suhteen) ja
laskemalla osottaisderivaatan arvo M;;(0,0) pisteessé (t1,t2) = (0,0).

Esimerkki 5.22 Jos Z; ja Z, ovat riippumattomat ja noudattavat standar-
dimuotoista normaalijakaumaa, niin (7, Z5) noudattaa kaksiulotteista stan-
dardimuotoista normaalijakaumaa. (Z;, Z3):n momenttifunktio on

M(ty,t) = E(etlzﬁtﬂ?) = E(etlzl) E(etZZQ)
— of1/24t3/2 _ o(t1413)/2

Tissii tapauksessa M (ty,t;) = t1e+2)/2 joten E(X;) = M;(0,0) = 0.
Vastaavasti My, = e(lit3)/2 4t e(+5)/2 ja F(X2) = M1(0,0) = 1. O

Huomattakoon, ettd myos satunnaisvektoreiden tapauksessa pétee mo-
menttifunktioden yksikésitteisyyttd koskeva lause (vrt. Lause 3.12). Jos siis
satunnaisvektoreilla (X7, Xs) ja (Y7, Ys) on sama momenttifunktio, niin niil-
14 on sama jakauma. Reunajakaumien momenttifunktiot saadaan katevésti
yhteisjakuman momenttifunktiosta.

Lause 5.10 Oletetaan, etti satunnaisvektorin (X,Y) momenttifunktio on
M(s,t) seki X :n ja Y :n momenttifunktiot vastaavasti Mx (s) ja My (t).

1. Silloin
Mx(s) = M(s,0) ja My (t) = M(0,1).
2. X ja'Y ovat risppumattomat jos ja vain jos

M(S, t) = Mx(S)My(t)
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5.8 Kahden muuttujan normaalijakauma

5.8.1 Standardimuoto

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Z ja V' ovat riippumattomat ja noudat-
tavat standardimuotoista normaalijakaumaa. Silloin Z:n ja V:n riippumatto-
muuden nojalla satunnaisvektorin (Z, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on

_ _ 1 —22/2 1 —v2/2 i —(224v?)/2
(6.8.1)  fzv(z,v) = f(2)f(v) = \/ﬂe \/ﬂe =g-e :
Sanomme, ettd satunnaisvektori (Z, V') noudattaa kaksiulotteista standar-
dimuotoista normaalijakaumaa ja funktio (5.8.1) on tdmén jakauman ti-
heysfunktio. Merkitédén (Z, V) ~ Ng(0,I), missia 0 on 2 x 1-nollavektori eli
0 = (0,0)T. Merkinté (0,0)" tarkoittaa vektorin (0,0) transponointia, joka
muuntaa vaakavektorin (0, 0) pystytoriksi. Matriisi

()

on 2 x 2-identiteettimatriisi. Yhteisjakauman reunajakaumien keskiarvot ovat
E(Z) = E(V) = 0 ja varianssit Var(Z) = Var(V) = 1 sekd Cov(Z,V) = 0.
Satunnaisvektorin (Z, V) odotusarvovektori on [E(Z), E(V)]T = 0 ja kova-

rianssimatriisi
Var(Z) Cov(Z,V)\ (1 0
Cov(V,Z) Var(V) ) \0 1)°

Huomaa, ettéd aina Cov(Z, V) = Cov(V, Z), joten kovarianssimatriisi on sym-
metrinen. Voidaan merkitd myos (Z, V) ~ Ny(0,0;1, 1,0), missd odotusarvot,
varianssit ja korrelaatio on annettu sulkeissa.

5.8.2 Korreloivat muuttujat

Oletetaan, ettd X ~ N(0,1) ja Z ~ N(0,1) ovat riippumattomat. Niiden
avulla voidaan konstruoida normaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttu-
ja Y siten, ettd X ja Y korreloivat. Kiertdmélla z-akselia kulman 6 ver-
ran vastapaividn saadaan y-akseli (Kuvio 5.10). Projisoidaan satunnaispiste
(X, Z) y-akselille ja merkitdédn tiata projektiota Y:114. On helppo todeta geo-
metrisen paittelyn avulla (Kuvio 5.10), etté

Y = X cosf + Zsinb.

Satunnaismuuttuja Y saadaan siis X:n ja Z:n lineaarisena muunoksena. Té&s-
ta seuraa, etta

E(Y)=cost -E(X)+sinf-E(Z)=0

ja
Var(Y) = cos*# - Var(X) +sin® 6 - Var(Z) = 1,
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z z
(X,2)
<« — — — — — — Jr—-—————-
P y | y
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0 ¥ x 0 N x
X
Kuvio 5.10.

koska E(X) = E(Z) = 0 ja Var(X) = Var(Z) = 1. Lauseen 5.4 mukaan
Y ~N(0,1). Satunnaisuuttujien X ja Y 2. kertaluvun sekamomentti on

E(XY) = FE[X(X cosf + Zsin0)]
=cosf - E(X?) +sinf - B(XZ)

= cosd.

Viimeinen yhtédsuuruus seuraa siité, etti £(X?) = 1ja F(XZ) = E(X) E(Z) =
0. Satunnaisuuttujien X ja Y vilinen korrelaatio Cor(X,Y) = E(X,Y), kos-
ka E(X)=E(Y) =0 ja Var(X) = Var(Y) = 1.

5.9 Satunnaisvektoreiden muunnokset

Oletetaan, ettd jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman ti-
heysfunktio on f. Olkoon

(5.9.1) U=mh(XY); V=hy(X,Y)

sellainen satunnaisvektorin (X, Y) muunnos, etté silld on kddnteismuunnos.
Silloin mité tahansa satunnaisvektorin (U, V') arvoa (u,v) € R? vastaa yksi-
késitteinen satunnaisvektorin (X,Y) arvo (z,y) € R? Voimme silloin m#i-
ritelld kéanteiskuvauksen

z = g1(u,v); y = ga(u,v).

Vektoreiden (u,v) € R? ja (z,y) € R? vililld on yksi-yksinen vastaavuus.
Oletetamme liséksi, ettd funktioilla g; ja go on jatkuvat osittaisderivaatat.
Yksiulotteisen muunnoksen tapauksessa laskettavaa derivaattaa ¢’ vastaa sa-
tunnaisvektorien muunnoksen Jacobin determinantti, joka on funktioiden g¢;
ja go osittaisderivaattojen matriisin determinantti. Jacobin determinanttia
kutsutaan muunnoksen Jakobiaaniksi.
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Muunnoksen (5.9.1) Jakobiaani on

o or
d(z,y) ou ov| 0Oxrdy Oydx

(5:92) B(uwv) |dy dy| " Dudv  Budv
ou

missa

Or  Ogi(u,v) or  0gy(u,v)

ou_ Ou o v

oy _ 0ga(u, v) oy _ 0ga(u,v)

ou ou ov ov
Jacobin determinanttia merkitdin J = %. Oletetaan, ettd J # 0, kun
f(z,y) > 0. Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on
(5.9.3) fov(u,v) = f(gl(uav)a%(% U))|J|

Satunnaisvektorin (U, V') arvoavaruus Sy saadaan tarkastelemalla kuvaus-
ta (5.9.1), joka kuvaa satunnaisvektorin (X, Y') arvojoukon Sx y kuvajoukok-
si SU,V'

Esimerkki 5.23 Olkoot X ja Y jatkuvat satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f. Méaritelldan satunnaismuuttujat U ja V siten,
etta

(5.9.4) U=X+Y;, V=X-Y

Johdetaan nyt (U, V)m jakauman tiheysfunktio. Muunnoksen (5.9.4) kddn-
teismuunnos on

u—+v ( ) u—7v
9 ) Yy go\u, 9 )

r =g (u,v) =

ja muunnoksen Jakobiaani on

Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on yhtélon (5.9.3) no-
jalla

1 u+v u—v

5.9.5 = — )
(5:95) ot =5 £( 5515
Jos esimerkiksi X ja Y ovat riippumattomat ja noudattavat tasajakaumaa
Tas(0, 1), niin (X, Y):n yhteisjakauman tiheysfunktio f(z,y) = 1, kun z €

[0,1] jay € [0,1]. Silloin (U, V):n tiheysfunktio on

L 0<u+v<2, 0<u—v<2

fU,v(U,U) = {57

0  muualla.
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Yleinen muunnos

Tarkasteltavalla muunnoksella ei tietenkédén aina ole kddnteismuunnosta. Jos
muunnos (5.9.1) ei ole yksi-yksinen eli bijektio, niin silld ei ole kd&nteis-
muunnosta. Jos kuitenkin on olemassa sellainen arvoavaruuden Sxy ositus
yhteispisteettomiin (x, y)-tason osavileihin Ay, Ay, ..., A, ettd

(5.9.6) Sxy=A1UAU---UA,
ja muunnoksella

u:hl('x:y>7 U:hg(l',y)

on kaanteismuunnos

= gi(x,y), y=g2(x,y)

jokaisella osavililld A;, ¢ = 1,2,...,m, niin kaavaa (5.9.3) voidaan soveltaa
kullakin osavélilld erikseen vastaavalla tavalla kuin yhden muuttujan tapauk-
sessa. Madritellaan funktiot

hi(z,y), kun (z,y) € Aj;
0 muualla,

hki(%y) = {

kun £ = 1,2. Silloin hy(x,y) = Y0, hulz,y) ja he(z,y) = >0 hai(z,y).
Jokaisella muunnoksella

u = hy;(z,y), v = hai(z,y)

on kddnteismuunnos valilla A;, ¢+ = 1,2,...,m. Merkitdén naitd kdanteis-
muunnoksia
T = gli(u7v)7 Y= g?i(ua U)‘

Satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio voidaan silloin esittdd kaavan (5.9.3)
avulla seuraavasti

(5.9.7) fov(u,v) = Z Fxy (g1i(u,v), gai(u, v)) [ Jil,

missd J; on muunnoksen x = gy;(u,v), y = g2;(u, v) Jakobiaani.

Satunnaismuuttujien funktion jakauma

Usein tarkasteltavana on vain yksi satunnaismuuttujien X ja Y funktio U =
hi(X,Y). Funktio hy(X,Y) voi olla esimerkiksi muotoa X +Y, XV, X2+Y?
jne. Esitettyd muunnostekniikkaa voidaan edelleen kayttdd, jos 1oydetddn
sellainen apumuuttuja V' = he(X,Y), ettd muunnoksella

U=hnh(X,Y), V =hy(X,Y)
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on kiinteismuunnos. Muunnoskaavan (5.9.3) avulla saadaan sitten satunnais-
vektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio, josta voidaan méérittaa U:n
reunajakauman tiheysfunktio. Jos esimerkiksi U = hy(X,Y) = X 4+ Y, niin
voidaan valita apumuuttuja V' = he(X,Y) = X — Y. Silloin muunnoksella
u=1x+y, v=1x—y on kddnteismuunnos

U+ v ( ) uU—v
9 9 Yy g2\U, 92

r =g (u,v) =

ja (U, V):n tiheysfunktio saadaan kaavalla (5.9.3), niinkuin Esimerkissd 5.23
osoitettiin. Kun tastd (U, V):n tiheysfunktiosta “integroidaan v pois”, saa-
daan U:n tiheysfunktio. Jos ollaan kiinnostuneita esimerkiksi satunnaismuut-
tujan U = XY tiheysfunktiosta, voidaan valita apumuuttuja V = X, silld
muunnoksella u = xy, v = x on kddnteismuunnos. Sitten sovelletaan jélleen
edelld kuvattua tekniikkaa. Huomaa, ettd apumuuttujan valinta ei ole yksi-
késitteinen, vaan useilla eri valinnoilla voidaan paédsta haluttuun tulokseen.

Téassé yhteydessd on syyté palauttaa mieleen Lause 3.6. Siiné osoitettiin
riippumattomille satunnaismuuttujille X ja Y seuraava tulos: Jos g(X) ei
riipu Y:std ja h(Y') ei riipu X:std, niin silloin satunnaismuuttujat g(X) ja
h(Y') ovat riippumattomat. Lause todistettiin diskreettien satunnaismuuttu-
jien tapauksessa, mutta se pitdéd paikkansa myos jatkuville muuttujille.

Esimerkki 5.24 Jos X ja Y ovat riippumattomat ja noudattavat standar-
dimuotoista normaalijakumaa, niin mita jakaumaa noudattaa X 4 Y7 Maa-
ritelddn ensin apumuuttuja V = X — Y. Kuten esimerkisséa 5.23 osoitettiin,
muunnoksen v = r + y, v = r — y kddnteismuunnos on

U+ v ( ) U—v
= u.v) =
9 ) Yy g2\u, 9 )

. Yhtédlon (5.9.5) perusteella (U,V):mn

r=gi(u,v) =

ja muunnoksen Jakobiaani J = —
tiheysfunktio on

[N

fov(u,v) = L w0202/

4
o wereya - L ea L g
dm Var Vam
(5.9.8) = fo(u) fv(v).

Nédemme, ettd fy(u) ja fi(v) ovat kumpikin normaalijakauman N(0,2) ti-
heysfunktioita. Siksi

7fU,V(U7U)dU:fU(U)7fV(U)dU:fU(u)a

joten U = X +Y ~ N(0,2). Identiteetistd (5.9.8) seuraa, etti X + Y ja
X — Y ovat riippumattomat. Havaitsemme myos, ettd X —Y ~ N(0, 2). Itse
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asiassa voidaan todistaa seuraava tulos: Jos X ja Y ovat riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa F', niin X +Y ja X — Y ovat riippumattomat
jos ja vain jos F' on normaalijakauma. 0

Esimerkki 5.25 Olkoot X ja Y jatkuvat satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f. Mééritelldén lineaarinen muunnos

u = ax + by,
(5.9.9) Y
v =cr+dy.

Ratkaisemalla yhtaloryhmésta (5.9.9) z ja y saadaan kddnteismuunnos

du — bv

Y= D’
missd D = ad — be. Kéadnteismuunnos on olemassa, jos D # 0. Muunnoksen

Jakobiaani on
b

J—% 3_ad—bc_i
Tl sl D D

Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on yhtélon (5.9.3) no-
jalla

(5.9.10) Fo (0, 0) = ﬁ ((du— bv)/D, (av — cu)/D.

Esimerkin 5.23 yhtdlo (5.9.5) on yhtélon (5.9.10) erikoistapaus. Kun a =
b=c=1jad= —1 sijoitetaan yhtdloon (5.9.10), saadaan yht&ls (5.9.5).
Lineaarinen muunnos

u=axr+ by +e,
v=-cr+dy+ f.

voidaan palauttaa muunnokseen (5.9.9) merkitsemilld u* = u — e ja v* =
v — f, jolloin

u* = ax + by,
vt = cx + dy.
Yhtélosta (5.9.10) saadaan sitten (U*, V*):m tiheysfunktio. O

5.9.1 Yleinen kahden muuttujan normaalijakauma

Standardimuotoinen kaksiulotteinen normaalijakauma méaériteltiin alaluvus-
sa 5.8.1. Yleinen kaksiulotteinen normaalijakauma voidaan mééritelld stan-
dardimuotoisen normaalijakauman avulla vastaavasti kuin yhden muuttu-
jan tapauksessa. Olkoon (X,Y) sellainen satunnaisvektori, ettd E(X) = u,
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E(Y) = s, Var(X) = 02, Var(Y) = 02 ja Cov(X,Y) = 015. Silloin satun-
naisvektorin (X,Y) keskiarvovektori on g = (j1, t2) T ja kovarianssimatriisi

2
O'l 012
E — 2 .
019 0'2

Satunnaismuuttujien X ja Y vilinen korrelaatiokerroin on p = 0%22

Maégritelma 5.7 Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa normaalijakaumaa, jon-
ka keskiarvovektori on p ja kovarianssimatriisi 3, jos se voidaan lausua muo-
dossa

X — iy = o1 = p*Zy + po, Zs,

(5.9.11)
Y — poy = 0925,

misséd 7, ja Zy ovat riippumattomat ja noudattavat standardimuotoista nor-
maalijakaumaa N(0, 1) sekd oy > 0, 09 > 0 ja |p| < 1.

Merkitsemme (X,Y) ~ Na(pu, ), kun (X, Y) noudattaa normaalijakau-
maa, jonka keskiarvovektori on p ja kovarianssimatriisi 2. Normaalijakaumaa
Ny (p, ) noudattava satunnaisvektori (X, Y) saadaan aina riippumattomista
standardoiduista normaalimuuttujista lineaarisella muunnoksella (5.9.11)

Yleisen normaalijakauman tiheysfunktio saadaan suoraan Esimerkissi 5.25
esitetylld tekniikalla. Merkitddn x — p; = u ja y — ue = v. Koska nyt lineaa-
risessa muunnoksessa (5.9.9) ¢ = 0 ja D = ad, saa yhtlo (5.9.10) muodon

fU,V(U,U) = %f(du_bv g)-

ad ' d
Koska f on kahden muuttujan standardimuotoisen normaalijakauman tiheys-

funktio ja muunnoksessa (5.9.11) a = g1y/1 — p?, b = po; ja d = oy, niin

1 1 , v
Joy(u,v) = Yrooan/1 = 2 exp {—m(azu — po1v)” + a—%}

1 [ 1 (u2 9,0 U 1)2)]
= exp|l—-————< =5 —2p———+ = | |-
2mo1094/1 — p? 2(1—p?) \o? o109 O3
Kun edelld johdettuun tiheysfunktioon sijoitetaan u =z — py ja v =y — o,
saadaan (X, Y)m tiheysfunktio

1 1 T — [ 2
5.9.12 z,y) = exp | — ( )
( ) fxy( Y) 2roroan/1 — 2 [ 2(1 — p?) < o1

(5 (1) (5]

Seuraavassa lauseessa esitetdéan kaksiulotteisen normaalijakauman keskei-
set ominaisuudet.
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Lause 5.11 Oleteaan, etti satunnaisvektori (X,Y') noudattaa kaksiulotteis-
ta normaalijakaumaa No(p, 3), missi p = (1, po) T = [E(X), E(Y)]T ja

5 _ of o\ _ ( Var(X) Cov(X,Y)
o O3 Cov(Y,X) Var(Y)
ja p = Cor(X,Y) = % Silloin pitdvdt paikkansa seuraavat ominaisuudet:
1 X~ N(:U’lvo-%) jCL Y ~ N(:“’%"%)?

2. X ja'Y ovat ritppumattomat jos ja vain jos p = 0.

3. X:n ja 'Y :n ehdolliset jakaumat:

(y — p2), o (1 — pQ)),

o
X|yNN(M1+p;

O'—
eli X noudattaa normaalijakaumaa ehdolla, ettdi Y = y on annettu.
Vastaavasti

[oX
Vo N+ 22— ), 1= ).
1

4. Satunnaisvektorin (X,Y) momenttifunktio on

o1s? + o3t + p01025t>
5 :

M(s,t) = exp (NIS + pat +

Lause 5.12 Satunnaisvektori (X,Y) noudattaa kaksiulotteista normaalija-
kaumaa, j0s ja vain jos satunnaismuuttujien X ja Y lineaarikombinaatiot
aX+bY noudattavat yksiulotteista normaalijokaumaa kaikilla a € R ja b € R.

5.9.2 Studentin t-jakauma, F-jakauma ja beta-jakauma

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Z ja U ovat riippumattomat, Z ~ N(0, 1)
ja U noudattaa y*-jakaumaa vapausastein r eli U ~ Khi2(r). Tarkastellaan
nyt satunnaismuuttujan

A
VU/r

jakaumaa. Tatd muotoa olevalla satunnaismuuttujalla on erittdin keskeinen
rooli tilastollisessa pééttelyssd. Satunnaismuuttuja (5.9.13) noudattaa ns.
Studentin t-jakaumaa (tai lyhyesti t-jakaumaa) vapausastein r. Jakauma on
nimetty englantilaisen tilastotieteilijin W. S. Gossetin mukaan. Gosset esitti
tdmén jakauman Biometrikassa vuonna 1908 nimimerkilld "Student”. Kun T°
noudattaa Studentin ¢-jakaumaa vapausastein r, merkitdén 7' ~ t(r).

(5.9.13) T =
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Olkoon X1, Xy, ..., X, on otos normaalijakaumasta N(yu,c?). Silloin siis
satunnaismuuttujat Xy, X, ..., X,, ovat toisistaan riippumattomat ja
X; ~N(u,0%), 1 <i < n. Otoksesta laskettu suure

X—p_ (X p)/lo/vn)
S/\/n /52/02

eli otossuure noudattaa t-jakaumaa vapausastein n — 1, missd X on otoskes-
kiarvo ja

(5.9.14)

2 RN 2
§f = — ;(XZ X)
on otosvarianssi. Lausekkeen (5.9.14) osoittaja (X — u)/(0/+/n) noudattaa
normaalijakaumaa N(0, 1) ja satunnaismuuttuja S?/o? noudattaa jakaumaa
Khi2(n — 1). Koska X ja S? ovat toisistaan riippumattomat, niin lausekkeen
(5.9.14) osoittaja ja nimittdja ovat toisistaan riippumattomat.
Satunnaismuuttujan (5.9.13) eli Studentin t-jakauman tiheysfunktio va-
pausastein r on

(5.9.15) fT(t)—F(Z>\/1_( +t2/1r) . —o<t<o.

Huomaa, ettd vapausastein 7 = 1 tiheysfunktiosta (5.9.15) tulee Cauchyn
jakauman tiheysfunktio.

Tiheysfunktio (5.9.15) saadaan suoraviivaisesti edelld esitetylld muunnos-
tekniikalla. Léhdetéaén liikkkeelle satunnaisvektorin (Z, U) yhteisjakaumasta.
Koska Z ja U ovat riippumattomat, niin

121
_ —= r/2—1
Jov(zw) = e pi g

2 —c0 <z <00, 0< U< 00.

Tehd&dan muunnos .

t:—a = u,
Va0

jonka kadnteismuunnos on

=t/ w/r, u=w.

Muunnoksen jakobiaani on y/w/r. Sen jéilkeen voidaan soveltaa muunnos-
kaavaa (5.9.3). T'n tiheysfunktio saadaan (7, W):n yhteisjakauman tiheys-
funktiosta integroimalla w:n yli:

t):/fZ7U[t(w/7“)1/2,w](w/r)l/de.

Laskennan lopputuloksena on ¢-jakauman tiheysfunktio (5.9.15). Yksityis-
kohdat jatetddan lukijan tehtévéksi.
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Studentin ¢t-jakaumalla ei ole momenttifunktiota, koska sillé ei ole kaikkien
kertalukujen momentteja. Jos T, ~ t(r), niin silloin 7,:114 on ainoastaan
r — 1 ensimmaéistd momenttia. Esimerkiksi jakaumalla t(1) ei ole keskiarvoa
ja jakaumalla t(2) ei ole varianssia. Voidaan laskemalla osoittaa, etti

(5.9.16)  E(T,)=0, josr>1,  Var(T,)= Lz jos T > 2.

Toinen tilastollisessa péaéttelyssd keskeinen jakauma, Snedecorin F'-ja-
kauma tai vain lyhyesti F-jakauma, voidaan johtaa t-jakauman tapaan. Jos
X1, Xs, ..., X, on otos normaalijakaumasta N(uy, %) ja X1, Xo, ..., X,, otos
normaalijakaumasta N (i, 03), niin silloin satunnaismuuttuja

Si/oi
53 /03

(5.9.17)

noudattaa F-jakaumaa vapausastein n — 1 ja m — 1. Lausekkeessa (5.9.17)
S? ja S3 ovat otosvarianssit. S?/o? ja S3 /o3 ovat riippumattomat ja

(n —1)S} /o7 ~ Khi2(n — 1), (m —1)S3 /o3 ~ Khi2(m — 1).

F-jakauma mééritellddn seuraavasti: Jos X ~ Khi2(r) ja Y ~ Khi2(s)
ovat riippumattomat, niin satunnaismuuttuja

X/r

(5.9.18) F=%s

noudattaa F-jakaumaa vapausastein r ja s. Silloin merkitddn F' ~ F(r,s). F-
jakauman tiheysfunktio voidaan johtaa vastaavalla tavalla kuin ¢-jakauman
tiheysfunktio. Maéritellain muunnos

X/r
U=X+Y V=-"-
+ ) Y/S’

missé F-suuretta (5.9.18) on merkitty kirjaimella V. Muunnoksen kéddnteis-
muunnos on

-1 -1
X:5<1+fv) Uv, Y:(1+fv> U.
s s s
Koska X ja Y ovat riippumattomat, niin
Fxy(X,Y) = kokya(r/2 71y /D" 1g=(@ty)/2. 0<z<oo, 0<y<oo,

missé k, = 1/T(5)27% ja ks, = 1/T'(£)2%/%. Kun lasketaan Jakobiaani ja teh-
déaén sijoitukset, saadaan satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio fy v (u,v)
kaavan (5.9.3) mukaisesti. V:n reunajakauman tiheysfuntio on sitten F-jakauman
tiheysfuntio:

T(E) ey e
(5.9.19) fr(v) = o) \s < ) T YR 0<wv < oo.

S
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F-jakauman keskiarvo ja varianssi ovat

s
5.9.20 E(F) = 2
( ) (F)=1—5 s>
25*(r+s—2)

r(s—2)%(s —4)’

(5.9.21) Var(F) = s> 4.

Beta-jakauma

Olkoot X ~ Gamma(«,6) ja Y ~ Gamma(f,6) riippumattomat gamma-
jakaumaa noudattavat satunnaismuuttujat. Silloin satunnaisvektorin (X,Y)
tiheysfunktio on

IR R e Tty
f(x’y)_F(a)F(ﬁ)QaJrﬂx Yy exp( 7 ), 0<z, y<oo.

Tarkastellaan muunnosta

U:

X+Y’

jonka kadnteismuunnos on
X=UV, Y=V-UV.

Muunnoksen Jakobiaani on

(% u

v 1-u =v(l —u) 4+ uv=w.

Satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio on kaavan (5.9.3) mukaan

_
P(a)l'(B)

missd 0 < u < 1ja0 < v < oo. Kun tédstd (U, V) yhteisjakauman tiheys-
funktiosta médritetdan U:n reunajakuman tiheysfunktio, saadaan

[la+5) «
P

Sanomme, ettd U noudattaa betajakaumaa parametrein « ja (. Silloin mer-
kitsemme U ~ Beta(a, 3). Koska (5.9.22) on tiheysfunktio, niin

1
ﬁld
oz—l—ﬁ /u u
0

(u0)* (v — )P~ te ",

fU,V(U, U) =

(5.9.22) fo(u) = T1-w)f, 0<u<l.

Funktiota

(5.9.23) B(a, 8) =
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kutsutaan betafunktioksi.

Betajakauma on yksi niitd harvoja nimettyja jakaumia, joiden koko to-
denniikoisyysmassa on dérellisella valilld, eli vélilla (0, 1). Betajakauman mo-
mentit on helppo laskea tiheysfunktion erityisominaisuuksien avulla. Kun
n > —a, niin

Bla+n,8) T(a+n)T(a+pF)

(5.5.24) EXY) = —pa 3 "TetitnT)

Sijoittamalla n = 1 ja n = 2 kaavaan (5.9.24) saadaan 1. ja 2. momentti ja
niiden avulla varianssi:

o af

(5.9.25) E(X) = P ja Var(X) = TR E)

Esimerkki 5.26 Oletetaan, ettd on suoritettavana n+m tyota. Toiden suo-
rittamiseen tarvittavat ajat noudattavat toisistaan riippumatta eksponetti-
jakaumaa keskiarvolla § > 0 (ts. gammajakaumaa parametrein a = 1 ja 6.)
Oletetaan, ettéd kaksi eri tyontekijad tekee ndméa tyot siten, ettéd tyontekija A
tekee tyot 1, 2, ..., n ja B tekee tyot n+1, n+2, ..., n+m. Jos merkitdan
X:1l4 tyontekijan A kiayttaméa aikaa ja Y:1l4 tyontekijan B kiayttaméia aikaa,
niin toisistaan riippumatta X ~ Gamma(n,#) ja Y ~ Gamma(m, #). Silloin
(n + m):n tyon vaatima kokonaisaika X + Y noudattaa gammajakaumaa
Gamma(n + m, 0). Tyontekijan A kdyttdmé suhteellinen osuus X/(X +Y)
kokonaisajasta noudattaa betajakaumaa Beta(n,m). 0

5.9.3 Hierarkkiset mallit ja yhdistetyt jakaumat

Tarkastellaan aluksi esimerkkiné tietyn laitteen, esimerkiksi kopiokoneen, rik-
koontumista. Oletetaan, ettd rikkoontumisten lukuméaard X vuodessa nou-
dattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A. Kun laite on rikkoontunut,sen kor-
jaamiseen tarvittava aika noudattaa eksponettijakaumaa keskiarvolla 6 > 0.
Olkoon Y; aika, joka tarvitaan 7. rikkoontumisen korjaamiseen. Oletetaan li-
siksi, ettd korjausajat eri kerroilla ovat riippumattomat. Jos vuodessa sattuu
X = x rikkoontumista, niin kokonaiskorjausaika on

Y=Y +Yo+ o +Y

Silloin
E(Y |z) = EY1) + E(Y2) + -+ E(Y;) = 20
ja
Var(Y | z) = Var(V;) + Var(Yz) + - - - + Var(Y,) = 26°.

Edella lasketut keskiarvo ja varianssi ovat siis ehdollisia ehdolla X = .
Ehdollinen keskiarvo ja varianssi

wr)=EBY |z)=20 ja  o*(z) = Var(Y | z) = 26
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ovat z:n funktioita. Koska X ~ Poi(A) on satunnaismuuttuja, niin myos
wWX)=EY |X)=X0 ja o*(X)=Var(Y | X)= X0
ovat satunnaismuuttujia. Silloin

E[u(X)] = B[E(Y | X)] = 0 E(X) = 0,
E[0*(X)] = E[Var(Y | X)] = 0> E(X) = 6°),
Var[u(X)] = Var[E(Y | X)] = 6 Var(X) = 6.

Madaritimme siis edelld kaksinkertaisen odotusarvon E[E(Y | X)|, missi si-
simméainen odotusarvo on otettu Y:n suhteen ja ulompi X:n suhteen.

Esitémme nyt kaksinkertaisia odotusarvoja koskevan lauseen, joka usein
helpottaa huomattavasti odotusarvojen laskemista.

Lause 5.13 Olkoot X ja 'Y mitkd tahansa kaksi satunnaismuuttujaa. Silloin
(5.9.26) E(Y)=FE[E(Y | X)],
jos odotusarvot ovat olemassa.

Todistus. Olkoon f(z,y) satunnaisvektorin (X,Y") tiheysfunktio. Mééritel-
méan mukaan

o2 B0 = [[feayae= | [ e dy] Fx (@) da,

missd f(y | ) on Y:n ehdollisen jakauman tiheysfunktio ehdolla X = x ja
fx(z) on X:n reunajakauman tiheysfunktio. Integrointi tehdaan yli (X,Y):n
arvoavaruuden. Koska sisempi integraali luasekkeessa (5.9.27) on ehdollinen
odotusarvo E(Y | ), niin odotusarvo (5.9.27) voidaan kirjoittaa muodossa

B(Y) = / E(Y | 2)fx(2) de = BIE(Y | X)),

niin kuin lauseessa vaitetaan. OJ

Voimme soveltaa nyt Lausetta 5.13 laitteen rikkoontumisten vaatimaa
korjausaikaa koskevaan esimerkkiin. Kokonaiskorjausaika vuodessa on Y ja
sen keskiarvo on Lauseen 5.13 mukaan

E(Y)=E[E(Y | X)]
=FE0X)=0E(X) =0\
Télldinen sovellus on selvintéd ajatella kaksitasoisena hierarkisena mallina,

missd 1. vaiheessa sattuvat rikkoontumiset Poissonin jakauman mukaan ja
sitten 2. vaiheessa tarvittavat korjausajat jakaantuvat eksponenttijakauman
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mukaan. Huomaa, ettd kokonaiskorjausajan Y keskiarvoparametri on nyt sa-
tunnaismuuttuja X, missd X noudattaa Poissonin jakaumaa. Siksi Y:n ja-
kaumaa on perusteltua kutsua yhdistetyksi jakaumaksi, koska siind yhdis-
tyvat parametrin Poissonin jakauma ja korjausajan eksponenttijakauama.
Odotusarvoa E(Y') laskettaessa on yksinkertaisinta laskea ensin ehdollinen
odotusarvo E(Y | X) ja sitten néiden ehdollisten odotusarvojen odotusarvo.
Silloin laskennassa ei tarvita Y :n reunajakaummaa. Lopputulos on kuitenkin
Lauseen 5.13 mukaan F(Y).
Myos varianssi voidaan laskea ehdollisen jakauman varianssin avulla.

Lause 5.14 Olkoot X ja 'Y mitkd tahansa kaksi satunnaismuuttujaa. Silloin
(5.9.28) Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)],
jos odotusarvot ovat olemassa.
Todistus. Varianssin méédritelméan mukaan
Var(Y) = E[Y — E(V)P = E([Y — E(Y | X)+ E(Y | X) — EQ)P?),

missi viimeinen yhtdsuuruus on saatu lisidmaélla ja vihentamallda E(Y | X).
Korottamalla lauseke nelioon ja ottamalla odotusarvot saadaan

(5.9.29) Var(Y)=E([Y —E(Y | X)]?) + E([(Y | X) — E(Y)])
+2E(Y —E(Y | X)|E[(Y | X) - E(Y))]).

Lausekkeen (5.9.29) viimeinen termi on nolla, miké voidaan osoittaa laske-
malla merkitytyt odotusarvot. Yhtdlon (5.9.29) oikean puolen ensimméinen
termi voidaan kirjoittaa muodossa:

B(IY = B(Y | X)) = B(EY - E(Y | X)I*| X)
= E[Var(Y | X)]

ja toinen termi muodossa
E([E(Y | X) - E(Y)]") = Var[E(Y | X)],

joten identiteetti (5.9.28) pitdd paikkansa. O
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Jatkuvat jakaumat: Yhteenveto

e Satunnaismuuttuja X on (absoluuttisesti) jatkuva, jos X:1l14 on tiheysfunk-
tio f(z) > 0, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. f(x)>0,kun z € S,
2. [ f(z)dx =1,
S

3. P(X € A) = [ f(z)dx on tapahtuman {X € A} todennikdisyys.
A

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on
Fla) = / () dt

ja momenttifunktio

o0

M(t) = E(e'*) = / e f(z) da.

—00

e Tasajakauma X ~ Tas(a,b). Tiheysfunktio on

L kun z € [a,b]; .
)= 7 0
0 muualla
b b—a)?
E(X) = a‘; i Var(x) = 12“> .
Momenttifunktio
etb o eta 0
t .
M(t)=<S tb—a)’ 70
1, t=0.
e Eksponenttijakauma X ~ Exp(6), 0 > 0 ja x > 0,
1 —xz/0 : —xz/0
f(x)zée ja F(z)=1-—e%",
Silloin
EX)=0 ja Var(X) = 6?
Momenttifunktio ) .
M(t) t< -
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e Gammajakauma X ~ Gamma(q, 3), @ > 0 ja > 0. Silloin

1
f(z) = Wxafle"”/ﬁ, 0<z< o0,
F C
B(X°) = % kaikilla ¢ > —a.
Q
Erityisesti
EX)=af ja Var(X) = af”.
Momenttifunktio

1 “ 1

o y*-jakauma, X ~ Khi2(r). y*jakauma saadaan, kun gammajakaumassa
valitaan o = 7 ja 8 = 2, missé r on positiivinen kokonaisluku. Silloin

1
E(X)=r, Var(X)=2r ja M@t)=@1-20"2 t< 5
Jos X; ~ Khi2(r;), i = 1, 2, ovat riippumattomat, niin X;+ X, ~ Khi2(r +
7“2).
e Normaalijakauma X ~ N(u,¢?). Silloin
1

f(z) = Q—e’(x’“)Q/Q"Q, —00 < 7 < 00,
o

E(X)=p,  Var(X)=0> ja  M(t) =),
e Jos Z ~N(0,1), niin Z? ~ Khi2(1).
Jos Z; ~N(0,1), i = 1,2, ovat riippumattomat, niin Z? + Z2 ~ Khi2(2).

e Studentin ¢-jakauma, 1" ~ t(r).
A

VU/r h

jos Z ~ N(0,1) ja U ~ Khi2(r) ovat riippumattomat. Silloin

t(r),

r> 2.

E(T)=0, r>1 ja Var(T):r_Q,

e [-jakauma, F' ~ F(r,s).
X/r

= Y—/S ~ (7" 8),
jos X ~ Khi2(r) ja Y ~ Khi2(s) ovat riippumattomat. Silloin
s 2s%(r +s—2)
E(F) = > 2; Var(F') = > 4.
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e Beta-jakauma, X ~ Beta(a, 3); a >0, 8 > 0.

Tiheysfunktio
_Te+8) o .
o B a8
BX) = at+g Var(X) = (a+B)2(a+3+1)

Muuttujien vaihto

Satunnaismuuttujan Y = h(X) tiheysfunktio, kun X:n tiheysfunktio on
fx(2):
K@) =fxlgW]ldWl,  yeSy,

missé ¢g(y) on h(x):n kddnteisfunktio.

Kaksiulotteiset jakaumat

e Jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y muodostaman satunnaisvektorin
(X,Y) tiheysfunktio toteuttaa ehdot

1. f(z,y) > 0 kaikilla (z,y),

2. 70 Tf(x,y)dxdyzl,

—00 —O0

3. P(X,Y)eAl= [ f(z,y)dzdy.

(z,y)EA

Reunajakaumien tiheysfunktiot

fX(x):/f(xay>dya .I'GS)(; fY(y):/f(xay)dxa yGSY

Ehdolliset tiheysfunktiot

_ f(=zy) _ f(=z,y)
Pl =G0y o MR =TG)
missd fx(x) >0 ja fy(y) > 0.
Kertyméfunktio

F(x,y):/x/yf(s,t)dsdt.

—00 —0o0
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e Normaalijakauma (X,Y) ~ Ny (M,MQ, 01,03, P)-
Tiheysfunktio

missé

Reunajakaumat:

X ~N(un,od)  ja Y ~N(us0d),
Ehdolliset jakaumat:

X:n jakauma ehdolla Y =y on
po
Xy~ N[Ml + 0—;(9 — pi2), oi(1 - P2)},
Y:n jakauma ehdolla X =z on

o2
V@~ N+ 22w = ), 31— )],
1

Muuttujien vaihto
Olkoon
U:hl(X7Y>; V:hQ(Xay)

muunnos, jolla on kidnteismuunnos = = ¢;(u,v), y = go(u,v). Satunnais-
vektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on

fU,v(U,U) = f(gl(ua?)),g2(uav))u’7

missd f(z,y) on satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio
ja
Oxr Ox

S |ou a| _oray _oyon
oy dy| Oudv Ouodv

ou v
Ehdolliset odotusarvot ja varianssit
e Ehdollinen odotusarvo
E(Y) = E[E(Y | X)]
e Ehdollinen varianssi

Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)].
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Harjoituksia

1. Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio

o
IN
8

— Wl Wi

=
8
~
I

N Wi

IN
8
IN A A

o
IA
&

0  muualla.

(a) Laske c.
(b) Madritd X:n kertyméfunktio.
(c) Piirrd X:n tiheysfunktio ja kertyméfunktio.

2. Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x) = 2(1 — z),
kun 0 <z <1 ja f(x) = 0 muualla.

(a) Piirrd X' tiheysfunktio.

(b) Madrita ja piirrd X:n kertyméfunktio.

(c) Laske (i) P(0 < X < 1/2), (ii) P(1/4 < X < 3/4), (iii)) P(X =
3/4) ja (iv) P(X > 3/4).

3. Olkoon f(z) jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. (i) M&éri-
té jokaisesta alla méadritellysta funktiosta f(x) vakio c siten, ettd f(z)
on tiheysfunktio. (ii) M&aritd kertymifunktio F(x) = P(X < z) ja
(iii) hahmottele tiheysfunktion f(z) ja kertyméfunktion F'(x) kuvaajat.

(a) f(z)=23/4, 0<z<c
(b) f(z)=(3/16)z* —c<x<c;

(¢) f(z)=¢/\/r, 0<xz<1. Onko f(x)rajoitettu?
4. Olkoon X:n tiheysfunktio f(z) = ¢/2? 1 <z < oo.

(a) Mé&&ritd c:n arvo siten, ettd f(z) on tiheysfunktio.

(b) Osoita, ettd E(X) ei ole dérellinen.

5. Olkoon X ~ Khi2(12). Méérita vakiot a ja b siten, etté
Pla<X <b) =090 ja  P(X <a)=0.05

6. Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Méérita a ja b siten, ettd P(a < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.



Harjoituksia 207

10.

11.

12.

13.

(¢) X:n keskiarvo ja varianssi.
Olkoon X:n momenttifunktio M (¢) = (1 —2t)7'2, ¢ < 1/2. Laske
(a) E(X),
(b) Var(X) ja
(¢) P(15.66 < X < 42.98).

. Olkoon X ~ N(7,4). Laske todennikéisyys P[15.364 < (X — 7)* <

20.096] (Vihje: Lause 5.6).

. Oletetaan, ettd X ja Y ovat riippumattomat ja X ~ Khi2(8) ja Y ~

Khi2(12).
(a) Laske
P(1.646 < X <20.09), P(Y >6.304), P(X+Y =19.34).
(b) Madrita b, ¢ ja d siten, etté
P(X<b)=09, P >c)=09, PX+Y >d)=0.05.

(Vihje: Lause 5.8)

Olkoot Zy, Z5 ja Z3 riippumattomat ja ne noudattavat N(0, 1)-jakaumaa.
Maaritelladn satunnaismuuttujat

1
I=5(lit D+ Z) Ja U=Zi+Z+7

Maéarita vakiot a, b siten, etta
P(|Z| < a) = 0.95; P(U > b) = 0.025.

(Vihje: Voit olettaa, etti Z noudattaa normaalijakaumaa. Ks. myos
Lause 5.7).

Maaritd Esimerkissd 5.13 X:n ja Y:n jakaumien (reunajakaumien) ti-
heysfunktiot. Totea, ettd X ja Y ovat riippumattomat.

Totea laskemalla, ettd Esimerkissd 5.20 E(X |y) =%, 0<y <1

Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman kertymé-
funktio

kxy(xr+y), kin0<zx<ljal<y<l1;

0 muualla.

F(x,y):{

(a) Laske vakion k arvo ja méadritd X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheys-
funktio.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Luku 5. Jatkuvat jakaumat

(b) Madritd X reunajakauman ja ehdollisen jakauman tiheysfunktio.

(c) Laske todenn#koisyydet

P(X < 0.5, Y <0.5); P(X <0.5); P(X <05]|Y <0.5).

Maéarita a, b, ¢, d siten, ettéa

(a) p(& < F&lg < b) = 08, p(C < F6,6 < d) = (0.98.

(b) P(|te] > a) = 0.05; P(|tag| > b) = 0.95.

(C) p(Fl’lg > b) = 005, P(F1,12 < C) =0.2.
Olkoot Y ja Z sellaiset riippumattomat satunnaismuuttujat, ettd 2 ~

N(0,1) ja Y ~ x3. Mééritéd a, b siten, ettd

P(Z<aVY)=0975;  P(Y +Z><b)=0.975.

Oletetaan, ettd X ~ t(r). Osoita muuttujien vaihtotekniikalla, etté
X? ~ Fy,. (Huomaa, ettd muunnos ei ole monotoninen).

Olkoon X ~ Khi2(12).
(a) Mé&iritd vakiot a ja b siten, ettd

Pla<X<b) =090 ja P(X<a)=0.05.

(b) Olkoon X ~ N(1,4) ja P(a < X < b) = 0.50. Maéritd a ja b siten,
ettd b — a on mahdollisimman pieni.

Olkoot Zy, Z, ja Zs riippumattomat ja Z; ~ N(0,1)-jakaumaa, i =

1,2, 3. Mééritelladn satunnaismuuttujat X; =i7; + 1 ja

_ 1
X = §(X1+X2+X3).

Miérité vakio a siten, ettd P(]X| < a) = 0.95. (Vihje: Voit olettaa, etté
X noudattaa normaalijakaumaa.)

Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Méérita a ja b siten, ettd Pla < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.

(c¢) Laske X:n keskiarvo ja varianssi.

Oletetaan, ettd X ~ Gamma(cq, ). Osoita gammajakauman momentti-
funktion avulla, etti E(X) = af ja Var(X) = af>.
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sillalle saapuu autoja Poissonin prosessin mukaan keskimédrin 15 au-
toa 10:ssd minuutissa. Laske todennékoisyys, etté siltamaksujen kerddjéa
joutuu odottamaan annetusta hetkesté alkaen kahdeksaa autoa (eli kah-
deksatta autoa) ainakin puoli tuntia.

Oletetaan, ettd X noudattaa gammajakaumaa Gamma(3,2). Madrita
satunnaismuuttujan Y = v/ X tiheysfunktio.

Logistista jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
on

—X

e

Osoita, ettd satunnaismuuttuja ¥ = He%x noudattaa tasajakaumaa

Tas(0,1).

Oletetaan, ettd X ~ Tas(—1,3). Méadritd satunnaismuuttujan ¥ = X2
jakauma.

Olkoon momenttifunktio M(t) = (1 —2t)7'2 ¢t <
Var(X) ja P(15 < X < 42).

. Madriti E(X),

1
2

Oletetaan, ettd matkustusaika kotoa toihin noudattaa normaalijakau-
maa, jonka keskiarvo on 40 minuuttia ja hajonta 7 minuuttia. Jos haluat
95 %:n todelldkoisyydelld olla tyopaikalla klo 8:00, niin milloin viimeis-
tddn on ldhdettava kotoa?

Olkoon X:n momenttifunktio M (¢) = (1 —2¢t)7'2, ¢ < 1/2. Laske
(a) E(X),

(b) Var(X) ja

(c) P(15.66 < X < 42.98).
Oletetaan, ettd X ~ Gamma(3,1.5). Laske

(a) P(X >5),
(b) jakauman moodi (tiheysfunktion maksimi) seké

(c) E(Y) ja Var(Y), kun Y = +. (Ks. Lause 5.1.)
Tarkastellaan Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Olkoon W

odotusaika, kunnes a tapahtumaa sattuu. Silloin W:n kertyméfunktio
on

Aw)?®
F —1— )xw(
(w) Z; e
Osoita, ettd tiheysfunktio f(w) on

)\(}\w>a—1 —Aw
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

Luku 5. Jatkuvat jakaumat

Satunnaismuuttujan Z tiheysfunktio on fz(z). Olkoon Y = aZ+b, missi
a ja b ovat annettuja vakioita.

(a) Osoita, ettd Y:n tiheysfunktio on

(b) Esitd Y:n tiheysfunktio, kun a =2, b =1 ja Z ~ N(0,1).

Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio (Esimerkki 5.18)
3 9
flay)=ga (=Pl -l<z<l, -l<y<l

Maéritd X:n ja Y:n jakaumien (reunajakaumien) tiheysfunktiot. Totea,
ettd X ja Y ovat riippumattomat.

Oletetaan, etté riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat
tasajakaumaa Tas(0, 1). Laske todenndkoisyydet

(a) P(IX -Y[<3)ja
(b) P(l5 =1 < 3).

Olkoot X ja Y riippumattomat standardoidut normaalimuuttujat. M&a-
ritellddn muuttujat

v VTTa
Kirjoita U:n ja V:n yhteisjakauman tiheysfunktio. Nayta, ettd U ja V
ovat riippumattomat.

X4V X -y
v=221 v .

Satunnaisvektori (X, V) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa pa-
rametrein iy = s =0, 07 =4, 02 =9 ja p=0.8.

(a) Kirjoita (X,Y)m yhteisjakauman tiheysfunktion lauseke,

(b) E(Y | z) ja

(c) Var(Y | z).

(Ks. Lause 5.11.)

Erdédseen naisten kunto-ohjelmaan osallistuneilta mitattiin kehon rasva-
prosentti X ennen ohjelman alkua ja rasvaprosenttin muutos Y ohjel-
man lopussa. Oletetaan, ettd muuttujien yhteisjakauma on normaalinen
ja ux =24.5, 0x = 4.8, uy = —0.2, oy = 3.0 ja pxy = —0.32. Laske

(a) P(1.3<Y <5.8),
(b) E(Y | X =),
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36.

37.

(¢) Var(Y | X = x),
(d) P(13<Y <58| X =18).

(Ks. Lause 5.11.)

Oletetaan, ettd satunnaisvektori (X, noudattaa standardimuotoista
normaalijakaumaa, missd Cor(X,Y) = 0.6. Laske P(X-Y < 1, X+Y >
2).

Olkoot X ja Y riippumattomat satunnaismuuttujat, joiden tiheysfunk-
tiot ovat

fl@)y=e = fly)y=e¥  0<z<o0, 0<y<oo0.

Esitd satunnaisvektorin (U, V) yhteisjakauman tiheysfunktio, kun U =
X-YjaV=X4+Y.
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