Luku 4

Diskreetit jakaumat

Diskreetti satunnaismuuttuja mééariteltiin alaluvussa 2.5. Olemme jo edelli-
sissé luvuissa késitelleet hypergeometrista jakaumaa (alaluku 2.6.1), binomi-
jakaumaa (alaluvut 2.8 ja 3.6) ja sen erikoistapauksena Bernoullin jakaumaa
seké diskreettid tasajakaumaa (alaluku 2.5.4), jotka kaikki ovat esimerkkejé
diskreeteistd jakaumista.

4.1 Diskreetti satunnaismuuttuja

Maiéaritelma 4.1 Otosavaruudessa 2 mééaritelty satunnaismuuttuja X on
diskreetti, jos sen arvojoukko S C R on numeroituva ja P(X € S) = 1. Jou-
kon S pisteilld on positiivinen todennékoisyys ja ne ovat X:n kertyméfunk-
tion F' hyppypisteitd ja ndiden pisteiden todennékoisyydet ovat F:n hyppyjé.

Madritelladn nyt yksinkertainen hyppyfunktio (x) seuraavasti:

(@) {1, x> 0;

0, z=<0.

Olkoon X:n arvoalue S = {1,2,3,...} ja P(x = i) = p;, ¢ > 1. Silloin X:n
kertyméfunktio F'(X) voidaan kirjoittaa muodossa

(4.1.1) F(z) = Zpia(:l: — ).

Vaikka usein tarkastelemme vain kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia, se
ei ole teoreettiselta kannalta oleellinen rajoitus. Olkoon S* = {x1, x9, 3, ...}
diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko. Silloin joukkojen S ja S* valilla
on bijektiivinen vastaavuus g(z;) = i ja P(X = z;) = P(g(X) = i), joten
voimme aina tarvittaessa siirtya tarkastelemaan vastaavaa kokonaislukuar-
voista satunnaismuuttujaa.
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Esimerkki 4.1 Yksinkertaisin satunnaismuuttuja X on sellainen, jonka ar-
voalue S = {c} on yksi piste, jolloin P(X = ¢) = 1. Silloin X:n kertymé-
funktio on

1, x>c¢

0, z<ec.

F(x):es(x—c):{

Olkoon Y:n todennikéisyysfunktio

P(Y:%):%, P(Y:Q):% ja P(Y:3):%.
Silloin Y:n kertyméfunktio on
Fr(y)=gelv—3) +5e -2+ 32y —3).
O
F(z) Fy(y)
1+ 1+ —
% € —
L
6
' x — f f Yy
1 1 2 3

Kuvio 4.1. Funktioiden F(z) = e(z — 1) ja Fy (y) kuvaajat.

Esimerkki 4.2 Hatussa on N arpalippua, jotka on numeroitu juoksevasti
ykkosesta ldhtien. Valitaan hatusta arpa satunnaisesti palauttaen n kertaa
ja merkitaédn valittujen arpojen numerot muistiin. Olkoon X suurin valittujen
arpojen numeroista. Silloin P(X <) = (r/N)" ja

PX=r)=P(X<r)—P(X<r—1)
) ()

Maaritelman mukaan X:n odotusarvo on

E(X)=N"Y [r"—(r—1)"r
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N
— N |:7,,Tl+1 _ (7‘ _ 1)n+1 _ (7“ _ 1)n:|
r=1
N

_ N [N”“ S - 1)”]

r=1

4.2 Bernoullin kokeet ja binomijakauma

Alaluvussa 2.8 binomijakauma esiteltiin tarkastelemalla otantaa palauttaen
ja alaluvussa 3.6 binomijakauma liitettiin Bernoullin kokeisiin. Bernoullin koe
on satunnaiskoe, jolla on tésmélleen kaksi toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa (onnistuminen ja epdonnistuminen — lyhyesti O ja E). Esimerkiksi
mielipidetiedustelussa henkild kannattaa tai ei kannata ehdokasta, laatukont-
rollissa tuote on virheeton tai viallinen, hoidon tuloksena potilas paranee tai
el parane.

Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jakaumaa, kun
(4.2.1) X - 1 todennéikb’%syydellét D,
0 todennékdisyydelld 1 — p,

missd 0 < p < 1. Nyt siis X on ’onnistumisen’ indikaattorifunktio. Onnistu-
mistodennikdisyys on P(X = 1) = p ja vastaavasti epdonnistumisen toden-
nikoisyys on P(X = 0) = 1 — p, jota merkitdén usein ¢ = 1 — p. Bernoullin
jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi ovat
E(X)=p ja  Var(X)=pq,

silla

E(X)=p-1+q-0=p, EX*)=p 1*+q-0°=p
ja

Var(X) = E(X?) - [E(X)]* =p - p* = p(1 = p) = pg.
Merkitsemme X ~ Ber(p), kun X noudattaa Bernoullin jakaumaa, jonka

odotusarvo on p.
Jos X ~ Ber(p), niin X kertyméfunktio on

F(z) =1 -p)e(x) +pe(z —1).
Yleisesti X:n 7. momentti
EX")=(1-p)-0"+p-1"=p

on téssd tapauksessa hyvin helppo laskea. Bernoullin jakauman Ber(p) mo-
menttifunktio on

M(t) = E(e") = P(X = 0)e'? + P(X = 1)e"*
= (1—p)+pe' =1+p(e" —1),
joka on madritelty kaikilla t € R.
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Esimerkki 4.3 (Sabharwal 1969). Olkoon n:n Bernoullin kokeen jonossa
Xy, Xo, ..., X, onnistumistodennékoisyys P(O) = p ja vastaavasti P(E) =
1 — p (E = epdonnistuminen). Olkoon Y,, tapahtuman OE (osajono) esiin-
tymisten lukuméérd koejonossa. Miké on téllaisten osajonojen lukuméérin
odotusarvo E(Y;,)? Maéritellddn ensin uusi satunnaismuuttuja

1, jos X; =0 ja Xiy1 = E;

0  muulloin,

Zi = h(Xini-l—l) = {

kun¢=1,2,...,n — 1. Silloin

ja
n—1
EY, =) E(Z)
=1

=3 b1 -p) = (n— 1pl1 )

Jos esimerkiksi p = 1 ja n = 101, niin

1
BE(Y,) =" — =2

O

Tehd&an n riippumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa onnistumis-
todennékoisyys on p. Olkoon i. Bernoullin kokeen tulos satunnaismuuttuja
X;, joka saa arvon 1 tai 0. Silloin koesarjan tulos on riippumattomien samaa
Bernoullin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien jono Xy, Xo, ..., X},
missd P(X; =1)=pjaP(X;=0)=¢q,i=1,2,...,n. Kun koe on tehty, tu-
los voisi olla esimerkiksi 111011000 . .. 110. Téllaisen tuloksen todenn&kéisyys
(ennen koetta) olisi

ppp(1 —p)p(L —p)(1 — p)ppp- - pp(1 — p) = p* (1 — p)" ",

missd k on onnistumisten lukumé&éréd ja n — k epadonnistumisten lukuméa-
rd. Olkoon X onnistumisten lukuméérad n:ssé riippumattomassa Bernoullin
kokeessa. Alaluvussa 3.6 totesimme, ettd X noudattaa binomijakaumaa pa-
rametrein n ja p. Silloin merkitdén X ~ Bin(n,p). Binomijakauman toden-
nakoisyysfunktio on

(4.2.2) fz) = (")pm —p)"T, 2=0,1,2,...,n.

X

Esitetddan nyt edelld mainittu binomijakauman luonnehdinta Bernoullin ko-
keiden avulla lauseen muodossa. Jatkossa oletetaan, ettd Bernoullin kokeet
ovat toisistaan riippumattomat, vaikkei oletusta erikseen mainittaisikaan.
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Lause 4.1 Tehdddn n riipumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa on-
nistumistodenndkdisyys on p. Olkoon X onnistumisten lukumddrd. Silloin

X ~ Bin(n, p).

Todistus. Koska X on onnistumisten lukumééri n:ssé riipumatomassa Ber-
noullin kokeessa, niin X = X;+X,+- - -4+ X,,, missid X; ~ Ber(p) = Bin(1, p),
1 =1,2,...,n ovat riippumattomat ja noudattavat samaa Bernoullin jakau-
maa. Merkitdan nyt X = .5, ja

Sn:X1+X2++Xn: n-1+ Xn.

Todistamme véitteen induktiolla.

Kun n = 1, niin oletuksen mukaan X = X; ~ Ber(p) = Bin(1,p), joten
viite pitdd paikkansa tapauksessa n = 1. Teemme nyt induktio-oletuksen
Sn—1 ~ Bin(n — 1, p) ja ndytdmme, etta S, ~ Bin(n, p).

Tapahtuma {S,_1 + X,, = k} voidaan lausua yhdisteené

{Sn,1 -+ Xn == k} - {Sn,1 - k, Xn - 0} U {Sn,1 == k - 1, Xn == 1},

missd {S,—1 =k, X, =0} ja {S,-1 =k — 1, X,, = 1} ovat erillisid tapahtu-
mia. Silloin yhteenlaskusé&nnon nojalla

P(Snoi+Xp=k)=P(Sp_1 =k, Xo =0+ P(S,_1 =k —1, X, = 1).

Satunnaismuuttujat S,_1 ja X, ovat oletuksen mukaan riippumattomat, jo-
ten

P(S, 1+ X, = k)
= P(Sy_1 = k) P(X = 0) + P(S,y =k — 1) P(X,, = 1)

= (n . 1)?’“(1 —p)" M1 -p) + (Z - Dp'”(l —p)"*p
= (n N 1)?’“(1 —p)" "+ (Z - Dp'“(l —p)" "

= Kn L 1) + (Z:D} prL=p) = (Z)pk(l -p)" "

missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, etté (";1) + (Zj) = (}) [Pascalin

kolmio]. Néin on lause todistettu. O

Esimerkki 4.4 Erédan kasvin siementen itdmistodennikoisyydeksi on ilmoi-
tettu 0.8. Siemenen itdminen on tédssd "onnistuminen” ja itdmistodennakoi-
syys on onnistumistodennakoisyys. Jos kylvetddan 10 siementéd ja siementen
itdmistapahtumat ovat toisistaan riippumattomat, niin kylvoa voidaan pitaa
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kymmenené riippumattomana Bernoullin kokeena, joissa onnistumistoden-
nékoisyys on 0.8. Silloin itévien siementen lukuméérd X ~ Bin(10,0.8), eli

10
T

f@):( )0.8x-0.210—w, r=0,1,...,10.

Miké on todennékoisyys, ettd vihemman kuin 9 jyvaa itdd? Todennédkoisyys

10
PX<9)=P(X<8=1-> P(X=k)
k=9
=1-10-0.8°-0.2 — 0.8 = 0.6242.

O

Laskemme usein muotoa P(X < z) olevia todennékdisyyksid, kuten edel-
lisessd, esimerkissd. Todenndkoisyydet P(X < x) médrittelevit jakauman
kertyméfunktion

F(r) = P(X <ux).

Kertyméfunktio madriteltiin alaluvussa 2.5.2. Binomijakauman kertymafunk-

tion arvot pisteissd z = 0,1,...,n ovat
. /n
F — k 1— n—k:'
(z) ; (k)p (1-p)

Lause 4.2 Jos X ~ Bin(n,p), niin

1. X :n todenndkéisyysfunktio f(z) on

f(z) = (Z)pm —p)"T, 2 =0,1,2,....n

kaikilla n € N ja kaikilla p € [0, 1];

2. X:n kertymdfunktio F(y) on

n

F =3 (M) - et o)

=0
kaikilla y € R, missd €(y) on hyppyfunktio;
3. X odotusarvo, varianssi ja momenttifunktio ovat

p,  Var(X) =np(1l - p),

p=~EX)=n
= (1 —p+peh)", —00 < t < 0.
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Todistus. 1. Binomijakauman todennékoéisyysfunktio johdettiin Lauseen 4.1
todistuksessa.

2. Odotusarvo ja varianssi. Koska X = X; 4+ X5+ -+ X, on riippumat-
tomien Bernoullin muuttujien X; ~ Ber(p) summa, niin

E(X)=E(X)) + E(Xy) +---+ E(X,)
=p+p+-+p=np

ja
Var(X) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,)
=p(l-p)+p(l—=p)+ - +p(l—=p)=np(l-p).

3. Momenttifunktio on

M(t) = E(e")
= E( t(X1+X2+---+Xn)> — E(etX1+tX2+,,,+tXn)

_ E( tX1 tXQ . tXn)

= E(e"™) E(e2) - - - E(e),

missé viimeinen yhtésuuruus seuraa lauseista 3.6 ja 3.10. Koska X; ja X; (i #
j) ovat riippumattomat, niin e’Xi ja e'*s ovat riippumattomat (Lause 3.6) ja
riippumattomien satunnaismuuttujien X1, e!*2 .. e tulon odotusarvo
on yksittéisten tulon tekijéiden odotusarvojen tulo (Lause 3.10). Koska

Mx,(t) = E(e™) =1 —p+ pe', 1=1,2,...,n,

niin
M@t)=(1—-p+pe")*  kaikilla t € R.

Momenttifunktio itse asiassa méérittelee yksikésitteisesti todennakoisyys-
funktion (Lause 3.12). Naytdmme kuitenkin vield eksplisiittisesti, ettd bino-
mitodennakoisyydet méaritteleviat todennékoisyysfunktion. Koska Binomi-
lauseen 2.6 perusteella

p+(1—p)|"= Zn: (Z)p”(l —p)"r=1

=0

TLJ?

kaikilla p € [0, 1], niin todennékéisyydet f(z;n,p) = (7)p"( mai-
rittelevit todennékoisyysfunktion kaikilla p € [0,1] jan > 1 Huomaa myos,
etta
M(0) = (1L —p+pe)" = [p+(1-p)"
O

Seuraus 4.1 Jos X; ~ Bin(ny,p) ja Xo ~ Bin(ng, p) ovat riippumattomat,
niin Xy + Xo ~ Bin(ny + ng, p).
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Todistus. Koska Lauseen 4.2 mukaan X momenttifunktio on (1 — p +
peh)™ ja Xo:n momenttifunktio on (1 — p + pe’)"2, niin satunnaismuuttujan
X1 + X5 momenttifunktio on Lauseen 3.13 mukaan (1 — p + pe’)™*"2. Mut-
ta Lauseen 4.2 perusteella (1 — p + pe")™ ™2 on binomijakuman Bin(n; +
ng, p) momenttifunktio. Téstd seuraa momenttifunktion yksikésitteisyyden
(Lause 3.12) nojalla, ettd X7 + Xy ~ Bin(ny + ne, p). O

Seurauslauseen 4.1 todistuksessa on kéytetty esimerkin vuoksi yleistd mo-
menttifunktiotekniikkaa. Téssé tapauksessa tulos saadaan kuitenkin helposti
turvautumatta noin voimakkaisiin menetelmiin. Koska X esittdd onnistumis-
ten lukumaérda nq:sséd Bernoullin kokeessa ja X, onnistumisten lukumaéaaras
no:ssa kokeessa, missé p on jokaisen kokeen onnistumistodennékoisyys, niin
riippumattomien satunnaismuuttujien X; ja X, summa X; + X, esittdd on-
nistumisen lukuméaéraé (ny; + ng):ssa kokeessa. Tamén perusteella saadaan
tulos X7 + Xy ~ Bin(n; 4+ ng, p). Analyyttisesti tulos voidaan tarkistaa las-
kemalla lauseke

P(X1+ Xy =k) =) P(Xy =i, Xy =k —1)

=0

:ip(xl — i) P(Xy =k — 1)

— (1 i ni—if T2 k—i no—k-+i
— 1 _ 1 1 _ 2
> (i)p( p) (k_z.)p (1-p) ,

=0

n2

kfi) = 0 kaikilla £ — ¢ > ny. Téstd seuraa

2 /n n
P(Xy + Xy = k) = p*(1 —p)n1+n2_k2 ( ;) (k _2 z)
i=0

Soveltamalla hypergeometrista identiteettid (ks. Lause 2.8)

(") =% (0)(2)

saadaan kaivattu tulos.

missé (

4.3 QOdotusaikojen jakaumat

Monissa sovelluksissa on kiinnostuksen kohteena odotusaika siihen hetkeen,
ettd jokin tietty tapahtuma sattuu. Tésséd alaluvussa késitelldadn Bernoullin
kokeisiin ja yksinkertaiseen satunnaisotantaan liittyvid odotusaikatehtévia.
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4.3.1 Odotusajat Bernoullin kokeissa

Tarkastellaan riippumattomien samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien sa-
tunnaismuuttujien jonoa Xi, Xs, ..., X,, missi X; ~ Ber(p). Maaritellddn
satunnaismuuttujat S,, ja W, seuraavasti:

Sp=X1+Xo+ -+ X,,

W, = r:4én onnistumiseen tarvittavien yritysten méaara.

Jos ajattelemme, ettd yhteen Bernoullin kokeeseen kuluu yhden yksikoén pi-
tuinen aika, niin S,, vie n aikayksikko6d. Nyt siis W, on r:n onnistumisen
saavuttamiseen tarvittava aika eli odotusaika ja sen mahdolliset arvot ovat
r,r+ 1, r+2, ... Tiedimme, ettd S, ~ Bin(n,p), mutta mikd on W,:n
jakauma?

Esimerkki 4.5 Heitetddn harhatonta lanttia, kunnes saadaan kruunu (R).
Olkoon W) tarvittavien heittojen lukuméérd. Tapahtuma {W; = x} sattuu
vain silloin, kun (z — 1):114 ensimmaéiselld heitolla on saatu pelkkid klaavoja
(L) ja x. heitolla saadaan kruunu:

LLL...L R.
| —

x — 1 kertaa
Tésté seuraa, ettd

1

P(lex)ZQ_x’

r=12,....

Satunnaismuuttujan W; odotusarvo on mééritelmian mukaan

>z
(4.3.1) E(W)) = Z; >
Tieddmme, etta
= 1
(432) Zp$:1+p+p2+p3+-”=?p, kun ‘p|<1.

=0
Kun derivoimme sarjan (4.3.2) termeittéin, saamme

(e 9]

(433) 04+ 142p+3p°+-- =) (z+1)p" =

=0

kun [p| < 1.

1
(1—p)*

Koska sarjan (4.3.2) suppenemisside on 1, suppenee derivointioperaation tu-
loksena saatu sarja (4.3.3) arvoilla [p| < 1. Sijoittamalla p = § sarjaan (4.3.3)

saadaan .
E (x+1) Ly =4
2 )

=0
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joka voidaan esittdd muodossa

S0 S S e

missi summa Y oo, (3)° = 2 saadaan kaavasta (4.3.2). Nyt siis odotusar-
vo (4.3.1) on 2.
Jos kruunun todennékéisyys on p, niin silloin

PWy=z)=(1=-p)(1—p)---Q1—pp=>0—-p~'p

(. J/
-~

x — 1 kertaa

ja

NE

EW) =3 w1~ p)fp=p e 4 11— pf

RS S
Poi=a=pr ~p

missé sarjan summa saadaan (4.3.3):n avulla. Satunnaismuuttuja W; on siis
kruunun tai yleisemmin ’onnistumisen’ odotusaika. Jakaumaa

r=1

(4.3.4) PW,=x)=(1-p)*p, r=1,2,...

kutsutaan geometriseksi jakaumaksi. Todennékoisyydet (4.3.4) todellakin maa-
rittelevat jakauman, koska

ZP(Wl:x):Z(l—p)x_lp:p-Z(l—p)x:p-%:1.

O

Tapahtuma {WV, = x} sattuu, kun (z — 1):ssd ensimmaéisessi kokeessa on
saatu r — 1 onnistumista ja x. kokeessa saadaan onnistuminen:

OOEOE...EO
~———

x — 1 koetta, {x koe,

r—1 onnistumista, r. onnistuminen

kokeiden jérjestys

mielivaltainen
Nyt siis {W, =z} = {S,-1 =r—1, X, = 1}. Koska X;:t (i = 1,2,...,2)
ovat riippumattomat, niin myos S,_; ja X, ovat riippumattomat. Silloin

(4.35) P(W,=2)=P(S;1 =7 —1) P(X, = 1)
= (f - Dp“(l —p)*p= (i - fo"(l )"
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koska S,_1 ~ Bin(z — 1, p). Todennékaisyydet (4.3.5) méirittelevét ns. ne-
gatiivisen binomijakauman. Soveltamalla identiteettia [ks. (2.4.5)]

(0)-(2))

P(W, =2) = = P(S, =71).

T

saadaan

Toinen usein kayttokelpoinen identiteetti on

P(W, >uz)=P(S, <r).

4.3.2 Geometrinen jakauma ja
negatiivinen binomijakauma

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa
parametrein r ja p, jos

-1
(4.3.6) P(X=12)= (x 1)pr(1 —p), x=rr+1r+2,....
r —

Merkitsemme silloin
X ~ NBin(r, p).

Edellisessé pykéldssd huomasimme, ettd odotusaika W, ~ NBin(r, p). Kun
r = 1, sanomme negatiivista binomijakaumaa geometriseks:i jakaumaksi. Geo-
metrisen jakauman todennédkoéisyysfunktio on siis

(4.3.7) f(z) =p(1 —p)*t, r=1,2,3....

Kun siis X ~ NBin(1,p), niin X:n noudattaa geometrista jakaumaa para-
metrilla p. Merkitsemme silloin X ~ Geo(p).

Lause 4.3 Oletetaan, ettd X ~ NBin(r, p).

1. Funktio (4.3.6) on negatiivisen binomijakauman todenndkdoisyysfunktio
kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla v ja kaikilla 0 < p < 1 ja
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Todistus. Johdamme ensin negatiivisen binomijakauman momenttifunktion
suoraan mééritelmén nojalla. Koska M(t) = E(e™), niin momenttifunktio

on
tX\ - tx T 1 r T—r
P =3 e (77 )r )
= TOO t(y+r) r+y—1y . Y
Py e ( L JP-p)
y=0
o ralr ty T+y 1) Y
=pe” Y ( (1-p)
y=0 4
T tr ty y -r y
=pe e?(—1 ( ) 1—»p
ZO (—=1) ) (1-p)
y=
= [(—r
:pretrz ( ) [_(1 _p)et}y
y=0 Y
t T
— T atr 1—(1— t]1—T — pe )
Binomisarja ZzO:o (_yr) [—(1 —p)et]y suppenee (Lause 2.7), kun (1 —p)e’ < 1,

joka on yhtépitava epayhtélon ¢ < —log(1 — p) kanssa.

Koska M(0) = 1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r (r € N) ja kaikilla
0 < p < 1, niin (4.3.6) on todennikoisyysfunktio kaikilla » € N ja kaikilla
0 < p < 1. Odotusarvo ja varianssi saadaan laskemalla ensin M (¢):m 1. ja 2.
derivaatta ja niiden avulla

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M'(0)]>.

Seuraus 4.2 Jos X ~ Geo(p), niin X ~ NBin(1,p) ja

1. funktio (4.3.7) on geometrisen jakauman todenndkdisyysfunktio kaikilla
0<p<l1yja

1 1—p
E(X)=-, Var(X) =
(X) =~ (X) ==

M(t) = E(e") = %, t < —log(l—p).

Olkoon Y epdonnistumisten lukuméérd Bernoullin toistokokeessa, ennen
kuin saadaan r. onnistuminen. Koska r. onnistumiseen tarvittavien yritysten
méérd W, ~ NBin(r, p), niin

J

Y=W,—r ja EY)=EW,)—r=——r=
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Y'n varianssi on tietysti sama kuin W, varianssi. Nyt siis P(Y = y) =
P(W, =r+y) kaikillay =0,1,2,....
Nimitys "negatiivinen binomijakauma” on periisin esitystavasta

r —r r —r r - -r
L=y = = - = Y ()
o\ Y
y
mistd saadaan todennékoisyydet P(W, = y + ), y = 0,1,2,.... Merkintd
(;T) on maaritelminsia mukaan

()-S =en( )

missd r > 0 ja y > 0 ovat kokonaislukuja.

Esimerkki 4.6 Geometrisella jakaumalla ja negatiivisella binomijakaumalla
on tarked merkitys esimerkiksi jonoteoriassa. Oletetaan, ettd joukko asiakkai-
ta jonottaa padsya palvelutiskille. Olkoon todenndkdisyys p, ettd jokaisella
pienelld aikavililla tulee 1 uusi asiakas (0 uutta asiakasta todennékéoisyydelld
1 —p = q). Silloin seuraavan asiakkaan odotusaika W ~ Geo(p). Todenné-
koisyys P(W > k), ettéd seuraavan k:n aikayksikon aikana ei tule asiakasta,
on

PW>k=> ¢ 'p=dp+w+dp+ )
j=k+1

=q¢"=1-P(W <k).

O
Geometrisen jakauman kertyméfunktio on siis
k
F(k)=PW <k)=> (1-p)'p
i=1
=1-P(W>k)=1-¢",
missd ¢ = 1 —pja k = 1,2,.... Geometrisen jakauman kertyméfunktion

arvot saadaan geometrisesta sarjasta, josta jakauman nimi tulee.

Usein oletetaan, ettd myos asiakkaan palvelemiseen kdytetty aika (palve-
luaika) noudattaa geometrista jakaumaa. Palveluajan jakaumalla on tietysti
yleensé eri parametrin p arvo kuin palvelun odotusajan jakaumalla. Geo-
metrisella jakaumalla on "unohtamisominaisuus”, joka havaitaan laskemalla
seuraava ehdollinen todennékoisyys:

PW >k+s) ¢
(4.3.8) PW>k+s|W>k)= PW k)~ & =q°.
Nyt siis todennéakdisyys, ettd asiakkaan palveleminen kestédd vield s aikayk-
sikkod, ei riipu siitéd, kuinka kauan héntd on jo palveltu. Onneksi kuitenkin
kédytannossa palveluaika ei aina tdysin noudata geometrista jakaumaa.
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Esimerkki 4.7 Banachin tulitikkuongelma. Piippua polttelevalla mate-
maatikolla oli tapana pitdd yksi tulitikkulaatikko oikeassa ja yksi vasemmas-
sa taskussa. Joka kerta tikkua tarvitessaan hin valitsi taskun téysin satun-
naisesti, joten kummankin taskun valintatodennékoisyys on % Tarkastellaan
tapahtumaa, ettd matemaatikko huomaa laatikon olevan tyhjéa. Oletetaan,
ettd kummassakin laatikossa oli alunperin N tikkua. Mik& on todenn&koi-
syys, etté toisessa laatikossa on tdsmélleen k tikkua (kK =0,1,..., N) silloin,
kun matemaatikko havaitsee toisen laatikon olevan tyhja?

Olkoon A tapahtuma, ettd matemaatikko huomaa oikeanpuoleisen laati-
kon olevan tyhjé ja samalla vasemman taskun laatikossa on £ tikkua. Tapah-
tuma voi sattua tdsmaélleen silloin, kun oikeanpuoleisen taskun laatikosta va-
litaan tikku (N+1). kerran ja yhteensa valintoja on tehty N+1+ N —k kappa-
letta. Teemme siis valintoja palauttamatta. Molemmissa laatikoissa on N tik-
kua, joten tapahtuma A on ekvivalentti tapahtuman {Wy,; = N+1+N —k}
kanssa. Saamme kaavalla (4.3.6) todennéakoisyydeksi

ON — I\ /1 \2N k1
P(WN+1:N+1+N—I€):< N )(5) :

Koska my6s todennékoisyys, ettd vasemmanpuoleinen laatikko huomataan
tyhjiksi ja oikeanpuoleisessa on k tikkua, on P(Wyy; = N+1+4+ N — k), niin
vastaus kysymykseen on

IN —k\ /1N "
T ST

4.3.3 Odotusajat perikkiisotannassa

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita. Valitaan populaatios-
ta perikkaisotos. Kéytetddn nyt apuna uurnamallia. Olkoon uurnassa a val-
koista palloa ja b mustaa palloa eli yhteensd a + b = N palloa. Poimitaan
satunnaisvalinnalla palloja uurnasta yksitellen. Méaaritelladn satunnaismuut-
tujat

S,, = valkoisten pallojen (onnistumisten) lukumééra
n:ssé, ensimméaisessd nostossa;

W, = r:n valkoisen pallon saamiseksi tarvittavien nostojen mé&ara.

Jos ajatellaan, ettd nostoon menee yksi aikayksikko, niin W, on r:n valkoisen
pallon saamiseksi tarvittava odotusaika.

Jos otanta tehdaan palauttaen, niin perdkkiiset nostot ovat riippumatto-
mia Bernoullin kokeita, joissa onnistumistodennikoisyys on p = a/N. Tés-
sd tapauksessa voidaan suoraan soveltaa edellé esitettyja Bernoullin kokeita
koskevia tuloksia.
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Kun otanta tehdadan palauttamatta, perdkkéiset nostot eivat ole riippu-
mattomia, koska valkoisten pallojen suhteellinen osuus uurnassa riippuu sii-
td, mité sieltd on jo valittu. Alaluvussa 2.6.1 osoitimme, ettéd S, noudattaa
hypergeometrista jakaumaa, kun otanta tehdddn palauttamatta (ks. myos
alaluku 3.7.1). Silloin

() G
(4.3.9) P(S,=1x) = %,
kun x = 0,1,...,n. Mikd on todennédkdisyys, ettd saamme x. nostossa r.

valkoisen pallon?
Tapahtuma {WW, = z} sattuu tédsmélleen silloin, kun x — 1 ensimmaéisessé
nostossa on saatu r — 1 valkoista ja x. nostossa saadaan valkoinen:

KABWOWﬂ

X XeRoRy }

Valittu  — 1 palloa, x. valinta, Uurnassa jaljella
joista valkoisia r — 1; r. valkoinen N — z + 1 palloa, joista
valintajérjestys mielivaltainen valkoisia a — r + 1.

Voimme siis kirjoittaa {W, = z} = {S,_1 =r — 1, X, = 1}, missd S, ~

HGeo(x — 1, N,a/z) [ks. Esimerkki 3.11 ja (3.3.6)] ja X, = 1, kun valitaan

valkoinen pallo x. nostossa. Téstd seuraa, ettd

(4.3.10) PW,=xz)=P(S,.1=r—1,X,=1)
=P(S,1=r—1)PX,=1|S,=r—-1)

(O amr
(N) N—-z+1’

rz—1

kinx =r,r+1,...,N.
Todennékoisyys (4.3.10) voidaan kirjoittaa lausekkeena

(4.3.11) POW, —a) = (* ! (o)
- ' =1 ()
joka on negatiivisen hypergeometrisen jakauman todennakoisyysfunktio. Kos-

ka (‘”71) = f(f), niin

r—1 T

() (=

)ZZPS =r

missid S, ~ HGeo(z, N,a/N). Vastaavanlainen tulos saatiin otannassa pa-
lauttaen. Samoin on jilleen helppo nédhda, etta

P(WT:x)zg-

P(W,>z)=P(S, <r).
Merkitdén W, ~ NHGeo(r, N, p), missid p = a/N.
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4.3.4 Hypergeometrinen jakauma ja
negatiivinen hypergeometrinen jakauma

Olemme esitelleet hypergeometrisen jakauman tarkastelemalla otantaa pa-
lauttamatta (alaluku 2.6.1). Jakauman avulla voidaan siis ratkaista otan-
taan liittyvid todennékoisyystehtavida. Hypergeometrisen jakauman moment-
tifunktiolla M (%) ei ole olemassa siistid lauseketta, vaikka se tietysti voidaan
lausua méaaritelménsd mukaan &érellisend summana, koska satunnaismuut-
tujan arvojoukko on dérellinen. Hypergeometrisen jakauman odotusarvon ja
varianssin laskeminen ei myoskéadn ole aivan helppo tehtava.

Olemme merkinneet populaation alkioiden lukuméérad N = a + b, joista
a kappaletta on tyyppid A ja b kappaletta tyyppia B. Esimerkiksi tuotepo-
pulaatiossa on a viallista. Tyyppid A olevien alkioden suhteellinen osuus on
p = a/N. Tyyppid A olevan alkion valinta on “onnistuminen” ja tyypin B
valinta "epdonnistuminen”. Valitaan populaatiosta n:n alkion otos palautta-
matta. Olkoon X onnistuneiden valintojen lukumééré otoksessa. On selvai,
ettd 0 < X < n. Koska populaatiossa on pN kappaletta tyyppid A olevia
alkioita ja (1 —p)N kappaletta tyyppid B, niin X < pN jan—X < (1—p)N.
Siksi X:n arvoalue S on ehdon

max{0,n — (1 —p)N} <z < min{n,pN}

toteuttavien kokonaislukujen x joukko.
Kun X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n, N, p), niin X:m
todennakoisyysfunktio on

ws1)  gw=px=n= D)

()
Huomattakoon, ettd todenndkoisyys (4.3.12) on mééritelty myos arvoilla = ¢
S, mutta silloin f(z) = 0.

Lause 4.4 Oletetaan, ettc X ~ HGeo(n, N, p). Silloin

N —n
N -1

E(X)=np ja Var(X) = np(1 —p).

Todistus. Hypergeometrisen jakauman odotusarvo laskettiin esimerkissa 3.11
ja alaluvussa 3.7.1. Varianssi voidaan laskea vastaavalla tavalla. 0

Lause 4.5 Oletetaan, ettd Y ~ NHGeo(r, N, p). Silloin

N+1 rN(N +1)(1 —p)(Np+1—r)

EV)=r-§57  Jo Vall)= (Np+ 1)2(Np + 2)
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Mainitsimme jo alaluvussa 2.8.1, ettd binomijakaumaa voidaan kéayttaa
hypergeometrisen jakauman likiarvona, kun N on suuri. Erityisesti, kun N
on daretén tai hyvin suuri (verrattuna otoskokoon), on yhdentekevid, kiy-
tetddnko otantaa palauttaen vai palauttamatta. Oletetaan nyt, etta

Xy ~ HGeo(n, N, p) ja X ~ Bin(n,p).

Kun parametrit n ja p ovat annettuja vakioita ja N kasvaa rajatta, voimme
osoittaa, ettd Xy:n jakauma ldhestyy X:n jakaumaa. Silloin siis

XNi>X, kun N — oo.

Koska X ~ Bin(n, p), niin
Xy -5 Bin(n, p),

eli Xy:n jakauma ldhestyy binomijakaumaa, jonka parametrit ovat n ja p.
Sanomme my0s, ettd Xy:n jakauma suppenee kohti X:n jakaumaa N:n kas-
vaessa. Kutsumme X:n jakaumaa Xy:n asymptoottiseksi jakaumaksz.
Lauseen 3.5 mukaan satunnaismuuttujilla on sama jakauma, jos niilld on
sama kertyméfunktio. Voimme nyt tarkastella satunnaismuuttujien jonoa

{Xy; N=1,2,...} = X1, Xy, ...
ja vastaavaa kertyméfunktioiden jonoa

{Fy; N=1,2,...} =F,F,, ...,
missd Fyy(z) on Xy:m kertyméfunktio.

Maéaritelméa 4.2 Jono { Xn; N = 1,2,...} suppenee jakaumaltaan kohti
satunnaismuuttujaa X, jos

lim Fy(z)= F(x)

N—oo
kaikissa pisteisséd = € R, joissa X:n kertyméfunktio F'(z) on jatkuva.
Diskreettien satunnaismuuttujien tapauksessa voidaan helposti todistaa

tulos, joka osoitaa, ettd suppenemista jakaumamielessd voidaan tarkastella
yhté hyvin myos todennédkoisyysfunktioiden avulla.

Lause 4.6 Olkoon { Xn; N =1,2,...} sellainen epdinegatiivisten kokonais-
lukuarvoisten satunnaismuuttujien jono, ettd Xy :n todenndkoisyysfunktio on
fn(k), N=1,2,.... Olkoon X epdnegatiivinen kokonaislukuarvoinen satun-
naismuuttuja, jonka todenndkéisyysfunktio on f(k). Silloin

Xy =5 X & lim fu(k) = f(k)

kaikilla epdnegatiivisilla kokonaisluvuilla k.
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Todistus. Jatetddn harjoitustehtavéksi. 0

Lause 4.7 Jos Xy ~ HGeo(n, N, p), niin
Xy 4, Bin(n,p), kun N — oc.

Todistus. Kiytetaén lausetta 4.6 ja osoitetaan, ettd P(Xy = k) = fy(k) —
f (k) kaikilla epanegatiivisilla kokonaisluvuilla &, kun N — oo. Yksityiskoh-
dat jatetddn lukijan pohdittavaksi. 0

4.3.5 Tasajakauma

Diskreetti tasajakauma esiteltiin ensimméisen kerran alaluvussa 2.5.4. Sa-
tunnaismuuttuja X, jonka arvoavaruus on S = {1,2,..., N}, noudattaa dis-
kreettid tasajakaumaa, jos

Na
Silloin merkitdan X ~ Tasd(1,2,...,N), missi N > 1 on annettu positiivi-

nen kokonaisluku. Jos X ~ Tasd(1,2,..., N), niin

E(X)= % ja Var(X) = (v + %N mt))

4.4 Poissonin jakauma

Satunnaismuuttuja X, jonka todennékoisyysfunktio on

(4.4.1) fay = X o

z!

noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A > 0, joka on Poissonin jakau-
man odotusarvo. Silloin merkitain

X ~ Poi(M).

Poissonin jakaumalla on runsaasti sovelluksia eri aloilla. Sitd voidaan kéayttasa
my6s binomijakauman Bin(n, p) likiarvona, kun n on suuri ja p pieni. Silloin

siis patee
(n)pm gy TR
x x!

Lause 4.8 Olkoon X ~ Poi(\). Silloin

1. funktio (4.4.1) on Poissonin jakauman todenndkoisyysfunktio kaikilla
A >0 ja
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p=FE(X)=M\, Var(X) = A,
M(t) = E(e'*) = exp(Xe’ — \).

Todistus. Sovelletaan eksponenttifunktion sarjakehitelméa

oo

(4.4.2) exp(N) = e = Z a

x!l’
=0

1. Ensinndkin f(x) > 0 kaikilla z = 0, 1,2, ..., ja eksponenttifunktion sarja-
kehitelmén (4.4.2) perusteella

S e AN A A
f(x)zz T =e Za:e et = 1.
=0 =0 =0

2. Johdetaan ensin momenttifunktion M (t) lauseke:

M(t) = E@™) =) e e™

=0
=e - exp(le’) = exp(le’ — \).
Odotusarvo ja varianssi saadaan sitten laskemalla M (¢):n 1. ja 2. derivaatta
ja soveltamalla identiteetteja

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M'(0)]>. .

Riippumattomien Poissonin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
summa noudattaa myos Poissonin jakaumaa.

Lause 4.9 Olkoot X1, Xs, ..., X, ritppumattomat ja X; ~ Poi()\;), i =
1,2,...,n. OlkoonY = X1 + Xo + -+ -+ X,,. Silloin
Y ~ Poi()),

missa A = Y A;.

=1

Todistus. Seurauslauseen 3.1 mukaan

— HGXP()\iet — i) = exp[(e’ — 1)),

missd A = ) \;. Lauseesta 3.12 seuraa sitten véite Y ~ Poi(\). O
i=1
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Jos riippumattomat X;, X, ..., X,, noudattavat samaa Poissonin jakau-
maa Poi(A), niin Lauseen 4.9 mukaan niiden summa Y = X; + Xo +-- -+ X,
noudattaa Poissonin jakaumaa Poi(n)). Poissonin jakauma on hyvé binomi-
jakauman Bin(n, p) likiarvo silloin, kun n on suuri ja p pieni.

Kun X ~ Bin(n,p), niin binomitodenn#koisyys on

(4.4.3) f(z;n,p) = (Z)p”(l —p)" Y x=0,1,...,n.

Annetaan nyt p:n riippua n:std ja merkitddn lausekkeessa (4.4.3) p = py.
Valitaan erityisesti

Tarkastellaan nyt binomijakaumien jonoa
Bin(17p1)7 Bil’l(2,p2), Bin(37p3)7 s

ja vastaavaa satunnaismuuttujien Xy, X, X3, ... jonoa, missi X,, ~ Bin(n, p,),
n > 1. Nyt siis

(4.4.4) P(X, =z) = (Z) (%)x (1 - %)H 0<z<n

Merkitédén todennakoisyytté (4.4.4) lyhyesti b, (n)
Kiinnitetd4n nyt = ja annetaan n:n kasvaa rajatta. Osoittautuu, etté b, (n)
suppenee kaikilla x. Valitaan ensin x = 0. Silloin saamme

(4.4.5) lim bo(n) = lim (1 — 5)n —e

n—oo n—~oo n

Se on erés keskeinen eksponenttifunktioon liittyvé kaava, joka pitdisi analyy-
sin kurssien perusteella muistaa. Tulos (4.4.5) saadaan esimerkiksi Taylorin
sarjan

o0 pn
log(1—p)=—>_ -

3
—

A
n

A\ A AN A3
4.4. 1 1——) =nl 1-=)=n(l---"— - —...
(4.4.6) og( n) " og( n) n( n  2n?  3n3 )

avulla, kun sijoitetaan p =

2 3
:_/\_)‘__)‘__...

2n  3n?
R Y S
N n\ 2 3n ’

Kun n — oo, niin %()‘;%—%%—) — 0 ja siksi log(l— )‘)n—>—)\.

n
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Lasketaan seuraavaksi b, (n):n raja-arvo, kun = > 0. Tarkastellaan perik-
kéisten binomitodennédkoisyyksien suhdetta

-t () (-2) 2 () (-3

missa =%
n

—1ljal-— % — 1, kun n — oo. Tésté seuraa, etti

. berl (n) )\
447 1 -
(4.4.7) oo by(n) |z 41

Kun ldhdetdén tuloksesta (4.4.5) ja kdytetddn hyviksi raja-arvoa (4.4.7),
saadaan

A
lim by (n) = 7 Jim bo(n) = Ae™,

)\2
i () =5 Jim () = e
A A?
lim b,(n) = = lim b, y(n) = ———e .
Jm be(n) = 2 Hm bea(n) = 752
Olemme siis néytténeet, etta
. ATy
(4.4.8) lim b,(n) = —e
n—00 xZ.

missé raja-arvo on P(X = z), kun X ~ Poi(\). Tulos (4.4.8) tunnetaan
Poissonin raja-arvolakina.

Satunnaismuuttujat noudattavat samaa jakaumaa, kun niilli on sama
kertyméfunktio (Lause 3.5). Jos diskreetit satunnaismuuttujat noudattavat
samaa jakaumaa, niin niilld on sama todennikoisyysfunktio. Jos satunnais-
muuttujan X, jakauma ldhenee X:n jakaumaa n:n kasvaessa rajatta, niin
X,,:n todennékoisyysfunktio lahenee X :n todennékoisyysfunktiota, mikali ja-
kaumat ovat diskreettejd (Lause 4.6). Vaikka edelld olemmekin johtaneet
Poissonin raja-arvolain (4.4.8), esitetdén tulos vield Poissonin lauseena.

Lause 4.10 (Poissonin lause) Olkoon X,, ~ Bin(n,p). Silloin
X, -5 Poi()),
kun n — oo siten, ettd np = .

Todistus. Koska np = A, voimme merkitd p = \/n. Todistus perustuu
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Lauseeseen 4.6. Jos X,, ~ Bin(n, p), niin

(4.4.9)

F (z)(zf )

ja

) A\
lim (1 — —) =1.
n—oo n

Néistéd tuloksista yhdessi raja-arvon (4.4.5) kanssa seuraa

e AN
x!

lim fy, (x) =

Satunnaismuuttujan X, jakauma ldhestyy siis Poissonin jakaumaa Poi()),
kun n — oo. 0J

Poissonin jakaumaa sanotaan usein harvinaisten tapahtumien laiksi. T#-
mé luonnehdinta perustuu edellisessé lauseessa esitettyyn ominaisuuteen. Jos
tehdéédn suuri madra riippumattomia Bernoullin kokeita, joissa onnistumisto-
dennékdisyys on hyvin pieni, niin silloin Lauseen 4.10 mukaan onnistumisten
lukuméara noudattaa likimain Poissonin jakaumaa. Esimerkiksi suuri maaré
ihmisié on paivittiin alttiina liitkenneonnettomuuksille. Yksittédisen henkilon
todennékdisyys (onnistumistodennékoisyys!) joutua onnettomuuteen on pie-
ni, mutta onnettomuuksille alttiina olevien henkil6iden lukumé&éra n on suuri.
Silloin onnettomuuksien lukumééra noudattaa likimain Poissonin jakaumaa.

Lause 4.11 Olkoot X ja 'Y sellaiset riippumattomat satunnaismuuttujat, et-
ti X ~ Poi(\1) jaY ~ Poi(\g). Silloin X:n ehdollinen jakauma ehdolla
X +Y on binomijakauma.

Todistus. Olkoot m ja n sellaiset epanegatiiviset kokonaisluvut, ettd m < n.
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Silloin

P(X=m,X+Y =n)

PX=m|X+Y =n)=

P(X+Y =n)

_ P(X=m,Y =n—m)
P(X+Y =n)
:P(:z::m)P(Y:n—m)

P(X+Y =n)

e AT /mle A7/ (n — m)Y]
e—(>‘1+)‘2)(/\1 + /\2)”/n'

_ () AT

- (m) (A1 4+ A2)"

()G ()
m) \ i+ Ay A1+ Ao

on binomitodennékoisyys kaikilla m = 0,1, ..., n. Ndin on lause todistettu.

O

Lauseella 4.11 on tédrked merkitys esimekiksi frekvenssiaineistojen analyy-
sissa.

Esimerkki 4.8 Tiedetdin, ettd auto-onnettomuuksien lukuméira aikayksi-
kosséd (esimerkiksi kuukaudessa) noudattaa Poissonin jakaumaa. Tarkastel-
laan eréillad tieosuudella lokakuussa sattuvien onnettomuuksien lukumaééraa.
Aikaisempien tilastojen perusteella voidaan olettaa, ettd auto-onnettomuuk-
sien lukuméara Z kyseiselld tieosuudella (kuukaudessa) noudattaa Poissonin
jakaumaa Poi()). Onnettomuudet luokitellaan mahdollisten henkilévahinko-
jen mukaan vakaviin ja lieviin (jokainen onnettomuus kuuluu toiseen néisté
luokista). Vakavien onnettomuuksien lukuméadra X ~ Poi(\;) ja lievien lu-
kumaédrd Y ~ Poi(Ag). Lisdksi X ja Y ovat toisistaan riippumattomat. Koska
Z=X+Y niin E(Z)=E(X)+ E(Y) eli A = A\ + \o.

Tutkijat valitsivat poliisin tiedostoista satunnaisesti valitun kuukauden
(vuonna 2003) onnettomuudet. He havaitsivat onnettomuuksien lukumaarak-
si 120 (n = 120), mutta he eivit olleet vield luokitelleet onnettomuuksia. Mi-
ta jakaumaa noudattaa vakavien onnettomuuksien lukumééra? Lauseen 4.11
perusteella

120 )\1 m )\1 120—m
P(X =m|Z=120) = 1—
( m’ ) (m)()\1+)\2) ( )\1"‘)\2) ’

m =20,1,...,120. Vakavien onnettomuuksien lukumééra noudattaa siis bino-
mijakaumaa Bin(120, ﬁ) Aikaisempien onnettomuustilastojen perusteel-

la voimme arvioida parametrit A\, ja A9, joiden avulla saamme estimaatin pa-
rametrille /\l’ﬁrl)\g. Kun tutkijat olivat luokitelleet nuo 120 onnettomuutta, ai-
neistossa havaittiin 15 vakavaa onnettomuutta. Koska F(X | Z = 120) = Ay,

niin havainnon 15 pitéisi osua "melko ldhelle” arvoa ;. O
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4.5 Poissonin prosessi

4.5.1 Laskuriprosessi

Stokastinen prosessi { N(t), t > 0} on laskuriprosessi, jos N(t) on ajankoh-
taan ¢ mennessi sattuneiden "tapahtumien” lukumééra.

Esimerkki 4.9 Seuraavassa luetellaan esimerkkejé laskuririprosesseista.

1. Jos N(t) on annetulla tieosuudella hetkeen ¢ mennessé sattuneiden on-
nettomuuksien lukumééra, niin { N(¢), ¢ > 0} on tapahtumaan "on-
nettomuus” liittyva laskuriprosessi.

2. Olkoon N(t) palvelutiskille tulleiden asiakkaiden lukumé&éréd hetkeen ¢
mennessi. Tapahtuma on "asiakkaan tulo palvelutiskille” ja { N(t), ¢ >
0 } on tapahtumaan liittyvé laskuriprosessi.

3. N(t) on vuoden alusta hetkeen ¢ mennessé syntyneiden lasten luku-
méara kaupungissa A.

4. N(t) on jalkapallojoukkueen A tekemien maalien lukuméird kauden
alusta ajankohtaan t mennessa.
O

Laskuriprosessin tulee toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
1. N(t) > 0.

2. N(t) € N, eli N(t) on kokonaislukuarvoinen.

3. Jos s < t, niin N(s) < N(t).

4. Kun s < ¢, niin N(t) — N(s) on valilla (s, t] sattuneiden tapahtumien
lukumaéré.

Laskuriprosessi on riippumattomien lisdysten prosessi, jos erillisilla aikava-
leilld sattuvien tapahtumien lukumé&ériat ovat riippumattomat. Esimerkiksi
satunnaismuuttujat N(2) ja N(10) — N(2) ovat riippumattomat, jos N(t)
on riippumattomien lisdysten laskuriprosessi. Laskuriprosessin lisdykset ovat
stationaariset, jos milla tahansa valilla sattuvien tapahtumien lukumé&aran
jakauma riippuu vain vélin pituudesta. Jos N(t) on stationaarinen laskuri-
prosessi, niin satunnaismuuttujilla N () — N(t1) ja N(t2+s) — N(t; +s) on
sama jakauma kaikilla véleilla (1, to] ja (t1 + s, t2 + ], missd ty > ¢ ja s > 0.
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4.5.2 Poissonin prosessin méiéritely

Poissonin prosessi on yksi téarkeimpia laskuriprosesseja. Se mééritellaan seu-
raavasti:

Maéaritelméa 4.3 Laskuriprosessi { N(t), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.
2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukumééré jokaisella h:n pituisella vélilla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on Ah:

P[N(h+t)—N(t):x]:e’\h(/\xL')x, r=0,1,...

kaikilla 7, ¢ > 0.

Laskuriprosessin osoittaminen Poissonin prosessiksi Maaritelmén 4.3 avul-
la saattaa olla hankalaa. Ei ole mitdan yksinkertaista keinoa tarkistaa esimer-
kiksi ehdon 3 péatevyytti. Siksi esitetdén vield toinen méadritelmé, jonka avul-
la voi olla helpompaa tunnistaa prosessi. Voidaan osoitaa, ettd méaaritelmét
4.3 ja 4.4 ovat yhtéapitavit.

Maaritelméa 4.4 Laskuriprosessi { N(t), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.

2. Prosessin lisdykset ovat stationaariset ja riippumattomat.
3. P(N(t+h)—N(t)=1) = A+ o(h).

4. P(N(t+h)— N(t) > 2) = o(h).

Madritelméssé 4.4 kiytetaan merkintda o(h). Sanomme, ettd funktio f(-) =

o(h), jos

. f(h)

lim ——= = 0.

. h
Esimerkki 4.10 Tieliikenneonnettomuudet. Havainnoidaan esimerkiksi
jollain tieosuudella sattuvien auto-onnettomuuksien lukuméédrdad. Onnetto-
muuksien maird noudattaa tavallisesti varsin hyvin Poissonin prosessia. [

Tarkastellaan nyt hieman l&hemmin Poissonin prosessin oletuksia. Olete-
taan, ettd onnettomuuksien lukumééra eradlld tieosuudella noudattaa aika-
vélilla (0,7) Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Aikavili voi olla
esimerkiksi ruuhka-aika tiettyné perjantai-iltapéivana klo 15-19 ja tieosuus
jokin ulosmenotie. Oheisessa kuviossa on havaitut onnettomuudet merkitty
aika-akselille.
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Tarkasteluvili (0,7 on jaettu viiteen yhté pitkddn osavéliin, joiden pituu-
det ovat T'/5. Nyt esimerkiksi 1. osavililld sattuneiden onnettomuuksien lu-
kuméérd on N(t;) — N(0) = N(t1), joka on siis hetkeen ¢ mennessi sat-
tuneiden onnettomuuksien lukuméérd. Kuvioon 4.2 on piirretty prosessin
{N(t), t € (0,T] } realisaatio, missi havaintoina ovat kyseiset onnettomuu-
det.

N _
5+ —
| -
: o— N (tl)
tll tlg t=3 t=4 t=5 =T

Kuvio 4.2. Poissonin prosessin { N(¢), t € (0,7} erééin realisaation
kuvaaja.

Madritelmén 4.4 oletuksen 2 mukaan lisiykset N(t;) — N(0), N(t2) —
N(t1), N(t3) — N(t3), N(ts) — N(t3) ja N(t5) — N(t4) ovat riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa. Maaritelméan 4.4 oletukset 3 ja 4 tarkoittavat,
ettd tapahtumat (onnettomuudet) sattuvat yksittdin ja samalla intensiteetil-
14 koko tarkastelujakson ajan. Koska tapahtumat ovat erillisid pisteitd, niin
aina voidaan valita niin hienojakoinen vilin ositus, ettd kullakin osavililla
on korkeintaan 1 tapahtuma. Jos tarkastelemassamme esimerkkitapauksessa
valitaan osavélin pituudeksi 7'/20, sattuu téssé osituksessa kullekin osavélille
korkeintaan 1 tapahtuma. Riippuen tietysti kulloisestakin havaintojaksosta,
kuinka hienojakoinen ositus tarvitaan.

O tQOZT

20

Todennikoisyys, ettd T'/n:n pituiselle osavélille sattuu havainto, on M&éri-
telmén 4.4 oletuksen 3 mukaan

(D) m- ] 2 Ee)
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Vastaavasti todennékoisyys, ettd osavililld sattuu enemmén kuin yksi ha-
vainto, on hévidvén pieni, silla Méaaritelméan 4.4 oletuksen 4 mukaan

P[N(tJr %) _N() > 2} _ 0(%)

Voimme siis olettaa, ettd kullakin osavélilla sattuu vain 0 tai 1 tapahtumaa,
kun n on riittdvéin suuri.
Maéaritelladan nyt satunnaismuuttujat

XZ-:N<£) —N(M), i=1,2,....n.
n n

Muuttujia X; voidaan késitelld toisistaan riippumattomina Bernoullin jakau-
maa noudattavina satunnaismuuttujina:

XZ-NBer(/\—T), 1=1,2,...,n.

n

Koko valilla (0,7 havaittujen tapahtumien lukumééra on
Sn:X1+X2++Xn7

joka noudattaa binomijakaumaa Bin(n, ’\%) Koska E(S,) = n - %T = AT
kaikilla n € N, niin F(S,,) = AT, kun n — oo. Voimme siis soveltaa Poisso-
nin lausetta (Lause 4.10), jonka mukaan S,, noudattaa Poissonin jakaumaa
Poi(AT"), kun n kasvaa rajatta. Niin esimerkiksi todenndkoisyys, etta vélilla
(0, T] sattuu = onnettomuutta, on

P(N(T) = z) = e_iﬂ

Todennékoisyys riippuu vain vélin pituudesta 7' ja intensiteetistd A > 0.

4.5.3 Satunnaistapahtumat tila-avaruudessa

Poissonin prosessilla mallinnetaan myos ilmioita, jotka tapahtuvat satunnai-
sesti tila-avaruudessa. Silloin Maaritelméan 4.4 ehdot voidaan luonnehtia seu-
raavasti:

1. Ruppumattomuus. Erillisilla alueilla sattuvien tapahtumien lukumé&éarit
ovat riippumattomat.

2. Yksittaisyys. Todennakoisyys, etta alueella sattuu enemmén kuin yksi
tahtuma, on havidvéan pieni.

3. Homogeenisuus. Tapahtumat sattuvat samalla intensiteetilla koko tar-
kasteltavalla alueella.
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Tarkastellaan esimerkiksi Poissonin prosessia tasossa. Silloin todennékoisyys,
ettéd pinta-alaltaan A:n kokoisella alueella sattuu x tapahtumaa, on

—AA T

e M(\A)
fale) ===
missd A on tapahtumien lukumé&aran odotusarvo yhté pinta-alayksikkoa koh-
ti. Jos Poissonin prosessia noudattavat tapahtumat sattuvat kolmiulotteises-
sa avaruudessa, niin silloin V:n kokoiseen tilaan osuu x tapahtumaa toden-

nékoisyydelld

, r=0,1,...,

ef)\V AV
fole)= AV g
x!
missd A on tapahtumien lukuméérén odotusarvo yhta tilavuus-yksikkoa koh-

ti.

Esimerkki 4.11 Leipomo valmistaa suuren erdn pullataikinaa, josta teh-
daén rusinapullia. Leipuri haluaa, ettd ainakin 95 % pullista sisiltda vihin-
tddn 2 rusinaa. Kuinka monta rusinaa pullaa kohti pitéisi sekoittaa taikinaan?

Olkoon pullan tilavuus V' = 1. Kun rusinat sekoitetaan hyvin taikinaan,
on kaikilla pullilla sama todennékdisyys siséltdéd rusinoita (homogeenisuus).
Koska taikina on suuri, ovat eri pulliin sattuvien rusinoiden lukumééarat toi-
sistaan riippumattomat. Todennékoisyys, ettéd pieneen pullaan sattuu enem-
mén kuin yksi rusina, on hyvin pieni.

Téssa tilanteessa on kyse Poissonin prosessista 3-ulotteisessa tila-avaruu-
dessa. Pullassa on x rusinaa todennéakdoisyydella

ef)\/\x

flz) = U xr=0,1,2,...

ja ainakin 2 rusinaa todennékoéisyydella
P(X>2)=1-P(X <2)
=1-PX=0)-P(X=1)
=1l—e?—e M\
Leipuri vaatii, ettd
1—e ™ —e X >0.95

Epéyhtalo toteutuu, kun A > 4.74, joten rusinoita on sekoitettava taikinaan
5 rusinaa pullaa kohti. O

4.6 Kaksiulotteiset jakaumat

Tilastollisissa sovelluksissa tarkastellaan tavallisesti useita muuttujia saman-
aikaisesti. Esimerkiksi haastattelututkimuksessa valitaan opiskelijoista satun-
naisotosotos. Jokaiselta otokseen osuneelta kysytdan useita kysymyksia ja li-
siksi saadaan haastateltavien taustatiedot kuten ik, sukupuoli, asuinpaik-
ka jne. Otosavaruudessa on siis médritelty useita muuttujia (kysymykset ja
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taustamuuttujat). Téllainen asetelma mahdollistaa muuttujien vélisten riip-
puvuuksien tarkastelun. Seuraavassa esitelldidn usean muuttujan jakaumiin
liittyvéaa kéasitteistod. Ensin kasitellddn kahden muuttujan tapaus yksityis-
kohtaisesti. Sen jdlkeen on suoraviivaista yleistdd tarkastelu usean muuttu-
jan tapaukseen.

Maéaritelmi 4.5 Olkoot X ja Y samassa otosavaruudessa méaritellyt dis-
kreetit satunnaismuuttujat ja olkoon kaksiulotteisen diskreetin satunnais-
muuttujan (X,Y) arvoavaruus S. Tapahtuman "{X = z} ja {Y = y} sat-
tuvat” todennékoisyyttd merkitdin P(X = x,Y = y) = f(z,y). Funktio
f(z,y) on (X,Y):n todennédkdisyysfunktio (tnf), jolla on seuraavat ominai-
suudet:

L 0< f(z,y) <1,

2. % fley)=1 ja

(z,y)€S

3. P(X,)Y)e Al= > f(z,y), missa ACS.
(z,y)eA

Funktiota f(z,y) sanotaan my6s X:n ja Y:n yhteisjakauman todennikoi-
syysfunktioksi. Moniulotteista satunnaismuuttujaa kutsutaan satunnaisvek-

toriksi (SV).
Esimerkki 4.12 Olkoon (X, Y') satunnaisvektori, jonka arvoavaruus on

S = {(07 1)7 (072)7 (1>0)7 (1’ 1)7 (2’0)}

ja todennékoisyysfunktio

fr,y) =clz+2y), (v,y) €S

Todennékoisyysfunktion ominaisuuksista seuraa, etta

d clw+2y)=c+4+1+43+2)=12c=1,
(z,y)ES

joten ¢ = % Silloin esimerkiksi
3
ja

P(X >Y) = f(1,0) + £(2,0) + f(1,1) = 1—62
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4.6.1 Reunajakauma ja ehdollinen jakauma

Jos (X,Y) on kaksiulotteinen satunnaisvektori, niin X ja Y ovat satunnais-
muuttujia. Satunnaismuuttujan X reunajakauman todenndkéisyysfunktio, jo-
ta merkitddn fx(z), on on X:n todennidkéisyysfunktio, kun Y:ta ei oteta
huomioon. Satunnaismuuttujan X ehdollisen jakauman todenndkdoisyysfunk-
tio, jota merkitédén fi(z | y), on on X:n todennékoisyysfunktio, kun ¥ arvo
Y = y on kiinnitetty.

Madritelmé 4.6 Olkoon diskreetin satunnaisvektorin (X,Y) todennikoi-
syysfunktio f(z,y) ja arvoavaruus S. Silloin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
diskreettejé ja niiden reunajakaumien todennékoisyysfunktiot ovat

fx@)=Y_ flxy), z€Sx; frly)= Y flx.y), yeSy,
yESy rESx
missd Sx on X:n ja Sy Y:n arvoavaruus. Satunnaismuuttujat X ja Y owvat

ritppumattomat jos ja vain jos

(46.1) PX=2z,Y=y)=PX=2)PY =y)

kaikilla z € Sx ja y € Sy. Jos X ja Y eivét ole riippumattomia, niin ne
ovat riippuvia. Todennékéisyysfunktion avulla ehto (4.6.1) voidaan lausua
muodossa:

f(x,y) = fx(x)fy(y) kaikilla x € Sx ja y € Sy.

Merkitdian A = {X = z} ja B = {Y = y}, missd (z,y) € S. Silloin
ANB={X =uz,Y =y}. Koska
P(ANX) =P(X =2,V =y) = f(z,y)
ja
P(B)=P(Y =y) = fy(y) >0 (koska y € Sy),
pa| By PANK) Sy
- P(B) Ay

Siksi voimme méaéritelld ehdollisen todennikdisyysfunktion seuraavasti:

Maaritelméa 4.7 Jos diskreetin satunnaisvektorin (X,Y) todenndkoisyys-
funktio on f(z,y) ja arvoavaruus S, niin X :n ehdollinen todenndkéisyysfunk-
tio ehdolla Y = y on

flz,y)
hilz |y) = , T,y) €S
ja Y :n ehdollinen todenndkoisyysfunktio ehdolla X = x on
[,y
pylo =129 Gy es

fx(x)’
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Esimerkki 4.13 Esimerkissi 4.12 késitellyn satunnaisvektorin (X,Y) to-
dennékoisyysfunktio on

x4 2y
12 7

flz,y) = kun (z,y) € S,

missa S = {(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0)}. Huomaa, etti f(x,y) = 0, kun
(z,y) ¢ S. X:n ja Y:n reunajakaumien todennédkoisyysfunktiot ovat

2

fx@) =Y _flxy) da )= flay)

y:O =0

X:n ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla Y = y on

Z,
f(x\y):j;f(y(yy)), r=0,1,2.
Saadaan siis kolme X:n ehdollista todenndkéisyysfunktiota:
fl(x|0):§, r=0,1,2;
Aaly="52 z=01
filz|2) =1, x=0.

Vastaavalla tavalla saadaan kolme Y:n ehdollista todennédkoisyysfunktiota
ehdolla X = x. Satunnaismuuttujat X ja Y eivét ole riippumattomat, koska

esimerkiksi
1 5 5

1
1 = — 1 = - — = —
X:m ja Y:n riippuvuutta (vs. riippumattomomuutta) on luontevaa tar-
kastella ehdollisen jakauman avulla. Y:n ehdollinen todennékoisyysfunktio

ehdolla X =1 on

fy) 142y /1 142y
1) = = —=—= =0,1.
f2 (y ’ ) fX(l) 12 3 4 ) Yy 9
Koska
fly 1) # fry),
voimme jalleen pédtelld, ettd X ja Y eivét ole riippumattomat. O

Ehdollisen jakauman odotusarvoa kutsutaan jakauman ehdolliseksi odo-
tusarvoksi. X:n ehdollinen odotusarvo ehdolla Y = y on

(4.6.2) EX|Y=y)=) zf(x|y)

TESx



130 Luku 4. Diskreetit jakaumat

ja Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = z on
(4.6.3) EY|X=2)=) yfly|a)
yeSy

Niitd odotusarvoja merkitdan myos
EX |y)=pxy Ja B |z)=pyp

Vastaavasti méaéaritellaan X :n ehdollinen varianssi ehdolla Y =y ja Y:n
ehdollinen varianssi ehdolla X = z. Y:n ehdollinen varianssi ehdolla X = z
on

(4.6.4) Var(Y | z) = E[(Y — pyo)* | 7]
= > (- o) fy ] ),
yESy

jota merkitdén myos Var(Y | z) = 032,‘90. Samalla periaatteella voidaan ehdol-
lisen jakauman avulla magritelld mika tahansa jakauman ehdollinen tunnus-
luku, kuten esimerkiksi ehdolliset momentit tai ehdollinen mediaani.

Kun E(Y | x) lasketaan eri x:n arvoilla, riippuu tulos yleensi x:n arvosta.
Jos halutaan korostaa E(Y | z):mn riippuvuutta x:std, merkitddn esimerkiksi
E(Y | z) = g(z). Silloin ehdollinen odotusarvo méérittelee funktion g(x).

Esimerkki 4.14 Esimerkissd 4.13 mééritettiin ehdolliset todennikdisyys-
funktiot fi(z | 0), fi(z | 1) ja fi(x | 1), kun (X,Y)m yhteisjakauman to-
dennékoisyysfunktio on

T+ 2y
fla,y) = . (zyes.
12
Lasketaan nyt ehdolliset odotusarvot E(X |y), y =0,1,2:
1 2 5
E(X|0)=0+1-242.-2=2
(X[0)=0+1 542222

2 3 3
EX|1)=0-2+1--+2-0==
(X |1) Lo =
E(X|2)=0-1+1-0+2-0=0.

Ehdolliset varianssit Var(X |y), y = 0, 1,2, ovat vastaavasti:

Var(X | 0) = (1 _ 2)2

var(xu):(o_g)2.§ (1_2)2.

Var(X |2)=(0—-0)>-1+(1-0)>-0+(2-0

S—
[N}
o
Il
o
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4.6.2 Satunnaismuuttujien funktion jakauma

Usein tarvitaan satunnaismuuttujien X ja Y jonkin funktion h(X,Y’) jakau-
maa. Funktio h(X,Y") voi olla esimerkiksi muotoa X +Y, XY, X?+Y? jne.
Jos h on jokin reaaliarvoinen funktio h(z, y), voimme méaaritelld uuden satun-
naismuuttujan Z = h(X,Y’). Olkoon satunnaisvektorin (X,Y") arvoalue S.
Merkitadn

A, ={(z,y) € S| h(z,y) =z}

Silloin todennékéisyys P(Z = z) voidaan laskea seuraavasti:

P(Z=2= 3 fy).

(z,y)€A,

Lasketaan siis yhteen todennékoisyydet f(x,y) kaikkissa pisteissa (x,y), jot-
ka toteuttavat ehdon h(x,y) = z. Tall4 tavalla voidaan johtaa Z:mn todenné-
koisyysfunktio.

Esimerkki 4.15 Oletetaan, ettd satunnaisvektorin (X,Y") (Esimerkki 4.12)
todennékoisyysfunktio on

T+ 2
fy) ==~ (wy)es,

missa S = {(0,1), (0,2),(1,0),(1,1),(2,0)}. Méadritellééin kokonaislukuarvoi-
nen satunnaismuuttuja

Z =hX,Y)=XY.

Silloin Z:n arvojen joukko on S, = {0, 1}, ja vastaavasti

Av={(z,y) oy =1} ={(1, 1)},
Ay = { (Ivy) | TY = O} = {(07 1)7 (072)7 (170)7 (2’0)}'

Nyt siis

joten Z ~ Ber(1). O

4.6.3 Ehdollinen odotusarvo

Ehdollinen odotusarvo esiteltiin jo alaluvussa 3.3.2 (identiteetti 3.3.7). Ala-
luvussa 4.6.1 ehdollinen odotusarvo luonnehdittiin ehdollisen jakauman odo-
tusarvona (ks. (4.6.2) ja (4.6.4)). Méé&ritelmén mukaan

BX|Y =y = Vst ) = o0,

T
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Huomaa, ettd E(X | Y = y) on y:mn funktio, eli E(X | Y = y) = h(y).
Merkitédén E(X | Y) = h(Y'), missd siis £(X | Y) on satunnaismuuttuja, joka
saa arvoja E(X | Y =), y € Sy. Voimme nyt laskea satunnaismuuttujan
E(X | Y) odotusarvon, joka on E(X). Monissa sovelluksissa odotusarvon
laskeminen on luontevinta ehdollistamisen kautta.

Lause 4.12 Olkoot X ja Y mitkd tahansa kakst satunnaismuuttujaa, joilla
on odotusarvo. Silloin E[E(X |Y)] = E(X).

Todistus. Odotusarvon maaritelman mukaan

EEX|Y) = Y EX|Y =y)f(y)
_ J@y)
a ;; fr(y) friv)
= foX(x) :E(X)v

T

missd Y f(z,y) = fx(x) on X:n reunajakauma. O
Ehdollinen varianssi
Var(X |Y =y) = E[X-EX|Y =y)*|Y =y
= B(X*|Y =y) - [EX |Y =y)*

médriteltiin alaluvussa 4.6.1 (ks. identiteetti (4.6.4)). Ehdollinen varianssi
Var(X | Y) on satunnaismuuttuja, joka saa arvoja Var(X | Y = y). Koska

Var(X |Y) = E(X?|Y) - [E(X | V)%,

EVar(X |Y)] = E[E(X*|Y)] - B[E(X | V)]
(4.6.5) = E(X*) - E[E(X |Y)].
Lauseen 4.12 mukaan E[E(X | Y)] = E(X) ja E[E(X? | Y)] = E(X?), joten
(4.6.6) Var[E(X | Y)] = E[E(X | Y)]? — [E(X)].

Laskemalla yhtdlot (4.6.5) ja (4.6.6) puolittain yhteen, saadaan seuraavassa
lauseessa esitettavé tulos.

Lause 4.13 Mille tahansa satunnaismuutugille X ja 'Y pitdd paikkansa iden-
titeetts

Var(X)=EVar(X | Y)]+ Var[E(X | Y)],

jos odotusarvot ovat olemassa.
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4.6.4 Symmetrinen jakauma

Symmetriaan perustuvaa argumentointia voidaan usein hyodyntda todennéa-
koisyyksien laskemisessa.

Symmetria pisteen suhteen. Jos P(X =b+x) = P(X = b—x) kaikilla
x, niin X :n jakauma on symmetrinen pisteen b suhteen. Satunnaismuuttuja X
on symmetrinen b:n suhteen jos ja vain jos X — b on symmetrinen origon
suhteen. Silloin

PX<b—z)=PX >b+ux).

0.20 1 0.20 +
0.15 + 0.15 1
0.10 + 0.10
0.05 + ‘ [ 0.05 + ‘ l
pooat! I . > x o ! l l Y
4 8 12 16 4 8 12 16
(a) (b)

Kuvio 4.3. Binomijakauman kuvaajat, kun (a) X ~ Bin(16,0.75)
(b) X ~ Bin(16,0.50).

Esimerkiksi binomijakauma Bin(16,0.50) on symmetrinen pisteen 8 suh-
teen, mutta binomijakauma Bin(16,0.75) ei ole symmetrinen (Kuvio 4.3).
Binomijakaumassa Bin(16,0.50) on

P(X=8+z)=P(X=8-x)

kaikilla z. Silloin jokaista a € R kohti

P(X<8—a)=P(X >8+a).

Esimerkki 4.16 Hatussa on 3 korttia, jotka on numeroitu yhdesté kolmeen.
Valitaan hatusta perédkkéin satunnaisesti palauttamatta 2 korttia. Olkoon X
ensiksi valitun kortin numero ja Y toisen kortin numero. Selvéstikin

P(X =i) = fx(i) = % i=1,2,3.

On helppo havaita, ettd toisen valinnan tulos Y riippuu 1. valinnan tulokses-
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ta:
1
PY=1|X=1)=0, P(Y:i|X:1):§, 1 =2,3;
1
PY=2|X=2)=0, P(Y:i|X:2):§, 1=1,3;
1
PY=3|X=3)=0, P(Y:i]X:S):§, 1=1,2

Koska P(X =4,V = j) = P(X =4 P(Y =j | X =), niin X:n ja Y:n
yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on
{é, kun i # j;

(4.6.7) .. . .
0, kini=5;1<:<3,1<5<3.

fGi,3) = fx(@) 25 14) =
Satunnaisvektorin (X,Y) arvojoukko S = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),

fi,J)

D=
AN
AN
AN

Kuvio 4.4. Satunnaisvektorin (X,Y") yhteisjakauman todennikoi-
syysfunktio f(i,7), kun X on 1. valinta ja Y on 2. valinta palaut-
tamatta joukosta {1,2,3}.

(3,2)}, silld P(X =i,V = j) > 0 kaikilla (i,j) € S ja P(X =4,V = j) =0,
jos (i,7) ¢ S. O

Jakauma (4.6.7) on esimerkki symmetrisestd 2-ulotteisesta jakaumasta.
Diskreetin satunnaisvektorin (X,Y") jakauma on symmetrinen, jos sen to-
dennékoisyysfunktio f(z,y) on symetrinen funktio. Se tarkoittaa sitd, etté

f(z,y) = fy, z)

missa S on (X, Y):n arvoalue.

kaikilla (z,y) € S,

4.6.5 Kaksiulotteinen Bernoullin jakauma

Bernoullin jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja X ~ Ber(p) on eris yk-
sinkertaisimpia ajateltavissa olevia satunnaismuuttujia. Sen todennakoisyys-
funktio on

fX(x) :px(l _p)lia YIS {07 1}7
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kun 0 < p < 1. Bernoullin jakauma on binomijakauman erikoistapaus siten,
ettd X ~ Bin(1,p).

Kaksiulotteista Bernoullin jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja (X, Y)
voi saada arvot (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Sen todennikdoisyysfunktio on

(4.6.8) f(x,y) = Pay, re{0,1} ja ye{0,1},

missé, poo + po1 + pio + p11 = 1. Todennékoisyysfunktio voidaan esittda myos
muodossa

1—2)(1— 1—x x(1— x
Fa,y) = ply 0l pt Y pty,

kun z € {0,1} ja y € {0,1}; muualla f(z,y) = 0. Todennédkdsisyydet P(X =
z,Y = y) = psy on esitetty Taulukossa 4.1

Taulukko 4.1. Kaksiulotteisen Bernoullin jakauman todennikoisyys-
funktio.

flr,y) y=0 y=1 [fx(x)

=0 poo poi  1—p1
=1 P1o D11 P1

fy(y) I —p2 P2 1

"Reunatodennikoisyydet” madritellian poo+po1 = p1 ja poo+pio = p2. On
helppo havaita, ettd X ~ Ber(p;) ja Y ~ Ber(py). Ndiden reunajakaumien
todennékoisyysfunktiot ovat siis

fx(@)=pil—p)"",  ze€{0,1}
ja
Fry)=pmA-p)'7"  ye{01}.
Nyt esimerkiksi Y :n ehdollinen todennékoéisyysfunktio ehdolla X = 1 on

(4.6.9) oy 1) = % y€{0,1}

kun p; > 0. Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma ehdolla X = 1 on
siis Ber(p11/p1). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat tédsméilleen
silloin, kun P(X =z, Y =y) = P(X = 2) P(Y = y) kaikilla z € {0, 1} ja
y € {0,1}.

Koska pog + po1 + p1o + p11 = 1, niin kaksiulotteinen Bernoullin jakauma
voidaan luonnehtia kolmella parametrilla. Jakauman kolme "luonnollista” pa-
rametria ovat

p=E(X)=P(X =1),
p2=E{Y)=PY =1),
pu=EXY)=P(X=1Y =1).

Kun (X,Y) noudattaa kaksiulotteista Bernoullin jakaumaa parametrein p,
P2 ja p11, niin merkitddn (X, YY) ~ Ber(py, p2, p11)-
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4.7 Satunnaismuuttujien funktion
odotusarvo

Olkoot X ja Y diskreetit satunnaismuuttujat, joiden yhteinen todenn&koi-
syysfunktio f(x,y) on on méiritelty arvoavaruudessa S. Olkoon h(X,Y") sa-
tunnaismuuttujien X ja Y reaaliarvoinen funktio. Silloin

ERX.Y)] = Y hxzy)f(x,y)

(z,y)€S

on satunnaismuuttujan h(X,Y) odotusarvo, mikili summa on olemassa.
Huomaa, ettd odotusarvon E[h(X,Y’)] olemassaolo tarkoittaa sité, etté

> h(z,y)f(e,y)

(z,y)€S

suppenee itseisesti eli summa

> ()| f (e, y)

(z,y)eS

suppenee ja on dérellinen. Tésté seuraa, ettd E[h(X,Y)] on olemassa. Funktio
V = h(X,Y) on satunnaismuuttuja, jonka todennikoisyysfunktio g(v) on
mééritelty arvoavaruudessa S, = {v | v = h(zx,y), (z,y) € S }. Silloin

EX,Y)=E(V)=>_ vg(v).

VESy

4.7.1 Momentit

Monilla odotusarvoilla on omat nimensé, koska niilla on téarked rooli jakau-
mateoriassa. Olkoot X; ja X, diskreetit satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman todennédkoisyysfunktio f(z1,zo) on on méiritelty arvoavaruudessa
S. Olkoon h(Xi, X5) satunnaismuuttujien X; ja X, reaaliarvoinen funktio.
Madritellddn esimerkiksi seuraavat odotusarvot:

1. Jos h(X1, X3) = X;, niin
E[h(X1, Xo)] = E(X;) =
on X;:n odotusarvo, 1 = 1, 2.
2. Jos h(X1, X5) = (X; — ;)% niin
Eh(X1,X2)] = B[(X; — )] = 07

on X;:n vartanssi, it =1, 2.
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3. Jos h(Xl,XQ) = (Xl — /,Ll)(XQ — ILLQ), niin
Eh(X1, Xo)] = E[(X1 — ) (X2 — p2)] = 012
on Xi:m ja Xom kovarianssi.

Odotusarvo p; ja varianssi o7 voidaan laskea joko yhteisjakauman todenné-
koisyysfunktion f(z1,x9) tai reunajakauman todennikéisyysfunktion f;(x;)
avulla.

Vastaavalla tavalla voidaan méaéritelld kaikkien kertalukujen momentit:
Olkoon r positiivinen kokonaisluku.

1. Jos h(Xy, Xo) = X/, niin
Elh(X1, X2)] = E(X])

on X;:n r. momentti, i = 1, 2.

2. Jos h(Xy,X2) = (X; — p;)", niin
E[h(X1, X5)] = E[(X; — wi)"]

on X;:n r. keskusmomentti, 1 = 1, 2.

3. Jos h(Xi, X2) = X] X3, niin
B[h(Xy, X5)] = B(X[X})
on Xi:n ja Xo:n kertalukua r + s oleva yhteismomentta.
Esimerkiksi kovarianssin laskemisessa tarvitaan Xi:n ja Xs:n yhteismomentti

E(X1Xs).

4.7.2 Satunnaisvektorin momenttifunktio

Satunnaisvektorin (X,Y’) yhteisjakauman momenttifunktio on

M(t,s) = Elexp(tX + sY)]
= Z Z exp(tz; + sy;) f (i, y;),

T, ESx y]-ESy

mikili odotusarvo on olemassa nollan ympéristossa. Silloin on siis olemassa
sellainen positiiviluku a > 0, ettd odotusarvo Elexp(tX + sY')] on olemassa
kaikilla (¢,s) € {(t,s) | * + s* < a} jollain a > 0. Edelld on kéytetty
merkintédd exp(tX + sY) = ¥V,
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4.8 Riippumattomat satunnaismuuttujat

Riippumattomuuden mééritelmén mukaan tapahtumat {X = 2z} ja {Y =y}
ovat riippumattomat jos ja vain jos P(X =z, Y =y) = P(X =z) P(Y =y)
eli

(4.8.1) f(z,y) = fx(2) fy(y),

missi f(z,y) on X:n ja Y:n yhteisjakauman todennikoisyysfunktio, fx(x) on
X ja fy(y) Y:n todennékoisyysfunktio. Satunnaismuuttujat X ja Y ovat
ritppumattomat jos ja vain jos yhtédsuuruus (4.8.1) pitdd paikkansa kaikilla
r € Sy jay € Sy, missd Sy on X:n ja Sy on Y:n arvojoukko. Voidaan
helposti osoittaa, ettd X ja Y ovat riippumattomat, jos ja vain jos

(4.8.2) F(r,y) = Fx(z)Fy(y)

kaikilla x € Sx jay € Sy, missd Fx(x) on X:n ja Fy(y) Y kertyméfunktio
(reunakertyméfunktio).

Satunnaismuuttujien X ja Y ovat riippumattomuus voidaan luonnehtia
my0s ehdollisten jakaumien avulla. Jos Méaaritelméssa 4.7

flylz) = fr(y)

kaikilla x € Sx jay € Sy, kun fx(x) # 0, niin X ja Y ovat riippumattomat.
Tama tarkoittaa sité, ettd tieto X:n arvosta ei vaikuta Y:n todennékoisyy-
teen. Vastaavasti pitdd paikkansa, ettd X ja Y ovat riippumattomat jos ja
vain jos X:n ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla Y = y ei riipu y:sté.

Olkoot Y7, Ys, ..., Y, jossain otosavaruudessa méaritellyt diskreetit sa-
tunnaismuuttujat. Muuttujien Yi, Y, ..., Y, yhteisjakauman todenndikii-
syysfunktio on

f(y17y27"'7yn>:P(Yi:yhyé:y%"'ayn:yn)'

Muuttujat Y7, Y5, ..., Y, ovat riippumattomat, jos

(4.8.3) Fiyz, - un) = L) fa(ye) - -+ fu(yn)

kaikilla y; € S;, ¢ =1,2,...,n, missd f;(y;) on Y;:n todennékasisyysfunktio ja
S; on Y;:n arvoavaruus.

4.8.1 Riippumattomat kokeet

Olkoot &; ja & riippumattomat satunnaiskokeet. Oletetaan, ettd satunnais-
muuttujan X arvo médrdytyy vain satunnaiskokeen &; tuloksen ja Y:n arvo
vain satunnaiskokeen & tuloksen perusteella. Silloin tapahtumat {X = z} ja
{Y = y} méasrdytyvit eri satunnaiskokeista, jotka ovat riippumattomat (kat-
so alaluku 3.6 ja méaritelmé (3.6.1)). Siksi tapahtumat {X = z} ja {Y =y}
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ovat riippumattomat. Koska riippumattomuus pétee kaikilla mahdollisilla x:n
ja y:n arvoilla, niin X ja Y ovat riippumattomat. Jos satunnaismuuttujien
arvot mddrdaytyvdt eri satunnaiskokeista, jotka ovat ritppumattomat, niin sa-
tunnaismuuttujat ovat risppumattomat.

Tehd&dn esimerkiksi Bernoullin toistokoe, jossa on r 4 s toistoa ja on-
nistumistodennékoisyys p. Olkoon X onnistumisten lukumé&ara r:ssé ensim-
méisessd kokeessa ja Y onnistumisten lukumééré s:ssé viimeisessd kokeessa.
Koska X ja Y riippuvat eri kokeista, jotka ovat riippumattomat, niin X ja
Y ovat riippumattomat. Silloin (4.8.1):n mukaan

e =t ot = () (0)orr -

missd x =0,1,...,7jay=0,1,...,s.

4.8.2 Samoin jakautuneet riippumattomat (SJR)
satunnaismuuttujat

Riippumattomia satunnaismuuttujia Y7, Y5, ..., Y, joista jokainen noudat-
taa samaa jakaumaa, sanotaan samoin jakautuneiksi riippumattomiksi (sjr)
satunnaismuuttujiksi. Silloin puhutaan usein lyhyesti sjr satunnaismuuttujis-
ta. Vastaava englanninkielinen termi on iid (independent, identically distri-
buted).

Jos esimerkiksi Y; ~ Poi(\), i = 1,2,...,n, niin

AVe™A

fily) = fay) = - = fulv) = =

Silloin (4.8.3):n nojalla

n

D \Vie A
Fyn 2, yn) = Hfz(yz) = H
=1

|
i=1 Yi

1

— )\yefn)\’
yilya! . yn!

n
missd y = > v;.
i=1

4.8.3 Riippumattomien satunnaismuuttujien funktio

Olkoot X ja Y riippumattomat satunnaismuuttujat. Silloin

flz,y) = fx(z)fy(y) kaikilla =,y € S,

missd S on satunnaisvektorin (X,Y’) arvoavaruus. Maaritelladn nyt satun-
naismuuttujat U = ¢g(X) ja V = h(Y), missd g(-) riippuu vain X:sté ja h(-)
vain Y:sté. Silloin Lauseen 3.6 mukaan U ja V' ovat riippumattomat.
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Viite todistettiin tarkastelemalla U:n ja V:n mielivaltaisten arvojen u ja
v todennékaisyytta. Olkoon A, = {z € Sx | g(z) =u} ja B, ={y € Sy |
g(y) = v }. Koska kaikilla U:n ja V:n arvoilla u ja v

(4.8.4) PU =u,V =v)
=P(Xe€A,Y €B,)
=P(X € A,)P(Y € B,) (X ja Y riippumattomat)
=PU =u)P(V =v),

niin U ja V ovat riippumattomat. Kun sijoitetaan identiteettiin (4.8.4)

PU=uwV=0v)=> Y flzy)

r€A, YEBy
PU=u)=> fxx) ja PV=v)=> fry),
TEA, yEBy
niin saadaan
53 e = (X 5@ (X ).

4.9 Multinomijakauma ja moniulotteinen
hypergeometrinen jakauma

Binomijakauma ja multinomijakauma ovat keskeisen térkeitéd tilastollisissa
sovelluksissa, koska niitéd tarvitaan esimerkiksi riippumattomien koetoistojen
tulosten frekvenssijakaumien késittelyssi. Alaluvussa 3.6 esitettiin, miten bi-
nomijakauma saadaan Bernoullin kokeiden avulla. Kun toistetaan kokeita,
joissa on useampia kuin kaksi tulosvaihtoehtoa, tulosten frekvenssijakauma
voidaan kuvata multinomijakauman avulla. Laajennetaan ensin binomijakau-
ma trinomijakaumaksi.

Tarkastellaan koetta, jossa on kolme toisensa poissulkevaa tulosvaihtoeh-
toa. Esimerkiksi tuotantoprosessissa syntyva tuote luokitellaan yhteen ja
vain yhteen seuraavista kategorioista: ensiluokkainen (1), sekunda (2) tai
viallinen (3). Olkoot ensiluokkaisen, sekundan ja viallisen todennékoisyy-
det vastaavasti py, ps ja p3 = 1 — p; — po. Valmistetaan n tuotetta. Ol-
koon X; = ensiluokkaisten lukumaéréd, X, = sekundatuotteiden lukuméaéra
ja X3 =n — X7 — Xy = viallisten lukuméaéra tuote-erdssa. Jos x1 ja xo ovat
sellaiset epédnegatiiviset kokonaisluvut, ettd z; +x2 < n, niin todennéakéisyys
saada x, ensiluokkaista, xo sekundaa ja n —x; — xo viallista jossain annetussa
jéarjestyksessid on

pips (L —pi — p2)n7x17x2-
Sellaisia n:n tuotteen jarjestyksid, joissa on x; ensiluokkaista, x5 sekundaa ja
n — x; — xo viallista, on

(n) (n—xl) n!
T T xlzo! (n — a1 — 2)!
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kappaletta. Siksi trinomijakauman todenndkdisyysfunktio on

|
n: n—ri1—a2

L1 ,,T2 1_ .
z1! zo! (n — oz — x2)! Py Py ( P1 pz) ,

(4.9.1) flx1,22) =

missi f(z1,x2) = P(X; = 21, X5 = x2). Kun (X7, X3) noudattaa trinomija-
kaumaa parametrein n, p; ja po, merkitdan

(X1, Xo) ~ Tri(n, p1, pa).

On helppo todeta, etti X; ~ Bin(n,p;) (X;:n reunajakauma) ja X, ~
Bin(n, ps).

Multinomijakauma voidaan johtaa samalla periaatteella kuin trinomija-
kauma. Toistetaan n kertaa koe, jossa on k toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa. Merkitdan tulosvaihtoehtoja 1,2,...,k ja olkoon p; = tuloksen ¢
todennékoisyys ja X; on tuloksen ¢ lukuméérd n:n kokeen sarjassa. Silloin
k-ulotteisen satunnaisvektorin X = (X1, X, ..., X) arvoalue on

S={(z1,29,...,25) | 0<x; <n, x1+22+ -+ a2 =n}.

X;:t ovat siis epénegatiivisia kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia, joiden
summa on n. Satunnaisvektori X = (X1, X5, ..., X}) noudattaa k-ulotteista
multinomijakaumaa parametrein n ja p = (p1,pa,--.,Pk), jota merkitdin
Mult(n, p). Multinomijakauman todennédkoisyysfunktio on

n
492 x,x,...,l’ — L1 xQ...xk,
( ) f( 1, T2 k) (1‘1 o Ik)% Po P
missd py+po+---+pp =1 ja (m m" :rk) = #’lxk' Multinomilauseen 2.9

nojalla voidaan helposti osoittaa, ettd todennékdoisyyksien (4.9.2) summa yli
arvoalueen S on 1, joten kyseinen funktio on todellakin todennékoisyysfunk-
tio. Multinomijakaumassa jokaisen X;:n reunajakauma on binomijakauma, eli
X; ~ Bin(n,p;), i = 1,2,..., k. Esitetddn nyt multinomijakaumaa koskevat
perustulokset lauseen muodossa.

Lause 4.14 1. Funktio (4.9.2) on multinomijakauman todenndkdoisyys-
funktio kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n ja kaikilla sellaisilla pq,
oy Py €lta 0 <p; <1jap+--+p.=1

2. Jos X ~ Mult(n,p), niin

X’i ~ Bln(nupz) jCL (XZ7 Xj) ~ Trl(nap’up])a

E(X;) = npi, Var(X;) = np;(1 — p;), Cov(X;, X;) = —npip;,
M(t> = E[exp(thl + -+ thk)] = (pletl 4+ .4 pketk)”'
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Multinomijakauma liittyy otantaan palauttaen. Olkoon uurnassa erivéri-
sia palloja yhteensd N, virien lukumééré on k ja varia ¢ olevia palloja on V;
kappaletta (i = 1,2,...,k) ja Ny + Ny + --- + N, = N. Otannassa palaut-
taen todennikoisyys p; saada véri i on N;/N jokaisessa nostossa. Valitaan
uurnasta n palloa palauttaen ja olkoon X; vérié ¢ olevien pallojen lukumééa-
ré otoksessa. Silloin satunnaismuuttujien X, Xy, ..., X} yhteisjakauma on
multinomijakauma.

Otannassa palauttamatta uurnan sisédlté muuttuu ja siten myos valinta-
todennékoisyydet muuttuvat valintaprosessin aikana. Satunnaismuuttujien
Xy, Xo, ..., X yhteisjakauman johtamiseksi meidén on yleistettava alalu-
vussa 2.6.1 esitetty hypergeometrinen jakauma.

Olkoon x; vérid ¢ (1 < i < k) olevien pallojen lukuméérd otannassa
palauttamatta. Milla todennékoisyydelld saadaan otos, jossa eri vérié olevien
lukumé&arat ovat (z1,xs,...,2x)? Koska uurnassa on N; kappaletta véria i,
niin 0 < z; < N,;. Otoskoko on n jan = x; + 29 + -+ + . Nyt véria 1
olevat 1 palloa voidaan valita (2?) tavalla, varia 2 olevat (2;2) tavalla ja
lopulta véaria k olevat pallot (];7 :) tavalla. Suotuisten otosten lukumééré on

tuloperiaatteen nojalla
N1\ [ Ny N,
1) \ 29 e )

Koska kaikkien mahdollisten n:n kokoisten otosten lukuméara on (1;[), niin
todennikoisyys saada lukuméarit (xq, xs, ..., zy) erivirisia palloja on

GG - G
G

missd 1 + x9 + -+ + 1 = n. Taméa on moniulotteisen hypergeometrisen
jakauman todennékoisyysfunktio.

(493) f(xlax%""xk) =

Diskreetit jakaumat: Yhteenveto

Bernoulli f(x) =p“(1—p)', x=0,1
Ber(p) BE(X)=p,  Var(X)=p(l-p)

Binomi f(z) = (n)px(l —p)" 7, x=0,1,....,n
Bin(n, p) &
E(X)=mnp,  Var(X)=np(1l - p)

M(t) = (1 —p+ pe')"
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—1
Negatiivinen f(z) = (x 1)pr(1 —p)*, r=rr+1,...
binomi " X
NBiH(T’,p) E(X) — i’ Var(X) _ T( ;p)
p p
pe’ '
M(t) = t < —log(l—
0= =] <o)
Geometrinen f(z) =p(1 —p)“ 1, r=1,2,3,...
Geo(p) 1 1—p
E(X)=-, Var(X) =
(X) " (X) p
pe'
M(t) = t < —log(l—
0= =g t< el

Hypergeometrinen f(x)= N , X <pN ja
HGeo(n, N, p) () n—X<N-Np
N —
E(X) = np, Var(X) = nnp(l — D),
N -1
N—x
-1 _
Negatiivinen f(z) = (x 1) (va T), r=r,r+1,...,N
hypergeometrinen " (Np)
N+1
NHGeo(r, N, p) B(X)=r- +
Np+1
1—p)N(N +1)(N 1—
Var(ar) = TNV £ (gt 1
(Np+1)*(Np +2)
7)\/\x
Poisson flz) = © , x=0,1,...
Poi(\) v!
E(X) =\, Var(X) = A
M(t) = exp(Ae’ — \), —00 <t < 00

Poissonin prosessi. Laskuriprosessi { N(t), ¢t > 0}, jonka intensiteetti A.

1. N(0) =0.
2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukuméaéra jokaisella ¢:n pituisella vililla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on At:

P[N(t+s)—N(s):x]:e)‘t();$, r=0,1,...

kaikilla s, > 0.
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Kaksiulotteiset jakaumat

Satunnaisvektorin (X,Y’) yhteisjakauma.

Todennakoisyysfunktio f(z,y) toteuttaa ehdot
1. 0< f(x,y) <1, kaikilla (z,y) € S ja
2. 3 flry) =1,

(z,y)€S

missd S on satunnaisvektorin (X,Y’) arvojoukko.

Reunajakaumien todennékoisyysfunktiot:

fx(@)=Y flzy), =S  frly)= ) flz,y), ye Sy

yESy rE€Sx

Ehdolliset todennékoisyysfunktiot:

fly) . flzy)
Al ly) =7~ Ja  folylz)= ,  (zyes
fy(y) fx(v)
Bernoulli Fla,y) =pho 20 pl P Py, missa
Ber2(py, p2, pua) poo +por +po+pn =1, x€{0,1} ja ye{0,1}

E(X)=p=P(X=1), E(Y)=p=PY =1
E(XY)=pu=P(X=1Y =1)

Multinomi p = (p1,p2,--,Dk), missi
Mult(n, p) 0<pi<l ja pr+p+---+p =1
E(X;) = np;, Var(X;) = np;(1 — p;)
Cov(X;, X;) = —npip;
X; ~Bin(n,p;), (X, X;) ~ Mult(n;pi, pj, 1 — pi — pj)
M(t) = (pre" + -+ + pe™)"

GG - G
G

Ny +Ny+---+ N, =N ja z1+x2+--+x1=n

Hypergeometrinen f(xy,zy,...,2;) = missé

Harjoituksia

1. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on Sy = {z1,z2} ja
todennikoisyysfunktio P(X = x;) = p, P(X = x9) =1 — p.

(a) Laske E(X"), r=1,2ja
(b) Var(X).
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(c) Madritd X :m momenttifunktio.

2. Olkoon X ~ Ber(p) ja Y sellainen satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko
on Sy = {y1,y2} ja todennikaisyysfunktio P(Y = y;) = p, P(Y = yo) =
1 — p. Lausu Y satunnaismuuttujan X avulla.

3. Heitetdén lanttia n kertaa (n riippumatonta Bernoullin koetta). Olkoon
kruunun (R) todennikoisyys p ja X toistosten RR lukumééra heittosar-
jassa.

(a) Mitd on E(X)? Mikd on E(X):m arvo, kun kun n = 2007
(b) Laske Var(X).

(c) Mité on toistosten RRRR lukuméirian odotusarvo?
(Vihje: Katso Esimerkki 4.2.)

4. Jos X noudattaa binomijakaumaa, jonka odotusarvo on 6 ja varianssi
2.4, niin mitd on P(X = 5)?

5. Hatussa on N yhdesté ldhtien juoksevasti numeroitua arpalippua. Vali-
taan hatusta n:mn arvan satunnaisotos palauttamatta (ks. Esimerkki 4.2).
Olkoon X suurin valittujen arpalippujen jérjestysnumeroista.

(a) Piirrd X:n todennékéisyys- ja kertyméfunktion kuvaajat, kun N =
100 ja n = 10.

(b) Piirrd X:n odotusarvon kuvaaja n:n funktiona, kun N = 100.

6. Valitaan satunnaisesti ja toisistaan riippumatta 2000 pistettd yksikko-
neliostd { (z,y) |0 <2 <1, 0 <y < 1}. Olkoon Z yksikkdympyraan
{(z,y) | 2* + y*> < 1} osuvien pisteiden lukuméérs.

(a) Mité jakaumaa Z noudattaa?
(b

)
) Laske Z:n odotusarvo ja hajonta.

(c) Satunnaismuuttujan Z_ odotusarvo?
)

500
(d) Generoi 2000 satunnaislukuparia. Maaritd Z:n arvo ja laske sen
avulla m:n likiarvo.

7. Erddseen 90:n virheettomén kénnykin tuote-erdén oli sekaantunut 10
viallista. Valitaan téstd 100:n kdnnykén joukosta 30 kdnnykén otos pa-
lauttamatta. Olkoon X viallisten lukumééra otoksessa.

(a) Mé&aritd X:n todennikoisyysfunktio.

(b) Laske P(X = 10).

(c) Valitaan kénnykoita testaukseen satunnaisotannalla yksitellen pa-
lauttamatta, kunnes kaikki vialliset on 16ydetty. Olkoon Y tarvitta-

vien testien lukumééra. Laske P(Y > 20), eli todennikoisyys, etta
tarvitaan ainakin 20 testia.
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8.

10.

11.
12.

13.

Luku 4. Diskreetit jakaumat

Heitetaéin harhatonta lanttia, kunnes havaitaan toistos RR (kaksi kruu-
nua perédkkdin). Olkoon X tarvittavien heittojen lukumé&érd. Olkoon
fn m. Fibonaccin luku, joka méaéaritelladn siten, ettd f; = fo = 1 ja
fn = fn—l +fn—27 n = 3,4,....

(a) Osoita, ettd X:n todennékoisyysfunktio on

fay =21,

r=2,3,4,...

(b) Osoita tuloksen

5 -5

avulla, ettd Y 2, = 1.

Osoita, ettd E(X) = 6.

(d) Osoita, ettd E[X (X —1)] = 52 ja Var(X) = 22.

(e) Simuloi X:n arvoja ja tarkastele, vastaavatko simuloinnin tulokset
teoreettisia tuloksia.

—~
o
~—

. Erdéssi vaalissa 4000:sta ddnestdjiastd 100 kannatti ehdokasta A. Jos

valitaan 50 alkion otos dénestéjisté esitutkimukseen, niin milla todenné-
koisyydelld haastatelluista korkeintaan 5 kannattaa A:ta?

Yritykseen tulee ldhetys, joka sisdltdda 1000 varaosaa. Tarkistussuunnitel-
man mukaan n = 100 satunnaisesti valittua (palauttamatta) varaosaa on
tarkistettava. Tuote-erd hyviaksytdén, jos tarkistuksessa ei 10ydy kahta
viallista enempééa. Miké on todennékoisyys, ettd tuote-erd hyviksytaan?
Laske todennékoisyys

(a) hypergeometrisen jakauman avulla.

(b) Laske sitten sama todennikoisyys kéyttden hypergeometrisen ja-
kauman likiarvona binomijakaumaa

(c) ja Poissonin jakaumaa.
Oletetaan, ettd X ~ Poi()). Osoita, ettd F(X) = A ja Var(X) = \.

Leipomossa valmistetaan suuri taikina, josta tehd&ddn rusinaleivoksia.
Leipoyrittdja haluaa, ettd 95 % leivoksista siséltdd ainakin 2 rusinaa.
Kuinka monta rusinaa leivosta kohti hidnen pitdé sekoittaa taikinaan?

Laboratoriohiiriin ruiskutetaan kahta eri liuosta. Ensimméisesséa liuok-
sessa on keskiméérin ¢ kappaletta C-tyypin organismeja millitrassa ja
toisessa liuoksessa keskiméédrin d kappaletta D-tyypin organismeja mil-
litrassa. Organismit ovat jakautuneet nesteeseen tdysin satunnaisesti. Jo-
kaiseen hiireen ruiskutetaan kumpaakin liuosta yksi millitra. Hiiri sdilyy
hengissé jos ja vain jos kummassakaan ruiskeessa ei ole yhtdén organis-
mia.
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14.

15.

16.

17.

(a) Milld todenndkoisyydelld hiiri jad eloon?
(b) Milld todennékéisyydelld kuolleista hiirista 16ytyy molempia orga-
nismeja?

(Vihje: Kdyta Poissonin jakaumaa.)

Tehtaalla sattuu keskiméérin 1.5 onnettomuutta kuukaudessa. Magritéa
seuraavien tapahtumien todennékoisyydet:

(a) Ei onnettomuuksia tammikuussa,

(b) yhteensi nelja onnettomuutta helmikuussa ja maaliskuussa,

(c) ainakin yksi onnettomuus vuoden jokaisena kuukautena.
(Vihje: Kdyta Poissonin jakaumaa.)

Olkoot X ja Y toisistaan riippumattomat Poissonin jakaumaa noudat-
tavat satunnaismuuttujat. Olkoon F(X) =1 ja E(Y) = 2.

(a) Laske todennékoisyys P(X +Y) = 5.

(b) Milld kokonaislukuarvolla n todennékdoisyys P(X +Y') = n saavut-
taa maksiminsa?

(c) Lausu todennikéisyys P(X +Y') = 5 satunnaismuuttujien X ja Y
todennékoisyysfunktioiden avulla.

Kirjassa on 200 sivua. Painovirheiden lukumé&éra jokaisella sivulla nou-
dattaa Poissonin jakaumaa, jonka keskiarvo on 0.01. Painovirheiden lu-
kumaérat eri sivuilla ovat toisistaan riippumattomat.

(a) Miké on virheettémien sivujen lukuméédran odotusarvo ja hajonta?

(b) Kirjan oikolukija havaitsee minké tahansa annetun virheen toden-
nakoisyydelld 0.9. Mikéd on oikolukijan havaitsemien virheellisten
sivujen lukuméérin odotusarvo?

Maaritelladn X:n ja Y: yhteisjakauman todennédkoéisyysfunktio seuraa-

vasti:
rT+y

32

flz,y) = kan z=1,2; y=1,2,3,4.

Maarita
a) X:n reunajakauman todennékoisyysfunktio ja

b

(a)
(b)
c) Laske P(X >Y),
)
)

Y :n reunajakauman todennakoisyysfunktio.

(
(d) P(Y =2X) ja
(e) P(X+Y =3).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Luku 4. Diskreetit jakaumat

X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on méaritelty 17. teh-
tavassa.

(a) Laske odotusarvot px ja iy,
(
(c) korrelaatiokerroin p.

(d) Ovatko X ja Y riippumattomat?

)
b) varianssit 0% ja 0% seki
)

X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on méaritelty 17. teh-
tavassa.

(a) Mééritd X ehdolliset todennékoisyysfunktiot fi(z | y) ehdolla
y=1,2,3jay=4.

(b) Madritd Y:n ehdolliset todenndkoisyysfunktiot fo(y | x) ehdolla
r=1jax=2.

(c) Laske P(1 <Y <3| X =1),PY <2]| X =2),jaPX =2|
Y =3).

(d) Laske E(Y | X =1) ja Var(Y | X =1).

Testataan kymmenen suojakypéran iskukestavyys. Kypéréat jaetaan kah-
teen viiden ryhméén. Ensimmaéisen ryhmén kypérille annetaan isku, joka
sirkee kypérén todennékoisyydelld 0.1. Toisen ryhmén kypéarié isketdan
voimalla, joka sirkee kypérdan todennékoisyydelld 0.3. Milld todennikdi-
syydelld ensimmaéisen ryhmén kypéria rikkoontuu enemmén kuin toisen
ryhmén kypéria?

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X;, X,, X3 noudattavat multinomi-
jakaumaa Mult(5;0.1, 0.3, 0.6) [Toisin sanoen (X3, X5) ~ Tri(5;0.1,0.3)].
(a) Mé&aritd X reunajakauma ja Xom
(b) ehdollinen todennékéisyysfunktio fo(zo | 21 = 1).
Nostetaan tavallisesta korttipakasta (52 korttia) satunnaisesti palautta-

matta 13 korttia. Olkoon X patojen lukumééri, X, herttojen lukuméa-
rd ja 13 — X7 — X5 ruutujen ja ristien lukumééré otoksessa.

(a) Médritd X;m ja X9 yhteisjakuman todennékoisyysfunktio. Mika
on satunnaisvektorin (X, X,) arvoalue?

(b) Xi:m todennékoisyysfunktio ja arvoalue?

1
59 )

=1

Oletetaan, ettd (X,Y) noudattaa trinomijakaumaa Tri(3,
(a) Laske odotusarvot uyx ja uy,
(b) varianssit 0% ja o2 sekd

(c) kovarianssi Cov(X,Y) ja
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(d) korrelaatiokerroin p.

24. Satunnaismuuttujat X > 0 ja Y > 0 ovat riippumattomat ja saavat vain
kokonaislukuarvoja. Osoita, etti

(a) P(X +Y =n) = zi:P(Xzo)P(Y:n—kz).

(b) Heitetdan 4:44 harhatonta noppaa ja lasketaan silméalukujen sum-
ma. Mikd on todennikdisyys, ettd summa on 87 (Vihje: Olkoon
X kahden nopan silmélukujen summa ja Y kahden muun nopan
silmédlukujen summa.)
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