Luku 3

Satunnaismuuttujat,
ehdollistaminen
ja riippumattomuus

Téassd luvussa késitellddn satunnaismuuttujien ominaisuuksia ja tdydenne-
tdan todenndkoisyyslaskennan tietoja. Erityisesti satunnaismuuttujien odo-
tusarvo on keskeinen késite. Satunnaismuuttujien tarkastelussa rajoitutaan
diskreettiin tapaukseen, mutta vastaavat tulokset pitdvéit paikkansa myos
jatkuville satunnaismuuttujille. Tulosten todistaminen ja soveltaminen on
huomattavasti helpompaa diskreettien satunnaismuuttujien yhteydessa.

3.1 Ehdollinen todenniko6isyys

Maéiritelmi 3.1 (Ehdollinen todennikdoisyys) Olkoot A ja B otosava-
ruuden 2 tapahtumia. Jos P(A) > 0, niin tapahtuman B ehdollinen toden-
nikoisyys ehdolla A on

P(BN A)

(3.1.1) P(B|A)=—p &

Lauseke P(B | A) luetaan ”B:n todennikoisyys ehdolla A”.

B A

Voidaan ajatella, ettd P(A) on alueen A pinta-ala ja P(BN A) alueen BN A
pinta-ala. Ehdollinen todennékoisyys P(B | A) on siis alueen B N A pinta-
alan suhteellinen osuus A:n pinta-alasta.
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Esimerkki 3.1 Miké on todennékoisyys, ettd saat pokerissa kuninkaallisen
vérisuoran K (samaa maata olevat kortit 10, 11, 12, 13 ja 14 = &ssé)? Jos
oletetaan, ettéd kaikki 5 kortin kddet ovat yhtd todennékoisid, niin

4 1

PLK) = () ~ 649740°

Oletetaan, ettd jakaja jakaa 4 ensimméistd korttia pdytddn kuvapuoli alas-
péin ja 5. kortin kuvapuoli yléspdin. Viimenen korttisi on herttadssd (Hyy).
Milla todennédkoisyydelld tamé kési on kuninkaallinen vérisuora? Ehdollisen
todennikoisyyden (3.1.1) mukaan

_P(KNHy) Y 1
R N G )

Voimme nyt helposti todeta, etta

P(K | Hu) = ¢ P(K).

Kuninkaallisen vérisuoran mahdollisuus siis yli kaksinkertaistuu, kun saat
tietdd, ettd viimeinen kortti on herttaéssa. 0

3.1.1 Todennikdisyyksien tulosaanto

Ehdollisen todennékoisyyden méaritelmésta saadaan tulosdantoé tapahtuman
'A ja B sattuvat’ todenn#koisyyden laskemiseksi. Jos tiedetdén todennakoi-
syydet P(A) ja P(B | A), saadaan tulokaava

(3.1.2) P(ANB)=P(A)P(B | A),

ja vastaavasti P(A°N B) = P(A°) P(B | A°). Lauseen 2.3 perusteella
P(B)=P(ANB)+ P(A°N B),

joten saamme kokonaistodenndkdisyyden kaavan

(3.1.3) P(B) =P(A)P(B| A)+ P(A°) P(B | A9).

Ehdollisen todennékoisyyden méaédritelméan mukaan

P(AN B)

P(A| B)= =5

kun P(B) > 0.
Kun tdmén lausekkeen oikealle puolelle sijoitetaan P(ANB):n paikalle (3.1.2)
ja P(B):m paikalle vastaavasti (3.1.3), saadaan Bayesin kaava

P(A) P(B | A)
P(A)P(B | A) + P(A°) P(B | A°)’

P(A|B) =
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Jos siis tunnetaan todennédkoisyydet P(A), P(B | A) ja P(B | A°), voidaan
todennékoisyys P(A | B) laskea Bayesin kaavan avulla.
Tulokaava (3.1.2) yleistyy myos useammalle kuin kahdelle tapahtumalle.
Esimerkiksi
P(ANBNC)=P(A)P(B|A)P(C|ANB).
Tulokaavan, kokonaistodennékoisyyden ja Bayesin kaavan yleistykset kasitel-
ldén luvun loppupuolella.

Esimerkki 3.2 Suuri teollisuuskonserni valmistaa kédnnykditd kolmessa eri
maassa, jotka ovat nimeltd&n Fahru, Russo ja Swedla. Ostat kdnnykan, mut-

Taulukko 3.1. Kokonaistuotanto ja viallisten %-osuus eri maissa.

Maa
Fahru Russo Swedla

Kokonaistuotanto 1000000 2000000 3000000
Viallisten %-osuus 20 % 10 % 5%

ta et tiedd, missd se on valmistettu. Olkoon V tapahtuma, ettd tuote on
viallinen. F' on tapahtuma, ettd tuote on valmistettu Fahrussa. Vastaavasti
R ja S viittaavat valmistusmaihin Russo ja Swedla. Lasketaan todenn&koi-
syydet (a) P(F | S, (b) P(V | S, (c) P(V), (d) P(F | V). Oletetaan, etta
kaikki valmistetut 6000000 kénnykkéaé ovat yhtd todennéakoisia.

Ratkaisu.

(@ PP |5 =T
_ P(F) ¢
= P(5) (koska F' C S°)

1000000/6000000 1

3000000/6000000 3

) PYVIS) =
_ PIVN(FUR)] .
= P (koska S¢ = F'UR)
_ P(VNF)+P(VNR) B
— IS (koska FN R = 0)
PV | F)YP(F)+ P(V | R) P(R)
N P(S°)
_ 3 etms
-



54 Luku 3. Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen ja riippumattomuus

Kohdat (c) ja (d) jatetddn harjoitustehtéviksi. O

Esimerkki 3.3 (V&#ra positiivinen) Oletetaan, ettd erds verindytteiden
laboratoriotesti antaa kaksi ja vain kaksi tulosta: positiivisen ja negatiivisen.
Tiedetddn, ettd 95 % tautia A sairastavista saa testissd positiivisen tuloksen.
My6s 2 % niisté, joilla ei ole tautia A, saa positiivisen tuloksen (véérén po-
sitiivisen!). Oletetaan, ettd 1 % populaatiosta sairastaa tautia A. Jos satun-
naisesti valitun henkilén testitulos on positiivinen, mikd on todennékéoisyys,
ettd hén sairastaa tautia A?

Olkoon nyt 7" = {sairastaa tautia} ja + tarkoittaa positiivista testitulos-
ta. Tieddmme, etta

P(+|T)=095 P(+|T° =002 P(T)=001 ja P(T° =0.99.

Soveltamalla Bayesin kaavaa (3.7.4) saadaan

P(T) P+ | )
PV = Py PG T 5 PO P T
0.01-0.95 95

0.01-0.9540.99-0.02 293

Todennékéisyys vaikuttaa ensi niakeméltéd kovin pieneltd. Alhainen todenné-
koisyys selittyy silld, ettd positiiviset tulevat joukosta, joka on pieni verrat-
tuna siihen joukkoon, josta védrat positiiviset tulevat. 0

3.1.2 Riippumattomuus

Milloin kdy niin, ettd ehdollinen todennékoisyys P(B | A) on sama kuin
ehdollistamaton todennékoisyys P(B)? Silloin on voimassa identiteetti

P(B):P(B|A):%

Tama kysymys johtaa riippumattomuuden méaaritelméaén.
Maaritelma 3.2 Tapahtumat A ja B ovat riigppumattomat, jos
(3.1.4) P(ANB) = P(A) P(B)
Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, niin silloin identiteetit
P(A|B)=P(A) ja  P(B|A)=P(B)

pitdvit paikkansa. Tapahtumien A ja B riippumattomuudesta seuraa, etté
my6s niiden komplementit ovat riippumattomat.

Lause 3.1 Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, niin myos
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1. A ja B¢,
2. A¢ ja B,
3. A¢ ja B¢
ovat riuppumattomat.

Todistus. Todistetaan 1. kohta. On siis ndytettava, ettd A:n ja B:n riip-
pumattomuudesta seuraa identiteetti P(A N B¢) = P(A) P(B¢). Seuraus-
lauseen 2.1 mukaan

P(AN B¢ = P(A)— P(ANB)
= P(A) — P(A) P(B) [A ja B riippumattomat]
= P(A)[L - P(B)]
— P(A) P(B°) [Lause 2.1(5)],

joten A ja B¢ ovat riippumattomat. Muut kohdat todistetaan vastaavalla
tavalla. 0J

Esimerkki 3.4 Gynekologisen irtosolunéytteen eli Papa-kokeen avulla voi-
daan todeta kohdun kaulaosan syopéai edeltavit kudosmuutokset. Oletetaan,
ettd 30-65-vuotiaista naisista 100p %:1la on epénormaaleja (muuntuneita) so-
luja (kohdunsuussa ja kohdunkaulassa). Papa-kokeen suorittamiseen liittyvit
seuraavat virheet:

1. Tapahtuma B: Kohdunkaulassa on epdnormaaleja soluja, mutta ne ei-
vt osu otokseen. Olkoon P(B) = b.

2. Tapahtuma C': Otoksessa on poikkeavia soluja, mutta niita e: havaita.
Olkoon P(C) = c.

3. Tapahtuma D: Pelkistdan normaaleja soluja sisaltavé otos luokitellaan
vadarin poikkeavaksi. Olkoon P(D) = d.

Oletetaan, ettd kaikki mainitut otanta- ja méé#ritysvirheet ovat toisistaan
riippumattomat. Jos satunnaisesti valitulle 30-65-vuotiaalle naiselle tehdaén
Papa-koe, niin

(a) milld todenndkoisyydelld koe antaa vaaran tuloksen?

(b) Jos testitulos osoittaa poikkeavia soluja 16ytyneen, milld todennékdi-
syydellda henkil6lla e: ole poikkeavia soluja?

Ratkaisu. (a) Tarkastellaan tapahtumia
V. Testi antaa virheellisen tuloksen,

A: Poikkeavia soluja on kohdunkaulassa
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A A¢

% ﬂ

ﬁiﬁlﬂiﬁl

Kuvio 3.1. Kaaviokuva eri tulosvaihtoehdoista. Rastilla (x) merki-
tyissé tilanteissa saadaan virheellinen testitulos.

ja tapahtumaa B (Poikkeavia soluja on, mutta ne eivit osu otokseen). Ole-
tuksen mukaan P(A) = p, joten (Seurauslause 2.1)

P(V) = P(A)P(V | A) + P(A°) P(V | A°)
=pP(V | A)+ (1 —p) PV [ A

Virhetodennékoisyyden 3 mukaan P(V | A°) = d. Toisaalta
PV ]A =PVNB|A)+PVNB|A).
Virhetodennékoisyyksien 1 ja 3 mukaan
PVNB|A)=(1-db
ja vastaavasti virheiden 1 ja 2 seurauksena
PVNB|A) =c(l-0),

joten
PV)=pl(1=db+c(1—-0)]+ (1—p)d.

(b) Jétetddn harjoitustehtéviksi. O

Useamman kuin kahden tapahtuman riippumattomuuden maéarittely vaa-
tii hieman harkintaa. Milloin tapahtumat A, B ja C ovat riippumattomat?
Ehdosta P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C) ei nimittdin seuraa, ettd tapah-
tumat ovat parittain riippumattomat.

Maaritelma 3.3 Tapahtumat A, B ja C' ovat keskendén riippumattomat,
jos

P(ANB) = P(A) P(B),
P(ANC) = P(A) P(C),
P(BNC) = P(B)P(C)

ja  P(ANBNC) = P(A) P(B)P(C).
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Esimerkki 3.5 Keskindinen riippumattomuus ei seuraa parittaisesta riippu-
mattomuudesta. Olkoon (2 otosavaruus, jonka alkeistapahtumia ovat taval-
lisen korttipakan kortit. Valitaan pakasta satunnaisesti yksi kortti. Olkoon
A = {#, 0} tapahtuma, ettd saadaan pata tai hertta. Vastaavasti maari-
tellidin B = {#, &} ja C = {#,}. Tapahtumien todennikoisyydet ovat
P(A)=PB)=P(C)=% =1 Mutta ANB=A4ANC =BNC = {#},

52
joten
13 1
P(ANB)=PANC)=P(BNC)=P({M}) = =1
Nyt A, B ja C ovat parittain riippumattomat, silli P(AN B) = P(A) P(B),
P(ANC) = P(A)P(C)ja P(BNC) = P(B) P(C). Koska ANBNC = {M}
ja

1 3
PIANENC) = P(&)) = | # PP PO) = (5) =
niin A, B ja C eivit ole keskendén riippumattomat. O

Esimerkki 3.6 Valitaan korttipakasta satunnaisesti yksi kortti. Méaaritel-
l44n tapahtumat A = {&ssd tai punainen kuningas tai punainen kuningatar},
M = {musta} ja R = {risti}. Silloin P(4) = &, P(M) = 5 ja P(R) = }.
Tapahtuma AN M N R = {ristidssd} ja

P(ANM N R) = P(A) P(M) P(R) = 5% : % : i = 5—12
Toisaalta
POMOR) = P(R) = § # P(M) P(R) = ¢,
PANM) = 2 # P(A) P(M) = o -2 = o,
P(ANR) = 5i2 £ P(A) P(R) = 5% : i — 532

joten tapahtumat A, M ja R eivét ole parittain riippumattomia. Identiteetis-
ta PLANM NR) = P(A) P(M) P(R) ei siis seuraa tapahtumien parittainen
riippumattomuus. ]

Tapahtumien keskin&inen riippumattomuus vaatii toteutuakseen varsin
voimakkaita ehtoja.

Maiéaritelma 3.4 Tapahtumat Aq, ..., A, ovat keskeniddn riippumattomat,
jos jokainen tapahtumien osakokoelma A; , ..., 4;, (1 < k < n) toteuttaa
ehdon

()T
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Ehdollinen riippumattomuus. Tapahtumat A ja B ovat riippumatto-
mat ehdolla C, jos P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C).

3.1.3 Joukko-oppi ja todennikdisyys

Todennékoisyyslaskennan kannalta hyodylliset joukko-opin merkinnét esitet-
tiin 1. luvussa. Tapahtumat A ja sen komplementti A° eivit voi sattua sa-
manaikaisesti, silli AN A° =0 ja P(AN A°) = P(0) = 0. Toisaalta A, A° on
otosavaruuden (2 ositus, joten AUA® = Q ja P(AUA®) = P(Q2) = 1. Tapahtu-
ma ”A tai A°” sattuu varmasti. Lauseen 2.1 (kohta 4) perusteella tiedimme
tuloksen P(A U A°) = P(A) + P(A°), josta seuraa erittdin kdyttokelpoinen
saanto (Lause 2.1, kohta 5)

P(A) =1— P(A9).
De Morganin sddnto
(3.1.5) (AN B)¢ = A°U B¢

on térked apuvéline todennikoisyyslaskennassa. Se pitdd paikkansa myos
mielivaltaisen monille tapahtumille. Tapahtuma-avaruuden kielelld luemme
identiteetin (3.1.5) seuraavasti

Vasen puoli: Ei ole totta, ettd sekd A ettd B sattuvat.
Oikea puoli: Ainakin toinen tapahtumista A, B ei satu.

Soveltamalla kaksinkertaisen komplementin sédéntod (A¢)¢ = A saadaan De Mor-
ganin sddnnostéd (3.1.5) toinen vastaava sdéanto

(AU B)¢ = A°nN B

3.2 Ehdolliset jakaumat

Olkoon X jossakin (numeroituvassa) otosavaruudessa 2 méiéritelty satun-
naismuuttuja ja P(-) samassa otosavaruudessa médritelty todennékoisyys.
Oletetaan, ettd tapahtuma A C Q, P(A) > 0, on sattunut. Maarittelemme
nyt ehdollisen jakauman ehdollisen todennikoisyyden méaéritelméasd mukail-
len.

Jokaista X':n arvoa x € R kohti voimme mééritelld joukon

B, ={w| X(w) ==z}
Ehdollisen todennékoisyyden méaritelmén mukaan

P(B,NA)

(3.2.1) P(X(0) =@ | A) = P(By | 4) = =55 20
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Koska |, B, = Q ja B, N B, = () kaikilla z # y, niin

P(B,NA) P(QNA)
2 P(A) P4

(3.2.2) > P(B, | A)=

Maaritelladn nyt funktio
(3.23) F(z] A) = P(B, | A) = P(X =z | A),

jokaon (3.2.1)m ja (3.2.2):n perusteella todennékoisyysfunktio. Funktio (3.2.3)
on X:n ehdollinen todenndkdisyysfunktio ehdolla A.

Esimerkki 3.7 Oletetaan, ettd X noudattaa diskreettié tasajakaumaa Tasd(
Silloin X':n arvojoukko on Sx = {1,2,...,N} ja P(X = i) = 1/N Xkaikil-
la i € Sx. Madritellidn tapahtuma A = {w | ¢ < X < b}, missd a,b ja
N, 1 <a<b< N, ovat kokonaislukuja. Silloin

b
1 b—a+1

A) = N

DS

ja
1/N; a<k<b

0; muutoin.

P{X =k}NA)= {
Siksi X:n ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla A on

b a<a<h
falA)={b—at1 =07

0; muutoin.

3.3 Satunnaismuuttujien ominaisuuksia

3.3.1 Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo

Numeroituvassa otosavaruudessa {2 méaaritellyn satunnaismuuttujan X odo-
tusarvo on

(3.3.1) =) X(w) P({w}),
jos
(3.3.2) D X (w) PHw})] < oo.

we

1,N).
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Jos ehto (3.3.2) toteutuu, sarja (3.3.1) suppenee itseisesti. Téassd tapauksessa
sanomme, ettd satunnaismuuttujalla X on odotusarvo. Muutoin satunnais-
muuttujalla ei ole odotusarvoa. Jos Q = {wq,ws, ..., w,} on dérellinen, niin

ZX (wi) P({wi})

on aina olemassa.
Tarkastellaan nyt odotusarvon laskemista yleisemmin numeroituvassa otos-
avaruudessa. Olkoon A;, A,, ... sellainen otosavaruuden jako

Q:::LJ14h
i
ettd X saa saman arvon x; koko joukossa A;. Voimme kirjoittaa

X(w)=xz;, kun we A,

Merkitédén nyt P(A;) = P(X = z;) = p;, joten
(3.3.3) E(X)=Y P(A)x;=> p:.

Tamé kaava saadaan ryhmittelemélld alkeistapaukset kaavassa (3.3.1) osa-
joukkoihin A; ja summaamalla sitten yli indeksin 1.

Kaavasta (3.3.1) saadaan my6s minkd tahansa satunnaismuuttujan X
funktion h(X) odotusarvo. Koska h(X) on satunnaismuuttuja, niin

= Zh[X(w {w}) = Zp, x;).

we

Néin siis X:n jakauma méérittad h(X):n odotusarvon. Jos erityisesti h(X) =
X7, saamme X:n r. momentin

(3.3.4) B(XT) = pa]

Maéérittelemme seuraavassa diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon
todennékoisyysfunktion avulla. Jatkossa kutsumme satunnaismuuttujan odo-
tusarvoa myos satunnaismuuttujan keskiarvokst.

Maégritelma 3.5 (Odotusarvo) Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja,
jonka arvojoukko on S ja todennikoisyysfunktio fx (z). Silloin X:n odotusar-
VO fix on

(3.3.5) px =E(X) =) afx(x)=) xP(X

TE€S €S

jos summa suppenee itseisesti.
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Odotusarvo px on siis X:n arvojen todennékoisyyksilla painotettu kes-
kiarvo. Jatdmme usein merkinnéstd satunnaismuuttujaan viittaavan alain-
deksin X pois ja merkitsemme lyhyesti fx(z) = f(x) ja p = E(X). Jos sum-
man ) % fx(z) yhteenlaskettavien méaaré on &érellinen, niin odotusarvo
on aina olemassa. Mikéli yhteenlaskettavien mééra on ddreton, tulee summan
supeta itseisesti.

Lause 3.2 Oletetaan, ettd otosavaruudessa ) madritellylla diskreeteilld sa-
tunnaismuuttugille X ja'Y on odotusarvo ja a € R on vakio. Silloin

1. E(aX)=aE(X) ja E(X+Y)=E(X)+ E(Y), joten odotusarvo on
lineaarinen operaattori.

Olkoot h(zx), hi(z) ja ho(x) sellaisia funktioita, ettd satunnaismuuttugilla
h(X), hi(X) ja ha(X) on odotusarvo. Silloin seuraavat tulokset pitdvdt paik-
kansa:

2. E[h(X)] = Y h(z)fx(z) = 3 h(z) P(X = 2)
3. Jos hi(x) > hy(x) kaikilla x, niin E[h(X)] > E[he(X)].
Todistus. 1. Todistetaan ensin F(aX) = a F(X). Maaritelmén mukaan

E(aX) = ZazP (aX =ax) = aZxP (aX = ax)
—a Z xP(X a E(X).
Identiteetti P(aX = ax) = P(X = x) pitdd paikkansa kaikilla a # 0, koska
{w]aX(w)=ax}={w]| X(w)==z}. Josa=0,nin aX =0 ja E(aX) =
0 = 0 E(X). Odotusarvo F(aX) on olemassa, koska FE(X) on olemassa
(oletus). Huomaa, ettd X:n arvojoukko Sx on numeroituva ja merkintd >

tarkoittaa summaa yli arvojen Sx eli > ="
Todistetaan E(X +Y) = E(X)+ E(Y):

E(X+Y)= ZZx+y X=uzY=y)
:ZZxP =z, Y =y)+tyP(X =2Y =y)
:iixP(X:x,Y=y)+ZZyP(X:33aY:y)
:;ixP(X:x)P(YZ?”X:yx)
y+ZZyP(Y:y)P(X:xIY=y)

TESx "
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=Y e P =2)[3 Py =y | X =)
>y P = g[S PX =2 | Y =y)
=Y 2P(X =)+ > yP(Y =y) = E(X)+ E().

Viimeisté edellinen yhtdsuuruus seuraa siité, ettd P(Y =y | X = z) on Y:n
ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla X = z ja P(X =z | Y = y) on
X:n ehdollinen todennikoisyysfunktio ehdolla Y = y. Odotusarvon E(X+Y")
olemassaolo seuraa siitd, ettd E(X) ja E(Y') ovat olemassa ja |z+y| < |z|+]|y|.
2. Seuraa suoraan odotusarvon méaéritelmésta.
3. Jos hy(x) > ho(z) kaikilla x € R, niin

EThi(X)] = E[ha(X)] = Elhy (X) — ha(X)]
1. kohdan mukaan. Nyt

Eh(X) = ha(X)] = [l (x) = ha(2)] P(X = z) >0,

xT

koska hi(x) — ha(z) > 0 ja P(X = ) > 0 kaikilla z € R. Néin viite on
todistettu. O

Olkoon I, tapahtuman A indikaattorifunktio. Silloin
E(I4)=P(A)-1+[1—P(A)]-0=P(A).

Huomaa, ettd 1 — I4 = I 4 on A:n komplementin indikaattorifunktio ja I =
T4+ 14 = 1 kaikilla w € €. Maéritellain vastaavasti tapahtuman 'kruunu k.
heitossa’ indikaattorifunktio Xj:

1, kun w = kruunu;
Xi(w) = {

0, kun w = klaava.

Oletetaan, ettd kruunun sattumisen todenndkoisyys P(Xy = 1) = p, k =
1,2,...,n. Nyt satunnaismuuttuja

on kruunujen lukuméiré, kun heitetdén lanttia n kertaa. Silloin odotusarvon
lineaarisuuden nojalla

Kruunujen lukumé&irdn odotusarvo m:ssd heitossa on heittojen lukumééré

kertaa kruunun todennékéisyys. Jos lantti on harhaton, niin E(X) = 3.
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Esimerkki 3.8 Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalue Sx = {—1,0,1} ja
arvojen todennédkoisyydet

P(X=-1)=02  P(X=0)=05 ja P(X=1)=03.

Lasketaan odotusarvo F(X?). Merkitdin Y = X?2. Satunnaismuuttuja ¥ on
siis X:n funktio. Y:n arvoalue on Sy = {0, 1}, koska

o=y oo
Y:n arvojen 1 ja 0 todennikdisyydet ovat

PY=1)=PX=-1)+P(X=1)=0.5,

P(Y=0)=P(X =0)=0.5.

Siksi
E(X*)=E(Y)=1-05+0-0.5=0.5.

Olemme siis ensin méérittineet X% jakauman ja laskeneet siitd odotusar-
von E(X?).

Voimme kuitenkin laskea F(X?):n méiérittiméttd ensin X2 jakaumaa.
Soveltamalla Lausetta 3.9 (kohta 2) saadaan

E(X?) =(-1?-024+0%-05+1*-0.3
=1-(02+0.3)+0-0.5=0.5.
Maaritelladn nyt satunnaismuuttuja
h(X)=[X—-EX)?=(X-05)*=X*— X +0.25.

Satunnaismuuttuja h(X) saa arvot h(—1) = 2.25, h(0) = 0.25 ja h(1) = 0.25.
Odotusarvo on

E([X - E(X)]?) =0.2-22540.5-0.25+ 0.3 -0.25
=0.2-2.25+0.8-0.25 = 0.65.

Odotusarvo E([X — E(X)]?) on satunnaismuuttujan X varianssi. O

Esimerkki 3.9 Indikaattorifunktio (Maaritelmé 2.3) on kiyttokelpoinen myos
todennékoisyyksien tarkastelussa. Jos A ja B ovat tapahtumia, niin silloin

IAc:1—IA ja IAQB:IAIB.

Koska E(I4) = P(A) ja E(Isc) = P(A®), niin odotusarvon lineaarisuuden
nojalla (Lause 3.9, 1. kohta)

E(Ix) =1—E(ly),

josta saamme tutun tuloksen P(A°) = 1 — P(A). De Morganin sdéntojen
avulla saadaan myos identiteetti

Tawp =14+ Ip — I4lp.
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Esimerkki 3.10 Satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettid tasajakaumaa

Tasd(1, N), kun P(X =) = N, i=1,2,...,N (ks. alaluku 2.5.4). Silloin
N LN
E(X) = — = —
AP PN
_ 1 NIN+1) N+1
N 2 2
Vastaavasti
N 1 LN
2y _ 2 L 2
1 NWN+1D@EN+1) (N+1)(2N+1)
=5 5 = )

O

Esimerkki 3.11 Hypergeometrinen jakauma esiteltiin tarkasteltaessa otan-
taa palauttamatta (alaluku 2.6.1). Esimerkiksi tarkistusotannassa tuotteet
luokitellaan viallisiksi tai hyvéaksyttaviksi. Olkoon tuote-eréssd N tuotetta,
joista viallisia a ja hyvaksyttavida N — a kappaletta. Tehdddn n:n alkion sa-
tunnaisotos palauttamatta. Viallisten lukuméérd X otoksessa noudattaa hy-
pergeometrista jakaumaa parametrein n, N ja p, missd p = £ on viallisten
suhteellinen osuus tuote-erdssd. Merkitdén X ~ HGeo(n, N, p). Hypergeo-

metrisen jakauman todennékoisyysfunktio on
a\ (N—a
() Gs)
N
()
missd a = pN. Huomaa, ettd < min(a,n) ja x > max(0,a +n — N), joten
X todellinen arvoalue saattaa olla suppeampi kuin (3.3.6):ssé annettu.

Tarkistamme ensin, ettd kyseessd on todennékoisyysjakauma. Selvastikin
P(X =2)>0,kun z =0,1,...,n. Mutta identiteetin

I

n/ x=0

(3.3.6) P(X =x;N,n,p) =

, x=0,1,...,n,

oikeellisuuden tarkistaminen ei ole taysin vaivaton tehtédva. Voimme kuiten-
kin tdssd nojautua hypergeometriseen identiteettiin (2.4.10), jonka mukaan

()0 -()
—\r)\n—ux n
Lasketaan nyt hypergeometrisen jakauman odotusarvo

-5 <z>(%:;> . <z>(%:;> |
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Identiteetin (2.4.5) nojalla saadaan

ja

joten
n al N—a n al N-—a
P = [ T = ]
=1 n(n 1) N =1 n 1)

Kun merkitédéan y = n — 1, voidaan kirjoittaa
3 () O I (D G
= G = G
n—1
= P(Y:yvN_lan_lapl)zla

missd p; = 1‘\’[__11 Satunnaismuuttuja Y noudattaa siis jakaumaa HGeo(n —

1, N —1,py). Siksi hypergeometrisen jakauman HGeo(n, N, p) odotusarvo on

E(X) = n% = np.

Summa laskettiin muuntamalla alkuperédinen jakauma hypergeometriseksi ja-
kaumaksi, jonka parametrit ovat n — 1, N — 1 ja p; = ]‘f,ill
kelmilla voidaan osoittaa, etté

na (N—a)(N—-n) N —n
N NnNon Py

Var(X) =

3.3.2 Ehdollisen jakauman odotusarvo

Koska f(z | A) on todenndkoisyysfunktio (ks. identiteetti (3.2.3)), niin sen
avulla voidaan maéaritelld odotusarvo. Jos Y _|z|f(z | A) < oo, niin X:n
ehdollinen odotusarvo ehdolla A on

(3.3.7) E(X|A) =Y zf(z]A).

xT

Esimerkki 3.12 Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1,N) ja A={w]|a < X(w) <
b}, 1 <a<b< N, kuten Esimerkissd 3.7. Nyt X:n ehdollinen odotusarvo
ehdolla A on

b
E(X|A):fo(x|A):be_1 :”2”’.

a—+1

xT



66 Luku 3. Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen ja riippumattomuus

Ehdollisen odotusarvon ja odotusarvon vélilli on olemassa seuraavassa
lauseessa esitetty erittédin tirked yhteys.

Lause 3.3 Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) ja olkoon A sel-
lainen tapahtuma, etta P(A) P(A€) > 0. Silloin

E(X)=PA)E(X |A)+ P(A°) E(X | A).
Todistus. Seurauslauseen 2.1 mukaan
PX=z2)=P{X =z}nA)+P{{X ==x}n A9
ja ehdollisen todennékoisyyden madritelméan nojalla
P{X =2}NnA)=PA)PX=x|A

ja
PH{X =z} NA°) =PA°) P(X =z | A°).

Téasta seuraa, etté

—
~—~
\a¥
I
h
>
I
8
~—
I

P(A)f(z | A) + P(A°) f(x | AY).
Siksi
E(X)=> af(x)=P(A)) af(x|A)+ P(A)D xf(x | A)
:&ME@L@+P&%MMA% x
niinkuin véitettiin. 0

Jos joukkokokoelma {A;;i > 1} muodostaa otosavaruuden 2 osituksen
(ks. alaluku 1.3.2), niin voidaan todistaa seuraava yleinen tulos:

B(X) = P(4) B(X | A4).

Alaluvussa 1.3.2 tarkasteltiin vain &déarellisid osituksia. On syytd huomata,
ettd joukkokokoelma {A;;7 > 1} voi olla numeroituvasti déreton. Koska
{A;;i > 1} on :n ositus, niin

(ng&:@

(11) Az ﬂAJ = @, kun ¢ 7é‘], Ja

(ifi) P(A;) >0,i> 1.
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3.3.3 Satunnaismuuttujan varianssi

Varianssin laskemiseksi tarvitaan funktion h(X) = X? odotusarvo (Vertaa
Lauseen 3.9 kohta 2). Odotusarvoa F(X?) sanotaan satunnaismuuttujan X
2. momentiksi. Vastaavasti odotusarvo F(X) on X:n 1. momentti. Ennen
varianssin maarittelya esitetddn muutamia jatkossa térkeitd aputuloksia.

Apulause 3.1 Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja'Y on 2. momentti
ja ¢ € R on vakio. Silloin odotusarvot

(3.3.8) E[(cX)?], E[(X+Y)}, EX), EY) ja BE(XY)
ovat olemassa.

Todistus.

1. Koska E[(cX)?] = ¢ E(X?) ja F(X?) on oletuksen mukaan olemassa,
niin F[(cX)? on olemassa.

2. Koska 0 < (X+Y)? =2(X?4+Y?)— (X -Y)? < 2(X?+Y?) jaoletuksen
mukaan E(X?+Y?) = E(X?) + E(X?) on olemassa, niin Lauseen 3.9
(kohta 3) mukaan E[(X + Y)?] on olemassa.

3. Koska 0 < (|X| = |Y)? = |X]> +|Y|* — 2|X]|Y]|, niin niin Lauseen 3.9
(kohta 3) mukaan

1
B(XY) < 5 B(X* +Y?),

joten E(XY') on olemassa.
0

Lause 3.4 (Cauchyn ja Schwarzin epayhtild) Jos satunnaismuuttugilla
X ja'Y on 2. momentti, niin

(3.3.9) [E(XY)]? < B(X?) E(Y?).

Yhtisuuruus on voimassa jos ja vain jos P(aX + bY = 0) = 1, joillain
a,b € R, joista ainakin toinen poikkeaa nollasta.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd E(X?) # 0. Koska oletuksen mukaan E(X?)

ja E(Y?) ovat olemassa, niin Apulauseen 3.1 mukaan myos E(XY) on ole-

massa. Merkitdén nyt ¢ = E(XY)/E(X?). Silloin

E(XY)]?

0<E[(Y —cX)*=E(Y? _EGY)P
= [( c ) ] ( ) E(XQ) ’

misté viite seuraa. Yhtasuuruus on voimassa silloin ja vain silloin kun
PY—-cX=0)=1.

(2) Jos E(X?) =0, niin P(X =0) = 1. Silloin P(XY =0) =0 ja F(XY) =
0, joten epayhtélo (3.3.9) pitdd triviaalisti paikkansa. O
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Yhtasuuruus (3.3.9):ssé vallitsee silloin, kun aX = —bY (todennédkoisyy-
delld 1). Silloin Y = —¢X, jos b # 0. Epayhtalossd (3.3.9) pétee siis yhta-
suuruus, kun X ja Y ovat lineaarisesti riippuvia. Epayhtélo (3.3.9) voidaan
lausua myos muodossa

|B(XY)| < B(IXY]) < VE(X?)VE(Y?).

Maéiritelméa 3.6 (Varianssi) Jos satunnaismuuttujalla X on 2. momentti
E(X?), niin silli on odotusarvo py ja X:m varianssi on

(3.3.10) ox = Var(X) = E[(X — ux)?.

Merkintjen px ja 0% sijasta kiytdmme tavallisesti lyhyempid versioita
i ja 02, jos sekaannuksen vaaraa ei ole. Odotusarvon lineaarisuutta soveltaen
voidaan todeta, etta

B[(X = p)*] = B(X* = 2uX +417)

= B(X?) = 2uE(X) + 12
= B(X?) = 2p® + 1,
joten
(3.3.11) 0? = Var(X) = BE(X?) — u? = E(X?) — [B(X)]*.

satunnaismuuttujan X hajonta ox = y/Var(X). Odotusarvon mééritelmésté
ja identiteetistd (3.3.11) saamme erittdin kdyttokelpoisen tuloksen:

(3.3.12) Var(cX) = ¢® Var(X), E(X?) = p* + Var(X).
Esimerkki 3.13 Lasketaan diskreettid tasajakaumaa Tasd(1, V) noudatta-

van satunnaismuuttujan varianssi. Esimerkin 3.10 mukaan

_N+1
2

a py - WHDEN D

E(X) ;

Soveltamalla kaavaa (3.3.11) saadaan

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

C(N+DEN+1) (N+1) N1
B 6 2 12
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3.3.4 Kovarianssi ja korrelaatio

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja Y on 2. momentti. Silloin odo-
tusarvot E(XY') ja E[(X — ux)(Y — uy)] ovat olemassa Apulauseen 3.1
nojalla.

Masgritelma 3.7 (Kovarianssi) Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi
oxy maéadritellddn odotusarvona

(3.3.13) oxy = Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)]
Kovarianssin avulla voidaan sitten maéaaritella korrelaatiokerroin.

Mairitelmi 3.8 (Korrelaatiokerroin) Satunnaismuuttujien X ja Y kor-
relaatiokerroin

(3.3.14) pxy = Cor(X,Y) = Xy

Uxffy‘

Sanomme, ettd X ja Y ovat positiivisesti (negatiivisesti) korrelotuneita,
jos pxy >0 (< 0). X jaY eivit korreloi (korreloimattomia), jos pxy = 0.

Apulause 3.2 (Summan varianssi) Oletetaan, ettd satunnaismuuttugilla
X ja'Y on varianssi. Silloin

1. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).
2. Jos satunnaismuuttujalla Xy, Xo, ..., X, on varianssi, niin

(3.3.15) Var(i Xi) = znjzn:COV(Xqu)

i=1 j=1
= iVar(Xi) + i i Cov(X;, Xj).
i=1 i=1 ji
Todistus. Todistetaan 1. kohta. Mééritelmadn mukaan
Var(X +Y) = B[X +Y — (pux + py))”
ja
(X +Y = (ux + py)] = [(X = px) + (V= )
= (X = pux)® + (Y = py)* +2(X = px) (Y = py),
missd ux = E(X) ja py = E(Y). Odotusarvon lineaarisuuden nojalla
EX +Y — (ux + py)]* = B(X — px)* + BE(Y — py)?

+2 B[(X = px)(Y — py)]
= Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y).

Kaava (3.3.15) voidaan todistaa induktiolla. O
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3.3.5 Satunnaismuuttujan funktion jakauma

Lauseen 3.9 kohdassa 2 esitetdéin satunnaismuuttujan X funktion odotusarvo
X:n jakauman avulla. Jos Y on X:n funktio, voidaan Y:n todennikdisyys-
jakauma johtaa X:n jakaumasta. Olkoon Y = h(X) satunnaismuuttujan X
funktio ja Sy satunnaismuuttujan Y arvoalue. Jos A C Sy, niin

P(Y € A) = P(h(X) € A).

Esimerkki 3.14 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoalue on
S ={-1,0,1,2} ja todennédkdisyysfunktio mééritelldén seuraavasti:

. —1 0 1 2
fx(x): 02 0.3 04 0.1

Jos Y = X2, niin Y'm todennikéisyysfunktio on

y: 0 1 4
fr(y): 03 0.6 0.1

Nyt siis esimerkiksi P(Y = 1) = P(X = -1)+ P(X =1) =02+ 04 =
0.6. Y:n todennékoisyysfunktion méarittdminen X :n todennékoisyysfunktion
avulla on suoraviivainen, vaikkakin joskus ty6lds prosessi.

Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = g(X) = (X — ux)* = (X —
0.4)%, missd pux = 0.4. V:n todenniikdisyysfunktio on

v: 1.96 0.16 0.36 2.56
fy(v): 02 03 04 0.1

ja E(V) = E[(X — 0.4)?] = Var(X). 0

Olkoot Sy ja Sy satunnaismuuttujien X ja Y otosavaruudet (arvoalueet).
Silloin funktio h(z) méarittelee kuvauksen

h: Sx — Sy.
Madritelladn joukon A alkukuva kuvauksessa h seuraavasti:
(3.3.16) h'(A) ={z € Sx | h(zx) € A}.

Joukko A voi olla my6s yhden pisteen muodostama joukko eli A = {y}.
Silloin
h({y}) = {z € Sx | h(z) =y }.

Tissd tapauksessa merkitsemme h~!(y) merkinnin h~!'({y}) sijasta. Huo-
maa, ettd h~'(y) on edelleen monen pisteen joukko, jos on useita sellaisia
X:m arvoja x, ettd h(x) = y. Jos on vain yksi sellainen z, ettd h(z) = v,
niin 2~!(y) on yhden pisteen muodostama joukko {z} ja kirjoitamme silloin
hHy) = .
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3.3.6 Identtisesti jakautuneet satunnaismuuttujat

Maaritelma 3.9 satunnaismuuttujat X ja Y ovat identtisesti jakautuneet

eli noudattavat samaa jakaumaa, jos jokaiselle tapahtumalle A C ) pétee
P(X e A) =P € A).

Kun X jaY noudattavat samaa jakaumaa, merkitddn X ~ Y. Jos X ~ Y,
niin siitd ei seuraa, ettd X ja Y ovat sama satunnaismuuttuja. Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat identtiset (X = Y) eli samat, jos ne on mééritelty
samassa otosavaruudessa 2 ja X (w) = Y (w) kaikilla w € Q.

Esimerkki 3.15 Esimerkissd 2.6 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa ja
médriteltiin satunnaismuuttuja X = ’kruunujen lukuméérd’. Méaaritelladn
my6s satunnaismuuttuja Y = 'klaavojen lukuméérd’. Merkitddn R = "kruunu’
ja L = ’klaava’. Satunnaismuuttujilla X ja Y on sama jakauma, mutta
X # Y, silld esimerkiksi X(RRL) = 2 # Y(RRL) = 1. Satunnaismuut-
tujien X ja Y méadritelmistd seuraa, ettd X +Y = 3. X +Y on vakio toden-
nékoisyydelld 1: P(X +Y =3) = 1. O

Satunnaismuuttujan jakauma voidaan luonnehtia kertyméfunktion avul-
la.

Lause 3.5 Seuraavat kaksi vditetta ovat yhtdapitdvdt:
1. Satunnaismuuttujat X ja 'Y noudattavat samaa jokaumaa.
2. Fx(x) = Fy(x) kaikilla x € R, missi Fx on X:n ja Fy on Y :n kerty-
mdfunktio.

Kun X ja Y ovat diskreettejd, niin X ~ Y, jos fx(z) = fy(z) kaikilla
r e R.

Esimerkki 3.16 Heitetddn harhatonta lanttia 4 kertaa. Olkoon kruunun to-
dennékoisyys p. X ja Y on maééritelty samoin kuin Esimerkissd 3.15. Mik&
on tapahtuman {X = Y} todennékéisyys? Tapahtuma {X =Y} on

{w]| X(w)=Y(w)}={RRLL, LRRL, LLRR, LRLR, RLLR, RLRL}.

Jokaisen yksittiisen alkeistapahtuman (jonon) todennikoisyys on p*(1 — p)?
ja jonoja on (3) = 6 kappaletta, joten

4
PX =) = ()0 - o
Milloin X ~ Y7 Koska
4
e = (ra-pi o=o123
ja
4 Y 4—y
fr(y) = )P 1-p)*¥  y=0,1,2,34,

niin fx(z) = fy(z) kaikilla z = 0, 1,2, 3,4 jos ja vain jos p = 1. Siis X ~ Y,
kun p = % 0
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3.3.7 Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Maarittelimme tapahtumien riippumattomuuden alaluvussa 3.1.2. Tarkaste-
lemme nyt satunnaismuuttujien riippumattomuutta.

Mairitelma 3.10 (Satunnaismuuttujien riippumattomuus) Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat riippumattomat jos

(3.3.17) P(Xe€eAY eB)=P(Xe€A)PY €B)
kaikilla joukoilla A C R ja B C R.

Merkinta P(X € A, Y € B) on lyhennys merkinnéstda P({X € A}N{Y €
B}). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat siis riippumattomat, jos tapahtumat
{X € A} ja {X € B} ovat riippumattomat kaikilla A C R ja B C R.
Riippumattomuuden méaritelmésta seuraa esimerkiksi, etté kaikilla z,y € R

(3318)  P(X =2,Y =y) = P(X = ) P(Y —y) = fx(2)fy(y),
missd fx(z) on X:n ja fy(y) on Y:n todenniksisyysfunktio.

Lause 3.6 Jos X ja 'Y ovat riippumattomat, niin U = g(X) ja 'V = h(Y)
ovat riippumattomat, missi g(x) on pelkdstidn x:n (ts. X :n arvojen) funktio
ja h(y) pelkdstiin y:n funktio.

Todistus. Madritelladn A, = {z | g(z) = u}ja A, = {y | h(ly) = v}.
Silloin kaikilla u ja v

PU =u,V =v) = Plg(X) =u,h(Y) = 1]
= P(X Au, Y €A)
=P(XeA,)PY €A,) (X ja Y riippumattomat)
=P(U =u) P(V =v),
joten U ja V ovat riippumattomat. 0

Maaritelméa 3.10 pitédd tdsmélleen paikkansa vain diskreeteille satunnais-
muuttujille. Koska yleisessé tapauksessa kaikki €2:n osajoukot eivit ole ta-
pahtumia, niin silloin on rajoituttava sopivasti méaéariteltyyn 2:n osajoukko-
kokoelmaan. Yhtilo (3.3.17) pitdd myos paikkansa, jos toinen oikean puolen
tekijoistd on nolla. Huomaa, ettd P(X € A) = 0 tarkoittaa, ettd { w | X (w) €
A} = . Silloin

{(XeAYeB={w|Xw eA}n{w|Y(w)eB}=0,

joten P(X € A, Y € B) =0.
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Identiteettia (3.3.18) voidaan myos pitdd diskreettien satunnaismuuttu-
jilen X ja Y riippumattomuuden méaéaritelméné, silld siitd seuraa identiteet-
ti (3.3.17). Jos valitaan kaksi mielivaltaista numeroituvaa joukkoa A C R ja
B C R seké oletetaan (3.3.18), saadaan

P(XeAY€eB) =) Y PX=uw,Y =y

x,€Ay;EB
=Y D) P(X=wz)PY=y) [(33.18)
=Y P(X=uz)) PY =

;€A y;€B

=P(X €A P € B).

Néin olemme todenneet, ettd ehdot (3.3.17) ja (3.3.18) ovat yhtépitavit.

Téamén luvun alussa méaritelty tapahtumien riippumattomuus on itse
asiassa satunnaismuuttujien riippumattomuuden erikoistapaus. Olkoon Iy
tapahtuman A ja Ip tapahtuman B indikaattorifunktio. Huomaa, ettd [,
ja Ip ovat satunnaismuuttujia. Koska indikaattorifunktio saa vain arvot 1
tai 0, niin esimerkiksi

{]Azl}:A Ja {IA:O}:AC
Jos 14 ja Ip ovat riippumattomat, niin
(3.3.19) PIy=uzIp=y)=Pls=1z)P(Ip=1y)

kaikilla x,y € R. Nyt siis {I4 = z} on joko A, A¢ tai () ja {Ip = y} on
joko B, B¢ tai (). T#std seuraa mm. tapahtumien A ja B riippumattomuuden
médritelmé

P(A,B) = P(AN B) = P(A) P(B).
Lisaksi saadaan identiteetit
P(AN B°) = P(A) P(B°),
P(A°N B) = P(A°) P(B),
P(A°N B¢) = P(A°) ).

Lauseen 3.1 nojalla jokainen néisté identiteeteistd kelpaa A:n ja B:n riippu-
mattomuuden maéritelméksi.

P(
P(B

3.3.8 Useiden satunnaismuuttujien riippumattomuus

Satunnaismuuttujat Xy, ..., X,, ovat riippumattomat, jos

(3.3.20) P(X;€ A1, Xo€ Ay,.... X, €A,
=P(X; € A))P(Xy € Ay)---P(X,, € Ay)
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kaikilla (sopivasti valituilla) joukoilla A; C R, 1 < i < n. Jos Xy, ..., X,
ovat diskreettejd, niin (3.3.20) pitdd paikkansa kaikille joukoille A; C R,
1 < i < n. Yleisessid tapauksessa on A;:t (1 < ¢ < n) valittava niin, etta
joukot {X; € A;} = {w | X;(w) € A; } ovat tapahtumia. Huomaa, ettd riip-
pumattomien satunnaismuuttujien Xy, ..., X, jokainen osajono X, ,..., X;,
on riippumaton [1 < k < mn ja {i1,...,ix} C {1,...,n}]. Jos esimerkiksi X},
X5 ja X3 ovat riippumattomat, niin myos X; ja Xy ovat riippumattomat.
Tamé nahdaan, kun valitaan A3 = R. Silloin {X3 € R} =Q ja
{X1 € Al,XQ € A27X3 € R} = {X1 € Al} N {XQ € AQ} Ry

= {X1 c Al,XQ c Ag},
joten identiteetin (3.3.20) mukaan

P(X1 c Al,XQ S Ag) = P(Xl S Al) P(XQ S Ag) P(Q)
= P(Xl S Al) P(XQ S Ag)

3.4 Suurten lukujen laki

Riippumattomat, samoin jakautuneet satunnaismuuttujat (rsj).

Riippumattomien satunnaismuuttujien jono Xi, Xo, ... (dérellinen tai dére-
ton) on samoin jakautunut, jos jokaisella jonon satunnaismuuttujalla on sa-
ma jakauma. Sanomme lyhyesti, ettd jono X, X5,... on rsj. Silloin jonon

satunnaismuuttujilla on sama kertyméfunktio F', joten
P(X, <z)=F(x) kaikilla = € R.

Jos siis yhden satunnaismuuttujan Xj, odotusarvo on p ja varianssi o2, silloin
niiden kaikkien kaikkien odotusarvo on p ja varianssi o?.

Lause 3.7 (Markovin epiayhtild) Olkoon X > 0 epinegatiivinen satun-
naismuuttuja. Silloin
E(X)

P(X >a) < : kun a > 0.
a

Todistus. Olkoon I4 joukon A = {w | X(w) > a} indikaattorifunktio [ks.
(2.3)]. Koska seké indikaattorifunktio ettd X ovat epénegatiiviset ja I, +
I =1, niin
X =1, X + 14X > 14X >aly.

Viimeinen epdyhtilo seuraa siité, ettd X (w) > a ja I4(w) = 1, kun w € A.
Jos taas w ¢ A, niin I4(w) = 0, joten I4(w)X (w) = I4(w)a = 0. Keskiarvon
monotoonisuuden (Lause 3.9, 3. kohta) ja lineaarisuuden (1. kohta) nojalla
saadaan

E(X)>E(als) =aE(ls) =aP(X € A)=aP(X > a),

koska tapahtumat {X € A} ja {X > a} ovat mééritelmén mukaan ekviva-
lentteja. ([l
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Markovin epéayhtalon avulla on helppo todistaa erittdin kédyttokelpoinen
Tsebysevin epdyhtdlo.

Lause 3.8 (TsebySevin epdyhtild) Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka
keskiarvo on u ja varianssi o2. Silloin

[\

(3.4.1) P(X —pl>e) <L,  kaikillac > 0.

9
52

Todistus. Miiritelldin satunnaismuuttuja Y = h(X) = (X —pu)? ja valitaan
a=¢?>>0.KoskaY >0 ja E(Y) = 02, seuraa Tsebysevin epiyhtilo (3.4.1)
suoraan Markovin epayhtalosta. 0

Lause 3.9 Oletetaan, ettd otosavaruudessa ) madritellylli diskreeteilld sa-
tunnaismuuttugille X ja'Y on odotusarvo ja a € R on vakio. Silloin

1. B(aX)=aFE(X) ja E(X+Y)=E(X)+ E(Y), joten odotusarvo on
lineaarinen operaattori.

Olkoot h(x), hi(z) ja ho(x) sellaisia funktioita, ettd satunnaismuuttugilla
h(X), h1(X) ja he(X) on odotusarvo. Silloin seuraavat tulokset pitivdt paik-
kansa:

2. E[h(X)] = %Zh(l’)fx(w) = le W) P(X = x)

3. Jos hi(x) > hy(x) kaikilla x, niin E[h(X)] > E[he(X)].

Lause 3.10 (Tulon odotusarvo, riippumattomat SM:t) Olkoot satun-
naismuuttujat X ja 'Y riippumattomat.

1. Jos E(X) ja E(Y) ovat olemassa, niin E(XY) = E(X) E(Y).
Olkoot satunnaismuuttujat Xy, Xs, ..., X, rippumattomat.
2. Jos satunnaismuuttugilla Xy, Xs, ..., X, on odotusarvo, niin

E(Xi Xy X,) = E(Xy) E(X2) - E(X,).

Todistus. 1. Odotusarvon maaritelman mukaan
E(XY)=> > ayP(X =z,Y =y)
z oy

= Z Z ry P(X =x) P(Y =y) [X ja Y riippumattomat]
z oy

_ [;xp(x - x)} [Zy:yP(Y = y)]

= E(X)E(Y).

Koska » o P(X =) ja ), y P(Y = y) suppenevat itseisesti odotusarvo-
jen olemassaolon nojalla, pitdéd 3. yhtasuuruus paikkansa ja my6s odotusar-
von E(XY') olemassaolo seuraa odotusarvojen E(X) ja E(Y') olemassaolosta.

Kohta 2. voidaan todistaa soveltamalla toistuvasti 1. kohdan tulosta. [J
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Apulause 3.3 (Summan varianssi, riippumattomat SM:t) Oletetaan,
ettd X1, Xo, ..., X, ovat risppumattomat ja niilld on varianssi. Silloin

Cov(X;, X;) =0, i # 7,
ja
Var(X; + Xo + - - -+ X,,) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,).
Todistus. Jos ¢ # j, niin
Cov(Xi, X;) = E(X;X;) — E(X;) E(X))
= E(X)) E(X;) - E(X)) E(X;) =0,
koska X;m ja X riippumattomuuden nojalla E(X;X;) = E(X;) E(X;) = 0.

Summan varianssin Var(}_ !, X;) lauseke seuraa nyt suoraan Apulausees-
ta 3.2. O

Apulause 3.4 (Otoskeskiarvon odotusarvo ja varianssi) Olkoot X, X5,
..., X,, RSJ satunnaismuuttujat, joiden keskiarvo on u ja varianssi o*. Miid-
ritellddn satunnaismuuttujat

_ Sn
Sn:X1+X2++Xn, Xn:_
n
Silloin

— (72

E(S,) = npu, Var(S,) = no?, E(X,) = pu, Var(X,,) = —

Voimme nyt todistaa TSebySevin epédyhtélon avulla ns. hetkon suurten
lukujen lain (HSLL).

Lause 3.11 (Heikko suurten lukujen laki (HSLL)) Olkoon X;, Xs, ...,
X, ddretén RSJ satunnaismuuttujien jono, jossa jokaisen satunnaismuuttu-
jan keskiarvo on u ja varianssi o®. Olkoon S, = X1 + Xo+ -+ X,, ja

S,
X, ===
n

Silloin jokaisella € > 0,
P(IX, —pul>¢)—0, kun n — oo.

Todistus. Apulauseen 3.4 ja TSebySevin epdyhtialon mukaan
P(lX,—pul >e) < —.
(1 pl>e) < 3

Kun n — oo, niin 0?/(ne?) — 0, joten
P(|Yn_/i| >¢e) — 0.
Niin on lause todistettu. OJ

Heikko suurten lukujen laki sanoo, ettd otoskeskiarvo ldhenee todenné-
koisyyden mielessé todellista keskiarvoa, kun otoskoko kasvaa.
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3.5 Generoivat funktiot ja momentit

3.5.1 Momentit

Erés tapa luonnehtia satunnaismuuttujan jakaumaa, on laskea jakauman mo-
mentit. Ne médritellddn odotusarvon avulla.

Maaritelma 3.11 Olkoon r positiivinen kokonaisluku. Jos odotusarvo
a, = E(X")

on olemassa, se on satunnaismuuttujan X (tai X:m jakauman) r. momentti.
Vastaavasti X:n r. keskusmomentti on

pr = E[(X — )],
missé u = E(X) = .
Momenttia «, kutsutaan joskus myos origomomentiksi. Jakauman kes-

kiarvo on siis 1. origomomentti ja varianssi 2. keskusmomentti. Satunnais-
muuttujan X tekijimomentit g., r = 1,2,... mééaritelladn seuraavasti:

g =EXD=FEX(X-1) (X —r+1)].
Ensimmaiset kaksi tekijamomenttia ovat
g1=E(X)=0a1=y,
g2 = BIX(X - 1)) = B(X? - X) = B(X?) - B(X) = a3 — u.
Koska 0% = ap — p?, niin

02:g2+u—,u2.

3.5.2 Momenttifunktio

Esittelemme nyt uuden todennékoisyysjakaumaan liittyvéan funktion, mo-
mentteja generoivan funtion, jota kutsutaan lyhyesti momenttifunktioksi (mf).
Momenttifunktio tarjoaa erdén yleisen menetelmén momenttien laskemisek-
si, vaikka se ei aina ole siihen tarkoitukseen helpoin tai tehokkain menetelmé.
Momenttien laskemista tarkeampéaé on se, ettéd jakaumat voidaan luonnehtia
kétevisti momenttifunktion avulla (mikiili se on olemassa).

Maéritelma 3.12 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka todenné-
koisyysfunktio on f(z) ja arvoavaruus S. Silloin reaalimuuttujan ¢ funktio

M(t) = E(e™)
on satunnaismuuttujan X (tai X:m jakauman) momenttifunktio (mf), jos

odotusarvo
E(e™) =) e f(x)

z€eS
on olemassa jollain avoimella vililla —a <t < a, missé a > 0.
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Maaritelmén perusteella on selvéi, ettéa

M(0) = E"¥) =) f(z) =1

z€eS

Olkoon S = {zy, x9,...}. Silloin

Mx(t) = e f(@1) + e f(z2) + -+,
missé e"*:n kertoimet

f(z) = P(X = ay), k=1,2,...

ovat todennékoisyyksia. Olkoon f(z) satunnaismuuttujan X todennikoisyys-
funktio, g(y) satunnaismuuttujan Y todennikoisyysfunktio ja S = {aq, as, . ..}
X:n ja Y:n yhteinen arvoavaruus. Jos

Mx(t) = My (t), kaikilla t, —h <t < h,
niin matemaattisen analyysin teorian nojalla

flar) = glax), kE=1,2,...

Jos siis kahdella satunnaismuuttujalla on sama momenttifunktio, niin niilla
taytyy olla sama jakauma. Olkoon Fx(u) X ja Fy(u) Y:n kertyméfunk-
tio. Esitetddan nyt momenttifunktion yksikasitteisyytta koskeva tulos lauseen
muodossa.

Lause 3.12 Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y momenttifunktiot My (t)
ja My (t). Jos Mx(t) = My (t) kaikilla t jossain nollan ympdristdssd, niin
Fx(u) = Fy(u) kaikilla u:n arvoilla eli X :1ld ja Y :lld on sama jakauma.

Esimerkki 3.17 Jos X ~ Ber(p), niin
M(t) = E(™) =e"'p+eg=c'p+yq,
missd g =1 —p. O

Lause 3.13 Olkoot X ja 'Y ritppumattomat satunnaismuuttujat, joiden mo-
menttifunktiot ovat Mx(t) ja My (t). Silloin satunnaismuuttujan Z = X +Y
momenttifunktio on

(3.5.1) My(t) = My (t) My (t).

Todistus. Koska e on pelkiistdin x:n (X:n arvojen) funktio ja e pelkéis-
tasn ym funktio, niin Lauseen 3.6 mukaan e ja e’¥ ovat riippumattomat.
Viite

E(etZ) — E[et(X—f—Y)] — E[etXetY] — E(etX) E(etY)

seuraa sitten suoraan Lauseesta 3.10. O
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Usean satunnaismuuttujan tapauksessa on voimassa vastaava tulos.

Seuraus 3.1 Olkoot X1, X, ..., X, riippumattomat satunnaismuuttujat,
joiden momenttifunktiot ovat Mx,(t), i =1,2,...,n. Silloin summan

momenttifunktio on
Ms, (t) = Mx, () Mx,(t) - - - Mx,(t).

Jos momenttifunktio M (t) on olemassa vélilla (—h,h), niin momentti-
funktiolla on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessid ¢ = 0. Kun identi-
teetti

(3.5.2) M(t) =) e f(x)

TE€S

derivoidaan puolittain, voidaan oikea puoli derivoida termeittdin ja yhté-
suuruus séilyy. Derivoimalla lauseke (3.5.2) puolittain muuttujan ¢ suhteen
saadaan

M(t) =) we™ f(x),

TE€S

M(t)” _ Zx2etxf(x)

z€eSs

ja jokaisella positiivisella kokonaisluvulla r

M) =" ame f(x).

z€eS

Sijoittamalla ¢ = 0 saadaan

M(0) = af(z) = BE(X),

z€eS

M) =3 a?f(x) = B(X?)
€S
ja yleisesti
M) ="' f(z) = B(X").
zeS
Erityisesti
p=M©O) ja  o*=M(0) —[M(0)].

Lause 3.14 Olkoon My (t) satunnaismuuttujan X momenttifunktio ja'Y =

aX + b, missi a ja b ovat annettuja reaaliarvoisia vakioita. Silloin My (t) =
bt
e’ Mx (at).
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Lause 3.15 (Momenttifunktioiden suppeneminen) Olkoon X, X5, X3, ...

satunnaismuuttugien jono, jossa jokaisella X, :lld on momenttifunktio M, (t),
n=1,2,3,... Oletetaan lisiksi, ettd

My, (t) — Mx(t)
kaikilla t:n arvoilla jossain nollan ympdaristossi (—h,h), kun n — oo. Jos
Mx (t) on momenttifunktio, niin silloin on olemassa yksikdsitteinen kerty-

mdafunktio Fx(x), jonka momenttifunktio on Mx(t) ja

lim Fx, (x) = Fx(x)

n—~oo

kaikissa pisteissd x, joissa Fx(x) on jatkuva.

Satunnaismuuttujien momenttifunktioiden suppenemisesta seuraa siis sa-
tunnaismuuttujien kertyméafunktioiden suppeneminen.

3.5.3 Todennikdisyydet generoiva funktio (tgf)

Diskreetin satunnaismuuttujan X todenndkoisyydet generoiva funktio (tgf)
G(t) mééritellddn seuraavasti:

G(t) = E(t) = 3 St

Nihdéén helposti, ettd G(1) = > .2, f(z;) = 1. Sarja suppenee ainakin sil-
loin, kun |¢| < 1. Kun sarja derivoidaan termeittéin, saadaan

G'(t) =) aif(x)t" .

Jos G(t) on olemassa jollain valilla (—h — 1,h+ 1), h > 0, niin

ja yleisesti
GO =EX") =EX(X -1 (X —r+1)]

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r. Todennékoisyydet generoiva funktio
liittyy ldheisesti momenttifunktioon, silld

G(e') = B(e™N) = M(t).
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3.6 Kokeiden yhdistdminen ja tulomallit

Tarkastellaan nyt satunnaiskokeita £; ja &, joiden otosavaruudet ovat vastaa-
vasti 27 ja €2y. Olkoot satunnaiskokeisiin liittyvét todennékoisyysjakaumat
{p:} ja{q:} i = 1,2,... Tarkastelemme seuraavassa vain numeroituvia otos-
avaruuksia. Yhdistetdin kokeet siten, ettd tehdadn kokeet &£ ja £. Merkitdan
yvhdistettya koetta £ x &;. Yhdistetyn kokeen tulos esitetdin jarjestettyné
parina (w;,w;), missd w; € €y on kokeen & tulos ja w; € 2y on kokeen &
tulos. Yhdistetyn kokeen otosavaruus on siis otosavaruuksien €2y ja Q9 kar-
teesinen tulo 0y x Qy = { (w;, w;) | w; € Q1 ja w; € Qs }. Vastaavalla tavalla
voidaan yhdistda useampiakin kokeita.

Mééarittelemme nyt yhdistettyyn kokeeseen £ x & liittyvan todennékoi-
syysjakauman §2; x y:ssa. Kokeet ovat riippumattomat jos ja vain jos

(3.6.1) P(w;,wj) = pig;

kaikilla w; € €1 jaw; € s, missé p; = p(w;) on w;:n todennakdisyys 2;:ssé ja
¢; = p(w;) on w;mn todenndkdisyys (g:ssé. Selvéstikin P(w;, w;) > 0 kaikilla
(wi,w;) € Q1 x Qy. Koska > p;= > ¢; =1, niin

wi €N w;EQ
Z P(wi,w;) = Z Z Piq; = ( Z pZ-) ( Z qj) =1
(Wi w;) €N X2 wi €01 w; €N wi; € w; €02

Identiteetti (3.6.1) siis médrittelee todennikoisyysjakauman €25 x y:ssa. Sitd
kutsutaan yhdistetyn kokeen & x &; tulomalliksu.

Riippumattomat toistot

Tulomallin téarked erikoistapaus saadaan toistamalla n kertaa koe &, jonka
otosavaruus on (). Téllaista koetta sanotaan toistokokeeksi ja sitd merkitaéan
E". Yhdistetyn kokeen otosavaruus on 2 x €2 x - - - x ), jonka alkeistapaukset
ovat muotoa w = (wy,ws, . ..,w,), Missd w; on 7. toiston tulos. Olkoon p(w)
satunnaiskokeeseen & liittyvissd otosavaruudessa ) madritelty jakaumafunk-
tio. Toistokokeeseen E£™ liittyvé jakaumafunktio mééritelladn seuraavasti:

p(w) = p(wi)p(ws) - - - plwy).

Bernoullin koe

Bernoullin koe (nimetty James Bernoullin mukaan) on koe, jossa on tasmél-
leen kaksi tulosvaihtoehtoa. Usein toista tulosvaihtoehtoa kutsutaan onnis-
tumiseksi (O) ja toista epaonnistumiseksi (E), joten Bernoullin kokeen otos-
avaruus {2 = {O, E}. Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jakaumaa,
kun

(3.6.2) _J1, todennikéisyydella P(O) = p;
- 0, todennikoisyydella 1 — p,
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missd 0 < p < 1. My6s satunnaismuuttujan arvoa X = 1 kutsutaan onnis-
tumiseksi ja p:td onnistumistodennékoisyydeksi. Vastaavasti arvoa X = 0
kutsutaan epdonnistumiseksi. Huomaa, ettd X on ’onnistumisen’ indikaatto-
rifunktio. Bernoullin kokeen riippumattomat toistot muodostavat Bernoullin
toistokokeen.

Esimerkki 3.18 Esimerkissé 2.6 heitetddn harhatonta lanttia 3 kertaa. Yh-
dessé lantin heitossa otosavaruus 2 = {R, L}. Voidaan sopia esimerkiksi, etta
kruunu (R) on onnistuminen ja klaava (L) on epdonnistuminen. Vastaavan
Bernoullin jakaumaa noudattavaan satunnaismuuttujaan liittyva otosava-
ruus S = {1,0}. Lantin heitto on Bernoullin koe. Tehd#én kolme riippuma-
tonta Bernoullin koetta. Tahén yhdistettyyn kokeeseen liittyva otosavaruus
on SxSxS = {(s1,s92,53) | s; € S} ={111,110,101,100,011,010,001, 000}.

OJ

Kun toistetaan Bernoullin koe n kertaa (riippumattomat toistot), ovat ko-
keen mahdolliset tulokset n:n pituisia 1:n ja 0:n muodostamia jonoja. Tyy-
pillinen jono on muotoa 111011000...110, jonka todennékdéisyys on

ppp(1 —p)p(L —p)(1 — p)ppp - - pp(1 — p) = p* (1 — p)" ",

misséd k on onnistumisten lukumééra ja n — k epdonnistumisten lukuméaéra.
Erilaisten mahdollisten jonojen lukumé&éra on 2.

Binomijakauma voidaan mééritella Bernoullin toistokokeen avulla. Ol-
koon X, Xs,..., X, samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien riippumat-
tomien satunnaismuuttujien jono, missi P(X; = 1) = p ja P(X; = 0) =
1—-p=gq,i=1,2,...,n. Silloin E(X;) = p ja Var(X;) = pg. Onnistumisten
lukumééra n:ssé riippumattomassa Bernoullin kokeessa on

Miké on todennékéisyys, ettd onnistumisia on x (0 < z < n) kappaletta? Jos
jonossa on tésmélleen = ykkostd, niin jonon todennékoisyys on p*(1 —p)" .
Téllaisia jonoja on yhteensa (Z) kappaletta. Onnistumisten lukumé&éara n:sséa
Bernoullin kokeessa noudattaa binomijakaumaa

n T n—x
fw) = ( )p 1 pr
x
missé siis f(z) = P(X = ).

Onnistumisten lukumééran otoskeskiarvo on

— Sh

Se on onnistumisten suhteellinen frekvenssi n:ssé riippumattomassa Bernoul-
lin kokeessa, esimerkiksi kruunujen suhteellinen frekvenssi lantin heitossa.

Apulauseen 3.4 mukaan E(X,,) = p ja Var(X,,) = pg/n. HSSL:n mukaan
P(|yn_p| >6) —0
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kaikilla € > 0, kun n kasvaa. Kruunujen suhteellinen frekvenssi lahenee p:téa
todennikoisyyden mielessé, kun heittojen méaéra kasvaa. Bernoulli todisti té-
mén tuloksen 1713. Tulosta kutsutaan hinen mukaansa Bernoullin suurten
lukujen latksi. Ensimméisessd luvussa tarkasteltiin suhteellisen frekvenssin
raja-arvoa todennékoisyyden tulkintana ja erdénlaisena perusteluna toden-
nakoisyydelle. Nyt ndemme, ettd taméa suhteellisen frekvenssin raja-arvotulos
on yksi todennékoisyyslaskennan perustuloksista.

3.6.1 Yleinen tulokaava

Yleensé todennékoisyysongelmat koskevat useita tapahtumia tai satunnais-
muuttujia, joiden keskindisid riippuvuuksia tarkastellaan. Tietyssd mieles-
sé kaikki todennékoisyydet ovat ehdollisia, mutta tavallisesti selvané pidetyt
ehdot jatetddn mainitsematta. Rahanheitossa mainitsemme vain vaihtoehdot
‘’kruunu’ ja ’klaava’, vaikka lantti voi jaddd myos reunalleen. Presidenttieh-
dokkaasta tulee presidentti vain silla ehdolla, ettd séilyy hengissé vaalikam-
panjan ajan. Valitsemistodennékoisyytta laskettaessa ei hengissdpysymisen
todennékoisyytta tavallisesti oteta huomioon.

Seuraavassa esitetdan yleinen tulokaava. Huomaa, etté jatkossa leikkausta
Aj N Ay merkitddn kaavojen yksinkertaistamiseksi lyhyesti A; As.

Viittami 3.1 (Tulokaava) Olkoot Ay, A, ..., A, mitd tahansa tapahtu-
mia. Silloin

(3.6.3) P(A1Ay---Ay) = P(A1) P(Az | A1) P(A3 | AiAg) -+
: P(An ‘ A1A2 o 'Anfl)a
jOS P(AlAQ . 'An—l) > 0.

Todistus. Jos P(A1As - A,—1) > 0, niin kaavassa (3.6.3) esitetyt ehdolliset
todennéakdoisyydet ovat hyvin méaritellyt, koska

Kun yhtélon (3.6.3) oikea puoli kirjoitetaan auki ehdollisen todennékéoisyyden
kaavaa (3.1.1) soveltaen, saadaan

P(A)) P(A1As) P(AjAyds)  P(AjAs---Ay)

P(Q)  P(A)  P(AAy)  P(AAy---A, )

joka supistuu todennikoisyydeksi P(A;As -+ A,). O

Kutsumme kaavaa (3.6.3) tapahtumien yhdisteen yleiseksi tulokaavaksi.
Jos Ay, Ag, ..., A, ovat keskenéén riippumattomat, niin saadaan

P(A1Ay -+ Ay) = P(A1) P(Ay) -+ P(Ay).
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Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien Xi, Xo, ..., X,,, ... arvoalueet S; ovat
numeroituvia. Mééaritelladn tapahtumat

AZ:{XZ:Z'Z}, i:1,2,...,

missa z; € S;. Silloin voimme kirjoittaa kertolaskukaavan (3.6.3) avulla

(364) P(Xlzl'l,XQ:ZEQ, ,Xn:l'n)
:P(Xlzl'l)P(XQ:l'g|X1:$1)P(X3:ZE3|X1:ZE1,X2:ZE2)"'
'P(Xn:l'n|X1:$1,...,Xn_1:l'n_1).

P(X; =21, X5 =19, ..., X, = x,) on satunnaismuuttujien X;, X, ..., X,
yhteistodenndkdisyys, joka on lausuttu perdkkéisten ehdollisten todennékoi-
syyksien avulla.

Esimerkki 3.19 (Syntyméipéiviongelma uudelleen) Olemme jo aikai-
semmin implisiittisesti soveltaneet yleista tulokaavaa (3.6.3). Tarkastellaan
uudelleen Esimerkin 2.3 syntyméipéiviongelmaa. Kutsuilla on r henkil6a.
Millé todennékoisyydelld ainakin kahdella henkilolld on sama syntyméapéiva?
Kéytossamme on osanottajalista, johon syntymépéivét on merkitty (karkaus-
vuotta ei oteta huomioon). Kdydéén listaa lapi alusta lihtien jarjestyksessa
niin pitkalle, kunnes loydetdan syntymépéiva, joka jo oli listalla aikaisemmin.
Silloin etsinté lopetetaan siihen ja todetaan, ettd ainakin kahdella vieraalla
on sama syntymaéapaiva. Jos lista paastadn ldapi loytamatta toistoa, kelldan ei
ole samaa syntyméapéaivaa.

Olkoon B; tapahtuma, ettd tarkistus lopetetaan j. vieraaseen, koska hé-
nen kohdallaan huomataan 1. toistuva syntymépaivi. Olkoon A; tapahtuma,
ettd j:114 ensimmaiselld on eri syntymépéaiva. Silloin

AﬁZBQUBgLJUBT

on tapahtuma, ettéd ainakin kahdella on sama syntymépaiva. Koska tapahtu-
mat By, Bs, ..., B, ovat toisensa poissulkevat, niin

P(A7) = P(Bz) + P(B3) + -+ + P(B,),

missé

P(AS) = 1— P(A,).

Lasketaan kysytty todennédkéisyys P(AS) todenndkoisyyden P(A,) avulla.
Kuvataan tarkistusprosessi toistokokeena:

By Bs By Bs B,
1 2 3 4 r—1
365 365 365 365 365
364 363 362 365—(r—1)
365 365 365 365
Al A2 A3 A4 T Ar—l > AT
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Jotta tarkistusprosessi menee koko listan lapi, sattuu tapahtuma A,, eli kai-
killa vierailla on eri syntymépéiva. Sitd ennen ovat sattuneet A,, Az, ...,
A,_1. Esimerkiksi A; on tapahtuma, etté tarkistusprosessi ei pysihdy 2. vie-
raaseen, vaan hénelld on eri syntymépéivé kuin 1. vieraalla. Todennékoisyys

364 ] r
-~ 365 365
koska valittavana on 364 péivid, jotka poikkeavat 1. vieraan syntymépaiva-
paivésta. Jos j:n ensimméisen syntymépédivan joukossa ei ole samoja, niin ei
myoskddn im ensimmaéisen, jos ¢ < j, jolloin A; C A;. Téstéd seuraa, ettd
AsAz---Aj=Aj ja

P(A) 1 — P(By).

365 — j ]
P(Ajn | Ay Aj) = P(Ap | A)) = = =1 o

Soveltamalla tapahtumien yhdisteen tulokaavaa saadaan
p(Ar) — p(A2A3A4 e Ar)
- p(Ag)p(Ag ’ AQ)P(A4 ‘ A2A3) P(Ar ’ AQ"'Arfl)
— p(AQ) p(Ag ’ AQ) P(A4 ‘ Ag) . P(AT ’ ATfl)

364 362 362 365-—r+1 365
365 365 365 365 365

3.7 Bayesin lause

Pastori Thomas Bayesin (1763) mukaan nimetty lause seuraa suoraan ehdol-
lisen todennédkoisyyden maéadritelméstda. Bayesilainen ldhestymistapa tilasto-
tieteeseen perustuu tdahén lauseeseen. Olkoot Hy, H, ..., Hy sellaiset tapah-
tumat, etta

k
i=1

Nyt siis tapahtumajoukko Hy, Hs, ..., Hr muodostaa otosavaruuden ) osi-
tuksen. Tama tarkoittaa sité, ettéd yksi ja vain yksi tapahtumista Hy, Ho, ...,
H,, sattuu, kun tehdéain satunnaiskoe &, jonka otosavaruus on (2. Oletamme
liséiksi, ettd P(H;) > 0 kaikilla¢=1,2,... k.

Q:ZHi

jokin otosavaruuden ositus. Silloin minkd tahansa tapahtuman T" C ) toden-
ndkoisyys voidaan lausua muodossa

(3.7.1) P(T) =) P(H;) P(T | H,).

Lause 3.16 Olkoon
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Todistus. Joukko-opin sddntéjen nojalla saadaan

T=QT = (ZHZ-)T:ZHZT,

josta todennékoisyyden P additiivisuuden (Mé&éritelmé 2.5) perusteella seu-

raa kaava Pty (Z HiT) = P(HT).

Kun kaavaan sijoitetaan
P(H;T)= P(H,;) P(T | H;),
saadaan (3.7.1). 0O

Jos kaavassa (3.7.1) jokin P(H;) = 0, vastaava summan termi on 0, vaikka
P(T | H;) ei olekaan méiritelty. Kaavaa (3.7.1) kutsutaan kokonaistodenn-
koisyyden kaavaksi.

Olkoot X ja Y kokonaislukuarvoiset satunnaismuuttujat ja k jokin koko-
naisluku. Soveltamalla kaavaa (3.7.1) tapahtumiin

H={X=d, T={Y=k)

saadaan
(3.7.2) P(Y=k) =) PX=iPY=k|X=i),
misséd summa kdy yli kaikkien kokonaislukujen. Jos P(X = i) = 0, niin

vastaava yhteenlaskettava summassa on 0. Kaava on helppo yleistdd mille
tahansa satunnaismuuttujalle X, jonka arvojoukko Sx on numeroituva. ¥ voi
olla jokin yleisempi satunnaismuuttuja, ei véalttadmaéatta kokonaislukuarvoinen,
ja tapahtuma 7' = {Y = k} voidaan korvata vaikkapa tapahtumalla 7" =
{Y >a},aeR

Esimerkki 3.20 (Miké& laatikko?) Meilld on 3 samanlaista laatikkoa. Laa-
tikossa i on ¢ valkoista palloa ja yksi musta, ¢« = 1, 2, 3. Tilanne on siis oheisen

kuvion kaltainen
O O O
OX | OX OX |

Laatikko 1 Laatikko 2 Laatikko 3

Laatikko valitaan harhattoman nopan heitolla. Jos silméaluku on k, valitaan

laatikko, jonka numero ¢ = (%W on % pyoristettyna ldhimpédn (suurempaan)

kokonaislukuun. Jos esimerkiksi £ = 3, niin %W = 2 ja valitaan Laatikko
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2. Kun valitun pallon véri on tiedossa, arvataan, mistéd laatikosta pallo on
valittu.

Mik&a on arvauksesi, jos valittu pallo on valkoinen? Tuntuisi jarkeval-
td arvata Laatikko 3, koska sielld on suhteellisesti eniten valkoisia. Olkoon
H; = {Pallo Laatikosta i}, T' = {Pallo valkoinen}. Arvion varmentamiseksi
lasketaan todennéakdisyydet

(3.7.3) P(H; | T) = i=1,2,3.

Seuraavassa kuviossa on esitetty havainnollisesti tilanteeseen liittyvét toden-
nakoisyydet.

Valitaan laatikko Valitaan pallo
1
2
RN :
' 2
5 O|_~
ENICL )
3 2. 3
OO °
O i
3.
Kaavassa (3.7.3) osoittaja on
1 1
P(HiT):P(HZ-)P(T‘Hi)Zg-H—l, 1=1,2,3.

Koska Z?Zl H,T =T ja Ty, Ty ja T3 muodostavat T:n osituksen, niin yh-
teenlaskulauseen perusteella

11 1 2 1 3 23
P(T)== -4-.242.2-%2
(T) 3 2+3 3+3 4 36
Kaavasta (3.7.3) saadaan
1 :
L
P(H,|T)= 341 = ‘ i=1,2,3

23 99 s 1°
% 23 1+1

Jos veikkaat Laatikkoa 3, todennékoisyys osua oikeaan on 2%. Laatikolla 1
vastaava todennékoisyys on 2% ja Laatikolla 2 se on %. Intuitiivisesti oikealta

tuntunut Laatikon 3 valinta on siis paras arvaus. O
Viittami 3.2 (Bayesin lause) Olkoon Hy, Hs, ..., Hy otosavaruuden )
ositus ja T sellainen tapahtuma, ettd P(T) > 0. Silloin

P(H;) P(T | H;)

(3.7.4) P(H; | T) = S P(H,) P(T| )
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Todistus. Todennékoisyyksien tulokaavan nojalla sadaan
P(HT)=P(H;) P(T'| H;) = P(T) P(H; | T),

misté seuraa
P(H;) P(T | H;)
P(T)
Viittdmén 3.16 mukaan P(T) = 3, P(H;) P(T | Hj), joten kaava (3.7.4) on
todistettu. O

P(Hi’T):

Kaavaa (3.7.4) kutsutaan Bayesin sédénnoksi. Tapahtumat Hy, H, ..., Hy
voidaan usein ajatella hypoteeseiksi, joista tdsmélleen yksi on tosi. 7" on taas
jokin tunnettu tieto satunnaiskokeen tuloksesta: tieddmme, ettd tapahtuma
T on sattunut. Todennékoisyydet P(H;), i = 1,2,...,k ovat hypoteeseja
koskevia ns. prioritodenndgkoisyyksid, jotka voivat kuvastaa uskoa tai luotta-
musta kyseisiin hypoteeseihin. Ehdollista todennékaisyytta P(H; | T) kut-
sutaan hypoteesin H; posterioritodenndkdisyydekst tai posterioriluottamuk-
seksi hypoteesiin H;. Tapahtuman 7" todennékoisyys P(T' | H;) ehdolla, etta
hypoteesi H; on tosi, on tapahtuman T uskottavuus (likelihood) ehdolla H;.

3.7.1 Perikkiisotanta

Populaatiossa on N henkil6é, joista Np (0 < p < 1) henkilod kannattaa puo-
luetta B ja loput N — Np eivit kannata B:té (ts. kannattavat jotain muuta
puoluetta, eivit kannata mitdén puoluetta, eivit ota kantaa yms.). Haluam-
me estimoida kannattajien suhteellisen osuuden p, joka on tuntematon pa-
rametri. Haastattelija kysyy n:n satunnaisesti valitun henkilon mielipiteen
(otanta palauttamatta). Maéritellddn

Y. 1, josi. haastateltava kannattaa B:té;
"o muutoin,

missd 1 <1 <njal<n<N. Tarkastellaan siis satunnaismuuttujien jonoa
{X1,Xs, ..., X, } tai lyhyesti { X; | 1 < i < n}. Téllaista jonoa kutsutaan
stokastiseksi prosessiksi, mikéd on satunnaismuuttujien perheesté kaytetty ni-
mitys.

Merkitddn nyt A; = {X; = 1} ja AS = {X; = 0}. Silloin kokonaistoden-
nékoisyyden kaavan mukaan

(3.7.5) P(Az) = P(A1) P(Ay | Ay) + P(AT) P(Ay | A7).
Helposti ndhdééan, ettéa

Np . .
P(Aﬁ:W:p ja P(A]) = ——=1-p
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Toisaalta
Np—1 . Np

P(Ay | AY) = ——
P e P A9 =
koska 1. haastatellun jalkeen jaljellda on N — 1 haastateltavaa, joiden joukossa
on Np — 1 B:n kannattajaa, jos 1. haastateltava oli B:n kannattaja. Jos 1.
haastateltava ei ollut B:n kannattaja, niin jaljella on viela Np B:n kannat-
tajaa. Kun ndmé todennékdisyydet sijoitetaan kaavaan (3.7.5), saadaan
Np—1 Np
vo1 TPy
Néin olemme osoittaneet, ettéd P(A;) = P(Ay). Mutta tdmé tulos pitdd paik-
kansa yleisesti:

(3.7.6) P(A;) =p, 1=1,2,....,n; 1<n<N.

P(Ay | A1) =

P(Ay) =p p.

Néytadmme nyt, ettd tdmé yleinen tulos pitédd paikkansa. Voimme ajatella,
ettd B:n kannattajat on numeroitu 1, 2, ..., Np jamuut Np+1, Np+2, ...,
N. Kysymyksessé on otanta palauttamatta, kun jarjestys otetaan huomioon.
Tarkastellaan tapahtumaa A, 1, etté (i41). haastateltava on B:n kannattaja.
Kaikkien (7 + 1):n kokoisten jérjestettyjen jonojen (otosten) lukuméérd on
NG+ Sellaisia jonoja, joissa (i41). alkio on 1 (B:n kannattaja) on Np(N —
1)@ kappaletta, koska B kannattaja voidaan valita Np tavalla ja loput i
otosalkiota (N — 1) tavalla. Tuloperiaatteen mukaan suotuisia otoksia on
siis Np(N — 1)@ kappaletta. Tésté seuraa, etti

Np(N —1)®  pN(N —1)--- (N —1—i+1)
P(Ai) = NG+ - NG+
pN(z'—i-l)
= Nem P
Olemme néin todistaneet tuloksen (3.7.6)
Maaritelladn nyt satunnaismuuttuja

X=X1+Xo+ -+ X,,

joka on B:n kannattajien lukumééra otoksessa. Tieddmme aikaisempien tar-
kastelujen perusteella, ettd X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n,
N, p). Johdimme Esimerkissd 3.11 hypergeometrisen jakauman odotusarvon.
Nyt tdmé odotusarvo on helppo laskea satunnaismuuttujan X avulla, koska

E(X)=E(X))+ E(X2) + -+ E(X,)
=p+pt--t+p=np,

koska
E(X)=1-p+0-(1—p)=np, 1=1,2,...,n.
Jos satunnaismuuttuja X /n valitaan p:n estimaattoriksi, voimme todeta, etta
X 1 1
E(—) =—FEX)=—-np=np.
n n n

Sanomme, ettd X/n on harhaton estimaattori.
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3.8 Usean tapahtuman unionin
todennékosisyys

Lauseessa 2.5 esitettiin kolmen tapahtuman A;, A5 ja A3 unionin todennakoi-
syyden P(A;U Ay U Aj3) lauseke. Yleistetaan nyt tdmé tulos n:n tapahtuman
Ay, Ay, ..., A, unionin tapaukseen.

Lause 3.17 Samassa otosavaruudessa mddriteltyjen tapahtumien Ay, As,
oo, Ay untonin |J_, A; todenndkdisyys on

(3.8.1) P(LHJ AZ-) - Z P(A) — Z P(AA)) + Z P(A:A;A)

—+~-~+(—1)"*1P(A1A2~-~An).
Todistus. Olkoon «; = I4, tapahtuman A; indikaattorifunktio, eli

() 1, kun w € A;
a; W) =
0, kunw € Af.

Silloin tapahtuman A§AS - -- A¢ indikaattorifunktio on [, (1 — ;). Koska
Ui, Ai = (ATAS - - - A%)®, niin sen indikaattorifunktio on

n

(3.8.2) Iga, =1- H(1 — )

=1

n n n
= E oy — g ;0 + E QG OOl
i=1

j>1 k>j>i

_ + e + (_1)n_1a1a2 c Ol

Kun nyt yhtélossd (3.8.2) otetaan odotusarvot puolittain ja kiytetddn
hyvéksi odotusarvon lineaarisuutta, saadaan tulos (3.8.1). Huomaa, ettd in-
dikaattorifunktion I, odotusarvo F(I4) = P(A) on vastaavan tapahtuman
todennékdisyys. Silloin E(I4,) = P(U, 4:), E(o) = P(A), E(ooy) =
P(AZAJ), ey E(OélOéQ"‘Oén):P(AlAQ"'An). O

Esimerkki 3.21 (Yhteensopivuusongelma) Meilld on kaksi nm kortin
korttipakkaa, joiden kortit on numeroitu juoksevasti 1:std n:4én. Asetetaan
1. pakan kortit poydalle riviin numerojarjestyksessa 1, 2, ..., n. Sekoitetaan
2. pakka ja asetetaan kortit riviin poydélle saadussa satunnaisjérjestyksessa.
Miké on todennakoisyys, ettéd i. kortin numero on 47 Silloin molemmissa ri-
veissé 1. kortti on ¢ eli on saatu ¢-pari. Mika on todennékoisyys, ettéd saadaan
ainakin yksi pari?
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Ratkaisu. Olkoon A; tapahtuma, ettd saadaan i-pari. Pakan 2 kortit voi-
daan asettaa n! erilaiseen jarjestykseen. Jos numero i kiinnitetdén 7. paikalle,
niin loput kortit voidaan asettaa (n — 1)! erilaiseen jérjestykseen, joten

(3.8.3) P(A;) = L %

Jos kiinnitetdén i-pari ja j-pari (i # j), niin loput (n — 2) korttia voidaan
permutoida (n — 2)! tavalla. Silloin

—2)! 1
(3.8.4) P(aay = =D

n! n(n—1)

Vastaavalla tavalla voidaan laskea todennédkdisyys, ettd saadaan i-pari, j-pari
ja k-pari (i # j # k):

(n —3)! 1
3.8.5 P(AA;A) = _
( ) (Aid; ) n! n(n —1)(n — 2)
ja yleisesti
— |
P(AilAi2"'Aim): (n m> = ! , 1<m<n.
n! nn—1)--(n—m+1)

Todennékoisyys, ettd saadaan ainakin yksi pari on siis Lauseen 3.17 mu-

kaan
P(Un)= ()5~ G- ()i

1
n—1
1 1 o1 1
Slog g ot T
Huomaa, etta
1 1 n—1 1 fo: (_1)i_1 -1
1—54‘5—‘}""4‘(—1) m—f‘"':‘ Z' =1—e =0.632...

Kun siis n on suuri, niin

P(UAZ) ~l—el=0632...
i=1
Suurilla n:n arvoilla todennékdéisyys saada ainakin yksi pari on hyvin ldhelld
lukua 0.632. ([l
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Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen
ja riippumattomuus: Yhteenveto

Todennikdisyys
e Ehdollinen todennéikoisyys
_ P(AB)
PB|A) = ol PA) A0

Tuloséanto P(AB) = P(A)P(B | A).

Yleinen tulokaava

p(A1A2A3 . 'AnflAn) - P(Al) P(A2 ‘ Al) p(Ag ’ AlAQ) v
-P(A, | AjAy- - Ap_q).

Riippumattomuus. A ja B ovat riippumattomat, jos P(AB) = P(A) P(B).

P(Al tal A2 tai Ag)

P(A; U Ay U Ag) = P(A)) + P(Ay) + P(As) — P(A; Ay)
— P(AlAg) — P(A2A3) + P(AlAQAg)

Satunnaismuuttujat

e Odotusarvo

E(X)=) X(w)P({w}).

weN

E(X)=) x,P(X =),

;€S
misséa S on X:n arvojoukko.

E(X) on todennikoisyyksilla painotettu X:m arvojen keskiarvo.
e Odotusarvon lineaarisuus

E(X+Y)=EX)+ E(Y) ja FE(cX)=cE(X), missi c on vakio.

e Varianssi

Var(X) = B(X — p)’ = E(X?) — 1, j=E(X).

e Lineaarinen muunnos c¢X -+ b

E(cX +b)=cE(X)+b, Var(cX +b)=c*Var(X), b ja cvakioita.
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e Cauchyn ja Schwarzin epéayhtilo

[E(XY)] < E(X?) E(Y?).

e Kovarianssi
Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E(XY) — puxpy,
missid py = E(X) ja uy = E(Y).
e Summat

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y),

Var(ZZ:; XZ) = ZZ:;Var(XZ-) +3 ) Cov(Xi, X)).

i#]

o Identtiset jakaumat. Diskreeteilld satunnaismuuttujilla X ja Y on sama
jakauma, jos niilld on sama arvoalue S ja kaikilla v € S

e Samat satunnaismuuttujat. X ja Y ovat identtiset, jos X (w) = Y (w) kai-
killaw € Q. Jos P(X =Y) =1, niin X =Y (X jaY diskreetteji).

e Riippumattomuus. X ja Y ovat riippumattomat, jos
P(Xe€AYeB)=P(XeAPY €B)

kaikilla A C Sx ja B C Sy.

Jos X ja Y ovat riippumattomat, niin

1) ¢g(X) ja h(Y) ovat riippumattomat,
2) E(XY)=E(X)E(Y),

3) Cov(X,Y) =0,

)

4) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

e Markovin epayhtalo

E(X
P(X >a)< ( ), missd X >0 jaa > 0.
a
e TSebySevin epayhtélo
2
o
PUX - 22 <%,

missd € > 0, u = E(X), 02 = Var(X).
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e Otoskeskiarvo
— 1
Xn=—(Xi+ Xo+ -+ Xa),
E(X)=p  ja Va(X,) =2,

jos E(X;)=pjaVar(X;)=0%i=1,2,...,n

e Suurten lukujen laki (heikko): P(|X,, — u| >¢) — 0, kun n — oo ja X,
Xs, ..., X, ovat riippumattomat ja noudattavat samaa jakaumaa.

Generoivat funktiot ja momentit

e Satunnaismuuttujan momentit

X:n r. momentti = E(X"),
7. keskusmomentti =FE(X —p),
r. tekijimomentti = EXY)=EX(X-1)---(X —r+1)].

e Momenttifunktio
Mx(t) = E(e™); t € (—a,a), a>0.
e Summan Z = X + Y momenttifunktio Mz(t) = Mx(t)My(t), jos X ja Y
ovat riippumattomat.

e r. momentti. Momenttifunktion r. derivaatta pisteessia ¢ = 0 on 7. mo-
mentti: M(0)") = B(X").

e Todennékoisyydet generoiva funktio
G(t) = E(tY), X on diskreetti.
e 7. tekijimomentti. G:n r. derivaatta pisteessd ¢ = 1 on X:n r. tekijimo-
mentti: G (1) = E[X")].
o G(t) vs. M(t): G(e') = E(e!™) = M(t).

Bayesin lause
e Kokonaistodennakdisyys

k

P(T) =Y " P(H;) P(T | H,),

i=1

missd T C ) ja Hy, Ho, ..., H; on {2:n ositus.
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Bayesin kaava

_ P(H)P(T| Hy)
>, P(H;) P(T | Hy)

P(H; | T)

Prioritodennékdoisyydet P(H;).

Posterioritodenndkoisyydet P(H; | T),i=1,2,...,n.

e Uskottavuus. P(T' | H;) on tapahtuman 7" uskottavuus ehdolla, ettd H; on
tosl.

Harjoituksia
1. Oletetaan, ettd P(X =0) =1— P(X =1) ja E(X) = 3 Var(X). Laske

P(X =0).

. Olkoon satunnaismuuttujan X todennékoisyysfunktio

f(x):W’ xr=-1,0,1.

Laske E(X), E(X?) ja E(3X%—2X +4).

. Olkoon h(z) = (z — b)? missi b ei ole X:n funktio. Milld b:n arvolla

odotusarvo E[(X — b)?] saavuttaa miniminsi, kun oletetaan, ettd odo-
tusarvo on olemassa. (Vihje: Tarkastele funktiota g(b) = E[(X — b)?] =
E(X?) =20 E(X) +b.)

Olkoon Q = {wy,ws, w3} ja P(w;) = P(ws) = P(ws) = 5. Mééritelldén
satunnaismuuttujat X, Y ja Z seuraavasti:

X(wy) =1, X(w2) = 2, X (ws3) = 3,
Y(w) =2, Y(w2) =3, Y(ws) =1,
Z(wy) = 3, Z(wq) =1, Z(ws) =2

(a) Osoita, ettéd satunnaismuuttujilla X, Y ja Z on sama todennakoi-
syysjakauma.

(b) Madrita satunnaismuuttujien X +Y, Y + 7, X 4+ Z ja
(c) satunnaismuuttujien /(X2 + Y?)Z ja Z/|X — Y| todennékoisyys-

jakauma.

Populaatiossa on M miestd ja N naista. Miehissd on m ja naisissa n tu-
pakoitsijaa. Populaatiosta valitaan satunnaisesti yksi. A on tapahtuma,
ettd valittu on mies ja B tapahtuma, ettd on valittu tupakoitsija. Mit-
k& ehdot lukuméérien M, N, m ja n on toteutettava, jotta A ja B ovat
toisistaan riippumattomat?
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6.

10.

11.

12.

Luku 3. Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen ja riippumattomuus

Tarkastellaan Esimerkin 2.8 tilannetta, jossa Pekka ja Paavo pelaavat
"kruunua ja klaavaa” (satunnaiskévely, n = 20).

(a) Mikd on todennékoisyys, ettéd Pekka on 5 heiton jdlkeen voitolla
yhden euron, 10 heiton jélkeen 2 euroa, 20 heiton jdlkeen 2 euroa?

(b) Miké on Pekan voiton odotusarvo 20 heiton sarjassa?

(c) Jos Pekka on 5. heiton jilkeen voitolla euron, miké on Pekan voiton
odotusarvo 20. heiton jilkeen?

Tarkastellaan Tehtdvén 6 pelid simuloimalla (n = 20).

(a) Miké on todennikoisin voittosumma? Epatodennékaisin voittosum-
ma? Hahmottele voittosumman todennékoisyysjakauma.

(b) Kuinka usein Pekka on voitolla pelin aikana? Hahmottele tdmén
satunnaismuuttujan todennékoéisyysjakauma.

Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1, N) noudattaa diskreettia tasajakaumaa.

(a) Jos E(x) = 6, niin mitd on Var(X)?
(b) Olkoon X ~ Tasd(3,8). Laske F(X) ja Var(X).

. Suuressa tehtaassa sattuu 5:n piivin jakson aikana 3 onnettomuutta.

Oletetaan, etté kaikki mahdolliset 5% erilaista 3:n onnettomuuden sijoit-
tumista 5:n paivén jaksolle ovat yhta todennékoisia.

Olkoon Y = {Onnettomuuspéivien lukumééré jakson aikana} ja X nii-
den péivien lukumaéaéré, jolloin onnettomuuksia ei satu.

(a) Mééritd satunnaismuuttujan X = 5 — Y todennékoisyysfuntio.

(b) Laske E(X) ja Var(X).

Lennolla Havannasta Helsinkiin laukkuni eivét olleet perilld Helsingissé
samaan aikaan kuin miné. Laukkuja on reitilld siirretty koneesta toiseen
3 kertaa ja todennédkoisyydet, etté siirtoa ei ole tehty ajoissa tai oikein,
ovat siirtojérjestyksessa 0.4, 0.2 ja 0.1. Mikd on todenn&ksisyys, ettd
moka sattui jo ensimmaéisessé siirrossa?

Olkoot X ja Y riippumattomat kokonaislukuarvoiset satunnaismuuttu-
jat, joilla on sama todennékoisyysfunktio fx(n) = fy(n) = p,, n > 1.
Laske todennékoisyydet P(X =Y) ja P(X <Y).

Tarkastellaan kaksilapsisia perheité. Oletetaan pojat ja tytot yhta toden-
nékoisiksi ja 2. lapsen sukupuoli on riippumaton 1. lapsen sukupuolesta.
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13.

14.

15.

Tarkastellaan neljaéa tapahtumaas:

A = 1. lapsi on poika,
B = lapset ovat eri sukupuolta,
C = 1. lapsi on tytto,
D = 2. lapsi on poika.

(a) Mitka tapahtumaparit {A, B}, {4, C}, {B, C} ovat keskenéén riip-
pumattomat?

(b) Ovatko tapahtumat A, B ja D keskendén eli taydellisesti riippu-
mattomat?

A, B ja C' ampuvat maaliin 20 laukausta. Yhden laukauksen osumisto-
dennékoisyys on A:lla 0.4, B:114 0.3, C:1l14 0.1 ja laukaukset ovat toisis-
taan riippumattomat. Olkoot X 4, Xpg ja X vastaavasti A:n, B:n ja C'n
osumien lukuméarat ja X osumien kokonaismaara.

(a) Mééarittele X riippumattomien satunnaismuuttujien summana ja
laske sen avulla X:n odotusarvo ja varianssi.
(b) Madrita Tsebysevin epayhtalon avulla véli, jolle osumien kokonais-

médra osuu vihintddan todennédkoisyydelld %.

Liukuhihnalta tulevat pullot ovat vikaantuneita, toisistaan riippumatta,
todennéakdoisyydelld 0.2. Hihnalta tulevat pullot tarkistetaan, vikaantu-
neet poistetaan ja loput pakataan 12 pullon laatikoihin.

(a) Milld todennakoisyydelld on tutkittava tasmélleen 17 pulloa, kun-
nes laatikko saadaan tayteen?
(b) Ainakin 17 pulloa, kunnes laatikko saadaan téyteen?

Laakarilla oli oheisessa taulukossa esitetty uuden hoidon vaikutusta kos-
keva potilasaineisto:

Asuu kaupungissa Asuu maaseudulla

Saanut hoidon Ei hoitoa Saanut hoidon FEi hoitoa
Elossa 1000 50 95 5000
Kuollut 9000 950 5 5000

Tarkastellaan tapahtumia A = ’potilas elossa’, B = ’saanut hoidon’ ja
C ="asuu kaupungissa’. Estimoi tarvittavat todennédkoisyydet taulukon
frekvenssien avulla ja laske

(a) P(A|B) ja P(A| B°) sekd
(b) P(A| BC), P(A| B°C), P(A| BC®) ja P(A| B°C*).
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(c) Oliko hoidosta apua?

16. Olkoot X ja Y sellaiset satunnaismuuttujat, ettd E(X) = ux, E(Y) =
py, Var(X) = 0%, Var(Y) = 0% ja p = Cor(X,Y). Kiytetdin satun-

naismuuttujan Y arvioimiseen regressioennustetta ¥ = a + X, missd
« ja ( ovat vakioita. Ennusteen keskineliovirhe méaaritelladn

MSE(Y) = E([Y — (a + 8X)]).
(a) Osoita laskemalla, ettd
MSE(Y) = [uy — (a + Bux)]* + Var(Y — 5X).

(b) Valitse edellisessi MSE(Y):n lausekkeessa o = iy — Bpx ja niyti,
etté silloin

MSE(Y) = (Box — poy)* + o3 (1 = p°).
(c) Piiittele nyt, ettd MSE(Y) saavuttaa miniminsi o2 (1 — p?), kun
a = py — Bux ja B = poy [ox.

17. Olkoon X sellainen diskreetti satunnaimuuttuja, ettd sen todennékoi-
syysfunktio on P(X = x;) = p;, @ > 1 ja 2. momentti E(X?) =Y p;a?

on olemassa. Olkoon A = {i | |z;] > ¢}, missd € > 0.

(a) Osoita, ettd

P(IX|>e)=> pija B(X?) =) paj,
i€EA 1€EA

(b) 3 piwf = 3~ pic?
i€A icA
(c) jalopuksi P(|X| >¢) < E(X?)/e2.



