Luku 2

Todennikoisyyslaskenta
ja kombinatoriikka

Téasséd luvussa kéasitellddn 1dhinné vain dérellisid ja numeroituvasti déretto-
mié otosavaruuksia 2. Lopuksi esitetdén todennékoisyyden aksioomat, jotka
soveltuvat myos silloin, kun €2 ei ole numeroituva.

2.1 Todennikoisyyden ominaisuuksia

Seuraavassa lauseessa on esitetty todennikoisyyden keskeiset ominaisuudet.
Erityisesti numeroituvien otosavaruuksien tapauksessa lauseen tulokset on
helppo todistaa.

Lause 2.1 Oletetaan, ettd 2 on numeroituva otosavaruus ja P on ():ssa
mddritelty todenndkdisyys. Todenndkdoisyydelld P on seuraavat ominaisuudet:

1. P(A) > 0 kaikilla A C Q.
2. P(Q) =1.
3. Jos A C B C, niin P(A) < P(B).
4. Jos A ja B ovat erilliset (AN B = 0), niin P(AUB) = P(A) + P(B).
5. P(A°) =1— P(A) kaikilla A C Q.
Todistus. Jokaisen tapahtuman A C 2 todennékéisyys on Médritelmén 1.1

mukaan
P(A) =) P(w).

wEA

Koska P(w) > 0 kaikilla w € €, niin P(A) > 0. Néin on 1. kohta todistettu.
Toinen kohta pitédéd paikkansa, koska Méadritelmén 1.1

P(Q) =) Pw) =1

weN

Ominaisuuksien 3-5 todistaminen jéatetddn harjoitustehtéavéksi. ([l
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Todenndkoisyyden additiivisuus (Ominaisuus 4) voidaan suoraviivaisesti
yleistad useammalle kuin kahdelle erilliselle joukolle.

Lause 2.2 Olkoot Ay, As, ..., A, parittain pistevieraat (erilliset) Q2:n osa-
joukot eli tapahtumat (ts. A;NA; =0, kun i # j). Silloin

P(AjUAU---UA,) =P(A)+ P(Ay) +---+ P(A,).

Itse asiassa additiivisuus yleistyy myos drettomén monelle parittain eril-
liselle tapahtumalle Ay, As, As, ... Silloin

Jos Ay, As, ..., A, ovat parittain erilliset (ts. 4, N A; = 0, kun i # j) ja
Q=A,UAU---UA,, niin joukkokokoelma A;, A, ..., A, on otosavaruu-

den ) ositus.

Lause 2.3 Olkoon kokoelma A1, As, ..., A, otosavaruuden §) ositus ja E C
Q on jokin tapahtuma. Silloin

P(E) = zn: P(EN A).

Seuraus 2.1 Mille tahansa kahdelle tapahtumalle A ja B pitid paikkansa,
etta

P(A) = P(AN B) + P(AN B°).

Lauseen 2.1 kohta 4 voidaan yleistda myos joukoille, jotka eivit ole eril-
lisid. Talloin saadaan seuraava yhteenlaskulause.

Lause 2.4 Jos A C Q ja B C QQ, niin
(2.1.1) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Todistus. Kuten Kuvio 2.1 osoittaa, joukot AN B¢, AN B, A°N B muodos-

Acn B¢

Kuvio 2.1. Tapahtuman A U B ositus.

tavat tapahtuman A U B osituksen. Siksi

(2.1.2) P(AUB)=P(ANnB°)+ P(ANB)+ P(A°N B).



2.1. Todennéakéisyyden ominaisuuksia 21

Lauseen 2.2 mukaan vastaavasti

P(A)=P(ANB°) + P(ANB)
P(B)=P(A°NB)+ P(AN B),

joten

(2.1.3) P(A)+ P(B)=P(ANB°)+ P(A°NB)+2P(ANB).

Kun identiteetistd (2.1.3) vihennetdén puolittain P(AN B), saadaan lauseke
P(A)+P(B)—P(ANnB)=P(ANB°)+ P(A°NB)+ P(AN B),

jonka oikea puoli on (2.1.2):n mukaan P(A U B). Néin yhteenlaskulause on
todistettu. O]

Tama todennékoisyyksien yhteenlaskulause voidaan edelleen yleistda mie-
livaltaisen monelle tapahtumalle. Esitamme aluksi yleistyksen, kun tapahtu-
mia on kolme. Yleinen tapaus saadaan samalla periaatteella, mutta se esite-
tddn vasta mychemmin.

Lause 2.5 Jos Ay, Ay ja Az ovat Q:n osajoukkoja (tapahtumia), niin

(2.1.4) P(A1UAUA3) = P(A1) + P(Ay) + P(A3) — P(A1 N Ay)
— P(A1NA3) — P(AyNA3)+ P(A1 N Ay N A3).

Bonferronin epiyhtils. Koska P(A U B) < 1, seuraa Lauseesta 2.4
epayhtalo

(2.1.5) P(ANB) > P(A) + P(B) — 1.

Epéayhtilod 2.1.5 sanotaan Bonferronin epdyhtdloksi.

Esimerkki 2.1 Bonferronin epayhtalo saattaa olla kidyttokelpoinen silloin,
kun ei pystyti laskemaan todennékoisyytta P(AN B) tarkasti, mutta tunne-
taan todennikoisyydet P(A) ja P(B). Olkoon esimerkiksi P(A) = P(B) =
0.95. Silloin

P(AN B) >0.95+0.95 — 1 = 0.90.

Jos P(A) + P(B) < 1, niin alaraja (2.1.5):ssa on negatiivinen ja epdyhtilo
pitéd triviaalisti paikkansa. O
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2.2 Symmetriaan perustuva todennikdisyys

Jos aérellisen otosavaruuden Q = {wq,ws,...,w,} jokainen alkeistapaus on
yhtd mahdollinen, niin jakaumafunktio on
1
pi=Pw)=—-, 1<i<n
n

missé n on alkeistapausten lukumééra. Silloin jokaisen tapahtuman todenné-
koisyys on yksinkertaisesti

(2.2.1) P(A)=> p=> % = %,

w; EA w; €A

missi |A| on A:mn alkioiden lukuméérd. Tapahtuman A todennikoisyys saa-
daan siis jakamalla A:n alkeistapausten lukumééri kaikkien alkeistapahtu-
mien lukumaéralla n. Tata 'suotuisat per kaikki’ -sdantoa kutsutaan myos
klassiseksi todennékoisyyden madritelmaksi.

Esimerkki 2.2 Heitetdédn harhatonta noppaa. Silloin eri silmélukuja voi-
daan pitdd yhtd mahdollisina ja jakaumafunktio on perusteltua méaéaritella
pi = %, i=1,...,6 otosavaruudessa Q2 = {1,2,3,4,5,6}. Jos heitetddn kahta
noppaa, voidaan symmetrisiksi alkeistapauksiksi valita jéarjestetyt parit

(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6).

Siiné tulokset on annettu muodossa (1. nopan silméluku, 2. nopan silméluku).
Taméan satunnaiskokeen otosavaruus on siis

Q={07)117€{1,2,34,56}}.

Koska | = 36, niin P({(¢,/)}) = 355 kaikilla ¢, j € {1,2,3,4,5,6}.
Viitetdin, ettd ranskalainen aatelismies ja uhkapeluri Chevalier de Méré
havaitsi kokeellisesti seuraavan tuloksen:

(i) Heitettdessd noppaa 4 kertaa kannattaa lyoda vetoa siité, ettd saadaan
ainakin yksi kuutonen.

(ii) Heitettdessd kahta noppaa 24 kertaa ei kannata lyodé vetoa siitd, etté
saadaan ainakin yksi kuutospari.

De Méré huomasi jadvansa pitkdsséd pelisarjassa haviolle lyodessdan ve-
toa kuutosparin puolesta. Han ei kuitenkaan pystynyt teoreettisesti selitté-
méén havaintoaan (de Mérén ongelma) ja niinpéd hén kddntyi ranskalaisen
filosofin ja matemaatikon Pascalin puoleen (n. 1650). De Mérén ongelman
uskotaan antaneen alkusysédyksen kuuluisaan Pascalin ja Fermatin viliseen
kirjeenvaihtoon, joka johti todennékoisyyslaskennan syntyyn. 0

Klassisen mééritelmén mukaan tapahtuman A todennékoisyys saadaan
jakamalla joukon A alkioiden lukumééré kaikkien alkeistapausten lukuméa-
ralla. Vaikka tehtdva on periaatteessa helppo, se voi kédytdnnossa osoittau-
tua yllattavan hankalaksi. Lukuméérien laskemisen helpottamiseksi esitdm-
me seuraavassa joitain kombinatoriikan periaatteita ja tuloksia.
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2.3 Aksiomaattinen lihestymistapa

Kutsumme téasta lahtien joukkoa numeroituvaksi, jos se on ddrellinen tai nu-
meroituvasti ddreton. Oletamme téassé, ettd otosavaruus {2 on numeroituva,
jotta voisimme esittdd todenndkoisyyden aksioomat mahdollisimman yksin-
kertaisessa muodossa. Todennédkoisyys luonnehditaan €2:n osajoukkojen jou-
kossa madriteltyné funktiona.

Maaritelméa 2.1 Todenn#koisyys(mitta) P on otosavaruudessa {2 mééritel-
ty €:n osajoukkojen kuvaus eli funktio, joka toteuttaa seuraavat kolme ak-
sioomaa;

(i) Funktion P arvo on kaikilla osajoukoilla A C €2 epénegatiivinen:

P(4) > 0.

(ii) Mink& tahansa kahden toisensa poissulkevan tapahtuman A ja B unio-
nin A + B kuva on A:n ja B:n kuvien summa:

P(A+ B)= P(A)+ P(B), kun AN B = 0.

(iii) Koko otosavaruuden 2 kuva on 1 eli

P(Q) =1.

2.4 Kombinatoriikkaa

2.4.1 Summa- ja tuloperiaate

Olkoot kokeiden &; ja & otosavaruudet €2y ja §25. Silloin kokeiden tulosvaih-
toehtojen lukumaéirit ovat Q] ja |Q]. Merkitaan Q| = ng ja [Qa] = no.

Summaperiaate. Tehdéain joko koe & tai &. Silloin mahdollisten tulosten
lukumé&ara on ny + ne.

Tuloperiaate. Tehd&in ensin koe &; ja sitten &,. Silloin yhdistetyn kokeen
& = & x & tulosvaihtoehtojen lukumééra on nins.

2.4.2 Valinta jirjestyksessi

Tarkastellaan ensin valintaa palauttaen. Olkoon perusjoukon €2 alkioiden lu-
kuméérd || = n ja voimme siis ajatella, etté alkiot on numeroitu 1:std n:4én.
Valitaan (2:sta perdkkéin r alkiota ja jokainen valittu alkio palautetaan takai-
sin (2:aan ennen seuraavaa valintaa. Valinnan tuloksena saatua jirjestettyé
jonoa kutsutaan jairjestetyksi r-otokseksi (aq,as,...,a,), jossa jokainen al-
kio 1 < a; < n. Jarjestetyssd r-otoksessa sama alkio voi siis toistua monta
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kertaa. Tehdddn esimerkiksi jirjestetty 3-otos joukosta A = {a,b}. Silloin
kaikki mahdolliset jarjestetyt 3-otokset ovat aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba,
bbb. Jirjestettyjen 3-otosten lukumiiird on tuloperiaatteen mukaan 23 = 8.
Samalla tavalla tuloperiaatteesta seuraa, ettd (2:sta valittujen jdrjestettyjen
r-otosten lukumaééra on n'”.

Tarkastellaan nyt valintaa palauttamatta. Jos (2:sta valitaan jarjestykses-
sd r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan jéirjestetty r-otos, jossa sama
alkio voi esiintyéd vain kerran. Téllaista jarjestettyéd r-otosta kutsutaan €2:n
r-permutaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b,¢,d} 2-permutaatiot ovat

ab, ba, ac, ca, ad, da, bc, cb, bd, db, cd, dc,

joiden lukumé&éara on tuloperiaatteen nojalla 4 -3 = 12. Yleisesti r-permutaa-
tioiden lukuméaara 2:sta on

n =nn—-1)(n—2)---(n—r+1), 0<r<n.

Merkintd n(") luetaan "nn r-kertoma”. Kun r = n, saadaan joukon Q n-
permutaatio, jota kutsutaan yksinkertaisesti joukon permutaatioksi. Permu-
taatio on siis joukon alkioiden jérjestetty jono. Joukon {2 permutaatioiden

lukumé&éara on siis
n™ =n(n—1)(n—-2)---2-1

ja sitd merkitdan n! ja luetaan "n-kertoma”.

Esimerkki 2.3 (Syntymépiiviongelma) Kutsuilla on r henkiloéd. Henki-
16iden syntymépéaivat muodostavat r:n paivimadran jonon, jossa sama paivé-
madré voi toistua. Vuoden paivien lukuméérda n = 365, jos karkausvuotta ei
oteta huomioon. Oletetaan, ettd kaikki mahdolliset 365" syntymépaivajonoa
ovat yhté todennékoiset. Miké on todennédkoisyys, ettéd ainakin kahdella hen-
kilolla on sama syntyméapaiva? Ensinndkin 365:n péaivan r-permutaatioiden
lukumsédrd on 365, miki on siis kaikkien rm pituisten eri syntymépéivis-
td muodostettujen jonojen lukumééira. Todennékoisyys, ettéd kaikilla on eri
syntymépéivé, on kaavan (2.2.1) mukaan

365(")
365"

P(’Eri syntymépaivit’) =
Silloin todennikdisyys, ettd ainakin kahdella sama syntymépéiva on

365
3657

2.4.3 Osajoukon valinta

Kun Q:sta valitaan r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan :n osajouk-
ko. Nyt ei siis kiinnitetd huomiota alkioiden jérjestykseen, vaan ainoastaan
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sithen, mitka alkiot osajoukkoon kuuluvat. Joukon r:n alkion osajoukkoa
kutsutaan joukon r-kombinaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b,c,d} 2-
kombinaatiot ovat

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c, d}.

Jokaista 2-kombinaatiota kohti on olemassa kaksi 2-permutaatiota. Esimer-

kiksi 2-kombinaatioon {a, b} liittyvit 2-permutaatiot ovat ab, ba. Koska 2-
permutaatiota on 4 - 3 = 12 kappaletta, niin 2-kombinaatiota on 473 =

6 kappaletta. Ja yleisesti: Koska r-permutaatioden lukumééréd jokaista r-
kombinaatiota kohti on 7! ja r-permutaatioden lukumiérd on n(™, niin r-
kombinaatioiden lukuméaéré on

n(") n!

7! rl(n—r)l’

jota merkitdan (:) ja se luetaan "n r:n yli”.

Joukossa A = {a,a,a,a,b,b,c,c,c,d} on 4 a-kirjainta, 2 b:td, 3 c:té ja yk-
si d. Kuinka monta erilaista 10-kirjaimista sanaa néisté kirjaimista voidaan
muodostaa? Sanassa on kirjaimille 10 eri paikkaa ja jokainen kirjain voidaan
sijoittaa johonkin 10:std mahdollisesta paikasta. Ensiksikin a-kirjaimien paik-
ka voidaan valita (140) tavalla, jéljelle jddneisiin 6:een paikkaan voidaan b si-
joittaa (g) tavalla, sen jédkeen c (g) tavalla ja lopuksi d:lle jaa G) = 1 paikka.
Kertolaskuperiaatteen mukaan kaikkien mahdollisten sanojen lukuméara on

10\ /6 /4 /1 10!
= ——— = 12600.
(D)) () () = s = 1200

Olkoon joukossa n alkiota, joista my kuuluu 1. ryhméén, ny 2. ryhméan
ja lopulta ny, alkiota k. ryhméén, joten n = n; + ng + - - - + ng. Joukosta
valitaan perdkkiin palauttamatta alkioita kunnes kaikki on valittu. Kuinka
monta tunnistettavasti erilaista alkiojonoa voidaan saada? Nyt ajatellaan,
ettd kunkin ryhmén alkiot ovat keskenédédn samanlaisia. Emme voi siis tun-
nistaa erilaisia ryhmén siséisié jéarjestyksid. Vastaus saadaan samalla tavalla
kuin edellisessé esimerkissé, joten valintojen lukuméara on

n\(n—n N—"N1—Ng— " — Np_1 n!
n1 N2 N nl'ng'nk‘

Téaté lauseketta sanotaan multinomikertoimeks: ja sitd merkitdan

|
(2.4.1) v " .
nl'ng‘nk' ny nNo ... Ng

Kun k = 2, saadaan erikoistapauksena binomikerroin

( n ) n! n! (n)
ny No nilng!  ny!(n—mny)! ny
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2.4.4 Otanta palauttaen, kun jirjestysta

ei oteta huomioon
Valitaan r palloa uurnasta, jossa on k erilaista (esimerkiksi eriviristé) palloa.
Jokaisessa valinnassa rekisteroidédén pallon véri ja pallo palautetaan uurnaan

ennen seuraavaa valintaa. Olkoon uurnassa esimerkiksi 3 erilaista palloa: ®,
©, @. Valitaan uurnasta 3 palloa palauttaen (r = k = 3).

Taulukko 2.1. Erilaiset valinnat palauttaen, kun r = k = 3.

Tulos ©O) &) @

OJOJO) *kk *xx | |
OJO)S) *% * *x | x|
OO *% * x| | %
066 * *k * | kx|
oSy * * * * | % | *
ODD * *% *| | xx
6606 Ko%K | *% |
e *% * | % | *
oD * *k | * | %%
O DD KKk | | #%x

Jokaisen valinnan jdlkeen pistetddn merkki "*” kyseisen pallon kohdalle.
Kaikkien valintojen jélkeen meilld on 3 (r) merkkid. Huomaa, ettd r voi olla
suurempi kuin k, vaikka esimerkissd r = k£ = 3. Taulukon 2.1 viimeisella
sarakkeella pallojen valinta on esitetty merkkien ”"*” ja ”|” jonona ilmeisella
tavalla. Jonossa on yhteensé 5 (= r+ k — 1) merkkid. Kuinka monella tavalla

5!

2 7|”-merkkié voi jakaa 3 "*”-merkkid ryhmiin? Vastaus on g5 = (g) = 10.

Vastaavasti yleisesséd tapauksessa erilaisten tulosvaihtoehtojen lukumééra on

k+r—1\ (k+r—1
r o\ k=1 )7
Esimerkki 2.4 Tarkastellaan yhtéloa

(2.4.2) T1+To+ - X =T,

misséd k ja r ovat annettuja positiivisia kokonaislukuja ja muuttujat xy, xo,
..., xp voivat saada arvoikseen epénegatiivisia kokonaislukuja. Montako eri-
laista ratkaisua yhtélolla (2.4.2) on? Olkoon esimerkiksi r = 7 ja k = 3.
Tarkastellaan kysymystd "helmitaululla’,

—0—0—0f0—0—0fo—

jossa on esitetty ratkaisu z; = 3, x5 = 3, 3 = 1. Ratkaisu z; = 7, x5 = 0,
x3 = 0 on helmitaululla muotoa
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—0—0—0—0—0—0—011—

Helmitaululla on 7 helmeé (r = 7) ja 2 jakoviivaa (kK — 1 = 2) eli yhteensé 9
(k+7 — 1 =09) objektia. Jakoviivat voidaan sijoittaa helmitaululla (3) = 36
tavalla. Analogisesti voimme pédtelld, ettd yhtéalon (2.4.2) epénegatiivisten

kokonaislukuratkaisujen lukuméara on (kZ:I) O

2.4.5 Kombinatoriikan merkintdji ja identiteetteja

Olkoon r epinegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Nyt n:n r-kertoma
méaritelladn kaikille reaaliluvuille samalla tavalla kuin epénegatiivisille ko-
konaisluvuille:

n(’”):n(n—l)(n—2)~-(n—7“+1), r > 0;

2.4.3
( ) n® =1.

Jos n on ep#negatiivinen kokonaisluku, niin n("” on n:n alkion joukon {1,2,
..., n} kaikkien r:n (r < n) kokoisten jarjestettyjen osajoukkojen lukumddra.
Eritysesti n-kertoma on

nl=n"=nn-1)n-2)---2-1

ja O-kertoma maédritelldsn 0! = 000 = 1.
Olkoon r epénegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Maaritellaan

n(") n!

(2.4.4) (n) =q 7! (n—nr)lrl’ =
0, r < 0.

Huomaa, ettd ylld esitetyt n( ja (’:) on maadritelty kaikilla reaaliluvuilla
n € R. Lausekkeille esitettiin kombinatorinen tulkinta, kun n on positiivinen
kokonaisluku.

Esimerkki 2.5 Kertoman ja binomikertoimen laskuesimerkkejé.:
305 =3.2-1-0-(=1)=0
(0.5)® = 0.5 (=0.5)(—1.5)(—2.5) = —0.9375

=0 médritelmén perusteella

0.5® 0.5 (=0.5)(—1.5)(—2.5) 5

A1 6 T 128

(0)
(") % 1  kaikilan€eR
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Méaritelmien perusteella on suoraviivaista todeta, etta
()= (1) 0)
= + ,
r r—1 r
(2.4.5) n n—1
4. r =n .
T r—1

Jos s on epénegatiivinen kokonaisluku, niin silloin

(2.4.6) o () e (:)

Stirlingin kaava
(2.4.7) n!~ V2mn-n"e ",

antaa kertomalle hyvén likiarvon.

2.4.6 Binomilause, hypergeometrinen identiteetti
ja multinomilause

Lause 2.6 (Binomilause) Olkoon n mikd tahansa positiivinen kokonaislu-

ku. Silloin
(2.4.8) (1+8)" = zn: e
r=0 r

kaikilla reaaliluvuilla t € R.

Kertoimia (’:) kutsutaan binomikertoimiksi. Binomisarja on binomilauseen
yleistys.

Lause 2.7 (Binomisarja) Olkoon o € R nollasta poikkeava reaaliluku. Sil-
loin sarja

(2.4.9) (1+1)° = i (i‘) #

suppenee kaikilla [t| < 1 ja hajaantuu, kun |t| > 1. Jos o > —1, niin sarja
suppenee myds pisteessi t = +1, ja jos a > 0, niin sarja suppenee myods
pisteessd t = —1.

Lause 2.8 (Hypergeometrinen identiteetti) Olkoot a ja b reaalilukuja
ja n positiivinen kokonaisluku. Silloin

(2.4.10) 2 (;L) (n b T) _ (a Z b),
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Lause 2.9 (Multinomilause) Olkoon annettu positiivinen kokonaisluku n
ja reaaliluvut ty, ta, ..., tg. Silloin

n n
A1) (rtt ) =S e

missd summa kdy yli kaikkien sellaisten epdnegatiivisten kokonaislukujen ny,
No, ..., Nk, etta ny +no + -+ -+ ng =n.

2.4.7 Gammafunktio

Gammafunktio ' méaritellddn integraalina
(2.4.12) [a) = /xo‘_le_x dz
0

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla «.. Epéoleellinen integraali (2.4.12) suppe-
nee, kun o > 0. Télla funktiolla on térkeita sovelluksia ei vain tilastotietees-
sd ja todenndkoisyyslaskennassa, vaan yleisemminkin sovelletussa matema-
tiikassa.

Kun a > 1, voidaan (2.4.12) lausua osittaisintegraalina

/xo‘lex dr = / (= te™) +(n—1) /xO‘Qex dz,
0 0 0

josta seuraan relaatio

(2.4.13) Fla+1)=al(a).

Jos @ = n on positiivinen kokonaisluku, niin

I'n+1)=nl'(n)=n(n-1)---2-1-T'(1) =n!T'(1).

Koska -
1) = /e‘” dz = / (—e™®) =1,
0 0
niin positiivisilla kokonaisluvuilla
I'n+1)=n!

Tamén ominaisuuden perusteella gammafunktiota kutsutaan joskus yleiste-
tykst kertomaksi. Voidaan myos osoittaa, ettéa F(%) = /7, joten

oed)- (-2

kun n on positiivinen kokonaisluku.
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2.5 Satunnaismuuttuja

Satunnaiskokeiden tulokset esitetéén tavallisesti numeeristen muuttujien avul-
la. Ndm&d muuttujat luonnehtivat tarkasteltavan satunnaiskokeen tuloksia.
Tilastollisen tarkastelun kannalta onkin oleellista osata mééaritelld oikeat’
muuttujat.

Maaritelma 2.2 Olkoon (2 jonkin satunnaiskokeen otosavaruus. Satunnais-
muuttuja (SM) X on kuvaus (funktio) (2:1ta reaalilukujen joukkoon R.

Satunnaismuuttujia merkitaéin isoilla kirjaimilla X, Y, Z, ... Voimme
kirjoittaa
X:Q—R,

missé X (w) on reaaliluku. Satunnaismuuttuja X liittéa siis jokaiseen alkeista-
paukseen w € € yhden ja vain yhden reaaliluvun X (w) € R. Satunnaismuut-
tujien X, Y, Z, ... arvoja merkitdén pienilld kirjaimilla z, y, 2z, ... Merkitaan
siis X (w) = z. Jos X'm arvojen muodostama joukko S C R (arvojoukko) on
numeroituva (ddrellinen tai 4dreton), niin X on diskreetti. Jos otosavaruus 2
on numeroituva, niin €2:lla méaéritellyt satunnaismuuttujat ovat valttadmaéatta
diskreettejéd. Seuraavassa tarkastellaan diskreettejd satunnaismuuttujia.

Esimerkki 2.6 Heitetddn harhatonta lanttia 3 kertaa. Satunnaismuuttuja
X on ’kruunujen lukuméard’. Merkitdan R = 'kruunu’ ja L = "klaava’. Silloin

w: RRR RRL RLR RLL LRR LRL LLR LLL
X(w): 3 2 2 1 2 1 1 0

Silloin esimerkiksi X (RRL) = X(RLR) = 2. O

Esimerkki 2.7 Mielipidekyselysséa tiedustellaan 100:lta satunnaisesti vali-
tulta suomalaiselta, millainen kanta heilli on Suomen NATO-jédsenyyteen.
Mahdolliset kannanotot ovat: kannattaa (K), ei kantaa (E) ja vastustaa (V).
Mahdollisten vastausten lukumiiiri eli otosavaruuden koko on silloin 3.
Jos olemme kuitenkin kiinnostuneita, esimerkiksi ’kannattajien lukumaérés-
t&” X, niin silloin X:n mahdollinen arvojoukko on {0,1,...,100}, jonka al-
kioiden lukumé&éara on 101. Alkeistapaus w on 100:n pituinen tyyppia "KEVV-
VE...EV” oleva jono. Satunnaismuuttujan X arvo X(w) on alkeistapauk-
sesta w laskettu kannattajien lukuméiré, esimerkiksi 36. 0J

Olemme jo edelld implisiittisesti soveltaneet satunnaismuuttujan kasitet-
td. Nopan ja lantin heittoon seké korttipakkaan liittyvilla satunnaiskokeilla
on perinteisesti havainnollistettu todennékoisyyslaskennan késitteita. Taulu-
kossa 2.2 on esitetty muutamia tuttuja satunnaismuuttujia.

Méaritelméssé 2.2 olemme todenneet, ettd satunnaismuuttujan arvot ovat re-
aalilukuja. Néin ei aina valttaméatta ole. Esimerkiksi Taulukon 2.2 satunnais-
muuttujan W arvo on valitun kortin 'maa’. Namé arvot voidaan kuitenkin
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Taulukko 2.2. Joitakin satunnaismuuttujia ja niiden arvoalueet.

Satunnais- Kuvaus Arvojoukko S
muuttuja
X Nopan silméaluku {1,2,3,4,5,6}
Y Kruunujen lukumééra 3:ssa {0, 1, 2, 3}
lantin heitossa
Z Heittojen lukumédarda kun- {1,2,3...}
nes saadaan 1. kruunu
W Korttipakasta satunnaises- {#,Q, &, O}

ti valitun kortin maa

aina tarvittaessa koodata numeerisesti. Joissain yhteyksissd tarkastelemme
esimerkiksi satunnaispareja, satunnaisjonoja tai satunnaisjérjestyksia. Néi-
hin satunnaismuuttujan yleistyksiin palataan tuonnempana.

Huomautus 2.1 Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

X
aX, X+Y, X -Y, XY ja v (Y #£0)
ovat satunnaismuuttujia, missd a on reaaliluku. Namé& tulokset seuraavat
siitd, ettd satunnaismuuttuja on funktio.
Matematiikan analyysin kursseilla opitun perusteella tieddmme, etté funk-

tion funktio on edelleen funktio:
x — sin(log ) tai  x — flh(x)] = (foh)(z).

Yhdistetty satunnaismuuttuja on siis edelleen satunnaismuuttuja. Jos W (Tau-
lukko 2.2) on esimerkiksi satunnaisesti valitun kortin maa ja V' maiden jou-
kossa S = {#, 0, &, {} médritelty viri, niin satunnaismuuttujan kortin vdiri
V(W) = VW (w)] arvoalue on Sy = {musta, punainen}. Korttipakan kor-
tit (52 kpl) muodostavat alkeistapahtumien joukon w. Olkoon Y kruunujen
lukuméérd 3:ssa lantin heitossa (Taulukko 2.2). Silloin esimerkiksi

g(V) =Y — g tai A(Y) = (y _ %)2

ovat satunnaismuuttujia.
Kahden tai useamman satunnaismuuttujan funktio on edelleen satunnais-
muuttuja. Jos siis X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

w — h[X(w), Y (w)]

madrittelee satunnaismuuttujan, kun kahden muuttujan funktio h on méari-
telty arvojoukossa { (X (w),Y(w)) |w € Q} C R% Tétd satunnaismuuttujaa
merkitadn lyhyesti h(X,Y).
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Madéritelmé 2.3 (Indikaattorifunktio) Olkoon A tapahtuma otosavaruu-
dessa 2. Tapahtuman A indikaattorifunktio /4 saa arvon 0 tai 1 seuraavasti:

() 1, josw € A;
W) =
4 0, josw ¢ A.

Jos tapahtuma A sattuu, niin /4, = 1, muutoin /4, = 0. Indikaattorifunktio
on satunnaismuuttuja ja

P(I,=1)=P(A) ja  P(I4=0)= P(A° =1 — P(A).

Voimme kéayttdd indikaattorifunktiota vaikkapa lukumé&érien laskemiseen.
Heitetéddn lanttia n kertaa ja olkoon X} tapahtuman ’kruunu k. heitossa’
(1 < k < n) indikaattorifunktio. Silloin satunnaismuuttuja

on kruunujen lukumé&érd n:ssé heitossa, koska summa on ykkosten (kruunu-
jen) lukumé&dra n:ssé heitossa.

2.5.1 Satunnaismuuttujan jakauma

Olkoon Y kruunujen lukuméira 3:ssa lantin heitossa (Esimerkki 2.6). Silloin
satunnaismuuttujaa koskevat vaittamét, kuten tdsmaélleen yksi kruunu’ =
Y = 17 tai ’korkeintaan 2 kruunua’ = 7Y < 2”7 méérittelevat tapahtuman.
Tapahtumat voidaan silloin kirjoittaa muodossa ”Y € A”. Jos S = {0, 1, 2, 3},
A={1}jaB={0,12}nin"Y =1"="Y € A7ja”’V < 2" ="Y ¢
B”. Jatkossa tulemme padsidéantoisesti tarkastelemaan satunnaismuuttujien
mddrittdmid tapahtumia.

Tapahtuman todennékoisyyttda merkitdan P(Y € B) tai lyhyesti P(B).
Merkintd P(Y € B) osoittaa, ettd tapahtuma on mééritelty satunnaismuut-
tujan Y avulla. Koska B voi olla mikd tahansa Y:n arvoalueen Sy osajouk-
ko, todennikoisyydet P(Y € B) médrittelevit satunnaismuuttujan jokau-
man. Jos y € Sy, silloin Y:n arvon Y = y todennikoisyys on P(Y = y).
Vastaavasti tapahtuman ”Y € B” todenndkdisyys on

P(Y € B)=)» P =y).

yeB

Esimerkki 2.8 (Satunnaiskively, Random Walk) Pekka ja Paavo pe-
laavat "kruunua ja klaavaa”. Téssa pelissé heitetddn perdakkéain lanttia n ker-
taa — téssd esimerkissd n = 20. Aina kun tulee kruunu (R), Pekka voittaa
euron Paavolta. Kun tulee klaava (L), Pekka hévidd euron Paavolle. Kuvios-
sa 2.2 esitetyn pelin tulos (n = 20) on

LRLRRRRLRLLRRRLRLLRL



2.5. Satunnaismuuttuja 33

-2 1

Kuvio 2.2. "Kruunu ja klaava” -pelin tuloksen kehitys, kun pelin
pituus on 20 heittoa.

Pekka voittaa 2 euroa.

Miké on todennékoisyys, ettd Pekka voittaa s euroa, kun n = 20 (—20 <
s < 20)7 On helppo n#hdé, ettd mahdollinen voitto on parillinen. Voitto S
voidaan médritelld satunnaismuuttujien X; (i = 1,2,...,20) summana:

Sa0 =Xy + Xo + -+ + Xoo,

missé
X {1, kun kruunu ¢. heitossa;
i fry

—1, kun klaava i. heitossa.

Mink& voiton Sy = s todennékoisyys on suurin (pienin)?

On mielenkiintoista tarkastella myés sitéd, kuinka usein Pekka on voitolla
pelin aikana. Jos pelaajat ovat tasoissa (voitto 0), méérittelemme, ettd Pekka
on johdossa, jos hén oli edelliselld heitolla johdossa. Jos Pekka oli tappiolla
edelliselld heitolla ja péési tasoihin, sovimme, ettd hén on edelleen tappiolla.
Jokainen peli tuottaa vastaavan kuvaajan kuin Kuviossa 2.2. Kuvaajassa on
yhdistetty pisteet (0,0), (1,571), (2,S52), ..., (20, Sa).

Téllaista prosessia kutsutaan satunnaiskivelyksi (random walk). Erés ta-
pa havainnollistaa satunnaiskédvelyd on ajatella, ettd satunnaiskévelija RW
(Random Walker) lihtee origosta (itdén) ja astuu sekunnissa askeleen oikealle
(eteldén) tai vasemmalle (pohjoiseen). Esimerkiksi Kuviossa 2.2 kuvaaja kul-
kee pisteen (5, 1) kautta. RW on 5 sekunnin kévelyn jdlkeen yhden askeleen
pohjoiseen xz—akselista. On helppo todeta, ettd kaikkien mahdollisten pelin
kulkujen lukuméird on 22°. Koska raha on harhaton ja heitot ovat toisistaan
riippumattomat, kaikki 22° pelin kulkua ovat yhti todennikdoiset. O

2.5.2 Kertyméafunktio

Edelld olemme késitelleet otosavaruuden osajoukkojen eli tapahtumien to-
dennékoisyyksid. Nama joukot médritelladn tavallisesti satunnaismuuttujien
avulla. Esimerkiksi

(25.2) fa<X <b}={wla<X(w)<b},
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missd X on satunnaismuuttuja, a ja b ovat annettuja vakioita. Koska otos-
avaruus on numeroituva, kaikilla muotoa (2.5.2) olevilla joukoilla on toden-
nékoisyys ja sitd merkitddan

Pla< X <b) = P({w]a< X() <b})
Jos A C R = (—00,00) on jokin reaalilukujoukko, niin merkitaan
(2.5.3) PXeA)=P{w|X(w)eA}).

Joukko A voi olla esimerkiksi suljettu véli [a, b], avoin véli (a,b) puoliavoin
véli (a,b] tai [a,b), ddreton vali (—oo,b] tai [a,00), usean vilin yhdiste tai
kokonaislukujen {k,k + 1,...,k + n} joukko. Yhden pisteen z joukko {x}
on térked erikoistapaus. Olkoon X esimerkiksi henkilon ikd, kun € on suo-
malaisten joukko. Silloin {X = 20} = {w | X(w) = 20} on 20-vuotiaiden
suomalaisten joukko. Todennédkdoisyys on

P(X =20) = P(X € {20}) = P({w | X(w) = 20}).

Olkoon X:n arvojoukko Sx = {x1,za,...,2,,..., }, missi X:m arvot on
lueteltu jossain jarjestyksessd. Méaritellaan

kun z,, € Sx. Jos x ¢ Sx, niin P(X = z) = 0. Toisaalta voi olla, ettd P(X =
x;) = 0 jollakin X':n arvolla z; € Sx. Jos tunnemme kaikki todennékoisyydet
Pn, on ilmeisté, ettd voimme laskea kaikki satunnaismuuttujaan X liittyvét
todennikoisyydet. Silloin todennékoisyydet (2.5.2) ja (2.5.3) ovat

Pla< X <b) = an ja P(X €A = an

a<xn,<b TnEA

Kun A on déreton véli (—oo, z], niin jokaista reaalilukua x kohti voidaan
madritelld funktio
F X (33') X < 33' Z Pn-
Tn<w
Tatéd funktiota Fx kutsutaan X:n kertymdfunktioksi (kf). Jokaiseen satun-
naismuuttujaan X liittyy siis kertyméfunktio, jota merkitaan Fx (z).

Mairitelméi 2.4 (Kertymédfunktio) Satunnaismuuttujan X kertyméfunk-
tio Fx(z) on sellainen kuvaus Fx: R — [0, 1], etté

Fx(x) = P(X < x), kaikilla = € R.

Merkintd P(X < z) on lyhennys merkinnésta P({X < z}), missd P({X <
z}) = P{w | X(w ) < x }). Merkitddan X arvoaluetta S = X(Q) = {x |
X(w), we N},
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Esimerkki 2.9 Esimerkissd 2.6 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa. Sa-
tunnaismuuttuja X on ’kruunujen lukuméérd’ ja X'm arvojoukko S = {0, 1,2,

3}. Nyt
(W] X =0} = {LLL},
{w|X =1} = {RLL,LRL,LLR},
{w]| X =2} = {RRL, LRR, RLR},
{w| X =3}={RRR},

missé kaikki alkeistapaukset ovat yhtd todennékoisid. Silloin

Fy(0) = P(X < 0) = P({LLL}) = 1/8,

Fx(1) = P(X < 1) = P({LLL,RLL, LRL, LLR}) = 4/8,
Fx

Fx

(2)=P(X <2)
= P({LLL,RLL, LRL, LLR, RRL, LRR, RLR}) = 7/8,
(3) = P(X < 3)
= P({LLL,RLL, LRL, LLR, RRL, LRR, RLR, RRR}) = 1.

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on siis

\

kun x < 0;

kun 0 <z < 1;
kun 1 <z < 2;
kun 2 <z < 3;

5
>
—~~
S
S~—
I
— ool ik ik O

(1, kunz > 3.
0J
Fx(z) fx ()
1+ — 1+
.—
b b
‘ f f f x T [ [ T x
1 2 3 0 1 2 3

Kuvio 2.3. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktion F'x (z) ja toden-
nikoisyysfunktion fx(x) kuvaajat.

Jos 1 < x9, niin {X < 1} C {X < x5} ja todennidkdisyyden mo-
notonisuusominaisuuden perusteella [Lause (2.1), kohta 3)] P(X < z7) <
P(X < z3), joten kertyméfunktio F'(z) on kasvava (ei vihenevi). Seuraavas-
sa lauseessa esitetddn kertyméfunktion ominaisuudet.
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Lause 2.10 Funktio F(x) on satunnaismuuttujan X kertymdfunktio, jos ja
vain jos seuraavat kolme ehtoa pitivdt paikkansa:

1. lim F(z)=0 ja lim F(z)=1.

T— —00 T—00

2. F(x) on x:n kasvava funktio.

3. F(x) on oikealta jatkuva, ts. kaikilla o € R on lim F(z) = F(zo)

T—x0+
(x — xo+ tarkoittaa, ettd xo:aa lihestytdidn oikealta).

Esimerkissa 2.9 esitetty kertyméfunktio on porrasfunktio. Pitda yleises-
tikin paikkansa, ettd diskreetin satunnaismuuttujan kertyméafunktio on por-
rasfunktio. Voimme sanoa, ettd satunnaismuuttuja on diskreetti satunnais-
muuttuja, jos sen kertyméfunktio on porrasfunktio.

2.5.3 Diskreetin satunnaismuuttujan
todennikosisyysfunktio

Olkoon X otosavaruudessa {2 médritelty diskreetti satunnaismuuttuja. Sa-
tunnaismuuttujan X todennidkoisyysfunktio (tnf) fy(x) méadritelladn siten,
etta

(2.5.4) fx(x) = P(X =x).

Jos merkitédén X:n arvoaluetta Sy = X(2) ={z | X(w) =2, w € Q}, niin
todennékoisyysfunktio on kuvaus

fx($)2;gx'—9[0,1}

Huomattakoon, ettd fx(x) on médritelty kaikilla reaaliluvuilla, mutta fx(z) =
0 aina, kun = ¢ S. Diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko on numeroitu-
va, joten arvoja on korkeintaan yhtd paljon kuin kokonaislukuja. Niinpé dis-
kreettien satunnaismuuttuien arvojoukko on tavallisimmin jokin kokonaislu-
kujen ja erityisesti positiivisten kokonaislukujen osajoukko.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoalue on Sx. Silloin
X:n todennékoisyysfunktio toeteuttaa seuraavat ehdot:

(2.5.5) fx(z) >0, kun z € Sy;
(2.5.6) fx(z) =0, kun z ¢ Sy;
(2.5.7) > fx(@) =1

TESx

Esimerkki 2.10 Jatketaan esimerkié 2.9, jossa heitettiin harhatonta lanttia
3 kertaa. Satunnaismuuttuja X on 'kruunujen lukumaéra’. Mééritetdan X :n
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todennékoisyysfunktio. Nyt

X71(0) = {LLL},
X~'(1) = {RLL,LRL, LLR},
X71(2) = {RRL, LRR, RLR},
X7'(3) = {RRR},

missid merkintd X 1(z) = {w | X(w) = =} on kaikkien sellaisten alkeista-
pausten w joukko, jotka kuvautuvat pisteeseen x. Koska alkeistapaukset ovat
yhta todennékoisid, satunnaismuuttujan arvojen todenndkoisyydet ovat

P(X =0)=P(X'(0)) = P{LLL}) = 1/8,
P(X =1)=P(X'(1)) = P{RLL,LRL,LLR} = 3/8,
P(X =2) = P(X'(2)) = P{RRL,LRR,RLR} = 3/8,
P(X =3)=P(X'(3)) = P{RRR} = 1/8.

Satunnaismuuttujan X todennékoisyysfunktio on siis

~

%, kun x = 0;
%, kun z = 1;
fx(@) =42, kunaz=2;
s, kunz =3;
(0, muutoin.

O

Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, niin X:n arvojoukko Sx = {x1, x2,...}.

Silloin X:n kertyméfunktio voidaan lausua todennidkoisyysfunktion avulla
seuraavasti:

joka on porrasfunktio. Porrasfuntion F'(x) "hyppédykset’ ovat pisteissi 1, 3,

... ja hyppéysten suuruudet ovat fx(z1), fx(x2), ... Jos esimerkiksi
f(x) . 1,2
r)=— x = o
233’ ? 9 9
niin esimerkiksi
1 1 1 7

F(3.5)=Px<35)=f(1)+ f(2)+ f(3) = st1ts= %
2.5.4 Diskreetti tasajakauma
Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on S = {z1,z9,...,2x}. Jos

1
flzx) = kaikilla k =1,2,..., N,

N
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niin X noudattaa diskreettid tasajakaumaa ja merkitddn X ~ Tasd(xq, xo,
..., zn). Hyvin usein X:n arvojoukko on S = {1,2,..., N}, jolloin merkitiain
X ~ Tasd(1,2,..., N). Esimerkiksi nopanheitossa silmaluvun X arvojoukko
on S =1{1,2,3,4,5,6} ja todennikoisyysfunktio

1
f(x)zé, r=1,2,3,4,5,6.

2.6 Otanta palauttamatta

Tarkastellaan nyt koetta, jossa valitaan n alkiota N:n alkion joukosta (n <
N), jota kutsutaan populaatioksi. Valintaprosessia kutsutaan otannaksi. Ha-
lutaan esimerkiksi tietdd ennen presidentin vaaleja, mikd on ehdokkaiden
kannatus. Kannatuksesta voi saada tietoa tiedustelemalla dénestdjiltd, ke-
td he aikovat ddnestdd. On kaytdnnossd mahdotonta haastatella kaikkia po-
tentiaalisia ddnestéjid. Siksi tehddén otos, eli valitaan vain osa mahdollisista
ddnestéjisté ja haastatellaan heidat. Populaation muodostavat siis ddnioikeu-
tut kansalaiset. Nimitdmme menetelméé, jolla otos valitaan, otantamenetel-
mdaksi. Tassé esityksessd tarkastellaan vain yksinkertaista satunnaisotantaa
(YSO). YSO:ssa kaikki mahdolliset n:n kokoiset otokset ovat yhta todenné-
koisid. YSO:lla valittua otosta kutsutaan yksinkertaiseks: satunnaisotokseksi.

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa palauttamatta otos valitaan siten, et-
ta kukin alkio voi tulla otokseen korkeintaan kerran. Valitaan n:n alkion otos
N:sta. Ajatellaan alkiot valituiksi jarjestyksessa. Silloin 1. alkio voidaan va-
lita N:114 tavalla ja 2. alkio (N — 1):114 tavalla, koska toisen tdytyy olla eri
alkio kuin ensimmaéinen, jne. Lopulta n. alkio voidaan valita [N — (n — 1)]:114
tavalla. Kaikkien mahdollisten jdrjestettyjen otosten lukumééra on

N(N-1)(N—=2)---(N—=n+1)=N",

Otos on valittu satunnaisesti, jos jokainen N :sti jarjestetysti otoksesta on
yhtéd todennédkoinen. Silloin jokaisen jérjestetyn otoksen todennikdisyys on
1/N™.

Koska kaikkien mahdollisten otosten eli osajoukkojen lukuméara on (]T\lf )
ja otokset oletetaan yhtéd todennékoisiksi, niin jokaisen otoksen todennakoi-
Syys on

N N®)
—, missé otosten lukuméara on ( ) .

(W)

Otoksia on siis (]X) kappaletta ja YSO:ssa ne ovat yhtd todennékoisia.

n n!

Esimerkki 2.11 Monissa korttipeleissd jaetaan n:n kortin kési (otos) pa-
kasta (populaatio), jossa on N korttia. Pakka on hyvin sekoitettu, jos pakan
korttien kaikki N! jérjestysta ovat yhtéd todennékoisié. Oletetaan, ettéa n kort-
tia on jaettu hyvin sekoitetusta pakasta. Sellaisia pakan jérjestyksia, joissa
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ndméa n korttia ovat tietyssi jérjestyksessi (esimerkiksi pakan p#élld), on
(N — n)! kappaletta. Todennékoisyys saada n korttia tietyssi jarjestyksessd
on
(N —n)! 1
N! N®)’
Jokaisen jirjestetyn otoksen todennékoisyys on siis 1/N (") ja jokaisen otoksen
eli kiden todennékoisyys on 1/ (]Z ).

Miké on esimerkiksi todenndkoisyys, ettéd tavallisesta korttipakasta (N =
52) saadaan patasuora (@1, 82, &3, &4, &5)7 Erilaisten viiden késien luku-
masrd on (552) = 2598960, joten patasuoran todennidkdisyys on 1/2598960.
Jos lisdksi korttien pitdd jaossa tulla annetussa jérjestyksessi (1,2,3,4,5),
niin jérjestettyjen otosten lukumadri 52(° = 311875200 ja jérjestetyn otok-
sen (W1, M2, &3, #d4, &5) todennikasisyys on 1/311875200. O

2.6.1 Hypergeometrinen jakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on a + b alkiota — esimerkiksi viestossi on a
miesté ja b naista tai tuotepopulaatiossa on a viallista ja b virheeténta tuotet-
ta. Valitaan populaatiosta n:n kokoinen satunnaisotos palauttamatta. Miké
on todennékoisyys, ettd otokseen tulee x kappaletta tyyppid 1 olevia alkio-
ta ja n — x kappaletta tyyppid 2?7 Tavanomainen todennékéisyyslaskennassa
kéytetty satunnaiskoe on pallojen valinta uurnasta. Uurnassa on a valkoista
ja b mustaa palloa. Valitaan uurnasta satunnaisesti palauttamatta n palloa.
Mikéa on todennakoisyys, ettd otokseen tulee x valkoista palloa?

Taulukko 2.3. Valinta palauttamatta aérellisestd populaatiosta

Tyyppi 1 Tyyppi 2 Yhteensa

Populaatio a b a—+b
Otos x n—x n

Populaatiosta voidaan valita kaikkiaan (“:b) yhté todennékoistd n:n ko-

koista otosta palauttamatta. Koska a:sta tyyppid 1 olevasta alkiosta voidaan
valita x kappaletta (Z) tavalla ja n — z alkiota b:sta (nfx) tavalla, saadaan

kaikkiaan (Z) (nfx) sellaista otosta, joissa on x kappaletta tyyppia 1 jan —x
kappaletta tyyppid 2 olevaa alkiota. Olkoon nyt satunnaismuuttuja X tyyp-
pid 1 olevien alkioiden lukumééra otoksessa. Silloin satunnaismuuttujan X

todennikoisyysfunktio f(x) on

b
(2)(2a)
3
n
Edelld esitetystd otanta-asetelmasta tietysti seuraa, ettd ehtojen x < a ja
n —z < b tdytyy olla voimassa. Jos ehdot eiviit ole voimassa, niin f(z) =

(2.6.1) flz) = x=0,1,2,...
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0. Jakaumaa (2.6.1) kutsutaan hypergeometriseksi jakaumaksi. Se on térked
my0s esimerkiksi joidenkin ns. tarkkojen testien konstruoinnissa.

2.6.2 Tarkistusotanta teollisuudessa

Mikéaén teollisuusprosessi ei ole tédydellinen, siksi myos virheellisid tuotteita
on odotettavissa. Yrityksilla on kaytossé erilaisia laadunvarmistusjérjestel-
mié, jotta voitaisiin pitaé ylla riittdvan hyva laatu. Virheelliset tuotteet olisi
havaittava ja poistettava, jotta ne eivét joutuisi asiakkaalle saakka. Tietys-
ti voitaisiin tarkistaa jokainen tuote riittdvan tarkasti. Taydellinen tarkistus
ei ole kiytdnnossé yleensa realistinen — se ei ole taloudellisesti kannattavaa
tai se on jopa mahdotonta, jos tarkistus esimerkiksi tuhoaa tuotteen. On siis
yleensé kaytettava tarkistusotantaa.

Oletetaan, ettéd tuotteet ovat joko virheellisid tai hyviksyttavia ja ne tu-
levat laadun tarkistukseen N:n tuotteen erissd. Valitaan jokaisesta erdsté
satunnaisesti n tuotetta tarkistukseen. Oletetaan, ettd 16ydetadn x viallista.
Jos z on suuri, todennikoisesti erdssé on paljon viallisia ja erd pitéisi hylatéa
tai panna jatkotarkistukseen. Voimme kayttaa padtossaantoa:

Hyviksy erd, jos x < h, muutoin hylk&é eréd (tai testaa lisdd).

Nyt olisi valittava hyvéksymisraja h mahdollisimman viisaasti. On tie-
tysti mahdollista, ettd otoksessa x > h, vaikka viallisten lukuméara v tuo-
te-eréssé ei olisikaan "liian” suuri. Toisaalta voi ehto = < ¢ toteutua, vaikka
tuote-eréssé olisi "liikaa” viallisia. Edelld mainitut paidtdntivirheet ovat siis
seuraavat:

1. lajin virhe — eré, jossa on vahén viallisia, hyldtaan;
2. lajin virhe — eré, jossa on paljon viallisia, hyvaksyta&n.

Jos hyviksymisrajaa h kasvatetaan, pienenee 2. lajin virhe, mutta 1. lajin
virhe kasvaa. Molempia virheitd voidaan pienentdé samanaikaisesti, kasvat-
tamalla otoskokoa n, mutta se taas nostaa tarkistuskustannuksia. Jotta A:n
ja n:n arvot voitaisiin méarittaa optimaalisesti, olisi tunnettava tarkistuskus-
tannukset sekd 1. ja 2. lajin virheiden aiheuttamat kustannukset. Olisi myos
tiedettéava virheelisten lukuméérin v jakauma yli tuote-erien.

2.7 Otanta palauttaen

Valitaan n:n alkion otos populaatiosta, jossa on N alkiota. Ajattelemme,
ettd populaation alkiot on numeroitu juoksevasti {1,2,..., N}. Otannassa
palauttaen populaation alkio voidaan valita otokseen useammin kuin ker-
ran. On esimerkiksi mahdollista, ettd otokseen tulee sama alkio toistuvasti n
kertaa. Voimme ajatella valinnan prosessina, jossa alkiot valitaan perikkéin.
Jokaisen valinnan jélkeen alkio palautetaan populaatioon, mutta sitd ennen
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saatu alkio merkitddan muistiin. Silloin 1. alkio voidaan valita N:114 tavalla,
2. alkio myds N:11a tavalla ja lopulta n. alkio /N:ll4 tavalla, koska edellisissa
valinnoissa valitut voivat tulla uudestaan otokseen. Kaikkien mahdollisten
palauttaen valittujen jarjestettyjen otosten lukuméaré on siis N™. Sanomme,
ettd otos on wvalittu satunnaisesti palauttaen, jos kaikki mahdolliset N™ jér-
jestettyé jonoa ovat yhtd todennédkoiset. Néin valittu otos on yksinkertainen
satunnaisotos (YSO) palauttaen.

Oletetaan esimerkiksi, ettd valitaan kolme numeroa palauttaen numerois-
ta 0,1, 2, ..., 9. Silloin voidaan saada 10® = 1000 yht# mahdollista jérjestet-
tyé jonoa 000, 001, 002, ..., 999. Osajoukko {1, 2, 3} voidaan valita 3! = 6 ta-
valla, joten otoksen {1, 2,3} todennékdisyys on 0.006. Otos {1, 1, 3} voidaan
saada 3:lla tavalla, koska jarjestetyt jonot (1,1,3), (1,3,1) ja (3,1,1) sisél-
tavit samat alkiot. Otoksen {1, 1,3} todennédkéisyys on 0.003. Otos {1,1,1}
saadaan vain yhdelld tavalla, joten sen todenn&koisyys on 0.001. Otannas-
sa palauttaen (jarjestaiméttomat) otokset eivdt ole yhtd todenndkdisid kuten
otannassa palauttamatta.

Olkoon A; tapahtuma, ettd valitaan . alkio, i = 1,2, ..., N. Koska valin-
nan (kokeen) tulos on varmasti yksi ja vain yksi tapahtumista Ay, As, ...,
An, niin Q@ = A; UA;U---U Ay on kokeeseen (valinta palauttaen) liittyvéin
otosavaruuden ositus. Valinta toistetaan n kertaa. Oletetaan, ettd populaa-
tion ¢. alkio toistuu otoksessa n; (0 < n; <n) kertaa (i = 1,2,..., N). Silloin
>, n; = n jaerilaisten jarjestettyjen otosten lukuméérd on tuloksen (2.4.1)

mukaan
n n!
ny ng ... NN nl‘ng‘nN‘

Olkoon X; alkion ¢ toistojen lukumééra otoksessa. Nyt siis jokaisen X;:n ar-
voalue on {0,1,2,...,n} ja X; + Xs+ -+ Xy = n. Merkitdén todennikoi-
syyttd P(X; = ny, Xo = na, ..., Xy = ny) yksinkertaisesti P(nq,ng, ..., ny),
joka voidaan siis laskea kaavalla

n 1
P(ny,ng,...,ny) = (m - nN>W

Esimerkki 2.12 Valitaan populaatiosta { Ay, Ay, Ag} (N = 3) 5 kertaa (n =
5) alkio palauttaen. Silloin A; A3 A3A; A3 on erds mahdollinen tulosjono (otos
palauttaen), missd X; = 3, Xo = 0,X3 = 2 ja X7 + Xy + X3 = 5. Jo-
non Ay A;As3A; Az todennédkoisyys, samoin kuin jokaisen viiden pituisen jér-
jestetyn otoksen, todennikoisyys on 1/3°. Koska erilaisia tulosjonoja, joissa
X1=3, Xo=0ja X3=2 on

5 51
p— p— ]_
(3 0 2) g0l

5 1 10
P(X1=3,X,=0,X3=2)= (3 0 2)§ =513 = 0.04115.

niin
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Miké on todennékoisyys, ettd n:n kokoiseen jérjestettyyn otokseen tulee po-
pulaation n ensimmaéisté alkiota (n < N) missd tahansa jarjestyksessia? Ky-

seinen tapahtuma sattuu tdsmaélleen silloin, kun X; = Xo =--- = X,, =1 ja
Xps1 ==Xy = 0. Tdmén tapahtuman todennikdisyys on siis
n! 1 n!

p(1717"'71707"'70):WWZW'

Otoksen kaikki alkiot erilaisia

Sellaisia jirjestettyjd otoksia, joissa mikéaén alkio ei toistu, on
N®W=NN-1)---(N-n+1)

kappaletta. Jos otos valitaan palauttaen, niin todennékéisyys, ettd otoksessa
mika#n alkio ei toistu, on

N® N!
(2.7.1) P(’Sama ei toistu’) = N = R

On selvis, ettd todenniksisyys (2.7.1) on 0, jos n > N. Huomaa, ettd N™ =
0, jos n > N. Syntymépaiviongelmassa (Esimerkki 2.3) N = 365 jan = r.

Soveltamalla Stirlingin kaavaa (2.4.7) kertoimiin N! ja (N — 1)! saadaan
likiarvo

(2.7.2) S LY e ™.
(N—n)IN* ~\N—n

Kun N — oo ja n on kiinnitetty, niin lauseke (2.7.2) ldhestyy ykkosta. Jos
siis hyvin suuresta populaatiosta valitaan n alkiota (n < N) palauttaen, niin
on hyvin epédtodennékoistd, ettd sama alkio valitaan usemmin kuin kerran.
Otanta palauttaen ja palauttamatta ovat kdytannollisesti katsoen jokseenkin
identtiset, kun populaation koko N on paljon suurempi kuin otoskoko n.

2.8 Binomijakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita: a kappaletta tyyppia
A ja b kappaletta tyyppia B. Valitaan populaatiosta n alkiota palauttaen. Mi-
k& on todennakoisyys, ettd otokseen tulee x alkiota tyyppid A ja n — x alkio-
ta tyyppid B? Voimme kayttdd vastavaa uurnamallia kuin hypergeometrisen
jakauman yhteydessd. Uurnassa on a valkoista ja b mustaa palloa. Valitaan
uurnasta satunnaisesti palauttaen n palloa. Mikd on todennékéisyys, etté
otokseen tulee x valkoista palloa? Koska otanta tehdééin palauttaen, uurnan
sisalté ei muutu.
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Taulukko 2.4. Otanta palauttaen

Tyyppi A Tyyppi B Yhteensé

Populaatio a b a—+b
Otos x n—x n

Kaikkien mahdollisten n:n kokoisten yhta todennékoisten jarjestettyjen
jonojen lukumédra on (a + b)". Sellaisia jarjestettyja otoksia, joissa on ensin
x kappaletta tyyppid A olevia alkioita ja sitten n — x tyyppia B, on a®b"*.
Tyyppia A olevan x:n alkion paikka n:n pituisessa jonossa voidaan valita (Z)
tavalla. Otoksia (jarjestdméttomid), joissa on x kappaletta tyyppid A jan—x
kappaletta tyyppid B olevia alkioita, on (Z) a”b" " kappaletta. Olkoon satun-
naismuuttuja X tyyppia A olevien alkioiden lukumééra otoksessa. Silloin X:n
todennékoisyysfunktio on

= — =0,1,2,...,n.
ro= () S =012

Merkitdan tyyppid A olevien alkioiden suhteellista osuutta p = plal-p=

a—_be on tyyppia B olevien suhteellinen osuus. Nyt X :n todennékéisyysfunktio

voidaan kirjoittaa sen tavallisimmassa esitysmuodossa

(2.8.1) f(z) = (")pm —p)"T 2 =0,1,2,...,n.

T

Funktio (2.8.1) on binomijakauman todennékoisyysfunktio. Kun X noudat-
taa binomijakaumaa, merkitsemme X ~ Bin(n, p).

2.8.1 Binomijakauma hypergeometrisen
jakauman likiarvona

Kun populaation koko on paljon suurempi kuin otoskoko, on tuloksen kan-
nalta jokseenkin samantekevéd, tehdainko otanta palauttaen vai palautta-
matta. Kun a 4+ b on paljon suurempi kuin n (merkitdéan a + b > n), niin
binomijakauma (2.8.1) on hypergeometrisen jakauman (2.6.1) hyva likiarvo.
Otanta palauttamatta voidaan luonnehtia hypergeometrisen jakauman avulla
ja otanta palauttaen binomijakauman avulla.

Lause 2.11 Jos a + b > n, niin

O (M oy e
(2.8.2) G N(I)p (1—p)"*, =0,1,2,...,

missi p = a/(a+b).
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Koska binomitodennikéisyydet on helpompi laskea kuin hypergeometri-
set todennékaisyydet, voidaan relaatiota (2.8.2) kiyttéaé laskennassa hyviksi,
kun a + b > n. Tosin nykyisilld ohjelmilla on helppo laskea tarkat todennd-
koisyydet suoraan hypergeometrisesta jakaumasta, vaikka a + b on suuri.

2.9 Todennikdisyyden yleiset aksioomat

Numeroituvien otosavaruuksien tapauksessa on kaikkiin tapahtumiin helppo
liittda todennékoisyydet alkeistapahtumien todennékoisyyksien avulla. To-
dennikoisyyden keskeiset ominaisuudet (Lause 2.1) seuraavat sitten helposti
Maaritelméasta 1.1. Jos tapahtumat A, As, ..., A, ovat parittain erilliset,
niin Lauseen 2.2 mukaan

P(AJUAU---UA,) =P(A)+ P(Ay) +---+ P(A,).

Additiivisuus voidaan todistaa (numeroituvan otosavaruuden 2 tapaukses-

sa) myos ddrettoméan monelle parittain erilliselle tapahtumalle Ay, Ay, As,
... (vrt. Pykéld 1.3.4). Silloin

Ylinumeroituvasti dérettomille otosavaruuksilla ei todennékoisyyttéa voi-
da médritelld alkeistapausten todennékoisyyksien avulla. Silloin todennikdi-
syys maéaritellddn aksiomaattisesti sopivasti mééritellyille otosavaruuden 2
osajoukoille.

Madritelma 2.5 Olkoon 2 otosavaruus ja P(A) on Q:mn sopivasti valituil-
la osajoukoilla A C Q mééritelty reaaliarvoinen funktio. Funktio P(A) on
todennéakdisyysmitta, jos se toteuttaa seuraavat aksioomat:

1. 0< P(A) < 1.
2. P0)=0 ja P(Q)=1.

3. Jos Ay, Ag, Az, ... on parittain pistevieraitten {2:n osajoukkojen jono,

()5 rn)

Naista aksioomista voidaan johtaa samat lauseet kuin numeroituvien otos-
avaruuksien tapauksessa. Yleisessi teoriassa :n kaikki osajoukot eivdt ole
tapahtumia. Maarittelimme edelld todennékoisyyden 2:n 'sopivasti valituille
osajoukoille’. Niiden osajoukkojen, jotka ovat tapahtumia, taytyy muodostaa
ns. o-algebra.

Maiéaritelmi 2.6 Kokoelma F on otosavaruuden (2 osajoukkojen muodos-
tama o-algebra, jos
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1. Qe F.
2. Jos A € F, niin A€ € F.
3. Jos Ay, Ay, ... € F,niin | J;2, A; € F.

Kolmikko (2, F, P) on todenndkdisyysavaruus, missi €2 on ei-tyhja otos-
avaruus, F on o-algebra ja P: F — [0, 1] on todennédkoisyys(mitta). TAmén
todennékoisyyden aksiomatisoinnin esitti venéldinen matemaatikko A. N.
Kolmogorov (1903-87) vuonna 1929.

Todennikdisyyslaskenta
ja kombinatoriikka: Yhteenveto

Todennikdisyyden ominaisuuksia
e Epénegatiivisuus P(A) >0, A C .

e Monotonisuus P(A) < P(B), kun AC B C Q.

Additiivisuus  P(A) = > P(4;), jos Ay, As, ... A, on Am jako.

Komplementti P(A°) =1 — P(A).

Yhteenlaskulause P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Symmetriaan perustuva todennékdisyys

1
plw;) = —, kaikilla w; € Q = {wy,we, ..., wn};
n

|A]  ’suotuisat’
P(A) =) plw) = T Tl

w;€EA

Kombinatoriikkaa

e Jirjestettyjen n-otosten lukumééra, kun perusjoukon koko on N:

1) valinta paluttaen: N™,
2) valinta palauttamatta: N™ = N(N —1)(N —2)---(N —n+1), 0<n <N,
NWN) = NI,

e Otokset (palauttamatta) eli n-kombinaatiot

N N®) N!
(n)_ n! nl(N—-n)
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e Multinomikerroin

n n!
ny Ng ... Ng nl‘ng'nk'

(141" = (n)t
r=0 r

kaikilla ¢ € R ja positiivisilla kokonaisluvuilla n.

e Binomilause

Satunnaismuuttuja

e Satunnaismuuttuja X on kuvaus X: € — R.
e X:n arvojoukko S: X (w) € S CR.
e Jos S on numeroituva, niin X on diskreetti satunnaismuuttuja.

e Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin
) X
aX, X+Y, X-Y, XY ja v Y #0

ovat satunnaismuuttujia, missd a on reaalivakio.

e Diskreetin satunnaismuuttujan X jakauma

P(Xe€A)=) P(X=1) kaikillaACS.

€A

e X kertyméfunktio F: F(x) = P(X < x).
e Jos X:n todenndkoisyysfunktio f on diskreetti, niin f(z) = P(X = x).

e Hypergeometrinen jakauman todennékoisyysfunktio

r<a ja n—x<hb.

e Binomijakauman todennékdisyysfunktio

f(z) = (”)pm —p)" T, x=0,1,...,n.

T
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Kolmogorovin aksioomat

Olkoon F jokin {2:n osajoukkojen muodostama o-algebra. Kuvaus P: F — R
médrittelee todennékoisyysmitan, jos

1. 0< P(A) <1 kaikilla A € F.
2. P0)=0 ja P(Q)=1.

3. Jos tapahtumat A; € F (i = 1,2,...) ovat parittain erilliset, niin
p(z Ai) =Y P4,
i=1 i=1

Harjoituksia

1. Laske seuraavat lausekkeet:

) 69,00, 50,71, (7). ()

() (%) (54 (4)-

2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja 0 < p < 1. Osoita, etté

(a) Yamo ()P A —p)" " =1;
(Vihje: Merkitse (1 —p) +p = (1 = p)(1 + 12;) ja kiytd binomi-
lausetta.)
(b) >z (})p* (1 —p)" " = np.
(Vihje: Kéyté hyviksi tulosta (") = n(’;j) ja binomilausetta.)
3. (a) Valitaan satunnaisesti 2 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta.

Milld todennékoisyydelld saadaan perdkkéiset luvut?

(b) Valitaan 7 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta (Lotto). Milla
todennékoisyydelld saadaan perdkkaiset luvut?

(c) Valitaan 2 lukua luvuista 1, 2, ..., n palauttamatta. Mill&d toden-
nakoisyydellda saadaan perdkkaiset luvut?

4. Kahdestatoista verindytteesta 4 oli positiivisia ja 8 negatiivisia. Sekaan-
nuksen takia nédytteet unohtuivat merkitsemétté, joten ne oli analysoi-
tava uudestaan yksitellen (satunnaisessa jirjestyksessé).

(a) Milld todennékoisyydelld tarvitaan vain 4 analyysia (4 ensimmaéista
positiivisia)?
(b) Milld todennédkoisyydella tarvitaan tédsmiélleen 5 analyysia?

(c) Milld todennékoisyydelld positiiviset tulokset saadaan perdkkain?
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. Erdaseen ladketieteelliseen hoitokokeeseen osallistui 15 miesté ja 20 nais-

ta. Kymmenen satunnaiseti valittua potilasta sai tutkittavaa uutta hoi-
toa (hoitoryhmé) ja loput kuuluivat vertailuryhméén. Mikd on todenné-
koisyys, ettd hoitoryhmédan tulee

(a) ainakin yksi kumpaakin sukupuolta?

(b) ainakin kolme kumpaakin sukupuolta?

(a) Valitaan 30 kiénnykén tuote-erdsté 4 satunnaisesti palauttamatta
tarkastukseen. Jos tuote-erdssid on 3 viallista, niin milld todenna-
koisyydella otoksessa on

1. tasmalleen 2 viallista?
ii. ainakin 2 viallista?

(b) Olkoon 30:n kdnnykén tuote-erdssa d viallista. Tuote-erdsta tarkas-
tetaan n:n kdnnykén otos. Era lahetetddan myyntiin, jos otoksessa ei
ole yhtaan viallista, muutoin eréd palautetaan. Halutaan, ettéd 5 vial-
lista siséltavit tuote-erdt palautetaan todennikdisyydelld p > 0.95.
Kuinka suuri otoskoko silloin tarvitaan?

(a) Sijoitetaan 22 palloa satunnaisesti 120 laatikkoon. Miké on toden-
nékoisyys, ettd yhdessdkiin laatikossa ei ole enempéd kuin yksi
pallo?

(b) Erdéssd 120 paivén jaksossa kaapattiin 22 liikennekonetta. Miké on
todennékoisyys, ettd samana paivand kaapataan ainakin 2 konet-
ta, jos eri kaappaukset ajoittuvat tdysin satunnaisesti ja toisistaan
riippumatta.

. Valitaan satunnaisesti palauttaen 3 palloa laatikosta, jossa on 3 punaista,

4 keltaista ja 5 sinistéd palloa. Laske todennakdisyys, etté

(a) pallot ovat samanvérisi;

(b) pallot ovat erivérisié.

Laske vastaavat todennékoisyydet, kun otanta on palauttamatta.

. Erddssd 10000 vaalikelpoisen asukkaan kaupungissa tehtiin juuri ennen

vaalia mielipidekysely valitsemalla 100 henkilon otos vaalikelpoisten po-
pulaatiosta. Ehdokkaat olivat A ja B. Vaalin tuloksen perusteella tie-
detddn, ettd A kannatus oli 45 % ja B:n kannatus 55 %. Mikd on
todennékdisyys, ettéd kyselysséa

(a) 51 henkil6d kannattaa A:ta?
(b) yli puolet kannattaa A:ta?

(¢) Kuinka suuri otos on tehtévi, jotta otoksessa olisi B:n kannattajia
enemmén kuin A:n kannattajia vihintdén todennékoisyydelld 0.97
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Oletetaan, ettd nelionmuotoinen maa-alue on jaettu kolmeen pinta-alal-
taan yhtd suureen kaistaleeseen A, B ja C'. Liséksi oletetaan, etté kais-
taleiden yksikkohinnat ovat toisiinsa suhteessa 1 : 2 : 3. Jokaisen (mi-
tallisen) osa-alueen M suhteellinen hinta verrattuna koko maa-alueen
hintaan saadaan kaavalla

_ PMNA)+2P(MNB)+3PMNC)

missd P(M) = %, |M| on M:n pinta-ala ja |Q2] on koko maa-alueen
pinta-ala. Osoita, ettd V' (M) on todennikdisyys(mitta) (Mééritelmé 2.1).

Olkoon otosavaruus €2 aérellinen. Osoita, ettd Méaritelmén 2.1 aksioo-
meista seuraavat Maaritelmén 1.1 mukaiset todennékoisyysfunktion omi-
naisuudet.

Monivalintatehtédvassé on 6 vaittdmad, joista jokaiseen on vastattava tosi
(T) tai epétosi (E). Vastaus on oikein tai védrin ja oikeasta vastauksesta
saa 1 pistettd ja vadrasta —1 pistettd. Oletetaan, ettd Mr RW (Ran-
dom Walker) vastaa viittamiin tdysin satunnaisesti (Heittd4 esimerkiksi
lanttia).

(a) Milld todennékoisyydelld RW saa negatiivisen pistemaérin?
(b) Mikd on RW:n pisteméérin todennikoisyysjakauma?

(c¢) Jos kolmantena vaihtoehtona on mahdollisuus vastata "en tiedd”
(N), niin milld todennékoisyydelld RW saa negatiivisen pistem&a-
rén?

Mité voit sanoa tapahtumasta A, joka on riippumaton itsensé kanssa?
Miten luonnehdit tapahtumia A ja B, jotka ovat toisensa poissulkevat
ja riippumattomat?

Todista Yhteenlaskulause 2.4 osoittamalla ensin, etté

(AUB)—A=B— (AN B).

Oletetaan, ettd 550 omenan laatikossa on 2 % pilaantuneita.

(a) Milld todennédkoisyydella 25 omenan satunnaisotoksessa (otanta pa-
lauttamatta) on 2 pilaantunutta?

(b) Milld todennékoisyydelld 25 omenan satunnaisotoksessa on korkein-
taan 2 pilaantunutta?

(c) Halutaan, ettd ainakin 2 % pilaantuneita siséltavit laatikot hyla-
tddn todennakoisyydellda p > 0.95. Kuinka suureksi otoskoko on
valittava?
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16. Ovessa on kaksi (erilaista) lukkoa ja avaimet ovat niiden kuuden joukos-
sa, joita kannat aina mukanasi. Olet kiireessid pudottanut yhden néisté
kuudesta jonnekin.

(a) Miké on todennékéisyys, ettd vield saat oven auki avaimillasi?

(b) Milld todennikoisyydelld saat oven auki heti kahdella ensiksi kokei-
lemallasi avaimella (Oletetaan, ettd avaimet ndyttavét téysin sa-
manlaisilta.)

17. (a) Kuinka monta kokonaislukuarvoista ratkaisua yhtalolla z; +xe = 5
on, kun ratkaisujen tulee olla epdnegatiivisia?

(b) Investoit 20 tuhatta euroa 4:44n mahdolliseen kohteeseen. Jokaisen
sijoituksen tulee olla 100 euron monikerta. Montako investointistra-
tegiaa on, jos koko summa on sijoitettava?

¢) Montako strategiaa on SiHOiH, jos koko summaa ei tarvitse investoi-
g J
da?

18. Tietokoneessa on n prosessoria ja r tyotéd jaetaan prosessoreille satun-
naisesti. Eri prosessoreille tulevien téiden lukuméérat ovat rq, r9, ...,

T, i > 0,2=1,2,...,nja
(2.9.1) rtrg o, =1
(a) Miké on erilaisten varausjakaumien (Yhtalon (2.9.1) ratkaisujen lu-
kumadra)?
(b) Miké on todenndkoisyys, etté tietylla prosessorilla on k, 0 < k <r
tyota?
(c) Oletetaan, ettd annetut n lukua ry, re, ..., 7, toteuttavat yhta-

16n (2.9.1) ja kaikki mahdolliset n” toiden sijoittelua prosessoreille
ovat yhtd mahdollisia. Mikd on todennékoisyys saada varausluvut
T, T2y ooy T



