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Luku 6

Jatkuvat jakaumat

Sellaiset suureet kuten esimerkiksi aika, lampdtila, pituus ja paino ajatellaan
tavallisesti jatkuviksi muuttujiksi, ts. muuttujiksi, jotka voivat saada mité
tahansa reaaliarvoja annetulla vélilld. Esimerkiksi henkilon ikd on jatkuva
satunnaismuuttuja, joka voi saada tietylla vélilld positiivisia reaalilukuarvo-
ja. Diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko on direllinen tai numeroituva,
mutta jatkuvan satunnaismuuttujan arvojoukko on ylinumeroituva. Satun-
naismuuttuja X méariteltiin alaluvussa 2.6.1 jatkuvaksi, jos sen kertymé-
funktio F'x on jatkuva (Madritelmé 2.7).

6.1 Jatkuvat satunnaismuuttujat

Jokaiseen satunnaismuuttujaan liittyy kertyméfunktio. Satunnaismuuttujan
X kertyméfunktio méériteltiin alaluvussa 7?7 (Maéritelma 2.6 (i7)) pistefunk-
tiona

F(z)=P(X <ux), xz € R.

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on porrasfunktio, joka voi-
daan lausua hyppyfunktioiden summana (5.1.1) [ks. alaluku 5.1].

Lauseen 2.9 mukaan funktio F'(x) on kertyméfunktio jos ja vain jos seu-
raavat kolme ehtoa toteutuvat:

. lim F(x)=0 ja lim F(z)=1.

T—r—00 T—r 00

2. F(x) on kasvava (ei-vihenevi) funktio.

3. F(x) on oikealta jatkuva eli Eer F(x) = F(xo) kaikilla zg € R.
T—x0
Jos meilld on jokin satunnaismuuttuja X, niin ominaisuudet 1.-3. voidaan
todeta todenndkdisyysfunktion P(X < x) ominaisuuksien avulla. Jos jokin
funktio F'(x) toteuttaa ehdot 1.-3., ei ole aivan helppoa todistaa, ettid F'(x)
on todella jonkin satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Todistus 16ytyy vaa-
tivista todennékdisyyslaskennan oppikirjoista.
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146 Luku 6. Jatkuvat jakaumat

Esimerkki 6.1 Funktio
B 1
Cl4e

(6.1.1) F(z)

on esimerkki jatkuvasta kertyméfunktiosta, joka siis toteuttaa Lauseen 2.9
ehdot 1.-3. Koska

lim e* =00, mniin lim F(z)=0
T——00 T——00
ja
lim F(z) =1, koska lim e =0.
T—00 T—00
Funktio F'(x) on kasvava, koska sen 1. derivaatta
671'
Fl(z) = ———= > 0.
(l’) (1 + e—x)Q
On my6s helppo todeta, ettd F'(x) ei ole ainoastaan oikealta jatkuva vaan
jatkuva. O

Keskitymme tarkastelemaan satunnaismuuttujia, joiden kertyméfunktio
F' ei ole pelkistaan jatkuva, vaan myos derivoituva. Olkoon F' jatkuvan sa-
tunnaismuuttujan X kertyméfunktio. Jos kertyméfunktiolla F' on derivaatta

dF
- _F
o = @),

paitsi mahdollisesti yksittiisissd pisteissd, joiden lukumaéaira on &arellinen,
niin X:n tiheysfunktio on

f(z) = F'(x),
kun F’(x) on olemassa. Vastaavalla tavalla kuin diskreetin satunnaismuuttu-

jan kertyméafunktio voidaan lausua todennékoisyysfunktion avulla summana,
jatkuvan satunnaismuuttujan kertyméfunktio voidaan lausua integraalina:

Jos fx(t) on jatkuva, niin integraalilaskennan peruslauseen mukaan

(6.1.3) Fle(2) = fx(x),

missd [ (x) on kertyméifunktion Fy(z) derivaatta.

Maaritelmd 6.1 Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio fx(z) on

funktio, joka toteuttaa yhtalon

(6.1.4) Fx(x) = /fx(t)dt kaikilla =z € R.
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Esimerkki 6.2 Olkoon X tiettyyn palvelunumeroon tulevien puheluiden pi-
tuus. Oletetaan, ettd X:n tiheysfunktio on

1
f(z) = Q—Oe’x/m, 0 <z < o0.

Silloin X noudattaa ns. eksponenttijakaumaa keskiarvolla 20. Nyt

S={z|0<z<o0} ja f(r)>0 kun z€S.

Kertyméfunktio on

Silloin 4 X
/ _ (1 _ amm/20 _ ~ —w/20 _ >
F'(x) e (1—e ) 50° f(z), x>0
ja f(x) =0, kun = < 0. O

Huomaa, ettid yksittdisen pisteen a € R todennikéisyys P(X = a) on
aina nolla, jos X on jatkuva satunnaismuuttuja. Silloin erityisesti kaikilla
reaaliluvuilla b > a

F(b)—F(a)=Pla< X <b)=Pla< X <b)
=Pla< X <b)=Pla<X<b).

Jatkuvan satunnaismuuttujan momentit médritelldéin vastaavasti kuin
diskreetin satunnaismuuttujan tapauksessa, mutta mairitelméassa summa kor-
vataan integraalilla. Jatkuvan satunnaismuuttujan r. momentti on

o0

a, = B(X") = / 2" f(z) dz,

—00

missd f(z) on X:n tiheysfunktio. Satunnaismuuttujan X r. keskusmomentti
on

o = E[(X - ”)r]a
missd u = E(X) = oy on X:n odotusarvo. Satunnaismuuttujan X odotusarvo

on siis integraali
o0

w=FEX)= /:L‘f(ZL‘)dZL‘

—00
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ja X:n varianssi 0% on 2. keskusmomentti
0? = iy = E[(X — n)?]
~ [P

Merkitsemme myos E[(X — ,u)ﬂ = Var(X), jolloin X:n hajonta on

o = y/Var(X).

Momenttifunktio on

(6.1.5) M(t) = E(™) = [ e”f(x)dx,

—00

jos integraali 6.1.5 on olemassa jollakin avoimella vililld (—a, a), misséd a > 0.
Tietysti esimerkiksi tulokset

02 = E(X2> - /LQ,
p=M'(0),
ay = E(X?) = M"(0)

pitavit edelleen paikkansa samalla tavalla kuin diskreettien satunnaismuut-
tujien tapauksessa.

Esimerkki 6.3 Lasketaan nyt Esimerkissd 2.15 mééritellyn satunnaismuut-
tujan X odotusarvo ja varianssi:

ja

Kolmas momentti on

1

2 2

CY3=E(X3):/:E3(2x)dx: s /:zc‘r’:g
0
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ja 3. keskusmomentti on

s = B[O = )"] = [(@ = (20 do

1

= /(x3 — 3uz’® + 3p’r — 1) (27) da
0
1 1 1 1

= /x3(2x) dr — 3,u/:1:2(2x) dr + 3,u2/x(2x) dz — ,u3/2:1: dz
0 0 0 0
= a3 — 3uag + 3 — 1i* = g — 3pag + 2

2 g2, (2 . 3,16 _ 1
5 3 3) 5 27 15
O
Myo0s prosenttipisteet ovat térkeitd jakauman tunnuslukuja. Jakauman

100p-prosenttipiste 7, médritelliin seuraavasti:

Tp

p:/?@ﬁu:me 0<p<l.

Prosenttipistetta mg 50 kutsutaan mediaaniks: ja pistetta mg o5 ja mg.75 alakvar-
tiliksi ja yldkvartiiliksi. Esimerkissa 2.15 késitellyn jakauman 36 %:n piste
on 0.6, koska

F(mo.36) = mg.36 = 0.6 = 0.36.

Esimerkki 6.4 Olkoon satunnaismuuttujan X kertymifunktio méaaritelty
seuraavasti

0, x < 0;

2

z <z<l1;
F(ZL‘): 2 (2sy? 0_33'_17

-, 1<x<;

1, 2<zx.

Tarkistamme ensin, ettd F' on todella kertyméfunktio. Toteamme helposti,
etta

1) lim F(z)=0 ja lim F(z)=1,

T——00 T—00

2) F(z) on z:n kasvava (ei-vihenevi) funktio ja

3) F(x) on oikealta jatkuva, koska se on jatkuva.
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Tiheysfunktio saadaan derivoimalla F'(z). Nyt siis F'(z) = z valilla 0 < z <
1ja F'(x) =2 —z vililld 1 < x < 2. Niin siis tiheysfunktio on

x, O<z <1,
fley=92-=2 1<z<2
0 muualla.

Tiheysfunktio voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa
flx)=1—]z—1], 0<z<2.

Koska X:n tiheysfunktion kuvaaja on kolmion muotoinen, X:n jakaumaa
kutsutaan kolmiojakaumaksi.

f(z)
1.0 +
0.90

? ? ? w x
05 1.0 15 20

I
0.5 1.0 15 20

Kuvio 6.1. Kolmiojakauman tiheysfunktion ja kertymé&funktion ku-
vaajat.

Kolmiojakauman odotusarvo on

Koska jakauma on symmetrinen odotusarvon 1 suhteen, on 1 my6s jakauman
mediaani 7y 59. Se voidaan todeta helposti myds méaaritelmén perusteella,

silla F(1) = 12—2 = 0.5. Jakauman 90 %:n piste my g9y saadaan ratkaisemalla
yhtalo
2 2
1— (2 —mo9)” _ 0.90.
2
Ratkaisu on mgg99 = 2 — v/0.2 = 1.55. O

[tse asiassa relaatio (6.1.4) ei vélttdméttd ole voimassa kaikilla z:n ar-
voilla, silld F'(x) voi olla jatkuva, mutta ei derivoituva. Jos f(z) on jatkuva,
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niin silloin tietysti yhtdlo (6.1.4) pitda paikkansa. Huomattakoon, etté jat-
kuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio ei valttdméatta ole jatkuva, mutta
kertyméfunktio on.

Esimerkki 6.5 Tarkastellaan nyt satunnaismuuttujaa X, jonka tiheysfunk-

tio on
flay=93 . _ %
Vastaavasti X:n kertyméfunktio on
0, r < 0;
1 1
5T, 0<z<s;
F(x) = ? 3 1 1« < i
Tt3(@—3), 3<e<L
1, 1< .

Havaitsemme nyt, ettd X:n tiheysfunktio ei ole jatkuva. Nyt myoskdan F ei

()

s | - . F(x)
14+ 14+
%4.— %7
1
L
S e
2 1 2 1

Kuvio 6.2. Satunnaismuuttujan X tiheysfunktion ja kertymafunktion
kuvaajat.

ole derivoituva pisteessii 1. Pisteessi x = 1 ei ole voimassa, etti F'(z) =
f(z). Tassa on esimerkki jatkuvasta satunnaismuuttujasta, jonka tiheysfunk-
tio ei ole jatkuva ja jonka kertyméifunktio ei ole koko méérittelyalueella S

derivoituva. O

Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktiolla voi olla &irellinen méa-
rd epidjatkuvuuspisteitd, mutta kertyméfunktio on jatkuva. Esimerkin 6.5
satunnaismuuttujan tiheysfunktiolla on méaarittelyalueellaan yksi epéjatku-
vuuspiste ja kertyméfunktio on jatkuva. Relaatio (6.1.3) pitdé paikkansa vain
tiheysfunktion jatkuvuuspisteissi, mutta ei epajatkuvuuspisteissa.
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Esimerkki 6.6 Mairitelladan satunnaismuuttuja X siten, ettd sen kertymé-
funktio on

0, x < 0;
1 =0:
(6.1.6) Flo)={7% T
5 + %, O<ax <
1, 1 <.
F(x) f(x)
1+ 1+
1 1
2 2
} T } T

1 1

Mol
e

Kuvio 6.3. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktion ja ’tiheysfunk-
tion’ kuvaajat.

Kertymaéfunktio ei ole nyt jatkuva, koska funktio hyppéaa pisteessid x = 0.
Kertyméfunktio ei ole myoskdan porrasfunktio. Nyt myos yksittéiselld pis-
teelldi X = 0 on positiivinen todenniikdisyys P(X = 0) = 3, joten f(z) ei
ole tiheysfunktio. Itse asiassa kertyméfunktio (6.1.6) voidaan kirjoittaa por-
rasfunktion (kertyméfunktio) ja jatkuvan kertyméfunktion summana. Alalu-
vussa 5.1 médriteltiin hyppyfunktio e(x) siten, ettd e(z) = 1 epénegatiivisil-
la z:n arvoilla ja e(x) = 0, kun x < 0. Funktio ¢(z) on porrasfunktio ja siis
diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Puoliavoimella valilla (0, 1]
tasajakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan kertyméafunktio on

0, =<0
F(z)=<¢z, 0<z<1;
1, 1<
Nyt kertyméfunktio (6.1.6) voidaan kirjoittaa muodossa
1 1
F(z) = 5 e(z) + aFc(:v)

Esimerkiksi todennékoéisyys
1 1 /1
PlX<=-)==-¢=

Satunnaismuuttuja X ei ole diskreetti eikd jatkuva. ([l
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Yleisesti jatkuva satunnaismuuttuja voidaan mééritelld identiteetin (6.1.4)
avulla olettamatta tiheysfunktion f(x) jatkuvuutta. Jos on olemassa sellai-
nen epénegatiivinen funktio f(z) [ts. f(z) > 0 kaikilla z € R|, ettd (6.1.4)
pitdd paikkansa kaikilla x € R, niin kertyméfunktion F'(x) sanotaan olevan
absoluuttisesti jatkuva. Absoluuttisesti jatkuva funktio on jatkuva. Kaikkien
tdssd luvussa késiteltdvidt jatkuvien satunnaismuuttujien kertyméfunktiot
ovat absoluuttisesti jatkuvia.

6.2 Tasajakauma ja eksponenttijakauma

6.2.1 Tasajakauma

Jatkuva satunnaismuuttuja X noudattaa tasajekaumaa valilla [0, 1], jos sen
tiheysfunktio on 1 talld vililla ja 0 muualla:

(6.2.1) flz) = {1’ kun = € [0,1],

0 muualla.

Silloin merkitd&n X ~ Tas(0,1). On helppo todeta, ettd f(x) on tiheysfunk-

tio, koska f(x) >0 ja
1 1
/f(x)dx:/dle.
0 0

() F(z)

1 . 1+ —

} x | T
1 1

Kuvio 6.4. Tasajakauman Tas(0, 1) tiheysfunktio ja kertyméfunktio.

Tasajakauman keskiarvo ja varianssi ovat:

1

E(X)= /xdx =

ja
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Satunnaismuuttujan X momenttifunktio on

1 1

1 t—1
Mx(t)Z/et“”dx:/;em:e—.
0

t
0

Huomaa, ettd Mx(0) = 1.

Olkoon [a, b] annettu suljettu vili, a < b. Silloin satunnaismuuttuja U =
(b — a)X + a noudattaa tasajakaumaa vélilld [a,b]. Silloin merkitddn U ~
Tas(a, b). Koska E(U) = (b —a) E(X) +a ja Var(U) = (b — a)* Var(X), niin

b b—a)?
E(U) = “; ja  Var(U) = %
Satunnaismuuttujan U tiheysfunktio on
~. kun u € [a,b];
0 muualla

(6.2.2) flu) =

ja U:n momenttifunktio on

tb __ ta

S 10
My (t) = 4 16 —a)

1, t=

6.2.2 Eksponenttijakauma

Poissonin prosessissa tarkastellaan, montako tapahtumaa (lisdystd) sattuu
jollain aikavililla. Merkitddn w:n pituisella vililla sattuvien tapahtumien lu-
kumé&ariad satunnaismuuttujalla X,,. Jos Poissonin prosessin intensiteetti on
A, niin Maaritelman 5.2 mukaan todenndkoisyys, ettd w:n pituisella valilla
sattuu x tapahtumaa, on

Ow)

(6.2.3) P(X, =) =e "
xT.

Poissonin prosessilla voidaan mallintaa esimerkiksi asiakkaiden saapumis-
ta palvelupisteeseen, puheluiden tuloa vaihteeseen, onnettomuuksien sattu-
mista tarkasteltavalla tieosuudella tai autojen kulkua liikenteen tarkkailupis-
teen ohi. Téll6in ajatellaan, ettd yksittdiset tapahtumat sattuvat toisistaan
riippumatta tiaysin satunnaisesti.

Tarkkaillaan nyt Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on \. Olkoon W
odotusaika siihen hetkeen, kunnes seuraava tapahtuma sattuu. Odotusaika
on jatkuva satunnaismuuttuja. Jos tarkkailemme prosessia hetkesté ¢ hetkeen
t+w eli w:m pituisen aikavélin [t, ¢+ w], niin tapahtuma { W > w } sattuu jos
ja vain jos Poissonin prosessissa ei satu yhtaan tapahtumaa vililla [t, ¢ + w].
Siksi identiteetin (6.2.3) mukaan

PW >w) = P(X, =0) =,
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w=1.25
——
1 2 | 3 | 4
. ! T T T T T i
W1=0.5 W4=0.88 t t+w Aika

Kuvio 6.5. Kaaviokuva esittda Poissonin saapumisprosessia, esimer-
kiksi autojen kulkemista liikenteen tarkkailupisteen ohi. Esimerkiksi
W1 on 1. auton odotusaika ja W, on 3. ja 4. auton vilinen aika. Kiin-
nitetylld w:n pituisella vélilla on kulkenut ohi X,, = 3 autoa. Perék-
kiiset odotusajat Wi, Wa, W3, ... ovat toisistaan riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa.

Odotusajan W kertymaéfunktio on siis
F(w)=P(W <w)
=1-PW>w)=1-P(X, =0)
=1—e.
Koska odotusaika W on epénegatiivinen, niin F'(w) = 0, kun w < 0.
Odotusajan W tiheysfunktio on

F'(w) = f(w) = e ™

derivointisdinnon (6.1.3) nojalla. Usein merkitdin A\ = 7, missid 6 > 0. Sa-
nomme, ettd W noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 6 ja merkitsem-
me W ~ Exp(#). Parametri 6 on jakauman keskiarvo. Eksponenttijakauman
tiheysfunktio on silloin muotoa

(6.2.4) flw) = %e“’/e.

Eksponenttijakauman Exp(f) momenttifunktio on

% e—(1-0w/o

1
= tw— 7w/9 = _
M(t) /e 7¢ dw 0/ -

0

1 1
=1 t < 9
Eksponenttijakaumalla on vastaava "unohtamisominaisuus” kuin geomet-
risella jakaumalla. Jos T ~ Exp(#), niin

(6.2.5) P(T>a+b|T >a)=P(T>b)

kaikilla epanegatiivisilla a ja b. Tulos voidaan todistaa laskemalla ehdollinen
todennékoisyys

P(T>a, T>a+0b) P(T>a+Db)
P(T>a+b|T>a)= > g = s

ef(aer)/G

:fw:e_b/‘g:P(T>b)'
e—a
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Huomattakoon, ettd edelld on kiytetty tulosta
P(T>t)=1-P(T<t)=1-F(t)=¢""  t>0.

Esimerkki 6.7 Oletetaan, ettd asiakkaiden saapuminen liikkeeseen noudat-
taa Poissonin prosessia intensiteetilla 20 asiakasta tunnissa. Mikd on toden-
nikoisyys, ettd myyja joutuu odottamaan seuraavaa asiakasta yli 5 minuut-
tia? Olkoon X odotusaika, kunnes seuraava asiakas saapuu. Silloin prosessis-
sa (6.2.3) A = 1/3 asiakasta minuutissa ja X ~ Exp(3), koska eksponenttija-
kauman keskiarvo § = 1/\. Jakauman Exp(3) tiheysfunktio on

1
f(:p):ge_m/‘g, 0<zr<o0

ja
1 o0
P(X >5) = / ge—ﬂﬁ/i” dz = / —e %3 = e75/% ~0.1889.
5 5

Jatkuvan jakauman mediaani m on sellainen piste, ettd F(m) = 1/2. Nyt

jakauman Exp(3) mediaanin m tulee toteuttaa ehto F(m) =1—e ™3 =1,

joten

m = 3log(2) ~ 2.0794.

O

6.2.3 Elinaikajakauma

Ominaisuuden (6.2.5) perusteella eksponenttijakauma on sopiva elinajan ja-
kauma silloin, kun jiljelld oleva elinaika ei riipu tdméanhetkisestd idstd. Ol-
koon T esimerkiksi jonkin elektronisen komponentin iké tunteina. Silloin
P(T > b) on todennékoisyys, ettd uusi komponentti kestdd ainakin b tuntia,
kun taas P(T' > a+ b | T > a) on todennikdisyys, ettd a tuntia kiytossi
ollut komponentti kestdd vield b tuntia. Jos elinaika noudattaa eksponent-
tijakaumaa, niin ominaisuuden (6.2.5) nojalla todennékdisyydet P(T > b)
ja P(T' > a+0b| T > a) ovat samat kaikilla a ja b. Todenndkdisyys, ettéd
komponentti rikkoontuu b:n seuraavan tunnin aikana, ei riipu lainkaan siité,
kuinka kauan komponentti on jo ollut kiytossa.

Funktiota G(t) = P(T > t) kutsutaan eloonjiaamisfunktioksi. Eksponent-
tijakauma midrittelee eloonjiaamisfunktion G(¢) = e=*/?, jolla on unohtamis-
ominaisuus

(6.2.6) G(t+s) =G(t)G(s), t>0, s>0.

Madritelménsi nojalla G(0) = 1 ja G(t) — 0, kun ¢ kasvaa. Onko ekspo-
nenttifunktion lisdksi muita eloonjaamisfunktioita, joilla on unohtamisomi-
naisuus (6.2.6)7 Voidaan osoittaa, ettd ehdon (6.2.6) toteuttavat eloonjaa-
misfunktiot ovat aina muotoa e™*, A\ > 0.
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Jos elinaika 7" noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(#), niin vakio A\ = %

on hetkellinen kuolleisuusaste tai vaaran aste. Parametri A siételee toden-
nikoisyyttd kuolla hetken T = t jilkeiselld yksikon pituisella aikavélilla.
Olkoon A tarkasteltavan aikavélin pituus. Maaritellddan todennékoisyys

PT<t+A|T>t)=1-P(T>t+A|T>t)
=1-P(T>A)=1—e¢",

missi viimeisti edellinen yhtdsuuruus saadaan unohtamisominaisuuden (6.2.6)
nojalla. Kun funktiota e arvioidaan Taylorin polynomin avulla, saadaan

1—eM:1—(1—AA+%A2A2—-~)
:)\A—%)\2A2—|—~~
~ AA, kun A on pieni.

Arviointivirhe pienenee merkityksettomaksi verrattuna A:aan, kun A — 0.
Silloin siis P(T <t+ A |t >t) = AA.

Kuvio 6.6. Eksponenttijakauman Exp(2) tiheysfunktio f(t) = Je~*/2
ja vastaava eloonjiémisfunktio G(t) = e~*/2.

Nyt ndhdaén, etta

<
lim P(T_t+A|T>t):/\
A—0 A

on riippumaton ajasta t. Eksponentiaalisesti jakautuneen elinajan tapauk-
sessa kuolleisuusaste A\ on idsti riippumaton vakio. Yleisesti kuolleisuusaste
A(t) on tietysti idn funktio.

6.3 Normaalijakauma

6.3.1 Keskeinen rajaviittima

Jos X1, X, ..., X, noudattavat samaa Bernoullin jakaumaaa Ber(p) ja X; 1L

X, © # j, niin sanomme, ettd X, Xy, ..., X, on otos Bernoullin jakaumasta
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Ber(p). Tieddmme, etté silloin X = X; + X5 + - -+ + X, ~ Bin(n, p). Satun-

naismuuttujan X jakauma riippuu siis otoskoosta n. Olkoon X, Xo,..., X,
otos jakumasta, jonka keskiarvo on u ja varianssi 02 > 0. Merkitéfin satun-
naismuuttujien X, Xo, ..., X,, summaa

n - Sn
S, = E X; ja keskiarvoa X, = -
i=1

Otoskeskiarvon odotusarvo ja varianssi on

0.2

EX,)=p ja Var(X,,) = -
Satunnaismuuttujan X,, varianssi pienenee, kun n kasvaa. Jokaista n:n arvoa
kohti saadaa eri jakauma. Tarkastelemme satunnaismuuttujien (X;;i > 1) =
X1, X5, X5, ... jonoa ja niiden satunnaismuuttujien jakaumien jonoa.

Jos X1, X5,..., X, on otos jostain jakaumasta J(u,c?), jonka keskiarvo
on i ja varianssi o2, niin otoskeskiarvon X, jakauman keskiarvo on s ja
varianssi Z-, joka riippuu n:sté. Otoskoon n kasvaessa todennékoisyysmassa
keskittyy yhd pienemmille ja pienemmaille vilille p:n ympéristoon. Tamé
tarkoittaa, ettd X, sattuu n:n kasvaessa yhi suuremmalla ja suuremmalla
todennakoisyydelld 1ahelle keskiarvoa p. Olkoot

X, -
n =
o/yn’

standardoitu muuttujia, joille pitee E(W,) = 0 ja Var(W,,) = 1. Satunnais-
muuttujilla Wy, W, ... on siis sama varianssi 1 kaikilla n:n arvoilla. Léihe-
neekd W,,:n jakauma jotain jakaumaa, kun n kasvaa?

Momenttifunktioiden yhteydessé esitettiin momenttifunktion ja ja jakau-
man (kertyméfunktion) yksikéisitteistd vastaavuutta koskeva Lause 4.10. Sa-
massa yhteydessa esitettiin myds momenttifunktioiden suppenemista koskeva
Lause 4.13, jota voidaan soveltaa raja-jakaumien maarittdmiseen. Kirjoite-
taan

W, = 1,2,...

- _

missd YV; = X; —p, i=1,...,njaY; LY}, kun ¢ # j. Maéritelmdn mukaan
W, :n momenttifunktio on

MWn(t) — E(eth) — E(eﬁ(yl'f‘""i‘yn))
t
no '

= MY1+---+YR(T)
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Koska Y; 1L Y}, kun ¢ # j, niin

(6.3.1) My, () = Mm...m(ﬁ)

t t

= HME(%) = [M(W)]”,

missi M (—) on satunnaismuuttujien Y; yhteisen jakauman momenttifunk-

V/no
2 2
tio. Voidaan osoittaa, ettd My, (t) — e, missi e2 on standardimuotoi-
sen normaalijakauman momenttifunktio. Kirjoitamme W,, BN N(0, 1), mika
tarkoittaa, ettd W,:n jakauma ldhenee standardimuotoista normaalijakau-
maa N(0,1) otoskoon n kasvaessa. Lévyn jatkuvuuslauseen nojalla (Lause

4.13) satunnaismuuttujien W, kertyméfunktio Fyy, ldhenee normaalijakau-
man N(0, 1) kertyméfunktiota ®.

Lause 6.1 (Keskeinen rajaviittimai) Olkoon X1, Xs, ..., X, otos jakau-
masta, jonka keskiarvo on p ja varianssi o*. Merkitddn

Xo—p Sp—np
~o/yn Vno o

Silloin W,,:n jakauma lihenee normaalijakaumaa N(0,1), kun n — oo.

W

Keskeisen rajavaittiman mukaan samaa jakaumaa noudattavien riippu-
mattomien satunnaismuuttujien summa noudattaa likimain normaalijakau-
maa, kun n on suuri. Merkitsemme

W, ~ N(0,1),

kun n on suuri. Merkki ~ tarkoittaa "noudattaa likimain jakaumaa”. Kaytéan-
nossé keskeisen rajaviittaman avulla voidaan arvioida W,,:n jakaumaa, kun
n on riittdvan suuri. Silloin

1

Ay =@
e T w),
o (w)

PW, <w)=~ /

missd ®(w) on normaalijakauman N(0, 1) kertyméfunktio. Voimme merkité
saman asian myo0s seuraavasti:

P(W, <w) = Fy, (w) = ®(w),

kun n — oco. Satunnaismuuttujan W, kertyméfunktio Fyy, (w) suppenee kohti
normaalijakauman kertyméfunktiota ®(w) kaikissa pisteissd w € R.
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6.3.2 Standardimuotoinen normaalijakauma

Tarkastelemme nyt todennikdisyysteorian ja tilastotieteen térkeintd jakau-
maa, normaalijakaumaa. Olkoon Z jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheys-
funktio on

1 >
6.3.2 f(z) = e /2 —00 < 2 < 00.
(632 (6) =7
Silloin Z noudattaa standardimuotoista normaalijakaumaa. Kéytetdan myos
sanontaa ”Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa’.
Tarkistamme nyt, ettd (6.3.2) on todellakin tiheysfunktio. Koska f(z) >
0, pitda vain osoittaa, etta

1 r 2
—2z%/2 o
— [ e dz =1.
Vo /
Osoitamme siis, etta
(6.3.3) / e F2dz = V2.

Emme pysty suoraan integroimaan funktiota e~/ 2 koska sen integraalifunk-

tio ei ole lausuttavissa suljetussa muodossa. Osoittautuu kuitenkin, etti in-
tegraalin (6.3.3) neli6 on helppo laskea.

Integraalin arvo ei muutu, jos integrointimuuttuja nimetdin uudelleen,
joten

I= /e_ZQ/de: /e‘x2/2dx: /e_y2/2dy.

Riittid osoittaa, ettd 12 = 27. Nyt

I’ = ( /e_xQ/Qd:p> < /e_yQ/Qdy>

0o 00 o) 21
- / /e(“2+y2)/2 drdy = (/7"6’"2/2 dr) (/ d9>
—00 —00 0 0

= 27T/e_“ du = 27.
0

Niin siis tulos (6.3.3) pitaé paikkansa. Edelld kolmas yhtédsuuruus saadaan
siirtymalla napakoordinaatteihin:

x =rcosf ja y =rsinf.
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Silloin 22 + y? = 72, dedy = rdfdr ja integrointirajat ovat 0 < r < oo,
0<6<2nm.
Integraalilla (6.3.3) on myos ldheinen yhteys gammafunktioon

(6.3.4) INa) = /:po‘_le_gc dz.

Jos a > 0, niin I'(«v) on &érellinen. Jos « on positiivinen kokonaisluku,
niin I'(«v) voidaan lausua suljetussa muodossa, muutoin ei. Koska integraa-
lissa (6.3.3) integroitava on symmetrinen nollan suhteen, niin integraalit yli
vilien (—o0,0) ja (0,00) ovat yhtd suuret. Siksi

(6.3.5) /ez2/2 dz = g
0
Tekemilld sijoitus z = 12* integraaliin (6.3.5) saadaan integraali, joka on

I'(3). Silloin
1 i -1/2 ,—=x
(6.3.6) r 5)= [z e dz = /7.
0

Lause 6.2 Oletetaan, ettd Z noudattaa standardimuotoista normaalijakau-
maa. Silloin

1. Z:n momenttifunktio on
M(t) = e/, —00 <t < 00.
2. E(Z)=0 ja Var(Z)=1.

Todistus. 1. Mairitelman mukaan

1
M(t) = / e’ @e_ZQ/de.

—0o0

Tehdién sijoitus = z — ¢. Silloin dz = dz ja eFe"/2 = e(®=2))/2 joten

Tl s 1 )
M(t) = e =29/2 4y = o /2/—ex 124y = et'/2.
() /\/271’ \ 2T

Viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, ettd integraali yli normaalijakauman ti-

heysfunktion \/L_e_ﬁ/ 2on 1.

21
2. Koska M (t) = /2 niin M'(t) = te'*/? ja M"(t) = ¢"’/2+%e!*/2. Silloin
M'(0) =0, M"(0) = 1 ja Var(Z) = M"(0) — [M'(0)]* = 1. O
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Merkitdén Z ~ N(0, 1), missé siis £(Z) = 0 ja Var(Z) = 1. Seuraavassa
pykilissd méadritellisin normaalijakauma, jonka keskiarvo on y ja varianssi 0.

Esimerkki 6.8 Olkoon X, Xs,..., X 5 otos jakaumasta, jonka tiheysfunk-
tio on f(z) = (2)2?, —1 < = < 1. Jakauman odotusarvo y = 0 ja varianssi
0? = 3/5. Esimerkiksi todenniikoisyys P(X < 0.15) voidaan laskea johtamal-
la ensin X:n jakauma ja médrittimalli siitd kysytty todenniikdisyys. Keskei-
sen rajavaittidman avulla saadaan tdméin todennikdéisyyden likiarvo ilman
tietoa X:n tarkasta jakaumasta:

P(X <0.15) = ( — 0 0150 )

NN
= P(Zy5 < 0.75)
~ ®(0.75) = 0.7734.

Arvion tarkkuudesta keskeinen rajaviittdma ei kuitenkaan anna késitysta. [

6.4 Muuttujien vaihto

Oletetaan, ettd X on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on
F(z). Lukuisissa sovelluksissa tarvitaan satunnaismuuttujan X jonkin funk-
tion Y = h(X) jakaumaa, kun X:n jakauma tunnetaan. Tehtdvindmme on
nyt siis madrittdd satunnaismuuttujan Y = h(X) jakauma, missid h(x) on
x:n reaaliarvoinen funktio.

6.4.1 Muunnos kertyméafunktio avulla

Voimme pyrkid johtamaan Y:n kertyméfunktion
Gy) = P(Y <y)

suoraan X:n kertyméfunktion F(z) avulla. Y:n tiheysfunktio g(y) voidaan
méadrittad sitten identiteetin (6.1.3) avulla, kun G(y) on derivoituva.

Esimerkki 6.9 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio

on )
3
f(x):%, —-1<z<1.

Tarkastellaan satunnaismuuttujan Y = X? jakaumaa. Silloin Y:n arvoava-
ruus on Sy = [0, 1] ja Y:n kertyméfunktio on

Gly)=P(Y <y)=P(X*<y)=P(—/y>X > /y)
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Derivoimalla saadaan Y:n tiheysfunktioksi

B 3y1/2

9(y) =G'(y) = 5 0sy<l

O

Esimerkki 6.10 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunk-
tio on

Flz)=1—(1+x)e ", x> 0.

Johdetaan satunnaismuuttujan ¥ = e=* jakauma. Merkitiisin Y:n kertymi-
funktiota G:11a. Silloin

G(y) =P <y)=Pe* <y) =P[-X <log(y)]
P

= P[X = —log(y)] = 1 — P[X < —log(y)]
=1 - F[=log(y)],
missd F'(x) on X:m kertyméfunktio. Sijoittamalla = —log(y) X:n kerty-

mafunktioon saadaan

G(y) = [1 — log(y)]e"=¥ = [1 —log(y)]y.

Koska Sx = (0, 00), niin Sy = (0, 1). Y on jatkuva satunnaismuuttuja, koska
G(y) on jatkuva ja silla on jatkuva derivaatta muualla paitsi pisteessia y = 0.
Y:n tiheysfunktio on

—log(y), kun 0 <y < 1;
9(y) = G'(y) = @)
0 muualla.
Huomaa, ettd —log(y) > 0, kun 0 < y < 1. Nyt siis g(y) > 0 kaikilla
y € Sy = (0,1). 0

6.4.2 Muunnos tiheysfunktion avulla

Seuraavaksi esitetddn yleinen menetelmé, jonka avulla voidaan johtaa satun-
naismuuttujan X funktion Y = h(X) tiheysfunktio suoraan X:n tiheysfunk-
tion fy(z) avulla. Menetelmén edellyttda kuitenkin, ettd funktiolla h(z) on
tarkasteltavalla valilla kddnteisfunktio. Esimerkiksi funktion y = e* kdanteis-
funktio on z = log(y). Myos funktio y = % on kddintyvi, kun = > 0, sillid
silloin z = /y. Funktio y = 22 ei ole kddntyvd koko reaaliakselilla, koska sil-
loin x = £,/y, joka ei ole funktio. Huomattakoon, etti jatkuva funktio h(x)
on kddantywvd, jos ja vain jos se on joko aidosti kasvava tai aidosti vihenevi.
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Lineaarinen munnos

Tarkastellaan ensin yksinkertaista lineaarista muunnosta Y = aX + b, missé
a ja b ovat annettuja vakioita. Nyt siis h(X) = aX + b. Funktion y = h(x)
derivaatta on
dy
dr

Funktiolla h(z) on kiddnteisfunktio

h'(z) = a.

ja
dy _
de

Esimerkki 6.11 Oletetaan, ettd X ~ Tas(0.5,1.5) ja Y = 2X. Mité jakau-
maa Y noudattaa?

y+ Ay

05 x 2+ Ax 1.5

Kuvio 6.7. Tasajakaumaa Tas(0.5,1.5) noudattavan satunnaismuut-
tujan X lineaarinen muunnos.

Kuviossa 6.7 on alueen A pinta-ala
PIX € (zv,2+ Az)] = fx(x) - Az = Ax
ja alueen B pinta-ala

PlY € (y,y+Ay)] = fr(y) - Ay.
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Tapahtumat X € (z,z+ Az) jaY € (y,y+ Ay) sattuvat tdsmélleen saman-
aikaisesti, joten

(6.4.1) PIX € (2,2 + Ax)] = P[Y € (y,y+ Ay)].

Koska y = 2x ja y+ Ay = 2(x 4+ Ax), niin Ay = 2Ax ja identiteetisti (6.4.1)
seuraa, ettd fy(y) = % Koska 0.5 < = < 1.5, niin 1 < y < 3. Niin siis

Y ~ Tas(1,3):
1 1<y<3;
fry) = {2

0, muualla.

O

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvoavaruus on Sy. Silloin satun-
naismuuttujan Y = h(X) arvoavaruus Sy méériytyy siten, etti

XeSyeYelsy.

Seuraavassa lauseessa esitettavissid menetelméssé oletetaan, etta funktio y =
h(z) on tarkasteltavalla arvoalueella kdéntyvé. Silloin on olemassa sellainen
funktio z = g(y), etté

Lause 6.3 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on fx(x)
ja arvoavaruus Sx. Olkoon Y = h(X) sellainen funktio, ettd silli on kddn-
teisfunktio x = g(y) ja kddnteisfunktion derivaatta g'(y) on olemassa kaikilla
y € Sy, missd Sy on Y :n arvoavaruus. Silloin Y :n tiheysfunktio on

fyw) = fx(gW)ldwl,  yeSy.

Todistus. Oletuksen mukaan ¢(y) on derivoituva, joten se on jatkuva. Koska
h ja g ovat kiddntyvid, niin h ja g ovat molemmat joko kasvavia tai vihenevia.
Oletetaan h ja g ovat vahenevii. Silloin

Fy(y) =P <y)=P(h(X)<y)=P(X >g(y)=1-Fx(9(y)).

Derivoidaan 1 — F'x[g(y)] ketjusddnnon avulla, jolloin saadaan

fr) = Fy(y) = —Fx (9(v))d ()
= —Ix(9W)d'(y) = fx(gW)lg' (W)l

Viimeinen yhtdsuuruus seuraa siitd, ettd ¢'(y) on negatiivinen, koska g on
viheva.

Jos h ja g ovat kasvavia, niin todistus on melkein samanlainen ja se jéte-
tadan harjoitustehtavaksi. 0
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Esimerkki 6.12 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on fx(r) =e®jaSx ={x|x>0}. Olkoon Y = X2 joten X = Y? =
g(Y) ja Sy = Sx. Koska ¢'(y) = 2y, niin

Fr() = fx(W)2yl =297, y>0.
Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = e~*X. Silloin X = —log(V).
Merkitadan nyt —log(V') = g(V). Silloin Sy = [0, 1] ja ¢'(v) = —1/v. Siksi
-1 v
fiw) = fx[~log)]| | = 2 =1,

joten V noudattaa tasajakaumaa valilla [0, 1]. O

Mikéali muunnosfunktiolla A ei ole kiddnteisfunktiota X :n arvoavaruudessa
Sx, niin Lauseen 6.3 muunnosmenetelm&i ei voi suoraan soveltaa. Jos kui-
tenkin on olemassa sellainen Sx:n ositus yhteispisteettomiin osavéleihin Ay,
Ay, ..., Ay, ettd

(6.4.2) Sx =A1UAU---UA,

ja h on kaantyvi jokaisella osavililld, voidaan muunnos tehda jokaisella osa-
vililla erikseen. Sitd varten maaritelladn funktiot

h(x) = hi(z), kun z € Aj;
0 muualla.

Silloin h(x) voidaan kirjoittaa muodossa h(x) = > ", h;(x), missi jo-
kainen h;(x) on kddntyva vililld A;. Olkoot funktioiden h; kdédnteisfunktiot
vastaavasti g;, i = 1,2,..., m. Satunnaismuuttujan Y = h(X) tiheysfunktio
voidaan nyt esittdd Lauseen 6.3 avulla muodossa

m

(6.4.3) Fr(w) = Ix(a)lgiw)l.  y € Sy.

=1

Huomattakoon, ettéd joskus tarvitaan &érellisen osituksen (6.4.2) sijasta osi-
tus, jossa jakovileji Ay, Ay, ... on dfreton maird (m = oo).

6.5 Yleinen normaalijakauma

Satunnaismuuttuja X mnoudattaa normaalijakaumaa keskiarvolla p ja va-
rianssilla 02 > 0, jos se voidaan esittii muodossa
X=p+o2z,
missi Z ~ N(0,1). Silloin merkitdéin X ~ N(u,0?). Jos X ~ N(p,0?), niin
vastaavasti ¥
z=""L _N@©,1).
o

Seuraavassa lauseessa esitetddn jakaumaa koskevat perustulokset.
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Lause 6.4 Jos X ~ N(u,0?), niin
1. E(X)=p, Var(X)=0% ja
2.
Mx(t) = E(e") = T2 —00 < t < 00.
3. X :n tiheysfunktio on
1

f(z) = 5 o (#mm?/20%, —00 < x < 00.
o

Todistus. 1. Koska X ~ N(p,0?), niin X = p+ 0Z, missi Z ~ N(0,1).
Silloin
EX)=E(p+oZ)=p+0EZ)=p

ja
Var(X) = Var(u + 0Z) = 0 Var(Z) = o°.
2. Maaritelman mukaan (ks. myos Lause 4.12)
MX( ( ) [ ,quJZ)] — tp, E(etoZ)
_ et“M ( ) et t?62/2 _ tu+t202/2'
(

3. Tehdadn muunnos x = h(z) = pu + oz. Silloin A:lla on kidanteisfunktio
gjaz=g(z) = = sekii ¢’(z) = 1. Alaluvussa 6.4 esitettévin muunnostek-
niikan avulla saadaan X:n tiheysfunktioksi

F(a) = fz(‘” - “) L

o]/ lo]
1

B V2r|o|

Tavallisesti tiheysfunktio kirjoitetaan muodossa

o (@—n)?/20%

(6.5.1)

(o) = <,
2wo
missa
o=+ Var(X) =
on X:n hajonta. Todistuksessa ei oletettu, ettd o > 0. U

Esimerkki 6.13 Jos X:n tiheysfunktio on

1 2
f(x) = ?e’(“”) /32 —00 < < 00,
7r
niin X ~ N(—7, 16) ja
My (t) _ e—7t+8t2.



168 Luku 6. Jatkuvat jakaumat

Esimerkki 6.14 Jos X:n momenttifunktio on
MX (t) _ e5t-i—12t2

niin X ~ N(5,24) ja X:n tiheysfunktio on

1 2
f(z) = e~ (@=5)7/48 —00 < & < 00.
VA48T
UJ

Jos X ~ N(u,o?), niin X tiheysfunktio saavuttaa maksimin pisteessi
x = p ja kddnteispisteet ovat x = p=£o. Todennékéisyysmassa on jakautunut
siten, etta

P(IX - | < 0) = P(|Z] < 1) = 06326,

P(|X — u| < 20) = P(|Z] < 2) = 0.9544,
P(|X — u| < 30) = P(|Z] < 3) = 0.9974,

missd Z ~ N(0,1). Esimerkiksi

P(X —pl<o)=P(Z|<1)=P(-1<Z<1)
= ®(1) — B(—1) = 0.8413447 — 0.1586553 = 0.6826895,

missa

[l
@(z):/ﬁe_”2/2dv

on standardimuotoisen normaalijakauman kertyméfunktio. Sen arvot on tau-
lukoitu ja se saadaan laskettua useilla ohjelmistoilla. Edelld esitettyjen to-
dennékoisyyksien kahden numeron likiarvoina kiytetdan tavallisesti lukuja
0.68, 0.95 ja 0.99, jotka eivit ole pyoristettyjd vaan katkaistuja arvoja. Myo6s
ylla esitetyt neljan numeron likiarvot ovat katkaistuja arvoja.

Lause 6.5

1. Olkoon X ~ N(p,0?) ja U = aX + b, missi a # 0 ja b ovat annettuja
vakioita. Silloin
U ~ N(ap + b,a*c?).

2. Olkoot Xy, Xo, ..., X,, ritppumattomat, X; ~ N(u;,02), 1 =1,2,...,n

ja ay, as, ..., a,, b ovat annetut vakiot, joista ainakin yksi a; poikkeaa
nollasta. Silloin Y = 3" | a;X; + b noudattaa normaalijakaumaa

Y ~ N(Z aipii +, ana?a?)
=1 =1
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Esimerkki 6.15 Riippumattomat satunnaismuuttujat X;, X5, X3 noudat-
tavat normaalijakaumaa siten, ettd X; ~ N(2%,4"), 1 = 1,2, 3. Silloin Y =
X1 + X2 + X3 ~ N(]_4, 32), s1lla

EY)=2+2"4+2"=14 ja  Var(Y)=1+2>+3"=32

ja Lauseen 6.5 mukaan Y noudattaa normaalijakaumaa. Satunnaismuuttuja
Y = X 4+ 2X5 4+ 3X3 ~ N(34,260), koska

EY)=2+2-22+3-2°=34

ja
Var(Y) = 142222 + 3% - 3% = 260.

6.6 Gammajakauma ja y’-jakauma

Gammajakaumajakauma on vilillad [0, 00) médritelty jakauma tai jakauma-
perhe, koska parametrien vaihdellessa saadaan hyvinkin erinékdéisia jakaumia,
vaikka ne ovat matemaattisesti samaa muotoa. Gammafunktio

MNa) = /xo‘lex dz
0

on darellinen, kun a > 0.
Gammafunktio toteuttaa rekursiivisen relaation

INa+1) =al(a),

joka voidaan osoittaa osittaisintegroinnilla. Jos a = n on positiivinen koko-
naisluku, niin

'n+1)=nl'(n)=n(n—1)---2-1-I(1) =nll'(1).

Koska I'(1) = 1, niin
Fn+1)=n!

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla. Myds I'(3) = /7 on téirkeil erikoista-
paus.

6.6.1 Gammajakauma

Funktio

(6.6.1) f(t) = , 0<t<oo
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madrittelee tiheysfunktion, silli gammafunktiossa integroitava on positiivi-
nen vélilld (0, 00). Sanokaamme, ettd (6.6.1) on satunnaismuuttujan 7" ti-
heysfunktio. Kaikkien gammajakaumien perhe saadaan méarittelemalld sa-
tunnaismuuttuja X = 7', missd § on positiivinen vakio. X:n tiheysfunktio
voidaan johtaa soveltamalla Lauseen 6.3 muunnostekniikkaa. Merkitsemme
X ~ Gamma(a, 3) ja sanomme, ettd X noudattaa gammajakaumaa para-
metrein « ja (. Jakauman Gamma(cq, ) tiheysfunktioksi saadaan

1
()5

Esitdimme nyt gammajakauman perusominaisuudet seuraavassa lausees-
sa.

(6.6.2)  f(z) = = e B <z <oo, a>0, B>0.

Lause 6.6 Oletetaan, etti X ~ Gamma(a, f3).

1. Funktio (6.6.2) madrittelee tiheysfunktion kaikilla o > 0, 8 > 0.

2.
E(X) = ap, Var(X) = af®
ja
M(t) = B(X) = (1 _1&) L i< %.
' o _ Tlato)pe
=@

kaikilla ¢ > —c.

4. Olkoon U =bX, b > 0. Silloin U ~ Gamma(a, bj).

Eksponettijakauma on gammajakauman erikoistapaus. Kun sijoitetaan
tiheysfunktioon (6.6.2) a = 1, saadaan

f(z; B) = %e_m/ﬁ, x> 0.

Havaitaan siis, ettd Gamma(l, 5) = Exp(f3).

6.6.2 y’-jakauma

Toinen tirked gammajakauman erikoistapaus on x2-jakauma. Jos valitaan
5, missi r on positiivinen kokonaisluku, ja § = 2, tulee tiheysfunk-
tio (6.6.2) muotoon

o =

/a2 0<z< oo,

(6.6.3) fla) = AP
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mikii on y2-jakauman tiheysfunktio vapausastein 7. Jos X noudattaa y>-
jakaumaa vapausastein r, merkitiin X ~ Khi2(r). y?-jakauman keskiarvo,
varianssi ja momenttifunktio saadaan nyt suoraan gammajakauman avulla.
Jos X ~ Khi2(r), niin

EX)=r, Var(X) = 2r

ja
1
M@t)=@1-2t)"?%  t< 5

Odotusaika Poissonin prosessissa

Seuraavan tapahtuman odotusaika Poissonin prosessissa noudattaa eksponet-
tijakaumaa. Olkoon W nyt odotusaika, kunnes sattuu « tapahtumaa, misséi
« on siis positiivinen kokonaisluku. Jos Poissonin prosessin intensiteetti on
A, niin todennékoisyys, ettd w:n pituisella aikavélilld sattuu x tapahtumaa,
saadaan kaavalla (6.2.3):

()

P(X,=1z)=e¢ ,

Odotusajan W kertyméfunktio, kun W > 0, on

F(w)=P(W <w)=1-P(W > w)

= 1 — P(vihemmaén kuin « tapahtumaa vélilla [t, ¢ + w])

a—1
_ —Aw ()\w)x
1P et
=0
koska tapahtumien lukuméira aikavalilla [¢,¢ + w] noudattaa Poissonin ja-
kaumaa keskiarvolla Aw [ks. (6.2.3)]. Laskemalla derivaatta F'(w) = f(w)
saadaan tiheysfunktio
)‘(/\w)ail —Aw
————e
(v —1)!

Jos w < 0, niin F(w) =0 ja f(w) = 0. Nyt huomaamme, etti

f(w) =

W~ Gamma(a, %)

6.6.3 Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan
muunnokset

Jos X ~ N(0,1), niin X:n tiheysfunktio on

1
flz) = e 2, —00 < < 00,
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joka on standardimuotoisen normaalijakauman tiheysfunktio. Johdetaan nyt
satunnaismuuttujan U = X? jakauma. Muunnosfunktio u = h(z) = z? ei
ole kddntyvéi, koska = = £4/u ei ole funktio. Siksi esitimme arvoavaruuden
Sx = { —00 < & < 00 } ositettuna muodossa

SX = (—O0,0] U (O, OO)

Silloin funktiolla h(x) on vililld (—oo, 0] kiddnteisfunktio ¢1(u) = —y/u ja
valilla (0, 00) kianteisfunktio go(u) = y/u. Nyt siis kaavan (6.4.3) mukaan
U:n tiheysfunktio on

064) ol = (VA g =+ (Vi) g = = e

kun v € (0,00). U noudattaa y*-jakaumaa vapausastein 1. Késittelemme
tilastotieteessi tirkedd y2-jakaumaa vield jatkossa tarkemmin.

Lause 6.7 Jos X ~ N(u,0?), 0% > 0, niin silloin

(X —p)? :
s Khi2(1).
Todistus. Koska X ~ N(u,0?), niin méfritelméin mukaan £ = Z ~
N(0,1). Edelld néiytettiin, ettd Z? ~ Khi2(1). Niin on lause todistettu. [

Lause 6.8 Jos Z;:t ovat riippumattomat ja Z; ~ N(0,1), i = 1,2,...,n,
nin
73+ 73+ Z2 ~ Khi2(n).

Jos tehdédén otos normaalijakaumasta N(0, 1), niin Lauseen 6.8 mukaan
havaintojen neliGsumma noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n, missi n
on otoskoko.

Seuraus 6.1 Jos X;:t ovat riippumattomat ja X; ~ N(p,02),i=1,2,...,n,
nimn

3 (X%‘V ~ Khi2(n).

i=1

Jos vastaavasti tehdéin n:n suuruinen otos normaalijakaumasta N(u, 02),
niin Seurauslauseen 6.1 mukaan standardoitujen havaintojen nelitsumma
noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n.

Lause 6.9 Olkoot X, ja Xy riippumattomat ja X; ~ Khi2(n;), i = 1,2.
Silloin
X1 -+ XQ ~ Kth(nl + TLQ).
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6.7 Satunnaismuuttujan funktion
odotusarvo

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio f(z) on mééritel-
ty arvoavaruudessa S. Olkoon h(X) satunnaismuuttujan X reaaliarvoinen
funktio, joka siis méérittelee uuden satunnaimuuttujan.

Maéritelma 6.2 Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin satunnaismuut-
tujan h(X) odotusarvo on

(6.7.1) Eh(X)] = / h(z) f(z) da,

mikili E(|h(X)|) < oo. Jos E(|h(X)|) = oo, niin sanomme, ettd E[h(X)] ei
ole olemassa.

Huomautus 6.1 Odotusarvon E[h(X)] olemassaolo tarkoittaa siis sitd, et-
ta funktion |h(X)| odotusarvo on dérellinen. Jos X noudattaa esimerkiksi
eksponenttijakaumaa keskiarvolla 1, niin f(z) = e™ ja S = [0, 00). Silloin
X:n odotusarvo on

E(X) :/:pe“dx
0

(e o]

/(—xe“)+/ex dz (osittaisintegrointi)
0 0

o0

:/exdle,

0

joten odotusarvo on olemassa. Hyvin usein odotusarvot ovat epéoleellisia
integraaleja, niin kuin tédssdkin esimerkissa.
Jos h(X) integroituu itseisesti, eli

S/ Ih(z)|

on adrellisend olemassa, niin E[h(X)] on olemassa. Funktio V' = h(X) on
satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio g(v) on mééritelty arvoavaruudessa
Sy ={v|v=h(z), x€ S} Silloin
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Esimerkki 6.16 Tarkastellaan nyt Cauchyn jakaumaa noudattavaa satun-
naismuuttujaa X, jonka tiheysfunktio on

1
(6.7.2) f(z) = T+ —00 < & < 0.

Kaava (6.7.2) todellakin méaérittelee tiheysfunktion, koska

o0 00

1 2 2 7
/ (1 + 22?) T / arctan(z) T 2

— 00

Osoitamme nyt, ettd F(|X|) = oo, misté seuraa, ettd Cauchyn jakaumalla
et ole keskiarvoa. Symmetrian nojalla voidaan kirjoittaa

E(X]) = = —
(XD = [ i de =2
—00 0
Jokaista reaalilukua M > 0 kohti saadaan
M M
T / log(1+ %) log(1 + M?)
———dxr = = :
(14 22?) 2 2
0
Tésté seuraa, etté
M
E(X|)= 1 2 dr = 2 Jim 1 (14+ M?) =00
Mo 1—1—902 Y = %%
0
joten E(X) ei ole olemassa. O

6.7.1 Momentifunktio ja momentit

Kun A(X) = X", niin F[h(X)] = E(X") on X:n r. momentti. Jatkuvien sa-
tunnaismuuttujien momentit maéritelladn vastaavasti kuin diskreettien sa-
tunnaismuuttujien momentit. Summalausekkeet vain korvataan integraaleil-
la. Taulukossa 6.1 esitetddn yhteenveto eri momenteista

Momenttifunktio méériteltiin 3. luvussa (Mééritelmé 4.8) ja jatkuville
satunnaismuuttujille alaluvussa 6.1 |ks. identiteetti (6.1.5)]. Jatkuvan satun-
naismuuttujan X momentifunktio on

M(t) = BE(e™) = /emf(x) dz, teA,

S

missd f(x) on X:n tiheysfunktio ja A sellainen ¢:n arvojen joukko, ettd M (t)
on &irellinen kaikilla ¢ € A. Koska M(0) = 1, niin 0 € A. Sanomme, etti
M (t) on olemassa, jos (—a,a) C A jollakin a > 0. Momenttifunktion perus-
ominaisuudet esitettiin Pykéldssa 4.6.2.
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Taulukko 6.1. Tarkeitd odotusarvoja.

h(x) E[h(X)] Merkintd Nimitys
E(X) i odotusarvo
r E(X7) a, 7. momentti
™ E[X™] Jr r. tekijimomentti
(x —p)? E[(X —p)? o? varianssi
(x—p)" E[(X—w)"T p r. keskusmomentti

Esimerkki 6.17 Huomautuksessa 6.1 laskettiin odotusarvo E(X), kun X ~Exp(1).
Silloin X:n tiheysfunktio on f(x) = e ® > 0 vilillda S = [0,00) ja f(x) =
muualla. Kaikki momentit E(X") voidaan méa#rittdéd osittaisintegroinnilla,
mutta kiytetimme nyt momenttifunktiota, joka on

i 1
M(t) = e " dz = : t <1
1—¢
0

Derivoimalla M (t) toistuvasti r kertaa saadaan M) (t) = O—:ﬁ Siksi
E(X") = M"(0) = 7!,

joten

p=FEX)=1, E(X?) =2, o’ = E(X?) —u?=1.
O

Erityisesti keskiarvo u, varianssi o2 ja hajonta o = /Var(X) ovat tavalli-
simmat tunnusluvut, joilla jakaumaa luonnehditaan. Jakauman yksityiskoh-
taisemmassa tarkastelussa voidaan kiyttdd myos korkeampia momentteja,
mikili ne ovat olemassa.

6.7.2 Vinous ja huipukkuus

Satunnaismuuttujan 1. momentti p mairittdd jakauman sijainnin. Keskis-
tetyn muuttujan X — u toinen momentti (keskusmomentti) on varianssi o2
ja se mittaa todenniakoisyysmassan hajaantumista. Normeeratun muuttujan
(X — p)/o kolmas ja neljis momentti luonnehtivat jakauman muotoa.

Jakauman vinouskerroin, josta kiytetadn merkintdd ~;, maaritellidn seu-
raavasti:

(6.7.3) m=E
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missd u3 on jakauman 3. keskusmomentti ja 0 = 4/Var(X) on hajonta.
Olkoon X:n tiheysfunktio f(z). Silloin X:n jakauma on symmetrinen pisteen
a suhteen, jos
fla—z) = fl-(a —z)]

kaikilla z:n arvoilla. Jos E(X) on olemassa, niin silloin £(X) = a. Symmetri-
sen jakauman vinouskerroin on nolla. Jos jakaumalla on pitkd hénta oikealle,
kuten Poissonin jakaumalla ja geometrisella jakaumalla, niin jakauma on po-
sitiivisesti vino ja v; > 0. Jos jakaumalla on pitkd hintd vasemmalle, niin
v1 < 0. Jakaumalla on tietysti oltava 3. momentti, jotta vinouskerroin voi-
daan laskea. Huomaa, ettd Cauchyn jakauma, jonka tiheysfunktio on

1

f(x):m,

—00 < T < 00,
on symmetrinen pisteen a = 0 suhteen, mutta 0 ei ole jakauman keskiarvo,
koska jakaumalla ei ole keskiarvoa (ks. Esimerkki 6.16). Cauchyn jakauman
vinouskerrointa ei voida laskea, vaikka méiritelmén nojalla voimme todeta
jakauman olevan symmetrinen.

Huipukkuuskerrointa merkitdén v, ja se méadritelldén 4. keskusmomentin

avulla seuraavasti:
X —pu : _
o ot’

missé 4 on X:n 4. keskusmomentti. Standardimuotoisen normaalijakauman
N(0,1) huipukkuus on 3. Jos jakaumalla on paksummat hénnédt kuin nor-
maalijakaumalla N(0, 1), niin silloin 75 > 3. Jos hénnét ovat ohuemmat kuin
normaalijakaumalla N(0, 1), niin v, < 3. Usein huipukkuuden mittana kiy-
tetdéinkin poikkeamaa normaalijakauman N(0, 1) huipukkuudesta: £3 — 3.

(6.7.4) v =F
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Jatkuvat jakaumat: Yhteenveto

e Satunnaismuuttuja X on (absoluuttisesti) jatkuva, jos X:114 on tiheysfunk-
tio f(x) > 0, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. f(x) >0, kun z € S,
2. [ f(z)de =1,
S

3. P(X € A) = [ f(z)dz on tapahtuman {X € A} todennikdisyys.
A

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on
F(z) = / f(t)de

ja momenttifunktio

o0

M(t) = E(e™™) = / e f(x) du.

—00

e Tasajakauma X ~ Tas(a,b). Tiheysfunktio on

L kun z € [a,b]; .
fla) = { % o
0 muualla
_a+b ) _ (b—a)?
E(X) = 5 ja Var(X) = THR
Momenttifunktio
etb o eta
t £ 0;
u) = to—a 7"
1, t=0.

e Eksponenttijakauma X ~ Exp(6), 0 > 0 ja x > 0,

1
f(z) = e /0 ja F(z)=1—e2/"

0
Silloin
E(X)=6 ja Var(X) = 6°.
Momenttifunktio
M(t) = L t< l

1—06t’ 0
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e Gammajakauma X ~ Gamma(q, 5), a > 0 ja § > 0. Silloin

1
f({L') = W(Lﬂ_le_m/ﬁ, D<o < o0,
B(X%) = w kaikilla ¢ > —a.
Q@
Erityisesti
EX)=a8 ja Var(X) = af”.
Momenttifunktio

1 “ 1
M(t):<1—ﬂt)’ t<B.

e Y’-jakauma, X ~ Khi2(r). y?-jakauma saadaan, kun gammajakaumassa
valitaan o = 3 ja 8 = 2, misséd r on positiivinen kokonaisluku. Silloin

1
EX)=r, Var(X) = 2r ja M@t)=(1-2"2 t< 5

Jos X; ~ Khi2(r;), i = 1,2, ovat riippumattomat, niin X;+ Xy ~ Khi2(r;+
7"2).

e Normaalijakauma X ~ N(u,o?). Silloin

1 2 2
f(x) = — e (w207 —0 < < 00,
V2mo

E(X)=p,  Var(X)=0> ja  M(t) =et)2,

o Jos Z ~ N(0,1), niin Z2 ~ Khi2(1).
Jos Z; ~N(0,1), i = 1,2, ovat riippumattomat, niin Z2 + Z2 ~ Khi2(2).
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Harjoituksia

1. Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio

o
IN
8

IN
&
A A
iy W=

o
winy Wl
AN
S
AN
—_

0  muualla.

(a) Laske c.
(b) Maaritd X:n kertyméfunktio.
(c) Piirrda X:n tiheysfunktio ja kertyméfunktio.

2. Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x) = 2(1 — z),
kun 0 <z <1ja f(x) =0 muualla.

(a) Piirrd X:n tiheysfunktio.

(b) Maarita ja piirrd X:n kertyméfunktio.

(c) Laske (i) P(0 < X < 1/2), (i) P(1/4 < X < 3/4), (iii) P(X =
3/4) ja (iv) P(X > 3/4).

3. Olkoon f(z) jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. (i) Mé&é&ri-
ta jokaisesta alla madritellystd funktiosta f(x) vakio c siten, ettd f(z)
on tiheysfunktio. (ii) Mé&aritd kertyméfunktio F(z) = P(X < z) ja
(iii) hahmottele tiheysfunktion f(z) ja kertyméfunktion F'(x) kuvaajat.

(a) flz)=2%/4, O<z<q

(b) f(z) = (3/16)a?, —c<uz<g

(c) f(x)=¢//xr, 0<xz<1. Onko f(r) rajoitettu?
4. Olkoon X:n tiheysfunktio f(z) = c¢/2? 1 <z < cc.

(a) Madrita c:n arvo siten, ettd f(z) on tiheysfunktio.

(b) Osoita, ettd E(X) ei ole dérellinen.
5. Olkoon X ~ Khi2(12). Mé&iritd vakiot a ja b siten, ettd

Pla<X <b)=090 ja P(X <a)=0.05.

6. Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Méérita a ja b siten, ettd Pla < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.
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(c) X:n keskiarvo ja varianssi.

. Olkoon X:n momenttifunktio M (t) = (1 — 2¢t)7'%, ¢t < 1/2. Laske

(a) E(X),
(b) Var(X) ja
(c) P(15.66 < X < 42.98).

. Olkoon X ~ N(7,4). Laske todennikdisyys P[15.364 < (X — 7)? <

20.096] (Vihje: Lause 6.7).

. Oletetaan, ettd X ja Y ovat riippumattomat ja X ~ Khi2(8) ja Y ~

Khi2(12).
(a) Laske
P(1.646 < X <20.09),  P(Y >6.304), P(X+Y =19.34).
(b) Maarita b, ¢ ja d siten, etté
P(X<b) =09, P >c)=09, PX+Y >d)=0.05.
(Vihje: Lause 6.9)

Olkoot Z1, Z3 ja Z3 riippumattomat ja ne noudattavat N(0, 1)-jakaumaa.
Maaritellaan satunnaismuuttujat

-1
Zzg(Zl—l—Zg—i—Zg) ja U=27}+73+Z3.
Maarita vakiot a, b siten, ettd
P(|Z| < a) = 0.95; P(U > b) = 0.025.

(Vihje: Voit olettaa, ettdi Z noudattaa normaalijakaumaa. Ks. myos
Lause 6.8).

Olkoon X ~ Khi2(12).
(a) Madarita vakiot a ja b siten, etté
Pla<X <b) =090 ja P(X<a)=0.05

(b) Olkoon X ~ N(1,4) ja P(a < X < b) = 0.50. Madrita a ja b siten,
ettd b — a on mahdollisimman pieni.

Olkoot 7y, Z3 ja Z3 riippumattomat ja Z; ~ N(0,1)-jakaumaa, i =
1,2, 3. Maéritelladn satunnaismuuttujat X; =12; + 1 ja

- 1

X - g(Xl —|— X2 —|— Xg)

Miirité vakio a siten, ettéd P(]X| < a) = 0.95. (Vihje: Voit olettaa, ettd
X noudattaa normaalijakaumaa.)
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Méérita a ja b siten, ettd Pla < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.

(c) Laske X:n keskiarvo ja varianssi.

Oletetaan, ettd X ~ Gamma(cq, 3). Osoita gammajakauman momentti-
funktion avulla, ettd E(X) = af ja Var(X) = af>.

Sillalle saapuu autoja Poissonin prosessin mukaan keskimiirin 15 au-
toa 10:ssd minuutissa. Laske todennikoisyys, ettd siltamaksujen keraéja
joutuu odottamaan annetusta hetkesti alkaen kahdeksaa autoa (eli kah-
deksatta autoa) ainakin puoli tuntia.

Oletetaan, ettd X noudattaa gammajakaumaa Gamma(3,2). Madrita
satunnaismuuttujan Y = v/ X tiheysfunktio.

Logistista jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
on

—T

e
Osoita, ettd satunnaismuuttuja Y = HQ%X noudattaa tasajakaumaa

Tas(0, 1).

Oletetaan, ettd X ~ Tas(—1,3). Midritd satunnaismuuttujan ¥ = X2
jakauma.

Olkoon momenttifunktio M(t) = (1 —2t)"*, ¢ < I. Madritd F(X),
Var(X) ja P(15 < X < 42).

Oletetaan, ettd matkustusaika kotoa toihin noudattaa normaalijakau-
maa, jonka keskiarvo on 40 minuuttia ja hajonta 7 minuuttia. Jos haluat
95 %:n todellakoisyydella olla tyopaikalla klo 8:00, niin milloin viimeis-
tddn on ldhdettiava kotoa?

Olkoon X:n momenttifunktio M(t) = (1 — 2¢)~'2, ¢ < 1/2. Laske
(a) E(X),

(b) Var(X) ja

(c) P(15.66 < X < 42.98).
Oletetaan, ettd X ~ Gamma(3,1.5). Laske

(a) P(X >5),

(b) jakauman moodi (tiheysfunktion maksimi) seki
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23.

24.

25.

Luku 6. Jatkuvat jakaumat

(c) E(Y) ja Var(Y), kun Y = +. (Ks. Lause 6.6.)

Tarkastellaan Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Olkoon W
odotusaika, kunnes a tapahtumaa sattuu. Silloin W:n kertyméafunktio
on

a—1
Aw)*
F -1 f/\w(
(w) 2.
Osoita, ettd tiheysfunktio f(w) on
)‘(/\w)ail —Aw

Satunnaismuuttujan Z tiheysfunktio on fz(z). Olkoon Y = aZ+b, missi
a ja b ovat annettuja vakioita.

(a) Osoita, ettd Y:n tiheysfunktio on

b

fr(y )——fz(

|al
(b) Esitd Y:n tiheysfunktio, kun a =2, b=1ja Z ~ N(0,1).

Oletetaan, etté riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat
tasajakaumaa Tas(0, 1). Laske todennikdisyydet

(a) P(X =Y[<3)ja
(b) P(l5 =1 < 3)



