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Luku 4

Satunnaismuuttujien tunnusluvut

Téssa luvussa kasitelladn satunnaismuuttujien ominaisuuksia. Erityisesti sa-
tunnaismuuttujien odotusarvo on keskeinen késite. Tarkastelujen painopiste
on diskreetteissi satunnaismuuttujissa ja kaikkia vastaavia tuloksia ei tois-
teta jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa. Tulosten todistaminen ja
soveltaminen on yleensd huomattavasti yksinkertaisempaa diskreettien sa-
tunnaismuuttujien yhteydessa.

4.1 Odotusarvo, varianssi ja kovarianssi

4.1.1 Odotusarvo

Tarkastellaan ensin diskreettejd satunnaismuuttujia, joiden arvojoukko on
adrellinen.

Esimerkki 4.1 Heitetddn lanttia 3 kertaa. Olkoon satunnaismuuttuja X on
’klaavojen lukuméird’. Merkitddn R = ’kruuna’ ja L = "klaava’. Silloin otos-
avaruus ) = {RRR,RRL,RLR,RLL,LRR, LRL, LLR,LLL} ja X:n arvo-
joukko on Sx = {0,1,2,3}. Nyt esimerkiksi X(RRL) = X(RLR) = 1. Ol-
koon A, tapahtuma "klaavojen lukuméira r". Merkinta (X = 2) tarkoittaa
tapahtumaa A, = {LLR,LRL, RLL} ja P(X = 2) = P(A4y) = 3/8. Ta-
pahtuman indikaattori (Mé&éritelma 2.5) médriteltiin 2. luvussa. Esimerkiksi
tapahtuman A, indikaattori I4,(w) = 1, jos w € A eli silloin kun klaavojen
lukuméara on 2. Vastaavasti maaritellddn jokainen 14, r = 0,1,2,3. Sa-
tunnaismuuttuja "klaavojen lukuméara kolmessa heitossa'voidaan kirjoittaa
indikaattorien avulla seuraavasti:

X =0In +11a, +200, 430, =114 +21a, +314,.

Nyt A, ={X(w) =7r}ja P(A,) = P(X =r), r=0,1,2,3. Yhteys otosava-
ruuteen haipyy nékyvista, kun on merkitty yksinkertaisesti {w| X (w) =r} =

{X(w) =r}. O
Olkoon X : Q0 — Sx diskreetti satunnaismuuttuj, jonka arvojoukko Sy =
{z1,...,2,}. Merkitdédn A; = (X = x;) tapahtumaa, etti X saa arvon

79



80 Luku 4. Satunnaismuuttujien tunnusluvut
x;, ¢ = 1,...,n. Satunnaismuuttuja X voidaan lausua indikaattorien [4,
avulla muodossa
(4.1.1) X=w1la,+ - +x,14,.
Todennékoisyyslaskennan pioneerit tarkastelivat usein odotusarvoa

E(X) = (panos z) x P(A).

Tésséd satunnaismuuttuja X = x, kun A sattuu ja muutoin X = 0. Panoksen
x voittaa siis todennikdisyydelld P(A). Odotusarvo on panos x todennékoi-
syys. Huomattakoon, ettd indikaattorin /4 odotusarvo on

E(I4) =1 x P(A)+01 x [1 — P(A)] = P(A)

on A:n todennikoisyys.

Maiédritelmi 4.1 (Odotusarvo) Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jon-

ka arvojoukko on Sx = {xy,...,x,} jap; = P(X =x;), i =1,...,n. Silloin
X:n odotusarvo on .
= Z LiPi-
i=1

Jatkossa saatamme kutsua satunnaismuuttujan odotusarvoa myds satunnais-
muuttujan keskiarvoksi. Huomattakoon, ettd satunnaismuuttujan indikaat-
toriesityksen (4.1.1) nojalla odotusarvo voidaan kirjoittaa muodossa

(4.1.2) Zx Zm i)

Jos otosavaruus 2 on numeroituva, niin X :n odotusarvo voidaan kirjoittaa

E(X) = ) X(w) P({w}) = Z Y X P{w})

weN =1 we{X=x;}
=1

Odotusarvon (4.1.2) esitystapa satunnaismuuttujan arvojen todennékoisyyk-

silld painotettuna keskiarvona on kiyttokelpoinen. Jos X:n arvojoukko Sx{x1, s, ..

on numeroituvasti déiretén, niin niin (4.1.3) voi olla ddreton tai odotusarvoa
ei ole olemassa (sarja ei suppene).

Kaavasta (4.1.3) saadaan myos minké tahansa satunnaismuuttujan X
funktion h(X) odotusarvo. Koska h(X) on satunnaismuuttuja, niin

= Z h(x;)p

3
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Néin siis X:n jakauma médrittada h(X):n odotusarvon. Jos erityisesti h(X) =
X7 ja r positiivinen kokonaisluku, saamme X:n r. momentin

(4.1.4) E(X") = Z pitl.

Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f, niin X:n
odotusarvo on

E(X) = / zf(x)dz, mikili integraali on olemassa.

— 00

Jatdmme usein merkinnastd satunnaismuuttujaan viittaavan alaindeksin
X pois ja merkitsemme lyhyesti fx(z) = f(z) ja p = E(X). Jos summan
> ves Tfx(x) yhteenlaskettavien méérd on dérellinen, niin odotusarvo on ai-
na olemassa. Mikili yhteenlaskettavien méara on déreton, tulee summan su-
peta itseisesti.

Lause 4.1 Oletetaan, etti otosavaruudessa ) madritellyilld diskreeteilld sa-
tunnaismuuttujilla X ja'Y on odotusarvo, X :n arvojoukko on Sx = {x1,...,x,}
ja Y :n arvojoukko Sy = {y1,...,ym}, P(X =x;) = p;, PY =y;) = ¢; ja
P(X =u;, Y =y,) = pij seki a € R vakio. Silloin

1. E(aX)=aFE(X) joa E(X+Y) = EX)+ E(Y), joten odotusarvo on

lineaarinen operaattori.

Olkoot h(x), hi(z) ja ho(x) sellaisia funktioita, ettd satunnaismuuttugilla
h(X), hi(X) ja ha(X) on odotusarvo. Silloin seuraavat tulokset pitdvit paik-
kansa:

2 EBh(X)] = S hizp = 3 h(z:)p

i=1 i=1

3. Jos hi(x) > hyo(x) kaikilla x, niin E[h(X)] > E[he(X)].

Todistus. 1. Todistetaan ensin F(aX) = a F(X). Madritelmén mukaan
E(aX) = Z ax; P(aX = ax;) = ain P(aX = ax;)
i=1 =1
=a) 2, P(X = ;) = a B(X).
i=1

Identiteetti P(aX = ax;) = P(X = ;) pitdd paikkansa kaikilla a # 0,
koska {w | aX(w) = az; } = {w | X(w) = x;}. Jos a = 0, niin aX = 0
ja E(aX) =0=0-FE(X). Odotusarvo E(aX) on olemassa, koska E(X) on
olemassa (oletus).
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Todistetaan E(X +Y) = E(X)+ E(Y):
E(X+Y) = ZZ(% +y) P(X =2, Y =y;) = ZZ(% + Y;)pij

= Z Z(%pij + Y;pij)

i
= EZ: z]: Tipij + XZ: XJ: YiDij
= Xl:fliz sz‘j + Zyj ;Pz’j
= Z xipij"’ Z yj(_;j

i J

=E(X)+ E(Y).
2. Seuraa suoraan odotusarvon maaritelmasta.
3. Jos hy(x) > ho(z) kaikilla x € R, niin
B[l (X)] = Elha(X)] = B[ (X) = ho(X)]
1. kohdan mukaan. Nyt
E[h(X) = ha(X)] = [l (@:) — ha(a:)]pi > 0,
koska hq(z;) — ho(x;) > 0 ja p; > 0 kaikilla ¢ = 1,...,n. Niin viite on
todistettu. 0J
Olkoon I, tapahtuman A indikaattorifunktio. Silloin
E(I,)=P(A)-1+[1—P(A)]-0=P(A).

Huomaa, ettd 1 — I4 = [4c on A:n komplementin indikaattorifunktio ja Iy =
Iy + I4c = 1 kaikilla w € ). Mééritellddn vastaavasti tapahtuman ’kruunu
k. heitossa’ indikaattorifunktio Xj:

Xe(w) 1, kun w = kruunu;
W) =
g 0, kun w = klaava.

Oletetaan, ettd kruunun sattumisen todennékoéisyys P(X, = 1) = p, k =
1,2,...,n. Nyt satunnaismuuttuja

X=X +Xo4 +X,

on kruunujen lukuméiré, kun heitetdén lanttia n kertaa. Silloin odotusarvon
lineaarisuuden nojalla

E(X) = E(X)) + E(Xy) +--- + E(Xy) =p+p+---+p=mnp.

Kruunujen lukuméirin odotusarvo n:ssd heitossa on heittojen lukuméiara

kertaa kruunun todenndkéisyys. Jos lantti on harhaton, niin F(X) = 3.
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Esimerkki 4.2 Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalue Sy = {—1,0,1} ja
arvojen todennakoisyydet

P(X =-1)=02, P(X=0)=05 ja P(X =1)=0.3.

Lasketaan odotusarvo F(X?). Merkitddan Y = X?2. Satunnaismuuttuja ¥ on
siis X' funktio. Y:n arvoalue on Sy = {0, 1}, koska

o=y mxa O

Y:n arvojen 1 ja 0 todennékoisyydet ovat
PY=1=PX=-1)+P(X=1)=0.5,
P(Y =0)=P(X =0)=0.5.

Siksi
E(X*)=E(Y)=1-05+0-0.5=0.5.

Olemme siis ensin méairittineet X2 jakauman ja laskeneet siiti odotusar-
von E(X?).

Voimme kuitenkin laskea F(X?)m médirittdmitti ensin X% jakaumaa.
Soveltamalla Lausetta 4.1 (kohta 2) saadaan

E(X?)=(-1)*-02+0%-05+1*-0.3
=1-(02+0.3)4+0-0.5=0.5.
Maéritellddin nyt satunnaismuuttuja
h(X)=[X - EX)?=(X-05)"=X*- X +0.25.

Satunnaismuuttuja h(X) saa arvot h(—1) = 2.25, h(0) = 0.25 ja h(1) = 0.25.
Odotusarvo on

E([X - E(X)]?) =0.2-2.25+0.5-0.25+ 0.3-0.25
=0.2-2.25+0.8-0.25 = 0.65.

Odotusarvo E([X — F(X)]?) on satunnaismuuttujan X varianssi. O

Esimerkki 4.3 Indikaattorifunktio (Méadritelma 2.5) on kiyttokelpoinen myds
todennékoisyyksien tarkastelussa. Jos A ja B ovat tapahtumia, niin silloin

]Ac:]__IA ja ]AﬂB:]A]B.

Koska E(14) = P(A) ja E(lac) = P(A°), niin odotusarvon lineaarisuuden
nojalla (Lause 4.1, 1. kohta)

BE(Lie) =1 — E(L),

josta saamme tutun tuloksen P(A¢) = 1 — P(A). De Morganin sééntdjen
avulla saadaan myos identiteetti

Tavp = Ia+ Ip — 14lp.
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Esimerkki 4.4 Satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettid tasajakaumaa
Tasd(1, N), kun P(X =) = +,i=1,2,..., N (ks. alaluku 2.17). Silloin

N7
N 1 N
EF(X)= — = —
( ) r=1 N N;x
1 NWN+1) N+1
N 2 2
Vastaavasti
N 1 1 N
2\ _ 2 L 2
1 NN+1)@2N+1) (N+1)2N +1)
_N. G = .

O

Esimerkki 4.5 Hypergeometrinen jakauma esiteltiin tarkasteltaessa otan-
taa palauttamatta (alaluku 2.7.1). Esimerkiksi tarkistusotannassa tuotteet
luokitellaan viallisiksi tai hyvdksyttéviksi. Olkoon tuote-erdssd N tuotetta,
joista viallisia a ja hyviksyttavid N — a kappaletta. Tehddin n:n alkion sa-
tunnaisotos palauttamatta. Viallisten lukuméaara X otoksessa noudattaa hy-
pergeometrista jakaumaa parametrein n, N ja p, missd p = + on viallisten
suhteellinen osuus tuote-erdssd. Merkitdéin X ~ HGeo(n, N, p). Hypergeo-

metrisen jakauman todennikéisyysfunktio on
(2) G
(a)
missd a = pN. Huomaa, ettd z < min(a,n) ja x > max(0,a +n — N), joten
X' todellinen arvoalue saattaa olla suppeampi kuin (4.1.5):ssd annettu.

Tarkistamme ensin, ettd kyseessd on todennikoéisyysjakauma. Selvistikin
P(X =x) >0, kun z =0,1,...,n. Mutta identiteetin

TRl

n/ x=0

(4.1.5) P(X =x;N,n,p) = , xr=0,1,...,n,

oikeellisuuden tarkistaminen ei ole taysin vaivaton tehtdva. Voimme kuiten-
kin tdssd nojautua hypergeometriseen identiteettiin (2.4.10), jonka mukaan

>()G2)-C)
z)\n—z) \n)
z=0
Lasketaan nyt hypergeometrisen jakauman odotusarvo

pon - 35,062 5,06
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Identiteetin (2.4.6) nojalla saadaan

ja
N N /(N -1
() -2 ()
joten
3 a“)(“)_@ 5 “(N‘)
z=1 n ]:11) N a=1 n 1)

Kun merkitddn y = n — 1, voidaan kirjoittaa

L (Vo)
D I D oy

PY =y;N—1,n—1,p) =1,

S <
- o

o

<

missa p; = ]%—_11 Satunnaismuuttuja Y noudattaa siis jakaumaa HGeo(n —

1, N —1,p1). Siksi hypergeometrisen jakauman HGeo(n, N, p) odotusarvo on

E(X) = n% = np.

Summa laskettiin muuntamalla alkuperéinen jakauma hypergeometriseksi ja-
kaumaksi, jonka parametrit ovat n — 1, N — 1 ja p; = Vastaavilla las-

No1 1
kelmilla voidaan osoittaa, etté

na (N —a)(N —n) N—n

Var(X) = — - = 1— .

O

Esimerkki 4.6 Alaluvussa 3.3.3 tarkasteltiin perdkkiisotantaa adérellisestd
populaatiosta. Populaatiossa on N henkil6d, joista Np (0 < p < 1) henkiloa
kannattaa puoluetta B ja loput N — Np eivit kannata B:td (ts. kannatta-
vat jotain muuta puoluetta, eivit kannata mitdin puoluetta, eivit ota kan-
taa yms.). Haastattelija kysyy n:n satunnaisesti valitun henkilon mielipiteen
(otanta palauttamatta). Maéritellddn

X {1, jos . haastateltava kannattaa B:t&;
i =

0  muutoin,

missd 1 <1 <njal<n<N.
Maéritelladn nyt satunnaismuuttuja

X=X1+Xo+- -+ X,
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joka on B:n kannattajien lukuméira otoksessa. Tieddmme aikaisempien tar-
kastelujen perusteella, ettd X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n,
N, p). Johdimme Esimerkissi 4.5 hypergeometrisen jakauman odotusarvon.
Nyt tdméa odotusarvo on helppo laskea satunnaismuuttujan X avulla, koska

E(X)=E(X))+ E(X2) + -+ E(X,)
=pt+p+---+p=np,

koska
E(X)=1-p+0-(1—-p)=p, i=12,...,n

Jos satunnaismuuttuja X /n valitaan p:n estimaattoriksi, voimme todeta, etti
X 1 1
E(—) =—FEX)=— -np=np.
n
Sanomme, ettd X/n on harhaton estimaattori. 0J

4.1.2 Ehdollinen odotusarvo

Koska f(z | A) on todennékoisyysfunktio (ks. identiteetti (3.2.3)), niin sen
avulla voidaan maéaritelld odotusarvo. Jos Y |z|f(x | A) < oo, niin X:n
ehdollinen odotusarvo ehdolla A on

(4.1.6) E(X|A) =) zf(z]A).
Esimerkki 4.7 Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1,N) ja A ={w |a < X(w) <

b}, 1 <a<b< N, kuten Esimerkissd 3.7. Nyt X:n ehdollinen odotusarvo
ehdolla A on

° 1 b
EOCIA) =Y af @] )= Y ap——s :a; .

T

O

Ehdollisen odotusarvon ja odotusarvon vililli on olemassa seuraavassa
lauseessa esitetty erittdin tdrked yhteys.

Lause 4.2 Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) ja olkoon A sel-
lainen tapahtuma, etti P(A) P(A°) > 0. Silloin

E(X)=PA)E(X | A)+ P(A°) E(X | A°).
Todistus. Seurauslauseen 2.1 mukaan

PX=z)=P{X =2}nA)+P{{X ==x}n A9
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ja ehdollisen todennikoisyyden méaaritelmén nojalla
P{X=z2}nA)=PA)PX==z|A
ja
PH{X =z} NA°) =P(A°) P(X =z | A°).
Téasta seuraa, etta
f@)=P(X =) =P(A)f(z | A) + P(A) f(z | A°).
Siksi

E(X)=) af(x)=P(A) ) af(x]A)+PA)Y af(x]|A)
= P(A)E(x | A) + P(A°) E(x | A9),
niinkuin vaitettiin. 0J
Jos joukkokokoelma {A;;i > 1} muodostaa otosavaruuden € osituksen
(ks. alaluku 1.3.2), niin voidaan todistaa seuraava yleinen tulos:

B(X) =Y P(4) B(X | 4).

Alaluvussa 1.3.2 tarkasteltiin vain &arellisié osituksia. On syytd huomata,
ettd joukkokokoelma {A;;i > 1} voi olla numeroituvasti déretén. Koska
{A;;7 > 1} on :n ositus, niin

i Ua=2

(i) A;NA; =0, kun i # 7, ja
(iii) P(A;) >0,i> 1.

4.1.3 Varianssi

Varianssin laskemiseksi tarvitaan funktion h(X) = X? odotusarvo (Vertaa
Lauseen 4.1 kohta 2). Odotusarvoa F(X?) sanotaan satunnaismuuttujan X
2. momentiksi. Vastaavasti odotusarvo F(X) on X:n 1. momentti. Ennen
varianssin médrittelya esitetdfin muutamia jatkossa tarkeitd aputuloksia.

Apulause 4.1 Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja'Y on 2. momentti
ja ¢ € R on wvakio. Silloin odotusarvot

(4.1.7) E[(cX)?, E[(X+Y)?, EX), E{) ja E(XY)

ovat olemassa.
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Todistus.

1. Koska E[(cX)? = ¢ E(X?) ja E(X?) on oletuksen mukaan olemassa,
niin E[(cX)?] on olemassa.

2. Koska 0 < (X+Y)? =2(X?+Y?)— (X -Y)? < 2(X?2+Y?) ja oletuksen
mukaan F(X?+Y?) = F(X?)+ E(X?) on olemassa, niin Lauseen 4.1
(kohta 3) mukaan E[(X + Y)?] on olemassa.

3. Koska 0 < (|X| —|Y])?2 = |X|* + |Y|* — 2|/ X||Y], niin niin Lauseen 4.1
(kohta 3) mukaan

1
B(XY]) < 5 B(X* +Y?)

joten E(XY') on olemassa.
0J

Lause 4.3 (Cauchyn ja Schwarzin epiyhtild) Jos satunnaismuuttujilla
X ja'Y on 2. momentti, nun

(4.1.8) [E(XY)]? < E(X?)E(Y?).

Yhtasuuruus on voimassa jos ja vain jos P(aX + bY = 0) = 1, joillain
a,b € R, joista ainakin toinen poikkeaa nollasta.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd £(X?) # 0. Koska oletuksen mukaan E(X?)
ja E(Y?) ovat olemassa, niin Apulauseen 4.1 mukaan myos E(XY) on ole-
massa. Merkitddn nyt ¢ = E(XY)/E(X?). Silloin

E(XY))?

0 < B[(Y — X)) = B(y?) — EEDL
< BIY - X)) = B(Y) — St

mistd viite seuraa. Yhtdsuuruus on voimassa silloin ja vain silloin kun
PY—-cX=0) =1

(2) Jos E(X?) =0, niin P(X =0) = 1. Silloin P(XY =0) =0ja BE(XY) =

0, joten epdyhtdlo (4.1.8) pitdd triviaalisti paikkansa. O

Yhtésuuruus (4.1.8):ssé vallitsee silloin, kun aX = —bY" (todennikoisyy-
delld 1). Silloin Y = —3X, jos b # 0. Epéyhtélossd (4.1.8) pitee siis yhta-
suuruus, kun X ja Y ovat lineaarisesti riippuvia. Epayhtilo (4.1.8) voidaan
lausua my6s muodossa

[E(XY)| < BE(XY]) < VE(X?)VE(Y?).

Maiésritelmi 4.2 (Varianssi) Jos satunnaismuuttujalla X on 2. momentti
E(X?), niin silli on odotusarvo py ja X:n varianssi on

(4.1.9) o = Var(X) = E[(X — pux)?].
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Merkintéjen py ja 0% sijasta kiytdmme tavallisesti lyhyempié versioita u
ja 02, jos sekaannuksen vaaraa ei ole. Odotusarvon lineaarisuutta soveltaen
voidaan todeta, etti

E[(X — p)*) = B(X? = 2uX + %)
= F(X?) = 2uE(X) + 12
= E(XZ) - 2M2 _'_ILLQ’
joten
(4.1.10) o? = Var(X) = BE(X?) — p* = BE(X?) — [E(X)]*

satunnaismuuttujan X hajonta ox = \/Var(X). Odotusarvon mééritelmésta
ja identiteetisté (4.1.10) saamme erittiin kiyttokelpoisen tuloksen:

(4.1.11) Var(cX) = ¢* Var(X), E(X?) = p? + Var(X).

Esimerkki 4.8 Lasketaan diskreettid tasajakaumaa Tasd(1, N) noudatta-
van satunnaismuuttujan varianssi. Esimerkin 4.4 mukaan

mxyzﬂgi m EM%Z(N+USN+U'

Soveltamalla kaavaa (4.1.10) saadaan

Var(X) = B(X?) — [E(X)]?

(N+1D@EN+1) (N+1)\ N2 -1
6 2 12

4.1.4 Kovarianssi ja korrelaatio

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja Y on 2. momentti. Silloin odo-
tusarvot E(XY) ja E[(X — pux)(Y — uy)| ovat olemassa Apulauseen 4.1
nojalla.

Miiritelmi 4.3 (Kovarianssi) Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi
oxy maaritellidn odotusarvona

(4112) oxy — COV(X, Y) = E[(X - NX)(Y - /J,y)}
= E(XY) — pxpy-

Kovarianssin avulla voidaan sitten maéaaritelld korrelaatiokerroin.

Maiédritelmi 4.4 (Korrelaatiokerroin) Satunnaismuuttujien X ja Y kor-
relaatiokerroin

(4.1.13) pxy = Cor(X,Y) = X1
Ox0y
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Sanomme, ettd X ja Y ovat positiivisesti (negatiivisesti) korrelotuneita,
jos pxy >0 (< 0). X ja Y eivit korreloi (korreloimattomia), jos pxy = 0.

Apulause 4.2 (Summan varianssi) Oletetaan, etti satunnaismuuttugilla
X ja'Y on varianssi. Silloin

1. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

2. Jos satunnaismuuttujalla X1, Xs, ..., X, on varianssi, niin
(4.1.14) Var(z Xi> => ) Cov(X;, X;)
i=1 i=1 j=1
= Z Var(XZ) + Z Z COV(XZ', X])
i=1 =1 ji

Todistus. Todistetaan 1. kohta. Maéritelman mukaan
Var(X +Y) = BIX +Y — (ux + )
ja
(X +Y = (px + py)]* = [(X = px) + (Y = )]
= (X = pux)* + (Y = py)* +2(X = px) (Y = py),
missd px = E(X) ja uy = E(Y). Odotusarvon lineaarisuuden nojalla
EX+Y — (ux + py)]* = B(X — px)* + E(Y — py)?

+2 E[(X — pux)(Y — py)]
= Var(X) 4 Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

Kaava (4.1.14) voidaan todistaa induktiolla. O

4.2 Satunnaismuuttujan funktio

Lauseen 4.1 kohdassa 2 esitetdén satunnaismuuttujan X funktion odotusarvo
X:n jakauman avulla. Jos Y on X:n funktio, voidaan Y:n todennikoisyys-
jakauma johtaa X:n jakaumasta. Olkoon Y = h(X) satunnaismuuttujan X
funktio ja Sy satunnaismuuttujan Y arvoalue. Jos A C Sy, niin

P(Y € A) = P(h(X) € A).

Esimerkki 4.9 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoalue on
S ={-1,0,1,2} ja todennikdisyysfunktio mééritelladn seuraavasti:

xr: —1 0 1 2
fx(z): 02 03 04 0.1
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Jos Y = X2, niin Y todennikoisyysfunktio on

y: 0 1 4
fr(y): 03 06 0.1

Nyt siis esimerkiksi P(Y = 1) = P(X = -1)+ P(X =1) =02+ 04 =
0.6. Y:n todennékéisyysfunktion maédrittdminen X :n todennikoisyysfunktion
avulla on suoraviivainen, vaikkakin joskus tydlds prosessi.

Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = g(X) = (X — px)? = (X —
0.4)% missd puy = 0.4. V:n todennikoisyysfunktio on

v: 196 0.16 0.36 2.56
fy(v): 02 03 04 0.1

ja B(V) = B[(X — 0.4)?] = Var(X). O

Olkoot Sx ja Sy satunnaismuuttujien X ja Y otosavaruudet (arvoalueet).
Silloin funktio h(x) méérittelee kuvauksen

h: SX — Sy.
Maaritelladn joukon A alkukuva kuvauksessa h seuraavasti:
(4.2.1) h'(A)={xz € Sx | h(z)e A}.

Joukko A voi olla my6s yhden pisteen muodostama joukko eli A = {y}.
Silloin
h'({y}) ={z € Sx | h(z) =y }.

Tissd tapauksessa merkitsemme h~!(y) merkinnin h~'({y}) sijasta. Huo-
maa, ettd h~'(y) on edelleen monen pisteen joukko, jos on useita sellaisia
X:n arvoja x, ettd h(x) = y. Jos on vain yksi sellainen z, ettid h(z) = y,
niin A~ (y) on yhden pisteen muodostama joukko {z} ja kirjoitamme silloin
h=y) = =.

4.3 Satunnaismuuttujien identtisyys

Maaritelma 4.5 satunnaismuuttujat X ja Y ovat identtisesti jakautuneet
eli noudattavat samaa jakaumaa, jos jokaiselle tapahtumalle A C Q pétee
P(X e A)=P(Y € A).

Kun X ja Y noudattavat samaa jakaumaa, merkitdan X ~Y.Jos X ~ Y,
niin siitd ei seuraa, ettd X ja Y ovat sama satunnaismuuttuja. Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat identtiset (X = Y) eli samat, jos ne on médritelty
samassa otosavaruudessa 2 ja X (w) = Y (w) kaikilla w € Q.
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Esimerkki 4.10 Esimerkissa 2.10 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa ja
médriteltiin satunnaismuuttuja X = ’kruunujen lukumdiird’. Madritelladn
myo0s satunnaismuuttuja Y = 'klaavojen lukumaéra’. Merkitdan R = 'kruunu’
ja L = ’klaava’. Satunnaismuuttujilla X ja Y on sama jakauma, mutta
X # Y, silld esimerkiksi X(RRL) = 2 # Y(RRL) = 1. Satunnaismuut-
tujien X ja Y maaritelmistad seuraa, ettd X +Y = 3. X +Y on vakio toden-
nékoisyydelld 1: P(X +Y =3) = 1. O

Satunnaismuuttujan jakauma voidaan luonnehtia kertyméafunktion avul-
la.

Lause 4.4 Seuraavat kaksi vditettd ovat yhtdapitdvdt:
1. Satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat samaa jokaumaa.

2. Fx(x) = Fy(z) kaikilla x € R, missi Fx on X:n ja Fy on Y :n kerty-
mdfunktio.

Kun X ja Y ovat diskreetteja, niin X ~ Y, jos fx(z) = fy(z) kaikilla
r € R.

Esimerkki 4.11 Heitetddn harhatonta lanttia 4 kertaa. Olkoon kruunun to-
denndkdisyys p. X ja Y on médritelty samoin kuin Esimerkissd 4.10. Mikd
on tapahtuman {X = Y} todennikoéisyys? Tapahtuma {X =Y} on

{w| X(w) =Y (w)} = {RRLL, LRRL, LLRR, LRLR, RLLR, RLRL}.

Jokaisen yksittdisen alkeistapahtuman (jonon) todennikéisyys on p?(1 — p)?

ja jonoja on (;) = 6 kappaletta, joten

4
PX =) = ()0 - o
Milloin X ~ Y7 Koska
4 T 4—x
fx(@)=1{_|p"l—p)"  2=0,1,23/4
T
ja
4
)= ()=t =023
niin fx(x) = fy(x) kaikilla x = 0, 1,2, 3,4 jos ja vain jos p = % Siis X ~Y,

kunp:%. O

4.4 Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Maérittelimme tapahtumien riippumattomuuden alaluvussa 3.1.2. Tarkaste-
lemme nyt satunnaismuuttujien riippumattomuutta.
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4.4.1 Kaksi satunnaismuuttujaa

Miiritelmi 4.6 (Satunnaismuuttujien riippumattomuus) Satunnais
muuttujat X ja Y ovat riippumattomat jos

(4.4.1) P(XeAY eB)=P(Xe€APY €B)

kaikilla joukoilla A C R ja B C R.

Merkintd P(X € A, Y € B) on lyhennys merkinnistd P({X € A} N{Y €
B}). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat siis riippumattomat, jos tapahtumat
{X € A} ja {X € B} ovat riippumattomat kaikilla A C R ja B C R.

Jos X ja Y ovat diskreettejé, niin riippumattomuuden maéaéritelmén no-
jalla

(4.4.2) P(X=1Y=y)=PX =2)P(Y =y) = fx()fr(y)

kaikilla x,y € R, missi fx(z) on X:n ja fy(y) on Y:n todennéksisyysfunk-
tio. Diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman todenn#koi-
syysfunktio méaritellasin:

(4.4.3) PX =zY =y)= fxy(z,y)

kaikilla z,y € R. Huomattakoon, ettd fxy(z,y) > 0 tdsmaélleen silloin, kun
(z,y) € Sx x Sy ja muutoin fxy(x,y) = 0. Diskreetit satunnaismuuttujat
X ja Y ovat riippumattomat silloin ja vain silloin kun

(4.4.4) fxy(z,y) = fx(z)fr(y)
kaikilla z,y € R.
Lause 4.5 Jos X ja Y owvat riippumattomat, niin U = g(X) ja V = h(Y)

ovat ritppumattomat, missda g(x) on pelkastaan x:n (ts. X :m arvojen) funktio
ja h(y) pelkastiin y:n funktio.

Todistus. Madritellddn A, = {z | g(z) = u} ja A, = {y | h(y) = v}
Silloin kaikilla u ja v

PU =u,V =v) = Plg(X) =u,h(Y) =]
=P(X Au, YeA)
=P(Xe€A,)PY €A) (X ja Y riippumattomat)
P PV - )

joten U ja V ovat riippumattomat. 0
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Madaritelma 4.6 pitad tdsmailleen paikkansa vain diskreeteille satunnais-
muuttujille. Koska yleisessd tapauksessa kaikki (2:n osajoukot eivit ole ta-
pahtumia, niin silloin on rajoituttava sopivasti méaériteltyyn :n osajoukko-
kokoelmaan. Yht#lo (4.4.1) pitdd myos paikkansa, jos toinen oikean puolen
tekijoistd on nolla. Huomaa, ettd P(X € A) = 0 tarkoittaa, ettd { w | X (w) €
A} = 0. Silloin

{(XeAYeB={w|Xw) eA}n{w|Y(w)e B} =0,
joten P(X € A, Y € B) =0.

Identiteettid (4.4.4) voidaan my6s pitda diskreettien satunnaismuuttu-
jien X ja Y riippumattomuuden madritelméand, silld siitd seuraa identiteet-

ti (4.4.1). Jos valitaan kaksi mielivaltaista numeroituvaa joukkoa A C R ja
B C R seki oletetaan (4.4.4), saadaan

PXeAYeB) =) Y P(X=uz,Y=y)

=Y Y P(X=x)P(Y =y;) [(44.4)]
=Y P(X=u)) PY =y

=P(X € A)P(Y € B).

Niin olemme todenneet, ettd ehdot (4.4.1) ja (4.4.4) ovat yhté&pitavét.

Taméan luvun alussa méaaritelty tapahtumien riippumattomuus on itse
asiassa satunnaismuuttujien riippumattomuuden erikoistapaus. Olkoon 14
tapahtuman A ja Ip tapahtuman B indikaattorifunktio. Huomaa, ettd [, ja
Iz ovat satunnaismuuttujia. Koska indikaattorifunktio saa vain arvot 1 tai 0,
niin esimerkiksi

{[Azl}:A Ja {IAIO}IAC
Jos 14 ja I ovat riippumattomat, niin
(4.4.5) P(lpy=xz,Ip=y)=P(ly=2)P(Ip=vy)

kaikilla z,y € R. Nyt siis {I4 = z} on joko A, A¢ tai () ja {Ip = y} on
joko B, B¢ tai (). T#std seuraa mm. tapahtumien A ja B riippumattomuuden
méaritelmé

P(ANB)= P(A) P(B).
Lisiksi saadaan identiteetit
P(AN B%) = P(A) P(B°),
P(A°N B) = P(A°) P(B),
P(A°N B°) = P(A°) P(B°).

Lauseen 3.1 nojalla jokainen néisté identiteeteisté kelpaa A:n ja B:n riippu-
mattomuuden miaritelmaksi.
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4.4.2 Useita satunnaismuuttujia

Satunnaismuuttujat Xy, ..., X, ovat rilppumattomat, jos

(4.46) P(X;€ A, Xo€Ay,..., X, €A,
=P(X; € A)P(Xy € Ay)---P(X, € Ay)

kaikilla (sopivasti valituilla) joukoilla A; C R, 1 < i < n. Jos Xy, ...,
X,, ovat diskreettejd, niin (4.4.6) pitdd paikkansa kaikille joukoille A; C R,
1 <7 < n. Yleisessd tapauksessa on A;:t (1 < i < n) valittava niin, ettd
joukot {X; € A;} = {w | Xi(w) € A, } ovat tapahtumia. Huomaa, etté riip-
pumattomien satunnaismuuttujien Xy, ..., X,, jokainen osajono X, ,..., X;,
on riippumaton [1 <k <mnja {iy,...,ix} C {1,...,n}]|. Jos esimerkiksi X,
X5 ja X3 ovat riippumattomat, niin myos X; ja X, ovat riippumattomat.
Tamé ndhdéan, kun valitaan Az = R. Silloin {X3 € R} = ja

{X1 c Al,XQ € AQ,Xg S R} = {X1 € Al} N {XQ S AQ} N«
= {X1 € Al,XQ € AQ},

joten identiteetin (4.4.6) mukaan

P(X1 c Al,XQ € Ag) = P(Xl c Al) P(XQ € Ag) P(Q)
= P(X; € A)) P(X; € Ay).

4.5 Suurten lukujen laki

Riippumattomat, samoin jakautuneet satunnaismuuttujat (rsj).

Riippumattomien satunnaismuuttujien jono X, Xo, ... (dérellinen tai dére-
ton) on samoin jakautunut, jos jokaisella jonon satunnaismuuttujalla on sa-
ma jakauma. Sanomme lyhyesti, ettd jono X, Xs,... on rsj. Silloin jonon

satunnaismuuttujilla on sama kertyméfunktio F', joten
P(Xy <z)= F(z) kaikilla z € R.

Jos siis yhden satunnaismuuttujan X}, odotusarvo on p ja varianssi o2, silloin
niiden kaikkien kaikkien odotusarvo on j ja varianssi o2.

Lause 4.6 (Markovin epiyhtild) Olkoon X > 0 epdnegatiivinen satun-
naismuuttuja. Silloin
E(X
P(X >a) < ( ), kun a > 0.
a

Todistus. Olkoon 4 joukon A = {w | X(w) > a} indikaattorifunktio [ks.
(2.5)]. Koska seké indikaattorifunktio ettd X ovat epénegatiiviset ja I4 +
I4c =1, niin

X =14 X + 14X > 14X > aly.
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Viimeinen epéyhtilo seuraa siitéd, ettd X (w) > a ja [4(w) = 1, kun w € A.
Jos taas w ¢ A, niin I4(w) = 0, joten I4(w)X (w) = [a(w)a = 0. Keskiarvon
monotoonisuuden (Lause 4.1, 3. kohta) ja lineaarisuuden (1. kohta) nojalla
saadaan

E(X) > FE(alx) =aE(I4) =aP(X € A)=aP(X > a),

koska tapahtumat {X € A} ja {X > a} ovat médritelmén mukaan ekviva-
lentteja. 0

Markovin epayhtdlon avulla on helppo todistaa erittdin kiyttokelpoinen
Tsebysevin epdyhtdlo.

Lause 4.7 (T8ebysevin epiyhtils) Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka
keskiarvo on u ja varianssi o2. Silloin

02

(4.5.1) P(IX —pl>¢) < = kaikilla € > 0.

Todistus. Mairitelliin satunnaismuuttuja Y = h(X) = (X —pu)? ja valitaan
a=¢e*>0.KoskaY > 0ja E(Y) = o2, seuraa TSebySevin epiyhtilo (4.5.1)
suoraan Markovin epdyhtélosta. 0

Lause 4.8 (Riippumattomat satunnaismuuttujat, tulon odotusarvo)
Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y risppumattomat.

1. Jos E(X) ja E(Y) ovat olemassa, niin E(XY) = E(X) E(Y).
Olkoot satunnaismuuttujat X1, Xo, ..., X, rigppumattomat.

2. Jos satunnaismuuttugilla Xq, Xo, ..., X,, on odotusarvo, niin

B(X\ X, -+ X,) = E(X1) B(Xy) - B(X,).

Todistus. 1. Odotusarvon maaritelman mukaan

E(XXY)=> > ayP(X =z,Y =y)

= Z ny P(X =xz)P(Y =vy) | X ja Y riippumattomat]
Ty

= Y ePxX =o)X ypPr =y
— B(X) E(Y). y

Koska »_ o P(X = z) ja ), yP(Y = y) suppenevat itseisesti odotusarvo-
jen olemassaolon nojalla, pitda 3. yhtdsuuruus paikkansa ja my6s odotusar-
von E(XY') olemassaolo seuraa odotusarvojen E(X) ja E(Y') olemassaolosta.

Kohta 2. voidaan todistaa soveltamalla toistuvasti 1. kohdan tulosta. [
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Apulause 4.3 (Summan varianssi, riippumattomat SM:t) Oletetaan,
ettd X1, Xo, ..., X, ovat risppumattomat ja niilld on varianssi. Silloin

Cov(X;, X;) =0, i # J,
ja
Var(X; + Xo + -+ -+ X,,) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,).
Todistus. Jos i # j, niin
Cov(X;, X;) = E(X:X;) — E(X,) E(X;)
= E(X;) E(X)) - E(X;) E(X;) =0,
koska X;:n ja Xj:n riippumattomuuden nojalla £(X;X;) = E(X;) E(X;) = 0.

Summan varianssin Var(} ), X;) lauseke seuraa nyt suoraan Apulausees-
ta 4.2. n

Apulause 4.4 (Otoskeskiarvon odotusarvo ja varianssi) Olkoot X, X,
..., X,, RSJ satunnaismuuttujat, joiden keskiarvo on u ja varianssi o*. Miid-
ritellddn satunnaismuuttujat

— Sh
Silloin

— o2

E(S,) = npu, Var(S,) = no?, E(X,) = pu, Var(X,) = —.

n

Voimme nyt todistaa TSebySevin epdyhtédlon avulla ns. heikon suurten
lukujen lain (HSLL).

Lause 4.9 (Heikko suurten lukujen laki (HSLL)) Olkoon X, Xs, ...,
X, ddreton RSJ satunnaismuuttujien jono, jossa jokaisen satunnaismuutiu-
jan keskiarvo on u ja varianssi 2. Olkoon S, = X; + Xy + -+ + X,, ja

X, -
n

Silloin jokaisella € > 0,
P(|X, —p| >¢) =0, kun n — oo.

Todistus. Apulauseen 4.4 ja TSebySevin epdyhtdlon mukaan

— 0'2
P(X, —ul >e) < 2.
(Xn—plz2) < 2

Kun n — oo, niin 02/(ne?) — 0, joten
P(| X, —u|>¢e) —0.
Néin on lause todistettu. O

Heikko suurten lukujen laki sanoo, ettd otoskeskiarvo lihenee todenné-
koisyyden mielessd todellista keskiarvoa, kun otoskoko kasvaa.



98 Luku 4. Satunnaismuuttujien tunnusluvut

4.6 Generoivat funktiot ja momentit

4.6.1 Momentit

Eris tapa luonnehtia satunnaismuuttujan jakaumaa, on laskea jakauman mo-
mentit. Ne méiritelliin odotusarvon avulla.

Maaritelma 4.7 Olkoon r positiivinen kokonaisluku. Jos odotusarvo
a, = E(X")

on olemassa, se on satunnaismuuttujan X (tai X jakauman) r. momentti.
Vastaavasti Xm r. keskusmomentti on

Hr = E[(X - M)TL
missi = E(X) = a.
Momenttia «a, kutsutaan joskus myos origomomentiksi. Jakauman kes-

kiarvo on siis 1. origomomentti ja varianssi 2. keskusmomentti. Satunnais-
muuttujan X tekijimomentit g., r = 1,2,... madritellddn seuraavasti:

G =EXI=FEX(X-1) (X —-r+1)].
Ensimmaiset kaksi tekijimomenttia ovat
g1=E(X) =01 =y,
G=EX(X-1)]=EX*-X)=EX*)—-EX)=a,—p.
Koska 02 = ay — p2, niin

o = go+p— 11’

4.6.2 Momenttifunktio

Esittelemme nyt uuden todennikoisyysjakaumaan liittyvin funktion, mo-
mentteja generoivan funtion, jota kutsutaan lyhyesti momenttifunktioksi (mf).
Momenttifunktio tarjoaa erdin yleisen menetelmin momenttien laskemisek-
si, vaikka se ei aina ole siihen tarkoitukseen helpoin tai tehokkain menetelma.
Momenttien laskemista tarkedmpéad on se, ettd jakaumat voidaan luonnehtia
kitevisti momenttifunktion avulla (mik&ili se on olemassa).

Méiritelma 4.8 Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f(x).
Reaalimuuttujan ¢ funktio

M(t) = BE(e")

on satunnaismuuttujan X (tai X:n jakauman) momenttifunktio (mf), jos
odotusarvo

7 e f(z)dz, jatkuva satunnaismuuttuja

B(eX) — {El e f(x;) diskreetti satunnaismuuttuja

on olemassa jollain avoimella vililli —a < t < a, missd a > 0.
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Miéaritelman perusteella on selvid, etté
M(0) = Zf(a:z) = 1,kun X diskreetti ja M(0) = / flz)dz =1,

kun X on jatkuva. Olkoon S = {z1, zs,...}. Silloin
Mx(t) = e f(z1) + e f(z2) + -+,
missd e'”*:n kertoimet
flxy) = P(X = xp), k=1,2...

ovat todennékoisyyksid. Olkoon f(x) satunnaismuuttujan X todenn#koisyys-
funktio, g(y) satunnaismuuttujan Y todenn#koisyysfunktio ja S = {ay, as, ...}
X:n ja Y:n yhteinen arvoavaruus. Jos

Mx(t) = My (t), kaikilla t, —h <t < h,
niin matemaattisen analyysin teorian nojalla

flag) =glay), k=1,2,...

Jos siis kahdella satunnaismuuttujalla on sama momenttifunktio, niin niilld
taytyy olla sama jakauma. Olkoon Fx(u) X:n ja Fy(u) Y:n kertyméfunk-
tio. Esitetddn nyt momenttifunktion yksikésitteisyytta koskeva tulos lauseen
muodossa.

Lause 4.10 Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y momenttifunktiot Mx(t)
ja My (t). Jos Mx(t) = My(t) kaikilla t jossain nollan ympdristéssd, niin
Fx(u) = Fy(u) kaikilla u:n arvoilla eli X :1ld ja Y :lla on sama jakauma.

Esimerkki 4.12 Jos X ~ Ber(p), niin
M(t)=E(e) =e"p+eg=ep+q,
missd g =1 —p. O

Lause 4.11 Olkoot X ja Y riuppumattomat satunnaismuuttujat, joiden mo-
menttifunktiot ovat Mx(t) ja My (t). Silloin satunnaismuuttujan Z = X +Y
momenttifunktio on

(4.6.1) My (t) = My (t) My (1)

Todistus. Koska e!* on pelkéstiin z:n (X:n arvojen) funktio ja e pelkis-
tddn y:n funktio, niin Lauseen 4.5 mukaan X ja e ovat riippumattomat.
Viite

E<etZ> _ E[et(X+Y)] _ E[etXetY] — E(etX) E<etY)

seuraa sitten suoraan Lauseesta 4.8. L]
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Usean satunnaismuuttujan tapauksessa on voimassa vastaava tulos.

Seuraus 4.1 Olkoot X1, X, ..., X, rippumattomat satunnaismuuttujat,
joiden momenttifunktiot ovat Mx,(t), i = 1,2,...,n. Silloin summan

Sp=X1+Xo+--+ X,
momenttifunktio on
Ms, () = Mx, (£)Mx, (t) - - - Mx,, ().

Jos momenttifunktio M (t) on olemassa vililli (—h,h), niin momentti-
funktiolla on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessd ¢ = 0. Kun identi-
teetti

(4.6.2) M(t) =) e f(x)

zeSs

derivoidaan puolittain, voidaan oikea puoli derivoida termeittdin ja yhté-
suuruus siilyy. Derivoimalla lauseke (4.6.2) puolittain muuttujan ¢ suhteen
saadaan

M(t) =) we™ f(x),

€S

M(t)” _ leem]c(x)

€S

ja jokaisella positiivisella kokonaisluvulla r

M) =" ae! f(x).

€S

Sijoittamalla ¢ = 0 saadaan

M(0) =) zf(x) = E(X),

zesS

M(0)" = a*f(z) = BE(X?)
zE€S
ja yleisesti
M(0)") = "a" f(z) = B(X").
z€S
Erityisesti
p=MO) ja o= M(0) - [M(O)]2

Lause 4.12 Olkoon Mx(t) satunnaismuuttujan X momenttifunktio ja Y =

aX + b, missd a ja b ovat annettuja reaaliarvoisia vakioita. Silloin My (t) =
bt
e Mx (at).
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Lause 4.13 (Lévyn jatkuvuuslause) Olkoon X, X, ... jono satunnais-
muuttujia, joiden kertymdafunktiot ovat Fx,, Fx,, ... ja vastaavasti moment-
tifunktiot Mx, (t), Mx,(t),.... Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertymd-
funktio on Fx ja momenttifunktio Mx(t). Jos n:n kasvaessa rajatta

Mx, (t) — Mx(t)
kaikilla t:n arvoilla jossain nollan ympdristéssi (—h,h), h > 0, niin silloin

lim Fy, (x) = Fx(z)

n—oo

kaikissa pisteissi x, joissa Fx(x) on jatkuva.

Satunnaismuuttujien momenttifunktioiden suppenemisesta seuraa siis sa-
tunnaismuuttujien kertyméfunktioiden suppeneminen. TAll6in sanomme, et-
td satunnaismuuttujat X, Xo,... suppenevat jakaumamielessd kohti satun-
naismuuttujaa X.

4.6.3 Todennikdisyydet generoiva funktio (tgf)

Diskreetin satunnaismuuttujan X todennékdoisyydet generoiva funktio (tgf)
G(t) méaritelladn seuraavasti:

G(t) = E(tY) = Z faa)t™.

Néhdddn helposti, ettd G(1) = > 7, f(z;) = 1. Sarja suppenee ainakin sil-
loin, kun |¢| < 1. Kun sarja derivoidaan termeittéin, saadaan

G'(t) =) aif(x)t" .

Jos G(t) on olemassa jollain valilla (—h — 1,h + 1), h > 0, niin

ja yleisesti
G"(1)=FBEX") =EBX(X -1)--- (X —r+1)]

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r. Todennékdisyydet generoiva funktio
liittyy ldheisesti momenttifunktioon, silla

G(e') = B(e™) = M(t).
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4.7 Kokeiden yhdistiminen ja tulomallit

Tarkastellaan nyt satunnaiskokeita & ja &, joiden otosavaruudet ovat vas-
taavasti €1 ja €. Olkoot satunnaiskokeisiin liittyvéit todennékoisyysjakau-
mat {p;} ja {¢;} i = 1,2,... Tarkastelemme seuraavassa vain numeroituvia
otosavaruuksia. Yhdistetaén kokeet siten, ettd tehddin kokeet & ja E. Mer-
kitddn yhdistettyd koetta & x &;. Yhdistetyn kokeen tulos esitetdén jarjes-
tettynd parina (w;,w;), missd w; € €y on kokeen & tulos ja w; € Qy on
kokeen & tulos. Yhdistetyn kokeen otosavaruus on siis otosavaruuksien €2, ja
Qs karteesinen tulo 0y x Qy = { (wi,w;) | wi € Q1 ja w; € g }. Vastaavalla
tavalla voidaan yhdistdd useampiakin kokeita.

Maérittelemme nyt yhdistettyyn kokeeseen & x & liittyvin todennikoi-
syysjakauman $2; x (g:s8a. Kokeet ovat riippumattomat jos ja vain jos

(4.7.1) P(w;,wj) = pig;

kaikilla w; € € ja w; € €y, missé p; = p(w;) on w;:n todennékdisyys €2;:ss8 ja
¢; = p(w;) on w;n todenndkdisyys (o:ssé. Selvéstikin P(w;, w;) > 0 kaikilla
(wi,wj) € 0y x ). Koska Z pi = z q; = 1, niin

w; € w; €Q
Z P(w;,wj) = Z Z biq; = ( Z pi) ( Z qj> =1
(wiw; ) €N X Q2 W€ wi €N wi €N w; €y

Identiteetti (4.7.1) siis méadrittelee todennékoisyysjakauman 2y x Qy:ssa. Sité
kutsutaan yhdistetyn kokeen & x & tulomalliksi.

Riippumattomat toistot

Tulomallin tirked erikoistapaus saadaan toistamalla n kertaa koe &, jonka
otosavaruus on (). Téllaista koetta sanotaan toistokokeeksi ja sitd merkitain
E". Yhdistetyn kokeen otosavaruus on €2 x 2 x - - - x €, jonka alkeistapaukset
ovat muotoa w = (wy,ws, . ..,w,), Missd w; on 7. toiston tulos. Olkoon p(w)
satunnaiskokeeseen & liittyvissd otosavaruudessa (2 miaritelty jakaumafunk-
tio. Toistokokeeseen £" liittyvi jakaumafunktio méaritellddn seuraavasti:

p(w) = p(wi)p(wa) - - - p(wn).

Bernoullin koe

Bernoullin koe (nimetty James Bernoullin mukaan) on koe, jossa on tdsmél-
leen kaksi tulosvaihtoehtoa. Usein toista tulosvaihtoehtoa kutsutaan onnis-
tumiseksi (O) ja toista epdonnistumiseksi (E), joten Bernoullin kokeen otos-
avaruus ) = {O, E}. Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jekaumaa,
kun

(47.2) )1, todennikéisyydelld P(O) = p;
o o, todenndkoisyydelld 1 — p,
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missd 0 < p < 1. My6s satunnaismuuttujan arvoa X = 1 kutsutaan onnis-
tumiseksi ja p:td onnistumistodennikdisyydeksi. Vastaavasti arvoa X = 0
kutsutaan epdonnistumiseksi. Huomaa, ettd X on ’onnistumisen’ indikaatto-
rifunktio. Bernoullin kokeen riippumattomat toistot muodostavat Bernoullin
toistokokeen.

Esimerkki 4.13 Esimerkissd 2.10 heitetddn harhatonta lanttia 3 kertaa.
Yhdessé lantin heitossa otosavaruus €2 = {R, L}. Voidaan sopia esimerkiksi,
ettd kruunu (R) on onnistuminen ja klaava (L) on epdonnistuminen. Vastaa-
van Bernoullin jakaumaa noudattavaan satunnaismuuttujaan liittyva otos-
avaruus S = {1,0}. Lantin heitto on Bernoullin koe. Tehd&dn kolme riippu-
matonta Bernoullin koetta. Tdhin yhdistettyyn kokeeseen liittyvé otosava-
ruus on SxSxS = { (s1, $2,83) | s; € S} = {111,110,101,100,011,010,001,000}.
O

Kun toistetaan Bernoullin koe n kertaa (riippumattomat toistot), ovat ko-
keen mahdolliset tulokset n:n pituisia 1:n ja 0:n muodostamia jonoja. Tyy-
pillinen jono on muotoa 111011000... 110, jonka todennédkéisyys on

ppp(1 — p)p(1 —p)(1 — p)ppp - - pp(1 — p) = p*(1 — p)" ",

missd k£ on onnistumisten lukuméira ja n — k epdonnistumisten lukumééra.
Erilaisten mahdollisten jonojen lukuméara on 2".

Binomijakauma voidaan maéaritella Bernoullin toistokokeen avulla. Ol-
koon X, Xs,..., X, samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien riippumat-
tomien satunnaismuuttujien jono, missd P(X; = 1) = p ja P(X; = 0) =
l—p=gq,i=1,2,...,n. Silloin £(X;) = p ja Var(X;) = pg. Onnistumisten
lukumédra n:ssd riippumattomassa Bernoullin kokeessa on

X:X1+X2+"'+Xn.

Miké on todennékdisyys, etta onnistumisia on x (0 < x < n) kappaletta? Jos
jonossa on tésmilleen x ykkdsté, niin jonon todennéikéisyys on p*(1 —p)™~*.
Taéllaisia jonoja on yhteensa (Z) kappaletta. Onnistumisten lukuméaara n:ssi
Bernoullin kokeessa noudattaa binomijekaumaa

n T n—r
flz) = ( )p (1—=p)",
T
missd siis f(z) = P(X = x).

Onnistumisten lukum&aran otoskeskiarvo on

— S,

Se on onnistumisten suhteellinen frekvenssi n:ssd riippumattomassa Bernoul-
lin kokeessa, esimerkiksi kruunujen suhteellinen frekvenssi lantin heitossa.

Apulauseen 4.4 mukaan E(X,) = p ja Var(X,,) = pg/n. HSSL:n mukaan
P(’yn_m >€) — 0
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kaikilla ¢ > 0, kun n kasvaa. Kruunujen suhteellinen frekvenssi lihenee p:td
todennédkoisyyden mielessd, kun heittojen méaéré kasvaa. Bernoulli todisti té-
méan tuloksen 1713. Tulosta kutsutaan hidnen mukaansa Bernoullin suurten
lukujen laiksi. Ensimmaisessd luvussa tarkasteltiin suhteellisen frekvenssin
raja-arvoa todennédkoisyyden tulkintana ja erddnlaisena perusteluna toden-
nakoisyydelle. Nyt ndemme, ettd tdiméa suhteellisen frekvenssin raja-arvotulos
on yksi todennikéisyyslaskennan perustuloksista.

Satunnaismuuttujien tunnusluvut: Yhteenveto

Satunnaismuuttujat

e Odotusarvo

E(X)=) X(w)P({w}),

weN

E(X)=) xP(X =),

T, ES

missd S on X:n arvojoukko.

E(X) on todennidkoisyyksilld painotettu X:n arvojen keskiarvo.
e Odotusarvon lineaarisuus
EX+Y)=EX)+EY) ja E(cX)=cE(X), missi c on vakio.
e Varianssi
Var(X) = B(X - p)? = B(X?) — 1, j— B(X).
e Lineaarinen muunnos c¢X + b
E(cX +b)=cE(X)+b, Var(cX +b)=c*Var(X), bja c vakioita.
e Cauchyn ja Schwarzin epéayht&lo
[E(XY)]? < B(X?) B(Y?).
e Kovarianssi
Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)] = E(XY) — pxpy,

missi uy = E(X) ja uy = E(Y).
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Summat
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y),
Var (Z XZ-) = Var(X;) + Y > Cov(X;, X;).
i=1 i=1 i#j

Identtiset jakaumat. Diskreeteilld satunnaismuuttujilla X ja Y on sama
jakauma, jos niilla on sama arvoalue S ja kaikilla v € S

Samat satunnaismuuttujat. X ja Y ovat identtiset, jos X (w) = Y (w) kai-
killaw € Q. Jos P(X =Y) =1,niin X =Y (X ja Y diskreetteji).

Riippumattomuus. X ja Y ovat riippumattomat, jos
P(Xe€eAYeB)=P(Xe€A)PY €B)
kaikilla A C Sy ja B C Sy.

Jos X ja Y ovat riippumattomat, niin

1) g(X) ja h(Y) ovat riippumattomat,
2) E(XY) = E(X)E(Y),

3) Cov(X,Y) =0,

)

4) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Markovin epayhtilo

E(X
P(X >a) < ( >, missd X > 0 ja a > 0.
a
TsebysSevin epayhtalo
o2
PIX - ze)< T,
€

missi ¢ > 0, p = E(X), 02 = Var(X).
Otoskeskiarvo

— 1
Xn:E(X1+X2+"'+Xn)a

0.2

EX))=pn ja Va(X,)=—,

n
jos B(X;) =pjaVar(X;)=0%i=1,2,...,n

Suurten lukujen laki (heikko): P(|X, — u| > &) — 0, kun n — oo ja X,
Xy, ..., X, ovat riippumattomat ja noudattavat samaa jakaumaa.
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Generoivat funktiot ja momentit

e Satunnaismuuttujan momentit

X:n r. momentti a, = BE(X"),
r. keskusmomentti pr = E(X —p),
r. tekijimomentti g =EX=FX(X-1)--- (X —r+1)].

o Momenttifunktio
Myx(t) = E(e™¥); te(—a,a), a>0.

e Summan Z = X + Y momenttifunktio Mz(t) = Mx(t)My(t), jos X ja Y
ovat riippumattomat.

e . momentti. Momenttifunktion r. derivaatta pisteessd ¢ = 0 on 7. mo-
mentti: M(0)") = B(X").

e Todenn#koisyydet generoiva funktio

G(t) = E(tY), X on diskreetti.

e 1. tekijimomentti. G:n r. derivaatta pisteessd t = 1 on X:n r. tekijamo-
mentti: G0(1) = E[X™)].

o G(t) vs. M(t): G(e') = E(e!™) = M(t).

Harjoituksia
1. Oletetaan, ettd P(X =0) =1— P(X =1) ja E(X) = 3Var(X). Laske
P(X =0).
2. Olkoon satunnaismuuttujan X todennikoisyysfunktio

o) = FLHLE
Laske F(X), E(X?) ja E(3X% —2X +4).

z=-1,0,1.

3. Olkoon h(z) = (z — b)?, missi b ei ole X:n funktio. Milld b arvolla
odotusarvo E[(X — b)?] saavuttaa miniminsé, kun oletetaan, etti odo-
tusarvo on olemassa. (Vihje: Tarkastele funktiota g(b) = E[(X — b)?] =
E(X?) - 20 E(X) + V%)

4. Olkoon Q = {wy,ws, w3} ja P(wy) = P(ws) = P(ws) = 5. Médritellién
satunnaismuuttujat X, Y ja Z seuraavasti:

X(wn) = 1, X (w2) = 2, X(ws) = 3,
Y(w1> = 2, Y(WQ) = 3, Y(W3) = 1,
Z(wy) = 3, Z(wy) =1, Z(ws) =2
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10.

(a) Osoita, ettd satunnaismuuttujilla X, Y ja Z on sama todennakdi-
syysjakauma.

(b) Madritd satunnaismuuttujien X +Y,Y + 2, X + Z ja

(¢) satunnaismuuttujien /(X2 +Y?)Z ja Z/|X — Y| todennikdisyys-
jakauma.

. Tarkastellaan Esimerkin 2.13 tilannetta, jossa Pekka ja Paavo pelaavat

"kruunua ja klaavaa” (satunnaiskively, n = 20).
(a) Mikid on todenn#koisyys, ettd Pekka on 5 heiton jélkeen voitolla
yhden euron, 10 heiton jéilkeen 2 euroa, 20 heiton jilkeen 2 euroa?
(b) Miké on Pekan voiton odotusarvo 20 heiton sarjassa?
(c) Jos Pekka on 5. heiton jalkeen voitolla euron, mikd on Pekan voiton
odotusarvo 20. heiton jdlkeen?
Tarkastellaan Tehtdvéin 5 pelié simuloimalla (n = 20).
(a) Miké on todennikéisin voittosumma? Epatodennékoisin voittosum-
ma? Hahmottele voittosumman todennékdisyysjakauma.

(b) Kuinka usein Pekka on voitolla pelin aikana? Hahmottele tdmén
satunnaismuuttujan todennikoisyysjakauma.

. Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1, N) noudattaa diskreettid tasajakaumaa.

(a) Jos E(x) = 6, niin mitd on Var(X)?
(b) Olkoon X ~ Tasd(3,8). Laske E(X) ja Var(X).

. Suuressa tehtaassa sattuu 5:n pdivin jakson aikana 3 onnettomuutta.

Oletetaan, ettd kaikki mahdolliset 5% erilaista 3:n onnettomuuden si-
joittumista 5:n péivéan jaksolle ovat yhtd todennikoisid. Olkoon Y =
{Onnettomuuspéivien lukumé&éré jakson aikana} ja X niiden péivien lu-
kuméara, jolloin onnettomuuksia ei satu.

(a) Mé&irita satunnaismuuttujan X = 5 — Y todennékoisyysfuntio.
(b) Laske E(X) ja Var(X).

. Olkoot X ja Y riippumattomat kokonaislukuarvoiset satunnaismuuttu-

jat, joilla on sama todennékoisyysfunktio fx(n) = fy(n) = p,, n > 1.
Laske todennékéisyydet P(X =Y) ja P(X <Y).

A, B ja C ampuvat maaliin 20 laukausta. Yhden laukauksen osumisto-
dennékoéisyys on A:lla 0.4, B:1l4 0.3, C:114 0.1 ja laukaukset ovat toisis-
taan riippumattomat. Olkoot X 4, X ja X vastaavasti A:n, B:n ja C:n
osumien lukumaarit ja X osumien kokonaism&ara.

(a) Méérittele X riippumattomien satunnaismuuttujien summana ja
laske sen avulla X:n odotusarvo ja varianssi.
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(b) Maaritd Tsebysevin epdyhtdlon avulla vili, jolle osumien kokonais-
médrd osuu vahintddn todennikoisyydella g.

11. Olkoot X ja Y sellaiset satunnaismuuttujat, ettd F(X) = ux, E(Y) =
py, Var(X) = 0%, Var(Y) = o2 ja p = Cor(X,Y). Kéytetiiin satun-
naismuuttujan Y arvioimiseen regressioennustetta Y =a+ BX, missd
a ja [ ovat vakioita. Ennusteen keskineliovirhe méaritelldan

MSE(Y) = E([Y — (o + 8X)]?).
(a) Osoita laskemalla, etta
MSE(Y) = [uy — (o + Bux))* + Var(Y — 8X).

(b) Valitse edellisessi MSE(Y):n lausekkeessa o = py — Spux ja niyti,
etta silloin

MSE(Y) = (Box — poy)? 4+ 0% (1 — p?).
(c) Padttele nyt, etti MSE(Y) saavuttaa miniminsi o2 (1 — p?), kun
a =y — Bux ja B = poy/ox.

12. Olkoon X sellainen diskreetti satunnaimuuttuja, ettd sen todennékoi-
syysfunktio on P(X = x;) = p;, i > 1 ja 2. momentti E(X?) =Y p;a?

on olemassa. Olkoon A = {7 | |z;| > ¢}, missd € > 0.

(a) Osoita, etta

P(|X|>e) =) pija B(X*) > pai,

€A €A

(b) > piwi > 3 pic®
i€A i€A
(¢) jalopuksi P(|X| >¢) < E(X?)/e?
13. Osoita satunnaismuuttujille X,Y ja Z, ettd

(a) Cov(X 4+Y,Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z).
(b) Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, Z).

14. Jos X L Y (riippumattomat), niin osoita, ettd kaikilla Z

Cov(X,Y + Z) =Cov(X, 2).

15. Osoita, etta

Var(X —Y) = Var(X) 4+ Var(Y) —2Cov(X,Y).



Harjoituksia

16. Jos X L Y, niin osoita ettd

Cov(X,XY) = E(Y) Var(X).

17. Jos X 1LY, niin osoita ettd

Var(XY) = o703 + pios + pso?,

Missd E(X) = p1, E(Y) = pg, Var(X) = o} ja Var(Y) = o3.
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