Matemaattisen tilastotieteen perusteet
Kurssin lopputentti 17.12.2010
Ratkaisut

1. Eraslta laitokselta valmistuu opiskelijoita Poissonin prosessin mukai-
sesti 10 per vuosi. (a) Laske todennikoisyys, ettd seuraavan kolmen
kuukauden aikana valmistuu ainakin 2 opiskelijaa. (b) Seuraavan kah-
den kuukauden aikana ei valmistu yhtdéan opiskelijaa.

Ratkaisu. Katso harjoitus 3.1. 0

2. Tietokoneohjattu tentti koostuu monivalintatehtévisté, joissa on 3 vas-
tausvaihtoehtoa. Vaihtoehdoista tédsmélleen yksi on oikein ja muut kaksi
vadria. Arvaajan todennakoisyys osua oikeaan on % Testiohjelma antaa
kysymyksié perdkkéin yhden kerrallaan ja ilmoittaa véalittomasti, onko
vastaus oikein vai véarin. Testi péadttyy, kun testattava on vastannut
3:een kysymykseen oikein tai yrittdnyt 6 kertaa.

(a) Mikd on todennédkoisyys, ettd arvaajan testi pédttyy neljanteen
kysymykseen (Kolmas onnistuminen neljannell&)?
(b) Milld todenndksisyydelld arvaaja suoriutuu testistd hyvéksytysti?

(c) Mik& on arvaajan antamien vastausten lukuméérin odotusarvo?

Ratkaisu. (a) Satunnaismuuttujan W3 ~ NBin(33) arvo on w, w =

3,4, ..., kun arvaaja osuu oikeaan 3. kerran tehtédvéssa numero w.
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(b) Arvaaja ldpéisee tentin, kun 3 < W3 < 6. Silloin
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(c) Olkoon X arvaajan antamien vastausten lukumééri. Silloin

E(X) = Y zP(Ws=ux)+6PWs>5)

z=3

- 2@ oL ()66 =

z=3



3. Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

fla) = {4x3, 0<z<l;

0, muualla.

(a) Laske todennidkéisyys P(X > 1/2).

(b)

(¢) Olkoon Y =2X +1/2. Laske P(0 <Y < 1).

(d) Madrita satunnaismuuttujan V' =1 — 3X tiheysfunktio.

Madrita X :n kertyméafunktio.

Ratkaisu. (a)
P(X >1/2) =1-P(X < 1/2) = 1-F(1/2) = 1—(1/2)* = 15/16 = 0.9375.

(b) Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio

0, =<0
Flz)y=<qa% 0<x<1
1 x>1,

Y

missi F(z) = P(X <) = [ 42%dz, kun 0 < z < 1.
()
PO<Y <1l = P0<2X+1/2<1)=P(-1/2<2X <1/2)
= P(-1/4<X <1/4)=P(X <1/4)
— F(1/) = (1))

(d) Satunnaismuuttujan V' =1 — 3X tiheysfunktio on

l1—v31 4
frv) = fla)llg' ) = 4(——)"5 = 5 (1 =),
3 3 3
kun —2 < v < 1 ja 0 muualla. Muunnos # = (1 —v) = g(v) ja

g () =—3. O

4. Jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio
on

f(x,y) =

r+y, 0<x<1 0<y<lI;
0, muualla.

(a) Madritd X:n reunajakauman tiheysfunktio fx(x).

(b) Laske E(Y),

(c) fyix(y|0) (Y'm ehdollinen tiheysfunktio ehdolla X = 0) ja
(d) E(X|y) (X:n ehdollinen odotusarvo ehdolla Y = y).



(e) Ovatko X ja Y riippumattomat (perustelu)?
(f) Laske P(X <1/2,Y <1/2).

Ratkaisu. (a) Satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio
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fX(x):/(x+y)dy:/mdy+/ydy:x+§, 0<z<1.
0 0 0

(b) Vastaavasti kuin a-kohdassa, fy(y) =y+3, 0<y <1, joten

(c) fY\X(Q’O) Mg; = 1% =2y, 0<y<l.
(d) Koska fypy(zly) = 888 = 2 — 2 (z 4y), 0< 2 <150 <
y < 1, niin ’

EX|)Y =y) = 2y2—|—1/(x+y)d$:m'

(e) Satunnaismuuttujat X ja Y eivét ole riippumattomat riippumatto-
mat, koska

flog) =2y £ 0+ )+ 5) = fx@) ()
() P(X < 1/2,Y <1/2) = F(1/2,1/2) = 1/8, silli

P(X <z,Y<y) = .Y)
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