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Luku 7

Moniuloteiset jakaumat

Satunnaismuuttuja madriteltiin alaluvussa 2.5 ja luvuissa 5 ja 6 kisiteltiin
yhden muuttujan jakaumia. Téssd luvussa tarkastellaan useam muuttujan
jakaumia. Ensimmaisessa alaluvussa méaaritellddn kahden satunnaismuuttu-
jan yhteisjakauma, jakauman kertyméfunktio ja tiheysfunktio. Sitten esite-
tdan reunajakauman ja ehdollisen jakauman kisitteet. Ehdollisen jakauman
tiheysfunktion avulla voidaan sitten méaritelld esimerkiksi ehdollinen odo-
tusarvo ja varianssi.

7.1 Kaksiulotteiset jakaumat

Tilastollisissa sovelluksissa tarkastellaan tavallisesti useita muuttujia saman-
aikaisesti. Esimerkiksi haastattelututkimuksessa valitaan opiskelijoista sa-
tunnaisotosotos. Jokaiselta otokseen osuneelta kysytdan useita kysymyksia
ja lisdksi saadaan haastateltavien taustatietoina esimerkiksi iké, sukupuoli,
asuinpaikka jne. Otosavaruudessa on siis médritelty useita muuttujia (ky-
symykset ja taustamuuttujat). Téllainen asetelma mahdollistaa muuttujien
vélisten riippuvuuksien tarkastelun. Seuraavassa esitelliin usean muuttujan
jakaumiin liittyvaa késitteistod. Ensin kisitelldin kahden muuttujan tapaus.
Sen jilkeen on suoraviivaista yleistdd tarkastelu usean muuttujan tapauk-
seen.

Kun teemme satunnaiskokeen, olemme usein kiinnostuneita useasta eri
tuloksesta samanaikaisesti. Heitetdin samanaikaisesti kahta noppaa ja ha-
vainnoidaan kummanskin nopan silméluku. Olkoon X 1. nopan ja Y 2. no-
pan silméluku. Kokeen tulos voidaan esittda kaksiulotteisen satunnaisvekto-
rin (X, Y") avulla. Jos kurssilla on kaksi vélikoetta, voidaan opiskelijan saama
tulos esittdd satunnaisvektorina (X, Y'), missd X on 1. vilikokeen ja Y on
2. vilikokeen tulos. Rajoitumme tarkastelemaan tapausta, jossa molemmat
satunnaismuuttujat ovat joko diskreettejé tai jatkuvia. Merkitdin satunnais-
vektorin (X,Y’) yhteisjakaumaa Pxy ja se médritelldén todennékoisyytend
Pxy(B) = P[(X,Y) € B] kaikilla B C R? missi R? on 2-ulotteinen Eukli-
dinen avaruus eli taso.
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178 Luku 7. Moniuloteiset jakaumat

Maiéaritelma 7.1 Madritellddn satunnaisvektorin (X,Y) yhteisjakauma ja
kertymafunktio.

1. Satunnaisvektorin (X,Y") yhteisjakauma on joukkofunktio, joka liittaa
R2:n osajoukkoihin B C R? arvot

(7.1.1)  P[(X,Y) € B]=P({we Q| (X(w),Y(w)) € B}), BCR’
ja B saamaa arvoa merkitddn Py y (B).

2. Kun valitaan B = (—o0, z] X (—00, y|, seuraa relaatiosta (7.1.1)

PI(X,Y) € (o0, 2] x (=00,y] = P({we Q] (X(w) <z, Y(w) <y})
= P(X <zY <y).

Tamé relaatio midrittelee tasossa pistefunktion Fxy : R? — [0, 1]:
Fxy(z,y) = P(X <2,V <y),

joka on X:n ja Y:n yhteisjakauman kertymaéfunktio.

Jos tunnemme jakauman Py y, niin Maaritelmén 7.1 mukaan voimme
madrittdd X:n ja Y:n yhteisjakauman kertyméfunktion Fyy. Kéanteinen
tulos pitdd myos paikkansa: Kertyméafunktion Fxy, maédrittad yksikasittei-
sesti jakauman Py y. Tdhén kidnteiseen tulokseen perustuu kertyméfunktion
tarkeys todennédkoisyyslaskennassa. Todistus on vaativa, eikd se kuulu taméan
kurssin sisdtoon. Kertyméafunktiolla Fy y on samanlaisett ominaisuudet kuin
yhden muuttujan kertyméfunktiolla.

Lause 7.1 Satunnaisvektorin (X,Y') kertymdafunktiolla Fxy (lyhyesti F') on
seuraavat ominaisuudet:

1. 0 < F(x,y) <1 kaikilla x,y € R.
2. Jos x1 < x5 ja y1 < Yo, niin Fxy,y1) < F(xg,y2).
8. Flx1,y1) + F(x2,y2) — Fx1,92) — F22,51) > 0.

4. F on oikealta jatkuva: Jos x, — x4 ja y, — yi, niin F(x,,y,) —
F(z,y), kun n — co.

5. F(4+00,400) =1 ja F(—o00,—0) = F(—00,y) = F(x, —00) = 0 kaikil-
laz,y € R. Merkinti F (400, +00) tarkoittaa raja-arvoa lim, ..o F (2, yn),
kun x,, — oo ja y, — 00.
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Oletetaan nyt, ettd satuunaismuuttuja X ja Y ovat diskreettejé, X saa ar-
voja z;, 1 > 1jaY arvoja y;, 7 > 1. Satuunaismuuttujien X:m ja Y:n yhteis-
jakauman tiheysfunktiota merkitdin fxy ja se médritellddn fxy (z;,y;) =
P(X = z;,Y = y;). Silloin

P(B)=P[X,Y)eB]= Y fxy(ziy).
(ziy;)EB

Funktiota fxy kutsutaan myos X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyys-
funktioksi silloin, kun X ja Y ovat diskreettej.

Maaritelma 7.2 Olkoot X ja Y diskreetejd satunnaismuuttujia, jotka saa-
vat arvoja z;, ¢ > 1 ja y;, 7 > 1 ja niiden todennikdisyydet ovat P(X =
z;, Y =y;), i,j > 1. Todenndkdisyysfunktio fxy(x,y) médritellidn seuraa-
vasti

P(X =xz;,Y =y;), josz=ux;jay=y;

0 muutoin.

fxy(z,y) = {

Satunnaisvektorin (X,Y’) arvojoukko S = {(z;,y;)|i > 1, j > 1} voi olla
adrellinen tai numeroituvasti déreton.

Maéaritelméasta saadaan seuraavat X:n ja Y:n yhteisjakauman todenné-
koisyysfunktion ominaisuudet.

Lause 7.2 Olkoon fxy(x,y) (lyhyesti f(x,y)) kuten Madaritelmassa 7.2. Sil-
loin

1. f(z,y) > 0 kaikilla (z,y) € R? ja
9. kaikilla BER2, P[(X,Y)eB]l= 3 flzny).

(zi,y;)€B

3. Erityisesti

F(x,y): ZZf(xivyj) ja ZZf(xiayj): L.

z; <z,y; <y z, €ERy; ER

Esimerkki 7.1 Olkoon (X,Y’) satunnaisvektori, jonka arvojoukko on
S = {(Ov 1)’ (07 2)’ (17 0)’ (17 1)’ (27 0)}
ja todennikdisyysfunktio

flay) =clz+2y), (z,y) €S

Todennékoisyysfunktion ominaisuuksista seuraa, etta

> clw+2y)=c2+4+1+43+2)=12c=1,
(z,y)eS
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joten ¢ = 1—12 Silloin esimerkiksi

P(X >Y) = f(1,0) + £(2,0) 13_2

ja

P(X 2 Y) = f(L0)+ /2.0)+ f(L1) = .

0

Oletetaan nyt, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat jatkuvia. Lisdksi
oletetaan, ettid on olemassa sellainen R?:ssa médritelty funktio fyy, ettd
kaikilla reaaliluvuilla x ja y

FX,Y(xay)://fX,y(S,t)det.

—00 —O0
Maiaritelma 7.3 Olkoot X ja Y jatkuvia satunnaismuuttujia. Oletetaan,
ettd on olemassa sellainen funktio fyy, ettd

(7.1.2) fxy(z,y) >0 kaikilla z,y € R, ja

(7.1.3) P[(X,Y) € B] = //fX,y(:v,y) drdy, B c R%

Funktiota fxy kutsutaan satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
tiheysfunktioksi. Maaritelmésta ja analyysin perustuloksista saadaan seuraa-
vassa lauseessa esitetyt tulokset.

Lause 7.3 Olkoon fxy (lyhyesti f) Mddritelmdssd 7.3 luonnehdittu tiheys-
funktio. Silloin

z oy
1. F(z,y)= [ [ f(s,t)dsdt kaikilla z,y € R (Valitaan B = (—oo, ] X

(—o00,y] lausekkeessa (7.1.3)).

2. fR fR flz,y)dedy = ffooo ffooo f(z,y)dedy = 1 (Valitaan B = (R X
R = R? lausekkeessa (7.1.3)).

3. 828};(;;/) = f(z,y) kaikissa f(x,y):n jatkuvuuspisteissd.

Lauseen 7.3 kohta 3 seuraa integraalilaskennan peruslauseesta. Sen no-
jalla

0*F(z,y)
Ox Oy

kaikissa f(x,y):n jatkuvuuspisteissi. Relaatio (7.1.4) on hyodyllinen silloin,
kun kertyméfunktio tunnetaan ja halutaan johtaa tiheysfunktio. Silloin ti-
heysfunktio f(z,y) saadaan derivoimalla F'(z,y) sekd z:n ettd y:n suhteen

eli laskemalla osittaisderivaatta azFx(gé’y).

(7.1.4) = f(z,y)
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Esimerkki 7.2 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman kertymafunktio

(

ry, 0<zr<1ljal<y<I
y, x>1,0<y<l
Flx,y)=qx, y>1,0<z<1,;

1, z>1ljay>1;

0, x<0taiy<O.

\

OF(zy)
Oz Jy

Laskemalla osittaisderivaatta saadaan

I, 0<2<1,0<y<1;
flz,y) =
0 muualla.

Satunnaisvektori (X, Y') noudattaa siis kaksiulotteista tasajakaumaa Tas[(0, 1) x
(0,1)]. Todennékdisyys voidaan lausua kertyméfunktion avulla seuraavasti:

Play < X <, 0 <Y <)

T2 Y2 To Y2
Z//dyd$= //$y=(9€2—1’1)(yz—y1)
21 z1 oy

= ToY2 — T2Y1 — T1Y2 + T1Y1
= F(22,y2) — F(w2,y1) — F(21,92) + F(21,51).

Yleisesti pitda paikkansa, etta

P(x1 <X <z, y1 <Y <o)
= F($2>y2) - F($2>yl) - F($1>y2) + F@hyl)'

Kahden muuttujan tasajakauman Tas[(0, 1) x (0, 1)] tapauksessa todenn&koi-
syys P(; <X <5, <Y <{)on

p(L3Y _p(1 1) p(L ), gL
2° 4 272 4" 4 4" 2
1 1

Esimerkki 7.3 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio

3
f(x,y)z §$2(1—|y|), —1 <l’<1, —1 <y< L.
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Maaritelladin A = {(z,y) | 0 < 2 < 1, 0 < y < z}. Todennikdisyys, ettd
(X,Y)e A on

1 x
_[3 2 Y
P(X,Y)e A]l = // 11—y dydx—/§x/(y—§)dx
3 0
1
3/, at 3 zt b 9
_/ﬁ(x_i)dx_ﬁo (z—m T
0

7.1.1 Reunajakaumat ja ehdolliset jakaumat

Olkoon Fxy satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman kertyméfunktio
ja fxy tiheysfunktio. Yhteisjakauman yhteydessi voidaan madaritelld uusina
kisitteind reunajakaumat ja ehdolliset jakaumat. Tarkastellaan esimerkiksi
yhteisjakauman kertyméfunktiota Fxy(z,y) = P(X < z,Y < y) ja anne-
taan y:n kasvaa rajatta eli y — oo. Silloin saadaan

Fxy(z,00) =P(X <z,Y <o0) = P(X <x)= Fx(z).

Néin saadaan X:n kertyméfunktio Fx(z) satunnaismuuttujien X ja Y yh-
teisjakauman kertyméfunktiosta Fxy(x,y). Jos X ja Y ovat diskreettejd sa-
tunnaismuuttujia ja fx y niiden yhteisjakauman todennékdisyysfunktio, niin

fX(l'z) = P(X = IL‘Z) = P(X =T —00 < Y < OO) = Z fX,Y(:L‘z‘ayj)-
y;€R
Tama on X:n reunajakauman todennikoisyysfunktio yhteisjakauman toden-
nikoisyysfunktiosta fxy (x;, y;)-
Maaritelma 7.4 Maiéaritellddn reunajakaumien kertymé- ja tiheysfunktiot.

1. Olkoon Fxy satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman kertyma-
funktio. Silloin

Fx(z) = Fxy(z,00) = lim Fxy(z,y) ja
(7.1.5) e
Fy(y) = Fxy(oo,y) = tholo Fxy(z,y)

ovat X:n ja Y:m yhteisjakuman kertyméafunktion Fxy reunakertymé-
funktiota. Fx(x) on X:n ja Fy(y) Y:n kertyméfunktio.

2. Olkoon fxy satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunk-
tio. Silloin reunajakaumien tiheysfunktiot ovat
(7.1.6)

fxlw) =Y fev(@oyy), fr(y) =Y fxv(@,y;) diskreetti

Yj eR iL‘ieR

= /fxvy(x,y)dy, fr(y) = /fX,Y(x7y>dx
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Tiheysfunktiot fx ja fy ovat yhteistiheysfunktion fxy reunatiheyksid
ja fx on X:n ja fy on Y:n tiheysfunktio.

3. Satunnaismuuttujat ovat riippumattomat, jos

(7.1.7) f(z,y) = fx(x)fy(y) kaikilla z,y € R.

Olkoot X ja'Y diskreetteja satunnaismuuttujia, jotka saavat arvoja x;, ¢ >
1 jay;, j > 1. Mééritelldén tapahtumat A, = {X = z;} = {w| X(w) = z;}
ja B ={Y =y;} = {w|Y(w) = y;}, missi (z;,y;) € R% Silloin A; N B; =
{X =u;, Y =y;}. Koska

P(AiNBj) = P(X =x,Y =y;) = f(i,y;)

ja
P(B;) = P(Y =y;) = fy(y;),
niin P(A B
P(AZ‘B]): ( il j):f(l‘z‘,yj)’
P(B;) fy(y))
missd oletetaan fy (y;) > 0. Tamén perusteella voidaankin ehdollinen toden-
nikoisyysfunktio mairitelld siten, etta
(7.1.8)  fxy(wily;) = ———=%, missd y; on kiinnitetty ja fy(y;) > 0.
Sy (y;)

Jos X ja Y ovat jatkuvia satunnaismuuttujia, voimme maéaritelld jokaista

annettua Y =y ja fy(y) > 0 kohti ehdollisen tiheysfunktion vastaavasti:

f(z,y)
fr(y) .

Maiédritelmi 7.5 Yhtilo (7.1.8) méérittelee X:n ehdollisen todennékoisyys-
funktion ehdolla Y = y; ja yhtélo (7.1.9) méarittelee X:n ehdollisen tiheys-
funktion ehdolla Y = y. Vastaavasti voidaan méiritelld Y:n ehdollinen to-
dennékoisyysfunktio ehdolla X = x; ja Y:n ehdollinen tiheysfunktio ehdolla
X =u.

(7.1.9) fxiy (zly) =

Esimerkki 7.4 Esimerkissd 7.1 kisitellyn satunnaisvektorin (X,Y’) toden-
nikoisyysfunktio on

T+ 2y
f(l',y)— 12 )

missia S = {(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0)}. Huomaa, ettd f(z,y) = 0, kun
(r,y) ¢ S. X:n ja Y:n reunajakaumien todennikoisyysfunktiot ovat

kun (z,y) € S,

2 2

fx@) =Y _flxy) da )= flay)

y=0 =0
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X:n ehdollinen todenn#koisyysfunktio ehdolla Y =y on

f(z,y)
flx]y) = : =0,1,2.
fr(y)
Saadaan siis kolme X:n ehdollista todennikdisyysfunktiota:
e [0) =3, r=0,1,2
2
A ="2 a=0;

Vastaavalla tavalla saadaan kolme Y:n ehdollista todennékéisyysfunktiota
ehdolla X = x. Satunnaismuuttujat X ja Y eiviit ole riippumattomat, koska

esimerkiksi
1 5 5

1
1)= = H==-—=—.
X:n ja Y:n riippuvuutta (vs. riippumattomomuutta) on luontevaa tar-
kastella ehdollisen jakauman avulla. Y:n ehdollinen todennékoisyysfunktio

ehdolla X =1 on

f(l,y) 142y /1 142y
1) = = —=— =0,1.
Koska
fly 1) # fry),
voimme jalleen paitelld, ettd X ja Y eivit ole riippumattomat. 0

Esimerkki 7.5 Hatussa on 3 korttia, jotka on numeroitu yhdestd kolmeen.
Valitaan hatusta peridkkéin satunnaisesti palauttamatta 2 korttia. Olkoon X
ensiksi valitun kortin numero ja Y toisen kortin numero. Selvistikin

1
P(X:i):fx(i):§, 1=1,2,3.
On helppo havaita, ettd toisen valinnan tulos Y riippuu 1. valinnan tulok-
sesta:

1
PY=1|X=1)=0, PY=ilX=1)=g i=23
1
P(Y=2|X=2)=0, PY=ilX=2=5 i=13
1
P(Y =3|X=3)=0, P(Y=i|X=3=; i=12

Koska P(X =4,Y = j) = P(X =i)P(Y = j | X =), niin X:n ja Y:n
yhteisjakauman todennakéisyysfunktio on

. NP &, kuni#j;
(7.1.10)  f(i,J) = fx(@) 205 [ ©) = {6

0, kuini=751<:<3,1<5<3.
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f(i,3)

D=
AN
N
AN

Kuvio 7.1. Satunnaisvektorin (X,Y") yhteisjakauman todennakoi-
syysfunktio f(i,7), kun X on 1. valinta ja Y on 2. valinta palaut-
tamatta joukosta {1,2,3}.

Satunnaisvektorin (X,Y) arvojoukko S = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),
(3,2)}, silla P(X =4,Y = j) > 0 kaikilla (7,5) € Sja P(X =¢,Y =5) =0,
jos (i,7) ¢ S. O
Jakauma (7.1.10) on esimerkki symmetrisestd 2-ulotteisesta jakaumasta.
Diskreetin satunnaisvektorin (X,Y") jakauma on symmetrinen, jos sen toden-
nékoisyysfunktio f(x,y) on symetrinen funktio. Se tarkoittaa siti, ettéd

flz,y) = f(y,x) kaikilla (z,y) € S,
missd S on (X, Y):n arvoalue.
Esimerkki 7.6 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio
flz,y) =2, 0<z<y<l,

muualla f(z,y) = 0. Satunnaisvektorin (X,Y") arvoavaruus on S = { (z,y) |
0<z<y<l1}.

Y

z S={@y|0<zr<y<l}

\
\
\
\
\
\
g
1
Kuvio 7.2. Tasajakauman f(x,y) = 2 méirittelyalue S.

Silloin esimerkiksi todennékéisyys
1 1 1
P@§X§§ﬂSY§§)=P@§X§K0§Y§5)

1/2 y 1/2

1
://Qdydx:/dey:Z.
0 0 0
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Reunajakaumien tiheysfunktiot ovat

ja

fy(y>=/2dx=2y, 0<y<l.
0

Lasketaan vield X:n ja Y:n odotusarvot sekd Y:n 2. momentti.

11 1
E(X)://Q:Edydx:/Zx(l—x)dx:%,

0 = 0

1 vy 1
E(Y)://dexdy:/zqfdy:%,

00 0

1 vy 1
1
E(Y2)://2y2dxdy:/2y3dy:5.
00 0

Odotusarvot E(X), E(Y) ja E(Y') voidaan laskea joko suoraan reunajakau-
masta tai sitten yhteisjakaumasta. 0

Nahdéadn helposti, ettd Esimerkissd 7.6 satunnaismuuttujat X ja Y eivit
ole riippumattomat, koska

Ix(@) fy(y) =2(1 —x)2y # f(z,y) =2, (z,y) € S.

Sen sijaan voidaan osoittaa, ettd Esimerkissd 7.3 satunnaismuuttujat X ja
Y ovat riippumattomat.

Esimerkki 7.7 Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y samat kuin Esimerkis-
sd 7.6 Silloin

flr,y) =2, 0<2x<y<],
fx(z) =2(1—x), 0<z <1,
fr(y) = 2y, 0<y<1

Maaritetddn nyt Y:n ehdollisen jakauman tiheysfunktio, kun X = z on
annettu. Madritelmén 7.5 mukaan

Cflwy) 21
fwle) =50 “sa—m 1 FSyYsh Osesl
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Y :n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = z on

1
1 _1—1—3:

! 2

Y
EY = —d —/ = 0<z<1.
¥]z) /yl—x Y 2(1 —x) 2 ==

xT

Samalla tavalla voidaan osoittaa, etté
E(X\y):%, 0<y<L

Suoraan méadritelméan perusteella Y:n ehdollinen varianssi ehdolla X = z
on

E([Y—E<Y|x>]2|x):/l(y— 1;33)2&@

B /1 1 1+2\°
“/30—o\VT 2
(1—=)

12

Jos U ~ Tas(a,b), niin E(U) = %t ja Var(U) = (bzg)Q. Koska Y:n ehdol-
linen jakauma ehdolla X = z on Tas(z, 1), niin olisimme voineet tasajakau-
man ominaisuuksien perusteella suoraan todeta, etté

1 1—x)?
v ja Var(Y | z) = (1-=) :

EY |z) =

2 12
Lasketaan vield ehdollinen todennikoisyys
7/8 7/8
PEASY <TS|X =14 = [ )1/ = [ Fray=g
3/4 3/4

Havaitsimme edellisessa esimerkissé, ettd Y:n ehdollinen odotusarvo on
x:n lineaarinen funktio:

1 1

Jos E(Y | x) on lineaarinen, niin pitaé yleisesti paikkansa, etta

Oy
E(Y |z) =py +p— (@ — px),
Ox

missd p = Cor(X,Y) on X:n ja Y:n villinen korrelaatio, ox on X:n hajonta
ja oy on Y:n hajonta. Jos E(X |y) on lineaarinen, niin

ox
E(X |y)=px +p—(y — py).
Oy
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Ehdollisten odotusarvojen E(Y | z) ja E(X | y) yhtdldissi kertoimien pZ-
ja pg—); tulo on p?. Esimerkissi 7.7 niiden kertoimien tulo on p? = i. Siksi
p = %, koska molemmat kertoimet ovat positiiviset. Naiden kertoimien suh-
de on 0% /0% ja esimerkissi timéi suhde on 1. Téstéi voimme piitelld, etté
Esimerkissi 7.7 0% = o%.

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuuden tarkistaminen suoraan
relaation (7.1.7) perusteella edellyttaé reunajakaumien tiheysfunktioiden fx(z)
ja fy(y) tuntemista. Seuraava apulause tekee riippumattomuuden tarkista-
misen jonkin verran helpommaksi, koska siind ei edellytetd reunajakaumien
tuntemista.

Apulause 7.1 Olkoon (X,Y') kaksiulotteinen satunnaisvektori, jonka yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f(x,y). Silloin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
ritppumattomat, jos ja vain jos on olemassa sellaiset funktiot g(x) ja h(y),
etta

f(z,y) = g(x)h(y) kaikilla x € R ja kaikilla y € R,

missd g riippuu vain x:std ja h vain y:std.

7.1.2 Ehdollisen odotusarvon ominaisuuksia

Ehdollinen odotusarvo esiteltiin jo alaluvussa 4.1.2 (identiteetti 4.1.6). Ala-
luvussa 7.1.1 ehdollinen odotusarvo luonnehdittiin ehdollisen jakauman odo-
tusarvona (ks. (7.1.11) ja (7.1.13)). Mé&éritelmén mukaan

f(z,y)
fY(y) .

EX|Y =y)=> zf(zly) =) =

Ehdollisen jakauman odotusarvoa kutsutaan jakauman ehdolliseksi odotusar-
voksi. X:n ehdollinen odotusarvo ehdolla Y = y on

(7.1.11) E(X|Y =y) = Z xf(zly) tai E(X|Y =y) = / xf(z,y)de
$ESX — oo

ja Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = x on

(T.112) E(YX =0) = 3 ufla) ai BYIX=2) = [ ufey)dy
yeSY o

Néitd odotusarvoja merkitdin myos
EXly)=pxy ja EY|z) = py.

Vastaavasti méaaritelladn X :n ehdollinen varianssi ehdolla Y =y ja Y:n
ehdollinen varianssi ehdolla X = z. Y:n ehdollinen varianssi ehdolla X = =
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(7.1.13) Var(Y|z) = F [(Y—/,Ly‘x)2| x]
= > (=)’ fyle), tai
yE€Sy
Var(¥[e) = [y~ E(YIX =) (2, 9) .

jota merkitddn myos Var(Y|z) = a?/‘x. Samalla periaatteella voidaan ehdol-
lisen jakauman avulla méaaritelld mikd tahansa jakauman ehdollinen tunnus-
luku, kuten esimerkiksi ehdolliset momentit tai ehdollinen mediaani.

Kun E(Y|x) lasketaan eri z:n arvoilla, riippuu tulos yleensi z:n arvosta.
Jos halutaan korostaa E(Y'|x):n riippuvuutta z:std, merkitdén esimerkiksi
E(Y|z) = g(x). Silloin ehdollinen odotusarvo maarittelee funktion g(x).

Esimerkki 7.8 Esimerkissi 7.4 méaritettiin ehdolliset todennakoisyysfunk-
tiot f1(x|0), fi(z|1) ja fi(z|1), kun (X, Y):n yhteisjakauman todennékoisyys-

funktio on
T+ 2y

= S.
flay) =—5— (wye
Lasketaan nyt ehdolliset odotusarvot E(X|y), y =0,1,2:
1 2 5
B(X|0)=0+1-=+2-2=2
(X =0+1-3+2 2=,
2 3 3
B(X|1)=0-Z4+1-242.0=2
(X =0-2+1-242.0=2

E(X[2)=0-14+1-0+2-0=0.

Ehdolliset varianssit Var(X|y), y = 0, 1,2, ovat vastaavasti:

5\ 1 5\ 2 2
X0)=(1=-2) =4 (2=2) .2=2
Var(X|0) ( 3) 3+< 3) 5= 9
3\ 2 2 3
XN=(0=2) - 24(1=2) .2
Var(X|1) (0 5) 2+< ) 5+(
+ (2 —

Var(X|[2) = (0—0)*-1+ (1 —0)*- 0)%-

?

w
cnloo
\_/
H
b
F| o

o
O
| |

Huomaa, ettid E(X|Y = y) on y:n funktio, eli E(X|Y = y) = h(y). Merki-
tadn F(X|Y) = h(Y), missi siis F(X|Y') on satunnaismuuttuja, joka saa ar-
voja E(X|Y =y), y € Sy. Voimme nyt laskea satunnaismuuttujan E(X|Y)
odotusarvon, joka on E(X). Monissa sovelluksissa odotusarvon laskeminen
on luontevinta ehdollistamisen kautta.
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Lause 7.4 Olkoot X ja'Y mitkd tahansa kaksi satunnaismuuttujaa, joilla on
odotusarvo. Silloin E[E(X|Y)] = E(X).

Todistus. Todistetaan tulos erikseen diskreeteille ja jatkuville satunnais-
muuttujille.
Diskreettit satunnaisimuuttujat. Odotusarvon maaritelman mukaan

EE(X|Y) = Y EX|Y =y)fr(y)
_ RGN
N ;; fr(y) )

= Y afxla) = B(X).

T

missé Y, f(z,y) = fx(z) on X:n reunajakauma.
Jatkuvat satunnaisimuuttujat. Madritelman mukaan

@119 B0 = ([ ayae= | [ [ustwla dy] fx () dz,

missd f(y | z) on Y:n ehdollisen jakauman tiheysfunktio ehdolla X = z ja
fx(z) on X:n reunajakauman tiheysfunktio. Integrointi tehddan yli (X,Y):mn
arvoavaruuden. Koska sisempi integraali luasekkeessa (7.1.14) on ehdollinen
odotusarvo E(Y | x), niin odotusarvo (7.1.14) voidaan kirjoittaa muodossa

B(Y) = [ B | 2)fx(a) do = EE(Y | X)),

niin kuin lauseessa viitetaan. O

Ehdollinen varianssi
Var(X |Y =y) = E[(X-EX|Y =y))*|Y =y
— B(X?|Y =y) - [B(X |V =y

méériteltiin alaluvussa 7.1.1 (ks. identiteetti (7.1.13)). Ehdollinen varianssi
Var(X | Y) on satunnaismuuttuja, joka saa arvoja Var(X | Y = y). Koska

Var(X |Y) = E(X2|Y) - [E(X | V)2,
ElVar(X |Y)] = E[E(X2|Y)] - E[E(X | Y)]?
(7.1.15) = B(X?) - BIE(X | )]
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Lauseen 7.4 mukaan E[E(X |Y)] = E(X) ja E[E(X?|Y)] = E(X?), joten
(7.1.16) Var[E(X | Y)] = E[E(X | Y)]? — [E(X)].

Laskemalla yht&lot (7.1.15) ja (7.1.16) puolittain yhteen, saadaan seuraavassa
lauseessa esitettava tulos.

Lause 7.5 Satunnaismuutujille X ja Y pitdd patkkansa identiteetti
Var(X)=EVar(X | Y)]+ Var[E(X | Y)],

jos odotusarvot ovat olemassa.

7.1.3 Hierarkkiset mallit ja yhdistetyt jakaumat

Tarkastellaan aluksi esimerkkin tietyn laitteen, esimerkiksi kopiokoneen, rik-
koontumista. Oletetaan, ettd rikkoontumisten lukuméaird X vuodessa nou-
dattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A. Kun laite on rikkoontunut,sen kor-
jaamiseen tarvittava aika noudattaa eksponettijakaumaa keskiarvolla 6 > 0.
Olkoon Y; aika, joka tarvitaan ¢. rikkoontumisen korjaamiseen. Oletetaan li-
siksi, ettd korjausajat eri kerroilla ovat riippumattomat. Jos vuodessa sattuu
X = x rikkoontumista, niin kokonaiskorjausaika on

Silloin
E(Y | 2) = E(V) + E(Yy) + -+ E(Y,) = a8
ja
Var(Y | z) = Var(Y}) + Var(Ys) + - - - + Var(Y,) = 26°.

Edella lasketut keskiarvo ja varianssi ovat siis ehdollisia ehdolla X = .
Ehdollinen keskiarvo ja varianssi

pwr)=EY |z)=20 ja  o*(x)= Var(Y | z) = 26°
ovat x:n funktioita. Koska X ~ Poi(\) on satunnaismuuttuja, niin myos
wWX)=E(Y | X)=X0 ja o*X)=Var(Y|X)= X6
ovat satunnaismuuttujia. Silloin

E[u(X)] = E[E(Y | X)] = 0 E(X) = 0),
Elo*(X)] = E[Var(Y | X)] = 0> E(X) = 6°),
Var[u(X)] = Var[E(Y | X)] = 6 Var(X) = 6.

Maaritimme siis edelld kaksinkertaisen odotusarvon E[E(Y | X)|, missé si-
simmaéinen odotusarvo on otettu Y:n suhteen ja ulompi X:n suhteen.
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Esitdimme nyt kaksinkertaisia odotusarvoja koskevan lauseen, joka usein
helpottaa huomattavasti odotusarvojen laskemista.

Voimme soveltaa nyt Lausetta 7.4 laitteen rikkoontumisten vaatimaa kor-
jausaikaa koskevaan esimerkkiin. Kokonaiskorjausaika vuodessa on Y ja sen
keskiarvo on Lauseen 7.4 mukaan

E(Y) = E[E(Y | X)]
= B(6X) = 0 E(X) = O).

Talldinen sovellus on selvintd ajatella kaksitasoisena hierarkisena mallina,
missd 1. vaiheessa sattuvat rikkoontumiset Poissonin jakauman mukaan ja
sitten 2. vaiheessa tarvittavat korjausajat jakaantuvat eksponenttijakauman
mukaan. Huomaa, ettd kokonaiskorjausajan Y keskiarvoparametri on nyt
satunnaismuuttuja #X, missi X noudattaa Poissonin jakaumaa. Siksi Y:n
jakaumaa on perusteltua kutsua yhdistetyksi jakaumaksi, koska siind yh-
distyvit parametrin Poissonin jakauma ja korjausajan eksponenttijakauama.
Odotusarvoa E(Y) laskettaessa on yksinkertaisinta laskea ensin ehdollinen
odotusarvo E(Y | X) ja sitten nididen ehdollisten odotusarvojen odotusarvo.
Silloin laskennassa ei tarvita Y :n reunajakaummaa. Lopputulos on kuitenkin
Lauseen 7?7 mukaan E(Y).

7.1.4 Kaksiulotteinen Bernoullin jakauma

Bernoullin jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja X ~ Ber(p) on erés yk-
sinkertaisimpia ajateltavissa olevia satunnaismuuttujia. Sen todennékoisyys-
funktio on

fX(x) :px(l _p)lixa LS {07 1}7

kun 0 < p < 1. Bernoullin jakauma on binomijakauman erikoistapaus siten,
ettd X ~ Bin(1,p).

Kaksiulotteista Bernoullin jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja (X, YY)
voi saada arvot (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Sen todennikdisyysfunktio on

(7'1'17) f(x,y) = Day, x € {0’ 1} ja ye€ {07 1}a

missi pog + Po1 + p1o + p11 = 1. Todennikoisyysfunktio voidaan esittdd myos

muodossa

1—2)(1— 1—x x(1— x
fla,y) = phy Y s

kun z € {0,1} jay € {0,1}; muualla f(z,y) = 0. Todennékoisyydet P(X =
z,Y =y) = p,y on esitetty Taulukossa 7.1

"Reunatodennékoisyydet” madritelladn pog+po1 = p1 ja poo+pio = p2- On
helppo havaita, ettd X ~ Ber(p;) ja Y ~ Ber(py). Nédiden reunajakaumien
todennékoisyysfunktiot ovat siis

fX(x) :p:f(l _p1)1—17 NS {0’ 1}
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Taulukko 7.1. Kaksiulotteisen Bernoullin jakauman todennikdisyys-
funktio.

flx,y) y=0 y=1 fx(x)

=0 poo poi 1—p
r=1 P1o P11 D1

) 1—=p2 po 1

ja
fry)=ps(1—p2)¥,  ye{0,1}.
Nyt esimerkiksi Y:n ehdollinen todennikdisyysfunktio ehdolla X = 1 on
(7.1.18) Pyl =20 ye o)
1

kun p; > 0. Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma ehdolla X = 1 on
siis Ber(p11/p1). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat tésmélleen
silloin, kun P(X =z, Y =y) = P(X = x) P(Y = y) kaikilla z € {0,1} ja
y € {0, 1}.

Koska poo + po1 + pio + p11 = 1, niin kaksiulotteinen Bernoullin jakauma
voidaan luonnehtia kolmella parametrilla. Jakauman kolme "luonnollista” pa-
rametria ovat

X)=P(X =1),
Y)=P(Y =1),
pi = E(XY)=P(X =1,Y = 1).

Kun (X,Y') noudattaa kaksiulotteista Bernoullin jakaumaa parametrein py,
P2 ja p11, niin merkitddn (X, Y) ~ Ber(py, p2, p11)-

7.1.5 Satunnaismuuttujien funktion jakauma

Usein tarvitaan satunnaismuuttujien X ja Y jonkin funktion h(X,Y") jakau-
maa. Funktio h(X,Y") voi olla esimerkiksi muotoa X +Y, XY, X2+ Y? jne.
Jos h on jokin reaaliarvoinen funktio h(z, y), voimme mééritelld uuden satun-
naismuuttujan Z = h(X,Y’). Olkoon satunnaisvektorin (X,Y’) arvoalue S.
Merkitaédn

A ={(z,y) € S| h(z,y) ==}

Silloin todennékéisyys P(Z = z) voidaan laskea seuraavasti:
P(Z=2)= ) f(zy).
(z,y)€A,

Lasketaan siis yhteen todennékoisyydet f(x,y) kaikkissa pisteissa (x,y), jot-
ka toteuttavat ehdon h(x,y) = z. Talld tavalla voidaan johtaa Z:n todenné-
koisyysfunktio.
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Esimerkki 7.9 Oletetaan, ettd satunnaisvektorin (X, Y") (Esimerkki 7.1) to-
dennékoisyysfunktio on
T+ 2y

flz,y) = T

missd S = {(0,1),(0,2),(1,0), (1,1),(2,0)}. Méaritelldén kokonaislukuarvoi-
nen satunnaismuuttuja

(z,y) €S,

Z = h(X,Y) = XY.
Silloin Z:n arvojen joukko on S, = {0, 1}, ja vastaavasti
Ar=A{(z,y) |zy=1}={(1, 1},
Ay =A{(z,y) | zy =0} ={(0,1),(0,2),(1,0),(2,0)}.
Nyt siis

P(Z=0)=P((X,Y) € Ay) =

P(Z=1)=P((X,Y) € 4) =

joten Z ~ Ber(1). O

7.2 Satunnaismuuttujien funktion
odotusarvo

Olkoot X ja Y diskreetit satunnaismuuttujat, joiden yhteinen todennikoi-
syysfunktio f(x,y) on on médritelty arvoavaruudessa S. Olkoon A(X,Y) sa-
tunnaismuuttujien X ja Y reaaliarvoinen funktio. Silloin

ERXY)] = Y hx,y)f(x,y)
(z,y)€S

on satunnaismuuttujan h(X,Y") odotusarvo, mikéli summa on olemassa.
Huomaa, ettd odotusarvon E[h(X,Y’)] olemassaolo tarkoittaa sité, etté

> h(z,y)f(x,y)

(zy)es
suppenee itseisesti eli summa

> Iz y)lf(x,y)
(z,y)€S

suppenee ja on aarellinen. Téastd seuraa, ettid E[h(X,Y")] on olemassa. Funk-
tio V' = h(X,Y’) on satunnaismuuttuja, jonka todennékoisyysfunktio g(v) on
médritelty arvoavaruudessa S, = {v | v = h(z,y), (z,y) € S }. Silloin

EWX,Y)=E(V)=> vg(v).

vESy
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7.2.1 Momentit

Monilla odotusarvoilla on omat nimensé, koska niilld on térkeéd rooli jakau-
mateoriassa. Olkoot X; ja X, diskreetit satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman todenn#koisyysfunktio f(z1,x2) on on médritelty arvoavaruudessa
S. Olkoon h(X7j, X5) satunnaismuuttujien X; ja X, reaaliarvoinen funktio.
Maaritelladn esimerkiksi seuraavat odotusarvot:

1. Jos h(X1, X5) = X;, niin
E[h(X1, Xo)] = E(X;) =

on X;:n odotusarvo, 1 = 1, 2.

2. Jos h(X1, Xz) = (X; — p;)?, niin
Eh(X1,X2)] = B[(X; — )] = 07

on X;:n vartanssi, 1t =1, 2.

3. Jos h(Xy, X2) = (X7 — p1)(X2 — ), niin
Eh(Xy, X2)] = E[(X1 — pn)(Xz — p2)] = 012
on Xi:n ja Xo:n kovarianssi.

Odotusarvo p; ja varianssi o7 voidaan laskea joko yhteisjakauman todennii-
koisyysfunktion f(x,25) tai reunajakauman todennékoisyysfunktion f;(x;)
avulla.

Vastaavalla tavalla voidaan méaéaritelld kaikkien kertalukujen momentit:
Olkoon r positiivinen kokonaisluku.

1. Jos h(X1, X5) = X7, niin
Elh(X1, X2)| = E(X])

on X;:n r. momentti, i = 1,2.

2. Jos h(X7, X2) = (X; — ;)" niin
E[h(X1, Xs)] = E[(X; — i)'

on X;:n r. keskusmomentti, 1 = 1, 2.

3. Jos h(Xy,X2) = X7 X3, niin
E[h(Xy, X3)] = E(X]X3)
on Xi:n ja Xo:n kertalukua r + s oleva yhteismomentti.

Esimerkiksi kovarianssin laskemisessa tarvitaan Xi:n ja Xs:n yhteismomentti
E(X1X,).
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7.2.2 Satunnaisvektorin momenttifunktio

Satunnaisvektorin (X, Y’) yhteisjakauman momenttifunktio on

M(t,s) = Elexp(tX + sY)]
= Z Z exp(tx; + sy;) f (@i, y5),

miESX y]'ESy

missd Sy on X:n ja Sy on Y:n arvoalue. mikili odotusarvo on olemassa
nollan ympéristossa. Silloin on siis olemassa sellainen positiiviluku a > 0, etta
odotusarvo Eexp(tX +sY)] on olemassa kaikilla (t,s) € { (¢,s) | t*+s* < a}
jollain @ > 0. Edelld on kiiytetty merkintis exp(tX + sY) = etX+sV,

Jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman eli jatkuvan sa-
tunnaisvektorin (X,Y’) jakauman momenttifunktio méaaritelldsin samalla ta-
valla kuin diskreetissi tapauksessa. Olkoon (X,Y") jatkuva satunnaisvektori
ja tX + sY satunnaismuuttujien X ja Y lineaarinen yhdiste, missi ¢, s € R.
Satunnaisvektorin (X,Y’) jakauman momenttifunktio on

M(t,s) = E(e”T).

Jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa odotusarvon lauseke on muotoa

E(etX+sY) — / / eta:-f—syf(l,,y) dz dy

Merkitain
~ OM(t,s)

Mt(ta S) - 8t )

O*M(t, s)

My(t,s) = ———~2

w(t ) CIPER

O?M(t, s)

Malto) = =505

missd M,(t, s) on M:n osittaisderivaatta t:n suhteen, M (¢, s) on M:m 2. osit-
taisderivaatta ¢:n suhteen ja M, (¢, s) on osittaisderivaatta t:n ja s:n suhteen.
Esitimme nyt seuraavassa lauseessa, miten momenttifunktio generoi satun-
naisvektorin momentit.

Lause 7.6 Oletetaan, etti satunnaisvektorilla (X,Y) on momenttifunktio.
Silloin E(X), E(X?), E(Y),E(Y?) ja E(XY) ovat ddrelliset ja

E(X) = M(0,0),  E(X?)=Mu(0,0),  E(XY)=M;(0,0)
E(Y) = M(0,0), E(Y2) = M,(0,0)
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Esimerkiksi X:n odotusarvo saadaan derivoimalla ensin momenttifunktio
t:n suhteen ja sijoittamalla sitten derivaatan lausekkeeseen t = 0 ja s = 0.
Sekamomentti £(XY) saadaan méadrittdmalld toisen kertaluvun osittaisde-
rivaatta M,(t, s) (derivoidaan momenttifunktio s:n ja ¢:n suhteen) ja laske-
malla osottaisderivaatan arvo M (0,0) pisteessé (¢,s) = (0,0).

Esimerkki 7.10 Jos Z; ja Z, ovat riippumattomat ja noudattavat standar-
dimuotoista normaalijakaumaa, niin (7, Z,) noudattaa kaksiulotteista stan-
dardimuotoista normaalijakaumaa. (Z;, Z5):n momenttifunktio on

M(ty,ta) = E(etIZIHQZQ) = E(etlzl) E(etQZQ)

_ BRB2 _ (B2

Tissé tapauksessa M (ty,t;) = t1e@H3)/2 joten E(X;) = M;(0,0) = 0.
Vastaavasti My = e(i+3)/2 4 ¢ e(i+5)/2 ja B(X?) = My;(0,0) = 1. O

Huomattakoon, ettd my0s satunnaisvektoreiden tapauksessa pitee mo-
menttifunktioden yksikésitteisyyttd koskeva lause (vrt. Lause 4.10). Jos siis
satunnaisvektoreilla (X7, X5) ja (Y7, Y2) on sama momenttifunktio, niin niil-
14 on sama jakauma. Reunajakaumien momenttifunktiot saadaan kitevisti
yhteisjakuman momenttifunktiosta.

Lause 7.7 Oletetaan, etti satunnaisvektorin (X,Y") momenttifunktio on M(s,t)
sekd X :n ja 'Y :n momenttifunktiot vastaavasti Mx(s) ja My (t).

1. Silloin
Mx(s) = M(s,0) ja My (t) = M(0,1).

2. X ja'Y owat ritppumattomat jos ja vain jos

M(S, t) = Mx(S)My(t)

7.3 Riippumattomat satunnaismuuttujat

Riippumattomuuden mééritelman mukaan tapahtumat {X = 2z} ja {Y =y}
ovat riippumattomat jos ja vain jos P(X =z, Y =y) = P(X =2) P(Y =y)
eli

(7.3.1) f(z,y) = fx(2)fy(y),

missd f(z,y) on X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyysfunktio, fx(z) on
X:n ja fy(y) Y:n todennékdisyysfunktio. Satunnaismuuttujat X ja Y ovat
ritppumattomat jos ja vain jos yhtdsuuruus (7.3.1) pitdd paikkansa kaikilla
x € Sx jay € Sy, missd Sy on X:n ja Sy on Y:n arvojoukko. Voidaan
helposti osoittaa, ettd X ja Y ovat riippumattomat, jos ja vain jos

(7.3.2) F(z,y) = Fx(x)Fy(y)
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kaikilla x € Sx jay € Sy, missd Fx(x) on X:n ja Fy(y) Y:n kertyméfunktio
(reunakertyméfunktio).

Satunnaismuuttujien X ja Y ovat riippumattomuus voidaan luonnehtia
my0s ehdollisten jakaumien avulla. Jos Maaritelméssa 77?7

flylz)=fr(y)

kaikilla x € Sx jay € Sy, kun fx(z) # 0, niin X ja Y ovat riippumattomat.
Tama tarkoittaa sitd, ettd tieto X:n arvosta ei vaikuta Y:n todennékoisyy-
teen. Vastaavasti pitdd paikkansa, ettd X ja Y ovat riippumattomat jos ja
vain jos X:n ehdollinen todennikdisyysfunktio ehdolla Y = y ei riipu y:sté.

Olkoot Y7, Y5, ..., Y, jossain otosavaruudessa médritellyt diskreetit sa-
tunnaismuuttujat. Muuttujien Y7, Y5, ..., Y, yhteisjakauman todenndkdi-
syysfunktio on

fye, ) =PV =11, Yo =40, ..., Yo = yn).

Muuttujat Y7, Y5, ..., Y, ovat riippumattomat, jos

(7.3.3) f,ye, - yn) = fily) fo(y2) -+ fuyn)

kaikilla y; € S;, 1 =1,2,...,n, missd f;(y;) on Y;:n todennékdisyysfunktio ja
S; on Y;:n arvoavaruus.

7.3.1 Riippumattomat kokeet

Olkoot &; ja & riippumattomat satunnaiskokeet. Oletetaan, ettd satunnais-
muuttujan X arvo médrdytyy vain satunnaiskokeen &; tuloksen ja Y:n arvo
vain satunnaiskokeen & tuloksen perusteella. Silloin tapahtumat {X = z} ja
{Y = y} maaraytyvit eri satunnaiskokeista, jotka ovat riippumattomat (kat-
so alaluku 4.7 ja méadritelma (4.7.1)). Siksi tapahtumat {X = z} ja {Y =y}
ovat riippumattomat. Koska riippumattomuus péatee kaikilla mahdollisilla x:n
ja y:n arvoilla, niin X ja Y ovat riippumattomat. Jos satunnaismuuttujien
arvot mdadrdytyvdt eri satunnaiskokeista, jotka ovat risppumattomat, niin sa-
tunnaismuuttujat ovat rippumattomat.

Tehd&ddn esimerkiksi Bernoullin toistokoe, jossa on r 4 s toistoa ja on-
nistumistodennikdisyys p. Olkoon X onnistumisten lukumé&éré r:ssd ensim-
maéisessa kokeessa ja Y onnistumisten lukumaéra s:ssé viimeisessa kokeessa.
Koska X ja Y riippuvat eri kokeista, jotka ovat riippumattomat, niin X ja
Y ovat riippumattomat. Silloin (7.3.1):n mukaan

) = sx@tr) = (1) () - oo,

missi x =0,1,...,7jay=0,1,...,s.
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7.3.2 Samoin jakautuneet riippumattomat (SJR)
satunnaismuuttujat

Riippumattomia satunnaismuuttujia Y7, Y5, ..., Y, joista jokainen noudat-
taa samaa jakaumaa, sanotaan samoin jakautuneiksi riippumattomiksi (sjr)
satunnaismuuttujiksi. Silloin puhutaan usein lyhyesti sjr satunnaismuuttu-
jista. Vastaava englanninkielinen termi on iid (independent, identically di-

stributed).
Jos esimerkiksi Y; ~ Poi(A), i = 1,2,...,n, niin
Ne ™
fly) = faly) = - = fuly) = o
Silloin (7.3.3):n nojalla
" \Vie—A
FWiy2, - yn) = Hfzyz :H Ui
— 1 /\ye—nk’
vyl Ly

n
missi y = > y;.
i=1

7.3.3 Riippumattomien satunnaismuuttujien funktio

Olkoot X ja Y riippumattomat satunnaismuuttujat. Silloin

flz,y) = fx(z)fy(y) kaikilla z,y € S,

missd S on satunnaisvektorin (X,Y’) arvoavaruus. Méadritellddn nyt satun-
naismuuttujat U = ¢g(X) ja V = h(Y’), missd ¢(-) riippuu vain X:sté ja h(-)
vain Y:sté. Silloin Lauseen 4.5 mukaan U ja V' ovat riippumattomat.
Viite todistettiin tarkastelemalla U:n ja V:n mielivaltaisten arvojen u ja
v todennékoisyytta. Olkoon A, = {z € Sx | g(z) =u}ja B, ={y € Sy |
g(y) = v }. Koska kaikilla U:n ja V:n arvoilla u ja v
(7.3.4) PU=u,V =v)
=P(X e€A,Y €enB,)
=P(X € A,) P(Y € B,) (X ja Y riippumattomat)
=P(U =u)P(V =),

niin U ja V ovat riippumattomat. Kun sijoitetaan identiteettiin (7.3.4)

P(U=u,V =v)= Z Zf(xay)a

TEA, yer

=) = Z fx(x)  ja PV =v) = Z fy(y)

€AY yEBy
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niin saadaan

53 e = (X 5@ (X ).

TEA, yEBv TEA, yer

7.4 Multinomijakauma ja moniulotteinen
hypergeometrinen jakauma

Binomijakauma ja multinomijakauma ovat keskeisen térkeitd tilastollisissa
sovelluksissa, koska niitad tarvitaan esimerkiksi riippumattomien koetoistojen
tulosten frekvenssijakaumien késittelyssd. Alaluvussa 4.7 esitettiin, miten bi-
nomijakauma saadaan Bernoullin kokeiden avulla. Kun toistetaan kokeita,
joissa on useampia kuin kaksi tulosvaihtoehtoa, tulosten frekvenssijakauma
voidaan kuvata multinomijakauman avulla. Laajennetaan ensin binomijakau-
ma trinomijakaumakst.

Tarkastellaan koetta, jossa on kolme toisensa poissulkevaa tulosvaihtoeh-
toa. Esimerkiksi tuotantoprosessissa syntyvd tuote luokitellaan yhteen ja
vain yhteen seuraavista kategorioista: ensiluokkainen (1), sekunda (2) tai
viallinen (3). Olkoot ensiluokkaisen, sekundan ja viallisen todennékoisyydet
vastaavasti pi, ps ja p3 = 1 — p; — po. Valmistetaan n tuotetta. Olkoon
X1 = ensiluokkaisten lukumaara, X, = sekundatuotteiden lukumaéara ja
X3 = n — X; — Xy = viallisten lukuméira tuote-erdssia. Jos xy ja xy ovat
sellaiset epanegatiiviset kokonaisluvut, ettd x; +x9 < n, niin todennédkéisyys
saada x; ensiluokkaista, x5 sekundaa ja n —x; — x5 viallista jossain annetussa
jarjestyksessi on

Pips* (1 —p1 —pa)" o772
Sellaisia n:n tuotteen jarjestyksié, joissa on x; ensiluokkaista, xs sekundaa
jan — x; — xy viallista, on

(n) (n—xl) n!
x T rlzo! (n — 21 — 23)!

kappaletta. Siksi trinomijakauman todenndkdisyysfunktio on

|
n: n—r1—I2

T1,,2T2 1_ o
PPNy rap——E R T ) ,

(7.4.1) f(zy,29) =

missd f(z1,x2) = P(X] = z1, Xy = x2). Kun (X7, X5) noudattaa trinomija-
kaumaa parametrein n, p; ja ps, merkitdin

(X1, X3) ~ Tri(n, p1, p2).

On helppo todeta, ettd X; ~ Bin(n,p;) (X;:n reunajakauma) ja X, ~
Bin(n, ps).
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Multinomijakauma voidaan johtaa samalla periaatteella kuin trinomija-
kauma. Toistetaan n kertaa koe, jossa on k toisensa poissulkevaa tulosvaih-

toehtoa. Merkitddn tulosvaihtoehtoja 1,2,...,k ja olkoon p; = tuloksen 1
todennikodisyys ja X; on tuloksen i lukuméérd n:n kokeen sarjassa. Silloin
k-ulotteisen satunnaisvektorin X = (Xj, Xs, ..., Xx) arvoalue on

S:{(Z'l,l'Q,...,l'k)‘OS:L‘Z‘STL, x1+x2_|_..._|_xk:n}.

X;:t ovat siis epanegatiivisia kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia, joiden
summa on n. Satunnaisvektori X = (X, Xy, ..., X;) noudattaa k-ulotteista
multinomijakaumaa parametrein n ja p = (p1,p2, ..., Pk), jota merkitdin
Mult(n, p). Multinomijakauman todennakéisyysfunktio on

n
7.4.2 X1, T, ..., T) = Tt pik
( ) f( 1, X2 k) (351 Zy ... xk)p1 Do D
missi p1 +po+---+pp =1 ja (I1 o xk) = ﬁ,'zk, Multinomilauseen 2.8

nojalla voidaan helposti osoittaa, ettd todennikoisyyksien (7.4.2) summa yli
arvoalueen S on 1, joten kyseinen funktio on todellakin todennékoisyysfunk-
tio. Multinomijakaumassa jokaisen X;:n reunajakauma on binomijakauma, eli
X; ~ Bin(n,p;), 1 = 1,2,..., k. Esitetddn nyt multinomijakaumaa koskevat
perustulokset lauseen muodossa.

Lause 7.8 1. Funktio (7.4.2) on multinomijakauman todenndkoisyysfunk-
tio kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n ja kaikilla sellaisilla pq, .. .,
P, ettd 0 < p; <1 jap +---+pp=1

2. Jos X ~ Mult(n,p), niin

X~ Bin(napi) ja (Xia Xj) ~ Tri(n’pivpj)’

E(X;) = np;, Var(X;) = np;(1 — pi), Cov(X;, X;) = —npip;,
M(t) = E[exp(thl +--+ thk)] = (pletl 4+ ... —l—pket’“)n.

Multinomijakauma liittyy otantaan palauttaen. Olkoon uurnassa eriviri-
sid, palloja yhteensd N, virien lukumé&éiri on £ ja virié ¢ olevia palloja on N;
kappaletta (i = 1,2,...,k) ja Ny + Ny + --- + N, = N. Otannassa palaut-
taen todenndkdisyys p; saada véri i on N;/N jokaisessa nostossa. Valitaan
uurnasta n palloa palauttaen ja olkoon X; véiria ¢ olevien pallojen lukumaéa-
rd otoksessa. Silloin satunnaismuuttujien X, Xs, ..., X yhteisjakauma on
multinomijakauma.

Otannassa palauttamatta uurnan sisilté muuttuu ja siten myos valinta-
todennédkoisyydet muuttuvat valintaprosessin aikana. Satunnaismuuttujien
Xy, Xo, ..., Xi yhteisjakauman johtamiseksi meiddn on yleistettdva alalu-
vussa 2.7.1 esitetty hypergeometrinen jakauma.
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Olkoon z; vérid i (1 < ¢ < k) olevien pallojen lukuméiri otannassa
palauttamatta. Milla todennékoisyydellda saadaan otos, jossa eri viria olevien
lukuméérit ovat (x1,xe,...,x;)? Koska uurnassa on N; kappaletta virid i,
niin 0 < z; < N;. Otoskoko on n jan = xy + x9 + -+ + xp. Nyt vérid 1
olevat x; palloa voidaan valita (];711) tavalla, virid 2 olevat (];;2) tavalla ja
lopulta vérid & olevat pallot (]::) tavalla. Suotuisten otosten lukuméairé on

tuloperiaatteen nojalla
N1\ [Ny N,
x1 ) \ 29 e )

Koska kaikkien mahdollisten n:n kokoisten otosten lukumaééréd on (]X), niin
todennikoisyys saada lukuméarit (x, xe, ..., xy) erivérisid palloja on

N\ (N: N,
G) G2) - G

() ’
missd 1 + x9 + -+ + xp = n. TAma on moniulotteisen hypergeometrisen
jakauman todennikoisyysfunktio.

(7.4.3) f@r, 2o, o) =

7.5 Kahden muuttujan normaalijakauma

7.5.1 Standardimuoto

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Z ja V' ovat riippumattomat ja noudat-
tavat standardimuotoista normaalijakaumaa. Silloin Z:n ja V:n riippumat-
tomuuden nojalla satunnaisvektorin (Z, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on

_ 1 —22/2 1 —v?/2 _ i —(22+v?)/2
(7.5.1)  fzv(z,v) = f(2)f(v) = \/ﬂe \/%e =5-e :
Sanomme, ettd satunnaisvektori (Z, V') noudattaa kaksiulotteista standar-
dimuotoista normaalijakaumaa ja funktio (7.5.1) on tdméin jakauman ti-
heysfunktio. Merkitddn (Z,V) ~ Ny(0, I), missd 0 on 2 x 1-nollavektori eli
0 = (0,0)T. Merkinté (0,0)7 tarkoittaa vektorin (0,0) transponointia, joka
muuntaa vaakavektorin (0,0) pystytoriksi. Matriisi

(1)

on 2 x 2-identiteettimatriisi. Yhteisjakauman reunajakaumien keskiarvot ovat
E(Z) = E(V) = 0 ja varianssit Var(Z) = Var(V) = 1 sekd Cov(Z,V) = 0.
Satunnaisvektorin (Z, V) odotusarvovektori on [E(Z), E(V)]T = 0 ja kova-

rianssimatriisi
Var(Z) Cov(Z,V)\ (1 0
Cov(V,Z) Var(V) ) \0 1)°

Huomaa, ettd aina Cov(Z, V) = Cov(V, Z), joten kovarianssimatriisi on sym-
metrinen. Voidaan merkitd myos (Z, V') ~ Ny(0,0;1, 1,0), missé odotusarvot,
varianssit ja korrelaatio on annettu sulkeissa.
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7.5.2 Korreloivat muuttujat

Oletetaan, ettd X ~ N(0,1) ja Z ~ N(0,1) ovat riippumattomat. Niiden
avulla voidaan konstruoida normaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttu-
ja Y siten, ettd X ja Y korreloivat. Kiertamalld x-akselia kulman 6 ver-

z z
(X, 2)
<~ — — — — — — Jr—-—————-
P y | y
!
| !
19
Y 155y
\
| o9 !
l S5
0 ¥ T 0 z T
X
Kuvio 7.3.

ran vastapiividn saadaan y-akseli (Kuvio 7.3). Projisoidaan satunnaispiste
(X, Z) y-akselille ja merkitéén tétd projektiota Y:11&. On helppo todeta geo-
metrisen pédttelyn avulla (Kuvio 7.3), etté

Y = XcosO + Zsin6.

Satunnaismuuttuja Y saadaan siis X:n ja Z:n lineaarisena muunoksena. Tés-
ta seuraa, etta

E(Y)=-cosf -E(X)+sinf-E(Z)=0
ja
Var(Y) = cos*# - Var(X) +sin®6 - Var(Z) = 1,

koska E(X) = E(Z) = 0 ja Var(X) = Var(Z) = 1. Lauseen 6.4 mukaan
Y ~N(0,1). Satunnaisuuttujien X ja Y 2. kertaluvun sekamomentti on

E(XY)=FE[X(Xcosf+ Zsinb)]
=cosf - BE(X?) +sinf - E(X2)
= cos 0.

Viimeinen yhtéisuuruus seuraa siité, ettd F(X?) = 1ja E(XZ) = E(X) E(Z)
0. Satunnaisuuttujien X ja Y vélinen korrelaatio Cor(X,Y) = F(X,Y), kos-
ka E(X)=E(Y) =0 ja Var(X) = Var(Y) = 1.

7.6 Satunnaisvektoreiden muunnokset

Oletetaan, ettd jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman ti-
heysfunktio on f. Olkoon

(7.6.1) U=mh(XY); V=hy(X,Y)
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sellainen satunnaisvektorin (X,Y’) muunnos, etti silld on kd&nteismuunnos.
Silloin mité tahansa satunnaisvektorin (U, V) arvoa (u,v) € R? vastaa yksi-
kiisitteinen satunnaisvektorin (X,Y") arvo (z,y) € R% Voimme silloin m#-
ritelld kddnteiskuvauksen

z = g1(u,v); y = g2(u,v).

Vektoreiden (u,v) € R? ja (z,y) € R? vililli on yksi-yksinen vastaavuus.
Oletetamme lisdksi, ettd funktioilla g; ja go on jatkuvat osittaisderivaatat.
Yksiulotteisen muunnoksen tapauksessa laskettavaa derivaattaa ¢’ vastaa sa-
tunnaisvektorien muunnoksen Jacobin determinantti, joka on funktioiden g,
ja go osittaisderivaattojen matriisin determinantti. Jacobin determinanttia
kutsutaan muunnoksen Jakobiaaniksi.

Muunnoksen (7.6.1) Jakobiaani on

or or
oz, y) |ou ov| Oxdy 0Oyox

7.6.2 = i AN Al
( ) I(u,v) |0y Oy| Oudv Oudv’
ou Ov

missa

a_ZL‘ _ agl(uvv) @ _ agl(u,v)

ouw  Ou o ov

Jy _ 0go(u,v) Ay _ 0go(u,v)

ou ou ov ov
Jacobin determinanttia merkitiin J = %. Oletetaan, ettd J # 0, kun
f(x,y) > 0. Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on
(7.6.3) oy (u,0) = f(g1(u,v), ga(u, v))|J|.

Satunnaisvektorin (U, V') arvoavaruus Sy saadaan tarkastelemalla kuvaus-
ta (7.6.1), joka kuvaa satunnaisvektorin (X,Y’) arvojoukon Sxy kuvajou-
koksi Sva.

Esimerkki 7.11 Olkoot X ja Y jatkuvat satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f. Méiritelld&n satunnaismuuttujat U ja V siten,
etta

(7.6.4) U=X+Y;, V=X-Y

Johdetaan nyt (U, V):n jakauman tiheysfunktio. Muunnoksen (7.6.4) kdan-
teismuunnos on

u—+v ( ) uU—1v
= u.v)=
9 ) Yy g2(U, 9 )

r =g (u,v) =



7.6. Satunnaisvektoreiden muunnokset 205

ja muunnoksen Jakobiaani on

Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on yhtéalon (7.6.3)
nojalla

(7.6.5) foy(u,v) = %f(u+v . _U)-

2 72
Jos esimerkiksi X ja Y ovat riippumattomat ja noudattavat tasajakaumaa

Tas(0, 1), niin (X, Y):n yhteisjakauman tiheysfunktio f(z,y) = 1, kun z €
[0,1] ja y € [0, 1]. Silloin (U, V'):n tiheysfunktio on

L 0<u+v<2, 0<u—v<2

fU,V(u7U> = {57

0  muualla.

Yleinen muunnos

Tarkasteltavalla muunnoksella ei tietenkéin aina ole kdanteismuunnosta. Jos
muunnos (7.6.1) ei ole yksi-yksinen eli bijektio, niin silld ei ole kiddnteis-
muunnosta. Jos kuitenkin on olemassa sellainen arvoavaruuden Sxy ositus
yhteispisteettomiin (z,y)-tason osavilleihin A;, As, ..., A,,, ettd

(7.6.6) Sxy=A1UAU---UA,

ja muunnoksella
U:hl(l‘,y), U:hg(l',y)

on kdanteismuunnos

r = gi(z,y), Y= g2(x,y)

jokaisella osavalilld A;, ¢ = 1,2,...,m, niin kaavaa (7.6.3) voidaan soveltaa
kullakin osavililla erikseen vastaavalla tavalla kuin yhden muuttujan tapauk-
sessa. Méadritellaan funktiot

hk(xay)a kun (x7y> € Ai;

0 muualla,

hki(xay) = {

kun £ = 1,2. Silloin hy(z,y) = Y00, hu(z,y) ja he(z,y) = D00, hai(z,y).
Jokaisella muunnoksella

u = hy;(z,y), v = hy(z,y)
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on kidnteismuunnos valilla A;, ¢ = 1,2,...,m. Merkitddn niitd kianteis-
muunnoksia

x = g1;(u,v), y = g2:(u,v).
Satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio voidaan silloin esittdi kaavan (7.6.3)
avulla seuraavasti

(7.6.7) fov(u,v) = Z fxy (gu(u, v), g2i(u, U>)|Ji|7

i=1

missd J; on muunnoksen z = gy;(u,v), y = go;(u, v) Jakobiaani.

Satunnaismuuttujien funktion jakauma

Usein tarkasteltavana on vain yksi satunnaismuuttujien X ja Y funktio U =
hi(X,Y). Funktio hy(X,Y) voi olla esimerkiksi muotoa X +Y, XY, X?+Y?
jne. Esitettyd muunnostekniikkaa voidaan edelleen kiyttdd, jos loydetddn
sellainen apumuuttuja V' = hy(X,Y), ettd muunnoksella

U=hmn(X,Y), V =hy(X,Y)

on kddnteismuunnos. Muunnoskaavan (7.6.3) avulla saadaan sitten satunnais-
vektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio, josta voidaan maarittda U:n
reunajakauman tiheysfunktio. Jos esimerkiksi U = hy(X,Y) = X 4+ Y, niin
voidaan valita apumuuttuja V = hy(X,Y) = X — Y. Silloin muunnoksella
u=2x+y, v=2x—y on kiinteismuunnos

w4+ v ( ) u—"v
= u,v) =
9 ) Yy g2\, 9

ja (U, V) tiheysfunktio saadaan kaavalla (7.6.3), niinkuin Esimerkissi 7.11
osoitettiin. Kun téstéd (U, V):n tiheysfunktiosta "integroidaan v pois”, saadaan
U:n tiheysfunktio. Jos ollaan kiinnostuneita esimerkiksi satunnaismuuttujan
U = XY tiheysfunktiosta, voidaan valita apumuuttuja V = X, silld muun-
noksella u = xy, v = z on kiinteismuunnos. Sitten sovelletaan jélleen edelld
kuvattua tekniikkaa. Huomaa, ettd apumuuttujan valinta ei ole yksikésittei-
nen, vaan useilla eri valinnoilla voidaan paastd haluttuun tulokseen.

Tasséd yhteydesséd on syyté palauttaa mieleen Lause 4.5. Siiné osoitettiin
riippumattomille satunnaismuuttujille X ja Y seuraava tulos: Jos g(X) ei
riipu Y:std ja h(Y') ei riipu X:std, niin silloin satunnaismuuttujat g(X) ja
h(Y') ovat riippumattomat. Lause todistettiin diskreettien satunnaismuuttu-
jien tapauksessa, mutta se pitdd paikkansa myos jatkuville muuttujille.

= g1(u,v) =

Esimerkki 7.12 Jos X ja Y ovat riippumattomat ja noudattavat standar-
dimuotoista normaalijakumaa, niin mité jakaumaa noudattaa X 4+ Y7 Maa-
ritelddn ensin apumuuttuja V' = X — Y. Kuten esimerkissa 7.11 osoitettiin,
muunnoksen u =z + y, v = r — y kidnteismuunnos on

u—+v ( ) uU—1v
= u.v)=
9 ) Yy g2(U, 9 )

r =g (u,v) =
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ja muunnoksen Jakobiaani J = —3. Yhtilon (7.6.5) perusteella (U,V):n
tiheysfunktio on
L
fU,V(/U/,'U) = Ee [(u+ )2/8+( )2/8]
_ L eevya o L a1 e
705) — fulw) i v).

Ndemme, ettd fy(u) ja fy(v) ovat kumpikin normaalijakauman N(0,2) ti-
heysfunktioita. Siksi

7fU,V(u>U) dv = fu(u) 7fv(”) dv = fu(u),

joten U = X +Y ~ N(0,2). Identiteetista (7.6.8) seuraa, ettd X + Y ja
X —Y ovat riippumattomat. Havaitsemme my0s, ettd X —Y ~ N(0, 2). Itse
asiassa voidaan todistaa seuraava tulos: Jos X ja Y ovat riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa F', niin X +Y ja X — Y ovat riippumattomat
jos ja vain jos F' on normaalijakauma. ]

Esimerkki 7.13 Olkoot X ja Y jatkuvat satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f. Maéaritellaén lineaarinen muunnos

u = ax + by,
(7.6.9) Y
v =cx +dy.
Ratkaisemalla yhtéaloryhmésté (7.6.9) = ja y saadaan kddnteismuunnos
du — bv
Tr =
D )
_av—cu
y - D Y

missd D = ad — be. Kéddnteismuunnos on olemassa, jos D # 0. Muunnoksen

Jakobiaani on
—b

J—% ¥l ad —bc 1
F sl D

Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on yhtélon (7.6.3)
nojalla

(7.6.10) Fo () = ﬁ

Esimerkin 7.11 yht&l6 (7.6.5) on yhtélon (7.6.10) erikoistapaus. Kun a =
b=c=1jad= —1 sijoitetaan yhtaloon (7.6.10), saadaan yht&lo (7.6.5).
Lineaarinen muunnos

fl(du —bv)/D, (av — cu)/D].

u=axr+ by +e,
v=cr+dy+ [
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voidaan palauttaa muunnokseen (7.6.9) merkitsemilld u* = u — e ja v* =
v — f, jolloin

u* = ax + by,
vt = cx + dy.
Yhtélosta (7.6.10) saadaan sitten (U*, V*):n tiheysfunktio. O

7.6.1 Yleinen kahden muuttujan normaalijakauma

Standardimuotoinen kaksiulotteinen normaalijakauma méériteltiin alaluvus-
sa 7.5.1. Yleinen kaksiulotteinen normaalijakauma voidaan méaaritelld stan-
dardimuotoisen normaalijakauman avulla vastaavasti kuin yhden muuttu-
jan tapauksessa. Olkoon (X,Y’) sellainen satunnaisvektori, ettd E(X) = py,
E(Y) = s, Var(X) = 0%, Var(Y) = 02 ja Cov(X,Y) = o». Silloin satun-
naisvektorin (X,Y) keskiarvovektori on g = (1, tt2) " ja kovarianssimatriisi

2
g 012
E — 1 2 .
012 Oy
Satunnaismuuttujien X ja Y vilinen korrelaatiokerroin on p = g

Maéritelmi 7.6 Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa normaalijakaumaa, jon-
ka keskiarvovektori on p ja kovarianssimatriisi 32, jos se voidaan lausua muo-

dossa
X =y = 01\/1 = p*Zy + po1 2,

(7.6.11)
Y — po = 0925,

missd 7, ja Z, ovat riippumattomat ja noudattavat standardimuotoista nor-
maalijakaumaa N(0, 1) sekid o1 > 0, 09 > 0 ja |p| < 1.

Merkitsemme (X,Y) ~ Ny(p,X), kun (X,Y) noudattaa normaalija-
kaumaa, jonka keskiarvovektori on p ja kovarianssimatriisi 3. Normaalija-
kaumaa Nj(p, ) noudattava satunnaisvektori (X, Y') saadaan aina riippu-
mattomista standardoiduista normaalimuuttujista lineaarisella muunnoksel-
la (7.6.11)

Yleisen normaalijakauman tiheysfunktio saadaan suoraan Esimerkissi 7.13
esitetylla tekniikalla. Merkitddn z — p; = u ja y — s = v. Koska nyt lineaa-
risessa muunnoksessa (7.6.9) ¢ = 0 ja D = ad, saa yhtilo (7.6.10) muodon

Jow (1, 0) = —f( du — bv ’2)

Koska f on kahden muuttujan standardimuotoisen normaalijakauman tiheys-
funktio ja muunnoksessa (7.6.11) a = 014/1 — p?, b = po; ja d = 0, niin
1

1 , v
v e e e LR

b

1 [ 1 (u2 o, Y N 1)2>]

= exp|l——— = —2p—— + = | |.
201094/ 1 — p? 2(1 — p?) \ o? p01 oy 03
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Kun edelld johdettuun tiheysfunktioon sijoitetaan v =z — uq ja v =y — o,
saadaan (X,Y):n tiheysfunktio

1

1 T —
201094/ 1 — p? b [_2(1 —p?) (( o1 )
_Qp(x;/il) <y;2,u2) N (%)j]

Seuraavassa lauseessa esitetdan kaksiulotteisen normaalijakauman keskei-
set ominaisuudet.

(7.6.12) fxy(z,y) =

Lause 7.9 Oleteaan, etti satunnaisvektori (X,Y) noudattaa kaksiulotteista
normaalijakaumaa No(p, ), missi p = (py, p2)’ = [E(X), E(Y)]" ja

m= (7 75) = (tx) ) o)

ja p=Cor(X,Y) = % Silloin pitdvdt paikkansa seuraavat ominaisuudet:
1. X ~ N(u,0%) ja Y ~ N(pg,03),
2. X ja 'Y ovat risppumattomat jos ja vain jos p = 0.

3. X: ja Y :n ehdolliset jakaumat:

pPo
X Tyt 22 ) 030 = 7)),

eli X noudattaa normaalijakaumaa ehdolla, etté Y = y on annettu.
Vastaavasti

[oX
Vo N+ 22— ), 1= ).
1

4. Satunnaisvektorin (X,Y) momenttifunktio on

02s? + o3t? + 2p01023t)

M(s,t) = exp (uls + pat + 5

Lause 7.10 Satunnaisvektori (X,Y) noudattaa kaksiulotteista normaalija-
kaumaa, jos ja vain jos satunnaismuuttujien X ja Y lineaarikombinaatiot
aX+bY noudattavat yksiulotteista normaalijakaumaa kaikilla a € R ja b € R.
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7.6.2 Studentin {-jakauma, F-jakauma ja beta-jakauma

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Z ja U ovat riippumattomat, Z ~ N(0, 1)
ja U noudattaa x2-jakaumaa vapausastein r eli U ~ Khi2(r). Tarkastellaan
nyt satunnaismuuttujan

A
VU/r

jakaumaa. T&atd4 muotoa olevalla satunnaismuuttujalla on erittdin keskeinen
rooli tilastollisessa péadttelyssd. Satunnaismuuttuja (7.6.13) noudattaa ns.
Studentin t-jakaumaa (tai lyhyesti ¢-jakaumaa) vapausastein r. Jakauma on
nimetty englantilaisen tilastotieteilijin W. S. Gossetin mukaan. Gosset esitti
tdméan jakauman Biometrikassa vuonna 1908 nimimerkilld "Student”. Kun T’
noudattaa Studentin ¢-jakaumaa vapausastein r, merkitdin 7" ~ t(r).
Olkoon X1, X», ..., X, on otos normaalijakaumasta N(yu, 0?). Silloin siis
satunnaismuuttujat Xq, Xo, ..., X,, ovat toisistaan riippumattomat ja
X; ~N(p,0?), 1 <i < n. Otoksesta laskettu suure

X —u_ (X—w/lo/Vh)
N ==

eli otossuure noudattaa t-jakaumaa vapausastein n — 1, missd X on otoskes-
kiarvo ja

(7.6.13) T =

(7.6.14)

n

2 1 )2
§t=— ;(XZ X)
on otosvarianssi. Lausekkeen (7.6.14) osoittaja (X — p)/(o/4/n) noudattaa
normaalijakaumaa N(0, 1) ja satunnaismuuttuja (n — 1)S?/0? noudattaa ja-
kaumaa Khi2(n — 1). Koska X ja S? ovat toisistaan riippumattomat, niin
lausekkeen (7.6.14) osoittaja ja nimittdja ovat toisistaan riippumattomat.
Satunnaismuuttujan (7.6.13) eli Studentin t-jakauman tiheysfunktio va-

pausastein r on

T(z£) 1 1
T(L) vrr (14 2/r)ee

Huomaa, ettd vapausastein r = 1 tiheysfunktiosta (7.6.15) tulee Cauchyn
jakauman tiheysfunktio.

Tiheysfunktio (7.6.15) saadaan suoraviivaisesti edelli esitetylld muunnos-
tekniikalla. Lahdetddn liikkeelle satunnaisvektorin (Z,U) yhteisjakaumasta.
Koska Z ja U ovat riippumattomat, niin

—00 < t < o0.

(7.6.15) fr(t) =

1 22 1
e 2z WP e T? o0 < 2z <00, 0< U< 00.

Jzuo(zw) = = Ty

Tehddidn muunnos

t =
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jonka kiddnteismuunnos on

z=t\/w/r, u=w.

Muunnoksen jakobiaani on /w/r. Sen jilkeen voidaan soveltaa muunnos-
kaavaa (7.6.3). T'n tiheysfunktio saadaan (7, W):n yhteisjakauman tiheys-
funktiosta integroimalla w:n yli:

fr(t) :/fZ,U[t(w/T’)l/2,w}(w/r)l/de.

Laskennan lopputuloksena on ¢-jakauman tiheysfunktio (7.6.15). Yksityis-
kohdat jatetddn lukijan tehtévéksi.

Studentin ¢-jakaumalla ei ole momenttifunktiota, koska silld ei ole kaik-
kien kertalukujen momentteja. Jos T, ~ t(r), niin silloin 7114 on ainoastaan
r — 1 ensimméistd momenttia. Esimerkiksi jakaumalla t(1) ei ole keskiarvoa
ja jakaumalla t(2) ei ole varianssia. Voidaan laskemalla osoittaa, etta

. r .
(7.6.16) E(T,)=0, josr>1, Var(7,) = 5 JosT> 2.
r —

Toinen tilastollisessa péattelyssd keskeinen jakauma, Snedecorin F-ja-
kauma tai vain lyhyesti F-jakauma, voidaan johtaa t-jakauman tapaan. Jos
X1, X, ..., X, on otos normaalijakaumasta N (1, 07) ja X1, Xo, ..., X,, otos
normaalijakaumasta N(uz, 03), niin silloin satunnaismuuttuja

St/ot
53 /03

(7.6.17)

noudattaa F-jakaumaa vapausastein n — 1 ja m — 1. Lausekkeessa (7.6.17)
S? ja S3 ovat otosvarianssit. S7/o% ja S3/03 ovat riippumattomat ja

(n —1)S?/0? ~ Khi2(n — 1), (m —1)S3 /o2 ~ Khi2(m — 1).

F-jakauma médiritelladn seuraavasti: Jos X ~ Khi2(r) ja Y ~ Khi2(s)
ovat riippumattomat, niin satunnaismuuttuja

F_X/T

(7.6.18) =5

noudattaa F-jakaumaa vapausastein r ja s. Silloin merkitddn F' ~ F(r,s). F-
jakauman tiheysfunktio voidaan johtaa vastaavalla tavalla kuin ¢-jakauman
tiheysfunktio. Maaritellain muunnos

_ X

U=X+Y V =
5 Y/s’
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missd F-suuretta (7.6.18) on merkitty kirjaimella V. Muunnoksen kddnteis-
muunnos on

—1 —1
X:f<1+fv) Uv, Y:(va) U.
S s s
Koska X ja Y ovat riippumattomat, niin
fxy(X,Y) = ky ko271 y s/ 1= (@40)/2. 0<z<oo, 0<y<oo,

missé k, = 1/1“(%)27"/2 ja ks = 1/F(§)25/2. Kun lasketaan Jakobiaani ja teh-
dédén sijoitukset, saadaan satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio fyy (u,v)
kaavan (7.6.3) mukaisesti. V:n reunajakauman tiheysfuntio on sitten F-jakauman
tiheysfuntio:

(16.19)  fu(v) = —CE) (Y72 __wP 0
.0. rlv) = - 3 < ) a2 < v < 0.
L(5r()\s [14 2] "2
F-jakauman keskiarvo ja varianssi ovat
S
7.6.20 E(F)=—— > 2
(7.6.20) (F)=—25, s
252 -2
(7.6.21) Var(p) = 25 ts=2) s> 4.

r(s—2)%(s—4)’
Beta-jakauma

Olkoot X ~ Gamma(q,#) ja Y ~ Gamma(f,6) riippumattomat gamma-
jakaumaa noudattavat satunnaismuuttujat. Silloin satunnaisvektorin (X,Y)
tiheysfunktio on

I SRS Ry Tty
f(l‘vy)_ F(a)F(ﬁ)QO‘*ﬁx y eXp( 0 )7 O<"L‘7 y<00

Tarkastellaan muunnosta

U —
X+Y’

jonka kiddnteismuunnos on
X=UV, Y=V-UV.

Muunnoksen Jakobiaani on

Satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio on kaavan (7.6.3) mukaan

(uv)* (v — uw)P e ",

fovle ) = 5
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missid 0 < u < 1ja0 < v < oo. Kun téstd (U, V):m yhteisjakauman tiheys-
funktiosta maaritetddn U:n reunajakuman tiheysfunktio, saadaan

(7.6.22) folu) = Muﬂa —u)’ 1 0<u<l.

[(e)T'(5)
Sanomme, ettd U noudattaa betajakaumaa parametrein « ja (3. Silloin mer-
kitsemme U ~ Beta(a, ). Koska (7.6.22) on tiheysfunktio, niin

1

L(a)T'(3) — [ w1 — )P du
I(a+p) _/ S

Funktiota

(7.6.23) B(a, ) =

kutsutaan betafunktioksi.

Betajakauma on yksi niitd harvoja nimettyja jakaumia, joiden koko to-
dennékdisyysmassa on dérelliselld valilld, eli valilla (0, 1). Betajakauman mo-
mentit on helppo laskea tiheysfunktion erityisominaisuuksien avulla. Kun
n > —a, niin

Bla+n,8) T(a+n)l(a+ )

(7.6.24) EQX) = B(e,3)  T(a+pB+n)T(a)

Sijoittamalla n = 1 ja n = 2 kaavaan (7.6.24) saadaan 1. ja 2. momentti ja
niiden avulla varianssi:

a af

(7.6.25) E(X) = P ja Var(X) = CECHCEYES)

Esimerkki 7.14 Oletetaan, ettd on suoritettavana n+m tyota. Toiden suo-
rittamiseen tarvittavat ajat noudattavat toisistaan riippumatta eksponetti-
jakaumaa keskiarvolla # > 0 (ts. gammajakaumaa parametrein o« = 1 ja 6.)
Oletetaan, etta kaksi eri tyontekijaa tekee ndma tyot siten, ettd tyontekija A
tekee tyot 1, 2, ..., n ja B tekee tyot n+1, n+2, ..., n+m. Jos merkitdan
X114 tyontekijan A kiyttamad aikaa ja Y':1l14 tyontekijin B kiyttamaa aikaa,
niin toisistaan riippumatta X ~ Gamma(n, ) ja Y ~ Gamma(m,#). Silloin
(n + m)m tyon vaatima kokonaisaika X + Y noudattaa gammajakaumaa
Gamma(n + m, ). Tyontekijin A kdyttama suhteellinen osuus X/(X +Y)
kokonaisajasta noudattaa betajakaumaa Beta(n,m). 0

7.7 Jarjestyssuureet

Otoksen suurin ja pienin arvo seki keskimaérdinen arvo, mediaani, ovat tér-
keitd otossuureiden arvojen jirjestykseen perustuvia tunnuslukuja. Olkoon
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Xy, Xy, ..., X, otos. Merkitdén otoksen pienintd arvoa X ;) seuraavaksi pie-
nintd X2y ja niin edelleen, joten

Xy =Xg == Xa-

Tamé indeksointi tarkoittaa sitd, ettd otosarvot pannaan kasvavaan jérjes-
tykseen. Jos otos on esimerkiksi 5.0, 3.1, 2.7, 6.1, 5.3, niin jirjestetty otos on
2.7, 3.1, 5.0, 5.3, 6.1. Nyt81lse81merk1ks1X1—5O X1y =2.7ja X3 =5.0
on medlaam ja X3 = 2.7. Nyt siis

X(l) = min(Xl, e ,Xn)
ja
X(n) = maX(Xl, ce ,Xn).

Tunnusluku Xy on otoksen k. jarjestystunnusluku.

7.7.1 Maksimi ja minimi

Olkoon X1, X, ..., X, otos jakaumasta, jonka kertyméfunktio on F'(x). Mak-
simin kertyméafunktio on

F(n ( ) (X ) )
PXy<z, Xo<=z, ..., X, <2x)
= P(X < )P(X2 <z)---P(X, <x),
koska X1, Xo, ..., X, ovat riippumattomat. Kertyméafunktion méiritelmén

mukaan P(X; < z) = F(x), joten
Fy (@) = [F(2)]".

Minimin kertymaéfunktio on

)

Fue) = P(Xy <
=1-P(Xu > )
=1-PXi>z, Xo>uz, ..., X, >12)
=1—-P(X;>x)P (X2>x) -P(X,, > )
=1—[1-F(x)]"

Esimerkki 7.15 Olkoon Xj, Xy, ..., X, otos eksponenttijakaumasta Exp()\).
Mééritetddn minimin X(;) jakauma. Eksponenttijakauman Exp(\) kertymi-

funktio on
0, kun z < 0;
F(z) = e
1—e*, kun x > 0.

Silloin minimin kertyméfunktio on

0, kun x < 0;
Foyle) = {1 —e ™ kun z > 0.

Minimi noudattaa siis eksponenttijakaumaa Exp(nl). O
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Jos otos on jatkuvasta jakaumasta, jonka tiheysfunktio on f(x), saa-
daan X(1):n ja X(,):n jakaumien tiheysfunktiot derivoimalla kertyméfunktiot
Finy(z) ja Fipy(x). Nyt siis maksimin tiheysfunktio on

o) = < [F (@) = n[F(@)]" " 7(a)

ja minimin tiheysfunktio on

d

foy(z) = @(1 — 1= F@)]") =n[l = F(2)]"" f ().

7.7.2 Jarjestyssuureen X, jakauma

Olkoon X, Xs, ..., X, otos jakaumasta, jonka kertyméfunktio on F'(z). Joh-
detaan nyt jarjestystunnusluvun Xy, 1 < k < n, jakauma. Jos {X¢) < z},
niin silloin ainakin k£ otosarvoa on pienempid tai korkeintaan yhtd suuria
kuin x. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi tapausta n = 3. Johdetaan
mediaanin Xy jakauma. Tapahtuma {X () < x} toteutuu tidsmaélleen silloin,
kun {X; <z, Xy <z} tai {X; <z, X3 <z} tai {Xy <2z, X3 <z} tai
{X1 S Z, X2 S x, X3 S l’} Koska

P(X;<w, X;<z)=[F@)[l-F(z)], i#]
" P(X, <z, Xy <z, X3<ux)=[F()]
Foy(x) = P(X() < ) = 3[F(2)]*[1 = F(2)] + [F(2))*
(7.7.1) = Z (3> [F(2)]'[1 — F(x)]*"

Yleisessi tapauksessa vastaava kaava voidaan johtaa samalla periaatteel-
la. Emme kuitenkaan késittele yleisen kaavan johtoa sen tarkemmin, toteam-
me vain, ettd X;):n kertyméafunktio on

1D ) =P <0 =3 (1) F@ - R

- 1
i=k

Jos otos on jatkuvasta jakaumasta, saadaan vastaava tiheysfunktio deri-
voimalla kertyméfunktio. Esitetddn ensin X(9):n tiheysfunktio, kun n = 3.
Kun kertyméfunktio (7.7.1) derivoidaan, saadaan

foy () = Fiyy(z) = 3 2F (2) f(2)[1 = F(2)] = 3[F(2)]* f (x) + 3[F ()] f ()
=3IF(x)[1 = F()]f(2).
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Derivoimalla lauseke (7.7.2) saadaan satunnaismuuttujan X, tiheysfunktio
yleisessé tapauksessa (1 < k < n):

DR F) (@)

(7.7.3) Ju(x) = (k—1Dl(n - k)!

Esimerkki 7.16 Olkoon X, X5, X3, X4, X5 otos jakaumasta, jonka tiheys-
funktio on f(z) = 2z, 0 < z < 1. Jakauman kertyméfunktio on

0, x<0;
F(x)=<2z%? 0<az<1;
1, z>1.

Silloin mediaanin tiheysfunktio on lausekkeen (7.7.3) nojalla

ol

= ﬁx‘l(l —2%)% - 27 = 602°(1 — 2*)?, 0<x<l.

fe)(@)
Vastaavasti minimin tiheysfunktio on
fay(z) = 10z(1 — 2*)*, 0<z<l1
ja maksimin tiheysfunktio on

fs)(x) = 1027, 0<z<l1.

fay(z)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Kuvio 7.4. Minimin, maksimin ja mediaanin tiheysfunktio, kun otos
on jakaumasta f(z) =2z, 0 <z < 1.
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Moniulotteiset jakaumat: Yhteenveto

Diskreetti kaksiulotteinen jakauma
Satunnaisvektorin (X,Y) yhteisjakauma.
Todennéakoisyysfunktio f(z,y) toteuttaa ehdot
1. 0< f(x,y) <1, kaikilla (z,y) € S ja
2. > flry)=1,

(z,y)€S

missd S on satunnaisvektorin (X,Y’) arvojoukko.

Reunajakaumien todennikoisyysfunktiot:

fx(@)=Y flzy), =S  frly)= ) flx,y), yeSy

yESy rE€Sx

Ehdolliset todennikoisyysfunktiot:

f(z,y) : f(z,y)
fHlxly) =" Jja  folyl|x)= , r,y) €S.
=) W= oY)
Bernoulli Flay) =plo U ph Pl Y pY, missi
Ber2(p1, p2, p11) Poo +Ppor +po+prn =1, x€{0,1} ja ye {01}

EX)=p=PX=1), EY)=p=PY=1)
E(XY)=pn=P(X=1,Y =1)
Multinomi p=(p1,p2,---,Dk), missé,
Mult(n, p) 0<pi<1l ja prt+pe+---+p=1
E(X;) = np;, Var(X;) = np;(1 — p;)
Cov(X;, X;) = —npip;
Xi ~ Bin(napi)a (Xla Xj) ~ Mu“’(naplapj) 11— pi — pj)
M(t) = (pre™ + -+ -+ pre'*)"
N1\ (N2 N
(o) Ga) - )
(%)

Ni+Ny+---+N,=N ja z1+x2+--+x=n

Hypergeometrinen f(xy,zs,...,25) = , missé

Muuttujien vaihto

Satunnaismuuttujan Y = h(X) tiheysfunktio, kun X:n tiheysfunktio on
fx(z):
frw) = fxgW]ldW)l, v e Sy,

missd ¢g(y) on h(x)m kiddnteisfunktio.
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Jatkuva kaksiulotteinen jakauma

— Jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y muodostaman satunnaisvektorin
(X,Y) tiheysfunktio toteuttaa ehdot

1. f(z,y) > 0 kaikilla (z,y),
2. [ [ flz,y)dedy =1,

3. P(X,Y)e A= [[ fl(z,y)dedy.
(z,y)€A
Reunajakaumien tiheysfunktiot

fx(:v)z/f(x,y)dy, z € Sx; fy(y)z/f(:v,y)dx, y € Sy

Ehdolliset tiheysfunktiot

flz,y) . f(z,y)
fx(@|y) = ja fy(ylz) = ;
) =5 W=7
missd fx(x) > 0ja fy(y) > 0.
Kertyméafunktio
z vy
F(x,y)://f(s,t)dsdt.
— Normaalijakauma (X,Y) ~ Ny (1, 2, 0%, 03, p).
Tiheysfunktio
Fle.w) L | Q)
) = X T a71 9\ ) )
Y 201094/ 1 — p? P 2(1 —p?) Y
missa
xr— 2 xr— — — 2
Q(x’y):( m) _Qp( ul)(y uz)+(y uz)'
01 01 02 02
Reunajakaumat:

XNN(,UlaO-%) ja YNN(M27U§>

Ehdolliset jakaumat:
X:n jakauma ehdolla Y = y on
i po ;
X|y~N M1+a—2(y—/i2)a at(1=p%)|,
Y :n jakauma ehdolla X = x on
POo2

Vi]e~Np+—=(z—m), a3(1—p?)].
L 1 o
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Muuttujien vaihto

Olkoon

muunnos, jolla on kidnteismuunnos = = ¢1(u,v), vy = ga2(u,v). Satunnais-
vektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on

fU,V(u7 U) = f(gl (U, U)a 92(u7 U)) ‘J|7
missd f(z,y) on satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio

ja
oxr Oz

s o 30| _oeoy _ayon
oy Oy| Oudv Ouodv

ou v
Ehdolliset odotusarvot ja varianssit

— Ehdollinen odotusarvo
E(Y) = E[E(Y | X)]
— Ehdollinen varianssi
Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)].
— Studentin ¢-jakauma T ~ ¢(r).
Z

jos Z ~ N(0,1) ja U ~ Khi2(r) ovat riippumattomat. Silloin

T =

r

ET)=0, r>1 ja Var(T) = 5 > 2.
r —
— F-jakauma F ~F(r,s).
X/r
F=20 Op
Y/S (T’ 8)’
jos X ~ Khi2(r) ja Y ~ Khi2(s) ovat riippumattomat. Silloin
25° -2
E(F) = i 5> 2; Var(F) = srts-2) s> 4.

r(s—2)%(s —4)’
— Beta-jakauma X ~ Beta(a, 5); a >0, 3 > 0.

Tiheysfunktio
D@48 s
fX(x)—Wﬂc 1 —a2) 0<xz<l.
_ ¢« : _ af
EX) = at+tpg Var(X) = (a+B)2(a+3+1)
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Harjoituksia
1. Maaritelladn X:n ja Y: yhteisjakauman todennikoisyysfunktio seuraa-

vasti:
r+y

flz,y) = 37 kan z=1,2; y=1,2,3,4.
Maarita
(a) X:n reunajakauman todennikdisyysfunktio ja
(b) Y:n reunajakauman todennikoisyysfunktio.
(c) Laske P(X >Y),
(d) P(Y =2X) ja
(e) P(X+Y =3).

. X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on méaritelty 1. teh-

tavassa.

(a) Laske odotusarvot uy ja py,
(b) varianssit 0% ja 0% seki

) korrelaatiokerroin p.

)

(c

(d) Ovatko X ja Y riippumattomat?

. X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on mééaritelty 1. teh-

tavassa.
(a) Maarita X:n ehdolliset todennikoisyysfunktiot fi(z | y) ehdolla
y=12,3jay=4.

(b) Maaritd Y:n ehdolliset todenndkdisyysfunktiot fo(y | ) ehdolla
r=1jax=2.

(c) Laske P(1 <Y <3| X =1),PY <2| X =2),ja P(X =2|
Y =3).

(d) Laske E(Y | X =1) ja Var(Y | X =1).

. Testataan kymmenen suojakyparan iskukestavyys. Kyparit jaetaan kah-

teen viiden ryhmédn. Ensimmaisen ryhmén kypérille annetaan isku, joka
siarkee kyparan todennékoisyydella 0.1. Toisen ryhméan kypérié isketaan
voimalla, joka sirkee kypéardn todennikdisyydelld 0.3. Milld todennikoi-
syydelld ensimméisen ryhméan kypéria rikkoontuu enemmén kuin toisen
ryhmén kypéria?

. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X;, X5, X3 noudattavat multinomi-

jakaumaa Mult(5;0.1,0.3,0.6) [Toisin sanoen (X7, Xs) ~ Tri(5;0.1,0.3)].

(a) Madrita X;:n reunajakauma ja Xp:n
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10.

11.

12.

(b) ehdollinen todennikoisyysfunktio fo(zs | 21 = 1).

. Nostetaan tavallisesta korttipakasta (52 korttia) satunnaisesti palautta-

matta 13 korttia. Olkoon X; patojen lukumaééra, X, herttojen lukuméa-
rd ja 13 — X7 — X5 ruutujen ja ristien lukumiiri otoksessa.

(a) Madritd X;:m ja Xom yhteisjakuman todennakéisyysfunktio. Mika
on satunnaisvektorin (X;, Xs) arvoalue?

(b) Xi:m todennékoisyysfunktio ja arvoalue?

. Oletetaan, ettéi (X,Y") noudattaa trinomijakaumaa Tri(3, &, 3 ).

(a) Laske odotusarvot uy ja py,
varianssit 0% ja oy sekd
b . . A%( . % k.-
)
)

(c

(d) korrelaatiokerroin p.

kovarianssi Cov(X,Y) ja

. Satunnaismuuttujat X > 0ja Y > 0 ovat riippumattomat ja saavat vain

kokonaislukuarvoja. Osoita, etté
(a) PIX+Y =n)=> PX=0))P(Y =n—k).
k=0

(b) Heitetddn 4:44 harhatonta noppaa ja lasketaan silmélukujen sum-
ma. Mikd on todennékoisyys, ettd summa on 87 (Vihje: Olkoon
X kahden nopan silmélukujen summa ja Y kahden muun nopan
silmélukujen summa.)

. Madritd Esimerkissd 5.13 X:n ja Y:n jakaumien (reunajakaumien) ti-

heysfunktiot. Totea, ettd X ja Y ovat riippumattomat.
Totea laskemalla, ettd Esimerkissd 7.7 E(X |y) = 4,0 <y < 1.

Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman kertyma-
funktio

Flz.y) kxy(r+y), kun0<z<ljal<y<l;
x,y) =
Y 0 muualla.

(a) Laske vakion k arvo ja madritd X:n ja Y yhteisjakauman tiheys-
funktio.

(b) Maaritd X:n reunajakauman ja ehdollisen jakauman tiheysfunktio.

(c) Laske todennékoisyydet

P(X <05, Y <0.5); P(X <0.5); P(X <05]|Y <0.5).

Maarita a, b, ¢, d siten, etti
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Luku 7. Moniuloteiset jakaumat

(a) P(a S F8712 S b) = 08, P(C S F6,6 S d) = 0.98.
(b) P(|tg] > a) = 0.05; P(|ta| > b) = 0.95.
(C) P(F1712 Z b) = 0057 P(Fl’lg S C) =0.2.

Olkoot Y ja Z sellaiset riippumattomat satunnaismuuttujat, etti 2 ~
N(0,1) ja Y ~ x3. Méiritd a, b siten, etti

P(Z<aVY)=0975;  P(Y + 2% <b)=0.975.

Oletetaan, ettd X ~ t(r). Osoita muuttujien vaihtotekniikalla, etté
X? ~ Fy,. (Huomaa, ettd muunnos ei ole monotoninen).

Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio (Esimerkki 7.3)
3
flay)=52°(1=ll),  —l<z<l, —l<y<l

Madritd X:n ja Y:n jakaumien (reunajakaumien) tiheysfunktiot. Totea,
ettd X ja Y ovat riippumattomat.

Oletetaan, etté riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat
tasajakaumaa Tas(0, 1). Laske todennikéisyydet

(a) PIX -Y[<3)]a

(b) P(lg =1 < 3).

Olkoot X ja Y riippumattomat standardoidut normaalimuuttujat. M&a-
ritelldin muuttujat

X+Y XY
e .

V2 V2

Kirjoita U:n ja V:n yhteisjakauman tiheysfunktio. Nayta, ettd U ja V'
ovat riippumattomat.

U

Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa pa-
rametrein p; = py =0, 03 =4, 02 =9 ja p = 0.8.

(a) Kirjoita (X,Y):n yhteisjakauman tiheysfunktion lauseke,

(b) E(Y | ) ja

(c) Var(Y | z).

(Ks. Lause 7.9.)

Erddseen naisten kunto-ohjelmaan osallistuneilta mitattiin kehon rasva-
prosentti X ennen ohjelman alkua ja rasvaprosenttin muutos Y ohjel-
man lopussa. Oletetaan, ettd muuttujien yhteisjakauma on normaalinen
ja Ux = 245, ox — 48, Ly = —02, Oy = 3.0 ja PXYy = —0.32. Laske
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(a) P(13<Y <5.8),

(b) E(Y | X =),

(c) Var(Y | X = x),

(d) P(L3<Y <58| X =18).

(Ks. Lause 7.9.)

20. Oletetaan, ettd satunnaisvektori (X,Y’) noudattaa standardimuotoista
normaalijakaumaa, missi Cor(X,Y) = 0.6. Laske P(X-Y < 1, X+Y >
2).

21. Olkoot X ja Y riippumattomat satunnaismuuttujat, joiden tiheysfunk-
tiot ovat

flxy=e™  flyy=e?  0<zr<o0, 0<y<oo.

Esitd satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio, kun U =
X-YijaV=X+Y,



