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Luku 6

Jatkuvat jakaumat

Sellaiset suureet kuten esimerkiksi aika, lampdétila, pituus ja paino ajatellaan
tavallisesti jatkuviksi muuttujiksi, ts. muuttujiksi, jotka voivat saada miti
tahansa reaaliarvoja annetulla vililld. Esimerkiksi henkilén ikd on jatkuva
satunnaismuuttuja, joka voi saada tietylla véililla positiivisia reaalilukuarvo-
ja. Diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko on dérellinen tai numeroituva,
mutta jatkuvan satunnaismuuttujan arvojoukko on ylinumeroituva. Satun-
naismuuttuja X médriteltiin alaluvussa 2.6.1 jatkuvaksi, jos sen kertymé-
funktio F'y on jatkuva (Mééritelma 2.7).

6.1 Jatkuvat satunnaismuuttujat

Jokaiseen satunnaismuuttujaan liittyy kertymaéafunktio. Satunnaismuuttujan
X kertyméfunktio méériteltiin alaluvussa 2.6.1 (Méaéritelma 2.6 (i7)) piste-
funktiona

F(z) = P(X <ux), z e R.

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on porrasfunktio, joka voidaan
lausua hyppyfunktioiden summana (5.1.1) |ks. alaluku 5.1|.

Lauseen 2.9 mukaan funktio F'(x) on kertyméfunktio jos ja vain jos seu-
raavat kolme ehtoa toteutuvat:

. lim F(z)=0 ja lim F(z)=1.

r——00 T—00

2. F(x) on kasvava (ei-vihenevi) funktio.

3. F(x) on oikealta jatkuva eli mligrvn—i- F(x) = F(xo) kaikilla g € R.
—X0
Jos meilld on jokin satunnaismuuttuja X, niin ominaisuudet 1.—-3. voidaan
todeta todennikoisyysfunktion P(X < x) ominaisuuksien avulla. Jos jokin
funktio F'(x) toteuttaa ehdot 1. 3., ei ole aivan helppoa todistaa, ettid F'(x)
on todella jonkin satunnaismuuttujan kertyméafunktio. Todistus 16ytyy vaa-
tivista todennikoisyyslaskennan oppikirjoista.
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142 Luku 6. Jatkuvat jakaumat

Esimerkki 6.1 Funktio

B 1
C l4e®

(6.1.1) F(z)

on esimerkki jatkuvasta kertymifunktiosta, joka siis toteuttaa Lauseen 2.9
ehdot 1.—3. Koska

lim e * =00, niin lim F(z)=0

ja
lim F(z) =1, koska lim e =0.

Funktio F'(x) on kasvava, koska sen 1. derivaatta

e %
F'(z) = ———= > 0.
(ZL’) (1 + e—x)2

On my6s helppo todeta, ettd F'(x) ei ole ainoastaan oikealta jatkuva vaan
jatkuva. O]

Vastaavalla tavalla kuin diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio
voidaan lausua summana, voidaan jatkuvan satunnaismuuttujan kertymé-
funktio lausua integraalina:

(6.1.2) P@g@:&@:/h@&

Jos fx(t) on jatkuva, niin integraalilaskennan peruslauseen mukaan

(6.1.3) Fy(z) = fx(z),

missd [ (x) on kertyméfunktion Fx(z) derivaatta.

Maaritelmi 6.1 Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio fy(x) on
funktio, joka toteuttaa yhtilon

(6.1.4) FX(:B):/fX(t)dt kaikilla z € R.

Esimerkki 6.2 Olkoon X tiettyyn palvelunumeroon tulevien puheluiden
pituus. Oletetaan, ettd X:n tiheysfunktio on

1
f(z) = Q—Oe_x/m, 0<z<oo.

Silloin X noudattaa ns. eksponenttijakaumaa keskiarvolla 20. Nyt

S={z]0<zr<o} ja f(r)>0 kun z€S.
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Kertyméafunktio on

1 1
F(z) = / — 7t/ dx:/—e_t/zodx
20 20

_ / _et/20 | _ g—/20
0

Silloin d .
F/ - —(1-— —z/20 _ —z/20 _ >
()= < (1—e™™) = L™ = (), 220
ja f(x) =0, kun z < 0. O

Huomaa, ettid yksittdisen pisteen a € R todennikoisyys P(X = a) on
aina nolla, jos X on jatkuva satunnaismuuttuja. Silloin erityisesti kaikilla
reaaliluvuilla b > a

Fb)—F(a)=Pla< X <b)=Pla< X <b)
=Pla<X<b=Pla<X <b).
Jatkuvan satunnaismuuttujan momentit mééaritellain vastaavasti kuin

diskreetin satunnaismuuttujan tapauksessa, mutta méaaritelmassa summa ko-
rvataan integraalilla. Jatkuvan satunnaismuuttujan r. momentt: on

a, = B(X") = ]Ox f(z) da,

missd f(x) on X:n tiheysfunktio. Satunnaismuuttujan X r. keskusmomentti
on

pr = E[(X = p)'],
missd u = E(X) = oy on X:n odotusarvo. Satunnaismuuttujan X odotusarvo

on siis integraali
o0

uw=FEX)= /xf(a:)dx

ja X'm varianssi o on 2. keskusmomentti

0% = pig = B[(X — p)?]

[e.e]

~ [P

— 00

Merkitsemme myds E[(X — p)?] = Var(X), jolloin X:n hajonta on

o = y/Var(X).
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Momenttifunktio on
o0

(6.1.5) M(t) = E(e™) = / e’ f(z) du,
jos integraali 6.1.5 on olemassa jollakin avoimella vélilla (—a, a), missd a > 0.
Tietysti esimerkiksi tulokset

0% = B(X?) — i,
= M'(0),
as = B(X?) = M"(0)

pitavit edelleen paikkansa samalla tavalla kuin diskreettien satunnaismuut-
tujien tapauksessa.

Esimerkki 6.3 Lasketaan nyt Esimerkissa 2.12 mééritellyn satunnaismuut-
tujan X odotusarvo ja varianssi:

ja

Kolmas momentti on
1
3 3 2 / 5 2
0 0

ja 3. keskusmomentti on

o= B[ = "] = [(@ - {20y do

1

= /(a:?’ — 3ux® + 3pr — %) (22) da
0
1 1 1 1

= /I3(21’) dz — 3,u/:v2(2:v) dz + 3#2/93(21') dz — ,u?’/Q:B dz
0 0 0 0
= a3 — 3y + 3> — 1 = g — 3pag + 24

_2 21 AN 3,16 _ 1
B 3) 5 21 15
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My0s prosenttipisteet ovat térkeitd jakauman tunnuslukuja. Jakauman
100p-prosenttipiste m, madritellddn seuraavasti:

pZ/f(a:)d:BZF(vrp), 0<p<l.

Prosenttipistetta m 50 kutsutaan mediaaniks: ja pistetta moo5 ja mo.75 alak-
vartiiliksi ja yldkvartiiliksi. Esimerkissa 2.12 kisitellyn jakauman 36 %:n piste
on 0.6, koska

F(7T0.36> = ﬂ-g.?)ﬁ = 062 = (.36.

Esimerkki 6.4 Olkoon satunnaismuuttujan X kertyméafunktio maéaritelty
seuraavasti

0, x < 0;
2
z 0<xr<1;
_J ST 4
Fol=qi_e 1o,
1, 2 <z

Tarkistamme ensin, ettd F' on todella kertyméfunktio. Toteamme helposti,
etta

1) lim F(z)=0 ja lim F(z)=1,

Tr——00 Tr—00

2) F(z) on z:n kasvava (ei-vihenevi) funktio ja

3) F(z) on oikealta jatkuva, koska se on jatkuva.

Tiheysfunktio saadaan derivoimalla F'(z). Nyt siis F'(z) = z valilla 0 < z <
1ja F'(z) = 2 — z vililla 1 <z < 2. Niin siis tiheysfunktio on

x, 0<zx <1,
fl@)=q2—2, 1<x<2;
0 muualla.

Tiheysfunktio voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa
flz)=1—]z—1], 0<z<2.

Koska X:n tiheysfunktion kuvaaja on kolmion muotoinen, X:n jakaumaa
kutsutaan kolmiojakaumaksi.
Kolmiojakauman odotusarvo on

2 1 2

u:/xf(x)dx:/a:-xdx+/x(2—x)dx

0 0 1
1 2

5 [5) 55

1

I
—_ O
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0.90 F(1.55) = 0.9

0.5 T 05 T

|
I
|
|
I
|
|
I I I T } |

1 1 1 Y } Xz
05 1.0 15 20

05 1.0 15 20

Kuvio 6.1. Kolmiojakauman tiheysfunktion ja kertymaifunktion ku-
vaajat.

Koska jakauma on symmetrinen odotusarvon 1 suhteen, on 1 my6s jakauman
mediaani 7y 50. Se voidaan todeta helposti myds méadritelmén perusteella,

silla F(1) = 12—2 = 0.5. Jakauman 90 %:n piste w9y saadaan ratkaisemalla
yhtélo
2 2
TR L) Y
2
Ratkaisu on mgq9 = 2 — v/0.2 = 1.55. [

[tse asiassa relaatio (6.1.4) ei vilttdméttd ole voimassa kaikilla z:n ar-
voilla, silld F'(x) voi olla jatkuva, mutta ei derivoituva. Jos f(x) on jatkuva,
niin silloin tietysti yht&lo (6.1.4) pitdd paikkansa. Huomattakoon, etté jatku-
van satunnaismuuttujan tiheysfunktio ei vilttamatta ole jatkuva, mutta ker-
tyméafunktio on.

Esimerkki 6.5 Tarkastellaan nyt satunnaismuuttujaa X, jonka tiheysfunk-

tio on
1 1
=, 0<r<s;
Vastaavasti X:n kertyméfunktio on
0, x < 0;
1 1.
F(gj): 57, 0§l’<§7
1,3 1 1 )
;t3(—3), 3<e<L
1 1 <z

Havaitsemme nyt, ettd X:n tiheysfunktio ei ole jatkuva. Nyt myoskdan F' ei

ole derivoituva pisteessi 1. Pisteessi @ = 1 ei ole voimassa, etti F'(z) =

f(z). Téssa on esimerkki jatkuvasta satunnaismuuttujasta, jonka tiheysfunk-
tio ei ole jatkuva ja jonka kertyméfunktio ei ole koko mééarittelyalueella S

derivoituva. ]
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3 | — F(z)
2
1+ 14
%4»— %-—
1
L
: > : >
1 1
2 1 2 1

Kuvio 6.2. Satunnaismuuttujan X tiheysfunktion ja kertyméfunktion
kuvaajat.

Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktiolla voi olla dédrellinen méaara
epdjatkuvuuspisteitd, mutta kertyméfunktio on jatkuva. Esimerkin 6.5 sat-
unnaismuuttujan tiheysfunktiolla on méarittelyalueellaan yksi epdjatkuvu-
uspiste ja kertyméfunktio on jatkuva. Relaatio (6.1.3) pitdd paikkansa vain
tiheysfunktion jatkuvuuspisteissi, mutta ei epdjatkuvuuspisteissi.

Esimerkki 6.6 Miiritellddn satunnaismuuttuja X siten, ettd sen kertymé-
funktio on

0, x < 0;
1 =0:
(6.1.6) Fo)={?% v
3 + %, O0<z <,
1, 1< .
F(x) f ()
1+ 1+
1 1
2 2
f X } x

N = -
[u—

1

N = -

Kuvio 6.3. Satunnaismuuttujan X kertymaéfunktion ja ’tiheysfunk-
tion’ kuvaajat.

Kertymafunktio ei ole nyt jatkuva, koska funktio hyppéaa pisteessid z = 0.
Kertyméfunktio ei ole myoskdan porrasfunktio. Nyt myos yksittéisella pis-
teelld X = 0 on positiivinen todennikoisyys P(X = 0) = %, joten f(z) ei
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ole tiheysfunktio. Itse asiassa kertyméfunktio (6.1.6) voidaan kirjoittaa por-
rasfunktion (kertyméfunktio) ja jatkuvan kertyméfunktion summana. Alalu-
vussa 5.1 médriteltiin hyppyfunktio (x) siten, ettd e(z) = 1 epanegatiivisil-
la z:n arvoilla ja e(z) = 0, kun « < 0. Funktio e(z) on porrasfunktio ja siis
diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Puoliavoimella valilla (0, 1]
tasajakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan kertymafunktio on

0, =<0
Fz)=<z, 0<z<1;
1, 1<

Nyt kertyméfunktio (6.1.6) voidaan kirjoittaa muodossa

1 1 /1 1 1
r(x<g)=34(3) *27(3)
= 1 1+ 1 . 1 = §
2 2 2 4
Satunnaismuuttuja X ei ole diskreetti eikéd jatkuva. 0]

Yleisesti jatkuva satunnaismuuttuja voidaan mééritelld identiteetin (6.1.4)
avulla olettamatta tiheysfunktion f(x) jatkuvuutta. Jos on olemassa sell-
ainen epinegatiivinen funktio f(z) [ts. f(z) > 0 kaikilla € R|, ettd (6.1.4)
pitdd paikkansa kaikilla x € R, niin kertyméfunktion F'(x) sanotaan olevan
absoluuttisesti jatkuva. Absoluuttisesti jatkuva funktio on jatkuva. Kaikkien
tassd luvussa kasiteltdvidt jatkuvien satunnaismuuttujien kertyméfunktiot
ovat absoluuttisesti jatkuvia.

6.2 Tasajakauma ja eksponenttijakauma

6.2.1 Tasajakauma

Jatkuva satunnaismuuttuja X noudattaa tasajekaumaa valilla [0, 1], jos sen
tiheysfunktio on 1 télld vililld ja 0 muualla:

(6.2.1) flz) = {17 kun z € [0,1],

0  muualla.

Silloin merkitdén X ~ Tas(0,1). On helppo todeta, ettd f(x) on tiheysfunk-

tio, koska f(x) >0 ja
1 1
/f(x)dx:/dzvzl.
0 0
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() F(x)
1

[ ]
—_
|
T

f x

1

Kuvio 6.4. Tasajakauman Tas(0, 1) tiheysfunktio ja kertyméafunktio.

Tasajakauman keskiarvo ja varianssi ovat:

1
E(X):/xdx:%
0

ja
1

Var(X) = B(X?) — [E(X)]? = / pdg— 2oL

0
Satunnaismuuttujan X momenttifunktio on

1 1
1 t—1
Mx(t)z/emdx:/zem:e —.
0 0

Huomaa, ettd Mx(0) = 1.

149

Olkoon [a, b] annettu suljettu vili, @ < b. Silloin satunnaismuuttuja U =
(b — a)X + a noudattaa tasajakaumaa vélilld [a, b]. Silloin merkitdén U ~
Tas(a,b). Koska E(U) = (b—a) E(X) +a ja Var(U) = (b — a)? Var(X), niin

E(U) = “‘2”’ i Var) = O 12“) .

Satunnaismuuttujan U tiheysfunktio on

(6.2.2) flu) = {ﬁ> kun u € [a, 0];

0 muualla
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6.2.2 Eksponenttijakauma

Poissonin prosessissa tarkastellaan, montako tapahtumaa (lisdystd) sattuu
jollain aikavililla. Merkitddn w:n pituisella vililla sattuvien tapahtumien
lukuméarad satunnaismuuttujalla X,,. Jos Poissonin prosessin intensiteetti
on A, niin Maéritelmén 5.2 mukaan todennédkoisyys, ettd w:n pituisella vélil-
14 sattuu x tapahtumaa, on

Oy

(6.2.3) P(X, =) =e "
xI.

Poissonin prosessilla voidaan mallintaa esimerkiksi asiakkaiden saapumista
palvelupisteeseen, puheluiden tuloa vaihteeseen, onnettomuuksien sattumista
tarkasteltavalla tieosuudella tai autojen kulkua liikenteen tarkkailupisteen
ohi. Tall6in ajatellaan, ettd yksittiiset tapahtumat sattuvat toisistaan riip-
pumatta taysin satunnaisesti.

Xy ~ Poi(Aw) X,=3
w=1.25
Y N
1 2 | 3 | 4
. ! T T T T T i
W1=0.5 W4=0.88 t t+w Aika

Kuvio 6.5. Kaaviokuva esittdd Poissonin saapumisprosessia, es-
imerkiksi autojen kulkemista liikenteen tarkkailupisteen ohi. Es-
imerkiksi W7 on 1. auton odotusaika ja Wy on 3. ja 4. auton vili-
nen aika. Kiinnitetylld w:n pituisella valilld on kulkenut ohi X,, = 3
autoa. Perdkkiiset odotusajat Wi, Wy, W3, ... ovat toisistaan riip-
pumattomat ja noudattavat samaa jakaumaa.

Tarkkaillaan nyt Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Olkoon W
odotusaika siihen hetkeen, kunnes seuraava tapahtuma sattuu. Odotusaika
on jatkuva satunnaismuuttuja. Jos tarkkailemme prosessia hetkesta ¢ hetkeen
t+w eli w:n pituisen aikavélin [¢, t+w], niin tapahtuma { W > w } sattuu jos
ja vain jos Poissonin prosessissa ei satu yhtddn tapahtumaa valilla [t, ¢ + w].
Siksi identiteetin (6.2.3) mukaan

P(W >w) = P(X, =0)=c.
Odotusajan W kertyméfunktio on siis
F(w) =P(W < w)
=1-PW>w)=1-P(X, =0)
Aw

=1—e"

Koska odotusaika W on epénegatiivinen, niin F'(w) = 0, kun w < 0.
Odotusajan W tiheysfunktio on

F/(w) = f(w) = xe™™
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derivointisd&innon (6.1.3) nojalla. Usein merkitisin A = 3, missd § > 0.

Sanomme, ettd W noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 6 ja merkit-
semme W ~ Exp(#). Parametri § on jakauman keskiarvo. Eksponenttijakau-
man tiheysfunktio on silloin muotoa

(6.2.4) f(w) = %e_w/e.

Eksponenttijakauman Exp(f) momenttifunktio on

e e~ (1-0t)w/6

1
M _ tw =~ —w/f — _
(t) /e 7¢ dw 0/ T

0

1 1
=1 "o t < g
Eksponenttijakaumalla on vastaava "unohtamisominaisuus” kuin geometrisel-
la jakaumalla. Jos T~ Exp(#), niin

(6.2.5) P(T>a+b|T >a)=P(T > D)

kaikilla epanegatiivisilla a ja b. Tulos voidaan todistaa laskemalla ehdollinen
todennékoisyys

P(T>a, T>a+b) P(T>a+Dh)
P(T b|T = =
(I'>a+b|T>aq) P(T > a) P(T > a)
IRGLL
e—a/b

Huomattakoon, etti edelld on kiytetty tulosta

PT>t)=1-P(T<t)=1-F(t)=¢"  t>0.

—e Y = P(T > b).

Esimerkki 6.7 Oletetaan, ettd asiakkaiden saapuminen liikkeeseen noudat-
taa Poissonin prosessia intensiteetilla 20 asiakasta tunnissa. Mikd on toden-
nakaoisyys, ettd myyja joutuu odottamaan seuraavaa asiakasta yli 5 minuut-
tia? Olkoon X odotusaika, kunnes seuraava asiakas saapuu. Silloin prosessis-
sa (6.2.3) A = 1/3 asiakasta minuutissa ja X ~ Exp(3), koska eksponentti-
jakauman keskiarvo = 1/\. Jakauman Exp(3) tiheysfunktio on

1
f(x):§e_x/3, 0<zr<o

ja

o0 00

P(X >5)= / Loess qp — / —e /% = 7/% ~0.1889.
5 k 5
Jatkuvan jakauman mediaani m on sellainen piste, ettd F'(m) = 1/2. Nyt
jakauman Exp(3) mediaanin m tulee toteuttaa ehto F(m)=1—e ™3 =1,
joten
m = 3log(2) ~ 2.0794.
UJ
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6.2.3 Elinaikajakauma

Ominaisuuden (6.2.5) perusteella eksponenttijakauma on sopiva elinajan jakau-
ma silloin, kun jéljelld oleva elinaika ei riipu tdménhetkisesté idstd. Olkoon
T esimerkiksi jonkin elektronisen komponentin iké tunteina. Silloin P(7" > b)
on todenndkoisyys, ettd uusi komponentti kestdd ainakin b tuntia, kun taas
P(T > a+b|T > a) on todenniksisyys, ettd a tuntia kiytossi ollut kom-
ponentti kestdd vield b tuntia. Jos elinaika noudattaa eksponenttijakaumaa,
niin ominaisuuden (6.2.5) nojalla todennékoisyydet P(T > b) ja P(T >
a+b|T > a) ovat samat kaikilla a ja b. Todennékdisyys, ettd komponentti
rikkoontuu b:n seuraavan tunnin aikana, ei riipu lainkaan siitéd, kuinka kauan
komponentti on jo ollut kiytossa.

Funktiota G(t) = P(T > t) kutsutaan eloonjaamisfunktioksi. Eksponent-
tijakauma méirittelee eloonjiimisfunktion G(t) = e¢~*/?, jolla on unohtamis-
ominaisuus

(6.2.6) G(t+s)=G(t)G(s), t>0, s>0.

Maidritelméansi nojalla G(0) = 1 ja G(t) — 0, kun ¢ kasvaa. Onko ekspo-
nenttifunktion lisdksi muita eloonjadmisfunktioita, joilla on unohtamisomi-
naisuus (6.2.6)7 Voidaan osoittaa, ettd ehdon (6.2.6) toteuttavat eloonjadm-
isfunktiot ovat aina muotoa e, \ > 0.

Jos elinaika 7' noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(#), niin vakio A\ = %
on hetkellinen kuolleisuusaste tai vaaran aste. Parametri A sdédtelee toden-
nakoisyytta kuolla hetken T' =t jalkeiselld yksikon pituisella aikavalilla.

Olkoon A tarkasteltavan aikavélin pituus. Maaritelldadan todennékoisyys
PT<t+A|T>t)=1-PT>t+A|T>1)
=1-P(T>A)=1—e"2,
missd viimeistd edellinen yhtésuuruus saadaan unohtamisominaisuuden (6.2.6)
nojalla. Kun funktiota e arvioidaan Taylorin polynomin avulla, saadaan

1
1—e‘m:1—(1—>\A+§)\2A2—-~-)

1
:)\A—§)\2A2+m
~AA, kun A on pieni.
Arviointivirhe pienenee merkityksettomaksi verrattuna A:aan, kun A — 0.
Silloin siis P(T' <t+ A |t > t) = AA.
Nyt ndhdaén, etta
_ P(T<t+A|T >t
lim

A—0 A =

on riippumaton ajasta t. Eksponentiaalisesti jakautuneen elinajan tapauk-
sessa kuolleisuusaste A\ on idsta riippumaton vakio. Yleisesti kuolleisuusaste
A(t) on tietysti ifin funktio.
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Kuvio 6.6. Eksponenttijakauman Exp(2) tiheysfunktio f(t) = %e_tm
ja vastaava eloonjidmisfunktio G(t) = e~%/2.

6.3 Gammajakauma ja y’-jakauma

Gammajakaumajakauma on vélilla [0, 0o) mééritelty jakauma tai jakaumaper-
he, koska parametrien vaihdellessa saadaan hyvinkin erinikéisid jakaumia,
vaikka ne ovat matemaattisesti samaa muotoa. Gammafunktio on

(6.3.1) INa) = /xo‘_le_x dz.

Jos a > 0, niin I'(a) on dérellinen. Jos « on positiivinen kokonaisluku, niin
['(«v) voidaan lausua suljetussa muodossa, muutoin ei.
Gammafunktio toteuttaa rekursiivisen relaation

MNa+1) =al(a),

joka voidaan osoittaa osittaisintegroinnilla. Jos a = n on positiivinen kokon-
aisluku, niin

F'n+1)=nl'(n)=n(n—-1)---2-1-I'(1) =nll'(1).
Koska I'(1) = 1, niin
I'n+1)=n!

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla. Myos 1"(%) = /7 on térked erikoistapaus.
Funktio
ta—le—t

(6.3.2) f(t) = Ty 0<t<o

maédrittelee tiheysfunktion, silld gammafunktiossa integroitava on positiivi-
nen vililld (0, 00). Sanokaamme, ettd (6.3.2) on satunnaismuuttujan 7° ti-
heysfunktio. Kaikkien gammajakaumien perhe saadaan maérittelemélla sat-
unnaismuuttuja X = 7, missd [ on positiivinen vakio. X:n tiheysfunktio
voidaan johtaa soveltamalla Lauseen 6.5 muunnostekniikkaa. Merkitsemme



154 Luku 6. Jatkuvat jakaumat

X ~ Gamma(a, ) ja sanomme, ettd X noudattaa gammajakaumaa parame-
trein « ja 8. Jakauman Gamma(«, 3) tiheysfunktioksi saadaan

1
(6.3.3)  f(z) = F(awaxa—le—m/ﬁ, 0<z<oo, a>0 (>0

Esitdmme nyt gammajakauman perusominaisuudet seuraavassa lauseessa.

Lause 6.1 Oletetaan, etta X ~ Gamma(a, 3).
1. Funktio (6.3.3) mddrittelee tiheysfunktion kaikilla o > 0, 3 > 0.

2.
E(X) = ag, Var(X) = a8
ja
M) = B(X) = (1_1&) L te %.
3.
B(X) = F(ar(+a§)ﬁ

kaikilla ¢ > —a.
4. Olkoon U = bX, b > 0. Silloin U ~ Gamma(a, b3).

Eksponettijakauma on gammajakauman erikoistapaus. Kun sijoitetaan
tiheysfunktioon (6.3.3) o = 1, saadaan

f(z:8) = %

Havaitaan siis, ettd Gammal(1l, 5) = Exp(f3).

e /P x> 0.

x?-jakauma

Toinen tirkesi gammajakauman erikoistapaus on y2-jakauma. Jos valitaan
a = g, missd r on positiivinen kokonaisluku, ja 3 = 2, tulee tiheysfunk-
tio (6.3.3) muotoon

1

(r/2)-1_,—x/2
7F(%)2T/2I e , 0<z<oo,

(6.3.4) f(z) =
mikii on y2jakauman tiheysfunktio vapausastein r. Jos X noudattaa y?-
jakaumaa vapausastein r, merkitiin X ~ Khi2(r). y?-jakauman keskiarvo,
varianssi ja momenttifunktio saadaan nyt suoraan gammajakauman avulla.

Jos X ~ Khi2(r), niin
E(X)=r, Var(X) = 2r
ja
M) = (1202 < %
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Odotusaika Poissonin prosessissa

Seuraavan tapahtuman odotusaika Poissonin prosessissa noudattaa eksponet-
tijakaumaa. Olkoon W nyt odotusaika, kunnes sattuu o tapahtumaa, missé
« on siis positiivinen kokonaisluku. Jos Poissonin prosessin intensiteetti on
A, niin todennékoisyys, ettd w:n pituisella aikavalilld sattuu x tapahtumaa,
saadaan kaavalla (6.2.3):

(Aw)™

o = Aw
P(X,=1z)=e¢ o

Odotusajan W kertyméfunktio, kun W > 0, on

Flw)=PW <w)=1-P(W > w)

= 1 — P(vihemmaén kuin « tapahtumaa vililla [t, ¢ + w])

a—1 x
—1— Ze—)\w ()\'lU) ’

!
g x!
koska tapahtumien lukuméaéra aikavililla [t, +w] noudattaa Poissonin jakau-
maa keskiarvolla \w [ks. (6.2.3)]. Laskemalla derivaatta F'(w) = f(w) saadaan

tiheysfunktio
o )\()\w)a—l —A\w
f(w)_ (Oé—l)' e

Jos w < 0, niin F(w) =0 ja f(w) = 0. Nyt huomaamme, etti

W~ Gamma(a, %)

6.4 Normaalijakauma

6.4.1 Standardimuotoinen normaalijakauma

Tarkastelemme nyt todennékoisyysteorian ja tilastotieteen tirkeintd jakau-
maa, normaalijakaumaa. Olkoon Z jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunk-
tio on

1 2
6.4.1 flz)= e /2 —00 < 2z < 00.
(6.4.1) (2) = o
Silloin Z noudattaa standardimuotoista normaalijakaumaa. Kaytetdan myos
sanontaa ”Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa’.
Tarkistamme nyt, ettd (6.4.1) on todellakin tiheysfunktio. Koska f(z) >
0, pitaa vain osoittaa, etta

oo

/ e #/2dy =1,

— 00

5~
3
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Osoitamme siis, etta

(6.4.2) / e 2 dz = Vor.

Emme pysty suoraan integroimaan funktiota e_zz/z, koska sen integraalifunk-
tio ei ole lausuttavissa suljetussa muodossa. Osoittautuu kuitenkin, etti in-
tegraalin (6.4.2) nelié on helppo laskea.

Integraalin arvo ei muutu, jos integrointimuuttuja nimetdidn uudelleen,

joten
I = /e_zz/zdz: /e‘xzﬂdx: /e_yz/Qdy.

Riittdd osoittaa, ettd I? = 27. Nyt

I? = ( /e‘xg/zdx> ( /e_yg/zdy>

— 00

oo 00 [e%¢) 27
/ / @02 dz dy = (/re_Tz/zdr> (/ dH)

0
27r/e_“ du = 2.
0

Niin siis tulos (6.4.2) pitdd paikkansa. Edelld kolmas yhtdsuuruus saadaan
siirtymalla napakoordinaatteihin:

x =rcosf ja y =rsinf.

Silloin 22 + y?> = 72, dedy = rdfdr ja integrointirajat ovat 0 < r < oo,
0<6<2m.

Integraalilla (6.4.2) on my6s laheinen yhteys gammafunktioon. Koska in-
tegraalissa (6.4.2) integroitava on symmetrinen nollan suhteen, niin inte-
graalit yli villien (—o0,0) ja (0,00) ovat yhtd suuret. Siksi

(6.4.3) /e—zz/2 dz = \/g
0
Tekemalla sijoitus z = %zz integraaliin (6.4.3) saadaan integraali, joka on

I'(3). Silloin

(6.4.4) r(%) — 7:,:—1/%—50 dz = /7.
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Lause 6.2 Oletetaan, ettdc Z noudattaa standardoitua normaalijekaumaa.

Silloin
1. Z:n momenttifunktio on

M(t) = e/, —00 <t < 00.

2. E(Z)=0 ja Var(Z)=1.

Todistus. 1. Miiritelman mukaan

[l
M(t) = /etz\/—Q_We_zz/zdz.

Tehdiisn sijoitus z = z — ¢. Silloin dz = dz ja e'7e=2"/2 = o(*=2))/2 joten

Tl e 1 )
M(t) = e =79)/2 4y — o /2/—e_ac 124y = et'/2.
() /\/27r 2T

Viimeinen yhtdsuuruus seuraa siitd, ettd integraali yli normaalijakauman ti-

heysfunktion \/%e_ﬁﬂ on 1.
2. Koska M (t) = /2 niin M'(t) = te*/? ja M"(t) = "’/ +12e*/2. Silloin
M'(0) =0, M"(0) =1 ja Var(Z) = M"(0) — [M'(0)]* = 1. O

Merkitdén Z ~ N(0, 1), missé siis £(Z) = 0 ja Var(Z) = 1. Seuraavassa
pykilissd méairitelliin normaalijakauma, jonka keskiarvo on p ja varianssi o2.

6.4.2 Yleinen normaalijakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijekaumaa keskiarvolla p ja vari-
anssilla 02 > 0, jos se voidaan esittii muodossa

X=u+o2z,

missd Z ~ N(0,1). Silloin merkitdin X ~ N(u,0?). Jos X ~ N(u,o?), niin

vastaavasti
X —p

o

Z = ~ N(0,1).

Seuraavassa lauseessa esitetddn jakaumaa koskevat perustulokset.
Lause 6.3 Jos X ~ N(u,0?), niin
1. E(X)=p, Var(X)=0% ja

2.
Mx(t) = E(e") = et )2, —00 < t < 00.
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3. X :n tiheysfunktio on

1
f(z) = 5 e (T=m? /207 —00 < < 00.
o

Todistus. 1. Koska X ~ N(u,0?), niin X = p+ oZ, missi Z ~ N(0,1).
Silloin
EX)=E(p+cZ)=p+oEZ)=p

ja

Var(X) = Var(u + 0Z) = ¢* Var(Z) = 0.

2. Mééritelmidn mukaan (ks. myos Lause 4.12)
MX( (e X) |: +UZ)} — it E(etaZ>
_ et“MZ(tU) PITN t202/2 __ etu+t202/2'

3. Tehddan muunnos = h(z) = - + oz. Silloin A:lla on kéénteisfunktio

gjaz=g(z) = =~ seki ¢'(z) . Alaluvussa 6.5 esitettédvin muunnos-
tekniikan avulla saadaan X:n tlheysfunktioksi

F(a) = fz(ﬂ;‘“)ﬁ
- ﬁw

Tavallisesti tiheysfunktio kirjoitetaan muodossa
1

(6.4.5) e (mm?/20%,

fx(@) = —m— e GmR2/27,
210
missa
o=+ Var(X) =
on X:n hajonta. Todistuksessa ei oletettu, ettd o > 0. U

Esimerkki 6.8 Jos X:n tiheysfunktio on
1

f(x) = ?e_(“nz/&, —00 < x < 00,
T

Esimerkki 6.9 Jos X:n momenttifunktio on
MX (t) _ eSt-i—th2
niin X ~ N(5,24) ja X tiheysfunktio on
1

f(z) = 4—8e_(m_5)2/48, —00 < & < 00.
T
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Jos X ~ N(u,0?), niin X:m tiheysfunktio saavuttaa maksimin pisteessi
xr = | ja kddnteispisteet ovat x = p4o. Todennikdisyysmassa on jakautunut
siten, etta

P(|X —p| <o) = P(|Z] < 1) = 0.6826,
P(|X — u| <20) = P(|Z| <2)=10.9544,
P(|X —u| <30)=P(]Z] < 3)=0.9974,
missd Z ~ N(0, 1). Esimerkiksi
P(X =l <o) = P(1Z] <1) = P(-1< Z < 1)
= ®(1) — d(—1) = 0.8413447 — 0.1586553 = 0.6826895,

missa

[l
q)(Z):/\/—2_7re_U2/2d’U

on standardimuotoisen normaalijakauman kertyméafunktio. Sen arvot on taulukoitu
ja se saadaan laskettua useilla ohjelmistoilla. Edelld esitettyjen todenndkoisyyk-
sien kahden numeron likiarvoina kiytetddn tavallisesti lukuja 0.68, 0.95 ja
0.99, jotka eivit ole pyoristettyja vaan katkaistuja arvoja. Myos ylla esitetyt
neljan numeron likiarvot ovat katkaistuja arvoja.

Lause 6.4

1. Olkoon X ~ N(p,0?) ja U = aX +b, missi a # 0 ja b ovat annettuja
vakioita. Silloin
U ~ N(ap + b, a*0?).

2. Olkoot Xy, Xs, ..., X, risppumattomat, X; ~ N(u;,02),1=1,2,...,n
ja ai, o, ..., ay, b ovat annetut vakiot, joista ainakin yksi a; poikkeaa
nollasta. Silloin Y =31 | a;X; + b noudattaa normaalijakaumaa

Y ~ N(iaiﬂi“‘ba iafaf).
i=1 i=1

Esimerkki 6.10 Riippumattomat satunnaismuuttujat X;, X5, X3 noudat-
tavat normaalijakaumaa siten, ettd X; ~ N(2%4"), 1 = 1,2,3. Silloin ¥ =
X1 + X2 + X3 ~ N(14, 32), silla

EY)=2+22+2=14 ja Var(Y) =1+ 22+ 3% = 32

ja Lauseen 6.4 mukaan Y noudattaa normaalijakaumaa. Satunnaismuuttuja
Y = X; + 2X5 + 3X3 ~ N(34,260), koska

EY)=2+2-22+3.2"=34

ja
Var(Y) =1+ 2222 + 32 3% = 260.
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6.5 Muuttujien vaihto

Oletetaan, ettd X on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on
F(z). Lukuisissa sovelluksissa tarvitaan satunnaismuuttujan X jonkin funk-
tion Y = h(X) jakaumaa, kun X:n jakauma tunnetaan. Tehtdvindmme on
nyt siis madrittda satunnaismuuttujan Y = h(X) jakauma, missd h(x) on
xm reaaliarvoinen funktio.

6.5.1 Muunnos kertymafunktio avulla

Voimme pyrkid johtamaan Y:n kertyméfunktion
Gly) = P(Y <y)

suoraan X:n kertyméfunktion F(z) avulla. Y:n tiheysfunktio g(y) voidaan
médrittad sitten identiteetin (6.1.3) avulla, kun G(y) on derivoituva.

Esimerkki 6.11 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

—1<z<1.

Tarkastellaan satunnaismuuttujan ¥ = X? jakaumaa. Silloin Y arvoavaru-
us on Sy = [0,1] ja Y':n kertyméfunktio on

Gly)=PY <y)=P(X*<y)=P(-y =X 2y
vy Vi
33;2 x?’ 3
= [ S-de= ) T =y <y<
/2d /5 o O=ysl
-y -y

O

Esimerkki 6.12 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunk-
tio on

Flx)=1—(1+=x)e ", x > 0.
Johdetaan satunnaismuuttujan Y = e=% jakauma. Merkitiin Y:n kertymé-
funktiota G:114. Silloin
G(y) =P(Y <y)=P(e™ <y) = P[-X < log(y)]
= P[X > —log(y)] = 1 — P[X < —log(y)]
=1 - F[-log(y)],
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missd F'(x) on X kertyméfunktio. Sijoittamalla x = —log(y) X:n kertymé-
funktioon saadaan

Gy) = [1 —log(y))e™*¥ = [1 —log(y)]y.

Koska Sy = (0,00), niin Sy = (0,1). Y on jatkuva satunnaismuuttuja, koska
G(y) on jatkuva ja silld on jatkuva derivaatta muualla paitsi pisteessi y = 0.
Y:n tiheysfunktio on

g(y) =G'(y) = {—log(y), kun 0 < y < 1;

0 muualla.

Huomaa, ettd —log(y) > 0, kun 0 < y < 1. Nyt siis g(y) > 0 kaikilla
y €Sy = (0, 1) O]

6.5.2 Muunnos tiheysfunktion avulla

Seuraavaksi esitetddn yleinen menetelmé, jonka avulla voidaan johtaa satun-
naismuuttujan X funktion Y = h(X) tiheysfunktio suoraan X:n tiheysfunk-
tion fx(z) avulla. Menetelmén edellyttdd kuitenkin, ettd funktiolla h(x) on
tarkasteltavalla valilla kdanteisfunktio. Esimerkiksi funktion y = e® kidédnte-
isfunktio on z = log(y). Myés funktio y = 2 on kddntyvd, kun z > 0, silld
silloin z = | /y. Funktio y = 22 ei ole kddntyvd koko reaaliakselilla, koska sil-
loin x = £/, joka ei ole funktio. Huomattakoon, etté jatkuva funktio h(x)
on kdadntyva, jos ja vain jos se on joko aidosti kasvava tai aidosti viheneva.

Lineaarinen munnos

Tarkastellaan ensin yksinkertaista lineaarista muunnosta Y = aX + b, missi
a ja b ovat annettuja vakioita. Nyt siis h(X) = aX + b. Funktion y = h(x)
derivaatta on

dy _ 0\ _
a—h(z)—a.

Funktiolla h(z) on kdénteisfunktio

ja
dy /
a9 (v)
Esimerkki 6.13 Oletetaan, ettd X ~ Tas(0.5,1.5) ja Y = 2X. Mité jakau-

maa Y noudattaa?
Kuviossa 6.7 on alueen A pinta-ala

PX € (z,x 4+ Azx)] = fx(z) - Az = Ax
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y+ Ay

05z z+ Az 1.5

Kuvio 6.7. Tasajakaumaa Tas(0.5,1.5) noudattavan satunnaismuut-
tujan X lineaarinen muunnos.

ja alueen B pinta-ala

PlY € (y,y+Ay)] = fr(y) - Ay.

Tapahtumat X € (z,z4+Az)jaY € (y,y+Ay) sattuvat tdsmélleen samanaikaises-
ti, joten

(6.5.1) PIX € (z,2+ Azx)] = P[Y € (y,y + Ay)].

Koska y = 2x ja y+ Ay = 2(x+ Az), niin Ay = 2Ax ja identiteetistd (6.5.1)
seuraa, ettd fy(y) = % Koska 0.5 < x < 1.5, niin 1 < y < 3. Niin siis

Y ~ Tas(1,3):
1 1<y<3;
fr(y) = {2

0, muualla.

O

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvoavaruus on Sy. Silloin satun-
naismuuttujan Y = h(X) arvoavaruus Sy méadrdytyy siten, ettd

XeSyeYesy.

Seuraavassa lauseessa esitettiviissid menetelméssé oletetaan, ettd funktio y =
h(z) on tarkasteltavalla arvoalueella kdéntyvé. Silloin on olemassa sellainen
funktio = = g(y), ettd
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Lause 6.5 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on fx(z)
ja arvoavaruus Sx. OlkoonY = h(X) sellainen funktio, ettd silla on kddnte-
isfunktio x = g(y) ja kddnteisfunktion derivaatta g'(y) on olemassa kaikilla
y € Sy, missd Sy on Y :n arvoavaruus. Silloin Y :n tiheysfunktio on

frw) = fx(gW)ldwl,  yeSy.

Todistus. Oletuksen mukaan ¢g(y) on derivoituva, joten se on jatkuva. Koska
h ja g ovat kidntyvid, niin h ja g ovat molemmat joko kasvavia tai vihenevia.
Oletetaan h ja g ovat vihenevii. Silloin

Fy(y)=P(Y <y)=P(h(X)<y)=P(X >g(y)=1-Fx(9(y)).

Derivoidaan 1 — F'x[g(y)] ketjusddnnon avulla, jolloin saadaan

fr) = Fy(y) = —Fx(9(v))d' (v)
= —fx(9W)g'(w) = fx(9))g W)I-

Viimeinen yhtdsuuruus seuraa siitd, ettd ¢’(y) on negatiivinen, koska g on
viheva.

Jos h ja g ovat kasvavia, niin todistus on melkein samanlainen ja se
jatetddn harjoitustehtéviksi. 0]

Esimerkki 6.14 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on fx(r) =e®jaSx ={x |2 >0} OlkoonY = X2 joten X = Y? =
g(Y) ja Sy = Sx. Koska ¢'(y) = 2y, niin

Fry) = fx(@?)|2y] = 2ye™, y > 0.

Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = e~ Silloin X = —log(V).
Merkitdan nyt —log(V) = g(V). Silloin Sy = [0,1] ja §'(v) = —1/v. Siksi

(Y

frle) = Ixl=log(e)| —| = 2 = 1,

joten V noudattaa tasajakaumaa valilla [0, 1]. OJ
Mikali muunnosfunktiolla h ei ole kdanteisfunktiota X:n arvoavaruudessa
Sx, niin Lauseen 6.5 muunnosmenetelmaé ei voi suoraan soveltaa. Jos kuitenkin

on olemassa sellainen Sy :n ositus yhteispisteettomiin osavéleihin Aq, As, ...,
A,,, etta

(6.5.2) Sy =A UA,U---UA,,

ja h on kidntyva jokaisella osavililld, voidaan muunnos tehda jokaisella os-
avalilld erikseen. Sitd varten méiaritelladn funktiot

h(z) = {hi(“’)’ kun z € A;;

0 muualla.
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Silloin h(z) voidaan kirjoittaa muodossa h(x) = >\, h;(x), missé jokainen

hi(z) on kdantyva vililla A;. Olkoot funktioiden h; kdénteisfunktiot vas-
taavasti ¢g;, ¢ = 1,2,...,m. Satunnaismuuttujan Y = h(X) tiheysfunktio
voidaan nyt esittdd Lauseen 6.5 avulla muodossa

m

(6.5.3) frw) = fx(a)lgw).  ye Sy

i=1

Huomattakoon, ettd joskus tarvitaan dérellisen osituksen (6.5.2) sijasta osi-
tus, jossa jakovileja Aj, A, ... on ddretdén maira (m = o).

6.5.3 Normaalimuuttujan muunnokset

Jos X ~ N(0,1), niin X:n tiheysfunktio on
flz) = —e /2, —00 < 7 < 00,

joka on standardimuotoisen normaalijakauman tiheysfunktio. Johdetaan nyt
satunnaismuuttujan U = X? jakauma. Muunnosfunktio u = h(z) = z? ei
ole kidintyvi, koska x = +/u ei ole funktio. Siksi esitimme arvoavaruuden
Sx = {—00 < & < 00 } ositettuna muodossa

SX = (—O0,0] U (O, OO)

Silloin funktiolla A(x) on vililld (—oo,0] kddnteisfunktio ¢i(u) = —/u ja
valilld (0, 00) kédnteisfunktio go(u) = /u. Nyt siis kaavan (6.5.3) mukaan
U:n tiheysfunktio on

654) ol = (VA g =+ (Vi g = = e

kun v € (0,00). U noudattaa y>-jakaumaa vapausastein 1. Kisittelemme
tilastotieteessi tirkedd y2-jakaumaa vield jatkossa tarkemmin.

Lause 6.6 Jos X ~ N(u,0?), 0® > 0, niin silloin

(X —p)? :
Todistus. Koska X ~ N(u,0?), niin méiritelmin mukaan % = Z ~
N(0,1). Edelld niiytettiin, ettd Z? ~ Khi2(1). Niin on lause todistettu. [

Lause 6.7 Jos Z;:t ovat riippumattomat ja Z; ~ N(0,1), i = 1,2,...,n,
N

73+ 73+ Z2 ~ Khi2(n).
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Jos tehdédén otos normaalijakaumasta N(0, 1), niin Lauseen 6.7 mukaan
havaintojen neliGsumma noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n, missi n
on otoskoko.

Seuraus 6.1 Jos X;:t ovat riippumattomat ja X; ~ N(p,02),i=1,2,...,n,
nin .

(Xi — p)? :
> Kuia(n).

i=1

Jos vastaavasti tehddédn n:n suuruinen otos normaalijakaumasta N(pu, 02),
niin Seurauslauseen 6.1 mukaan standardoitujen havaintojen nelitsumma
noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n.

Lause 6.8 Olkoot X, ja Xy riippumattomat ja X; ~ Khi2(n;), i = 1,2.
Silloin
X1 + X2 ~ Kh12(n1 + n2).

6.6 Satunnaismuuttujan funktion
odotusarvo

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio f(z) on mééritel-
ty arvoavaruudessa S. Olkoon h(X) satunnaismuuttujan X reaaliarvoinen
funktio, joka siis mééarittelee uuden satunnaimuuttujan.

Maidritelma 6.2 Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin satunnaismuut-
tujan h(X) odotusarvo on

(6.6.1) E[h(X)] = / h(z)f(z) da,

mikéli E(|h(X)|) < oo. Jos E(|h(X)|) = oo, niin sanomme, ettd E[h(X)] ei
ole olemassa.

Huomautus 6.1 Odotusarvon E[h(X)] olemassaolo tarkoittaa siis sitd, et-
ta funktion |h(X)| odotusarvo on &irellinen. Jos X noudattaa esimerkiksi
eksponenttijakaumaa keskiarvolla 1, niin f(z) = e™® ja S = [0, 00). Silloin
X:n odotusarvo on

E(X)= /xe_x dz
0
= /(—xe_x)jt/e_x dz (osittaisintegrointi)
0 0

:/e_xdatzl,

0
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joten odotusarvo on olemassa. Hyvin usein odotusarvot ovat epioleellisia
integraaleja, niin kuin téssdkin esimerkissa.
Jos h(X) integroituu itseisesti, eli

[in)
S

on ddrellisend olemassa, niin E[h(X)] on olemassa. Funktio V' = h(X) on
satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio g(v) on mééaritelty arvoavaruudessa

Sy ={v|v=h(z), ze€ S} Silloin

EIn(X)) = E(V) = [ vg(0)

Sy

Esimerkki 6.15 Tarkastellaan nyt Cauchyn jakaumaa noudattavaa satun-
naismuuttujaa X, jonka tiheysfunktio on

1
(6.6.2) f(z) = Tt —00 < & < 00.

Kaava (6.6.2) todellakin méérittelee tiheysfunktion, koska

o

1 2 0w
- - :—/arctan )=—-=-=1
(1 + 2?) T 2

— 00

Osoitamme nyt, ettd F(]X|) = oo, misté seuraa, ettd Cauchyn jakaumalla
et ole keskiarvoa. Symmetrian nojalla voidaan kirjoittaa

E(lX]) = S
1x) = [ i ar=2
% 9
Jokaista reaalilukua M > 0 kohti saadaan
M M
/ T4 / log(1+2%)  log(1+ M?)
(1+ 22) 2 9
0
Tasta seuraa, etta
M
2 x 1 . )
E(1X]) _z\}@m}/sz dr = — lim log(1+M?) = oo,
0

joten E(X) ei ole olemassa. O
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Taulukko 6.1. Tarkeitd odotusarvoja.

h(x) E[h(X)] Merkintd Nimitys
E(X) i odotusarvo
r E(X") a, r. momentti
) E[X ™) 9r r. tekijimomentti
(x —p)* E[(X —p)? o° varianssi
(x—p)" E[(X—w"] p r. keskusmomentti

6.6.1 Momentifunktio ja momentit

Kun A(X) = X", niin E[h(X)] = E(X") on X:n r. momentti. Jatkuvien sat-
unnaismuuttujien momentit maaritellidn vastaavasti kuin diskreettien sat-
unnaismuuttujien momentit. Summalausekkeet vain korvataan integraaleilla.
Taulukossa 6.1 esitetddn yhteenveto eri momenteista

Momenttifunktio médriteltiin 3. luvussa (Méaéritelmé 4.8) ja jatkuville
satunnaismuuttujille alaluvussa 6.1 [ks. identiteetti (6.1.5)]. Jatkuvan satun-
naismuuttujan X momentifunktio on

M(t) = E(e"™) = /emf(:v) dz, te A,
5

missd f(x) on X:n tiheysfunktio ja A sellainen ¢:n arvojen joukko, etta M (t)
on &irellinen kaikilla ¢ € A. Koska M(0) = 1, niin 0 € A. Sanomme, etti
M(t) on olemassa, jos (—a,a) C A jollakin a > 0. Momenttifunktion peru-
sominaisuudet esitettiin Pykaldssa 4.6.2.

Esimerkki 6.16 Huomautuksessa 6.1 laskettiin odotusarvo F(X), kun X ~Exp(1).
Silloin X:n tiheysfunktio on f(z) = e ® > 0 vililld S = [0,00) ja f(z) =
muualla. Kaikki momentit F(X") voidaan mé&érittdd osittaisintegroinnilla,
mutta kiiytetimme nyt momenttifunktiota, joka on

o0

1
M(t):E(etX):/etxe_xdx:m, t<1.
0

Derivoimalla M (t) toistuvasti r kertaa saadaan M) (t) = (1157’““ Siksi
E(X") = M"(0) =r!,
joten

p=FEX)=1, BE(X?) =2, o’ =E(X?*) —u*=1.
O

Erityisesti keskiarvo p, varianssi o2 ja hajonta o = /Var(X) ovat taval-
lisimmat tunnusluvut, joilla jakaumaa luonnehditaan. Jakauman yksityisko-
htaisemmassa tarkastelussa voidaan kdyttda myos korkeampia momentteja,
mikéli ne ovat olemassa.
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Vinous ja huipukkuus

Satunnaismuuttujan 1. momentti g maérittia jakauman sijainnin. Keskiste-
tyn muuttujan X — g toinen momentti (keskusmomentti) on varianssi o2
ja se mittaa todennidkoisyysmassan hajaantumista. Normeeratun muuttujan
(X — p)/o kolmas ja neljas momentti luonnehtivat jakauman muotoa.
Jakauman vinouskerroin, josta kiytetddn merkintad ~;, maéritelladn seu-

X —pu 3 _ s
o o3’
missd u3 on jakauman 3. keskusmomentti ja 0 = 4/Var(X) on hajonta.

Olkoon X:n tiheysfunktio f(z). Silloin X:n jakauma on symmetrinen pisteen
a suhteen, jos

raavasti:

(6.6.3) vw=E

fla—1) = fl-(a—x)]

kaikilla z:n arvoilla. Jos E(X) on olemassa, niin silloin E(X) = a. Sym-
metrisen jakauman vinouskerroin on nolla. Jos jakaumalla on pitkd hianta
oikealle, kuten Poissonin jakaumalla ja geometrisella jakaumalla, niin jakau-
ma on positiivisesti vino ja y; > 0. Jos jakaumalla on pitkd hdntd vasemmalle,
niin 7; < 0. Jakaumalla on tietysti oltava 3. momentti, jotta vinouskerroin
voidaan laskea. Huomaa, ettd Cauchyn jakauma, jonka tiheysfunktio on

1

J@) = oy

—00 < T < 00,
on symmetrinen pisteen a = 0 suhteen, mutta 0 ei ole jakauman keskiarvo,
koska jakaumalla ei ole keskiarvoa (ks. Esimerkki 6.15). Cauchyn jakauman
vinouskerrointa ei voida laskea, vaikka madritelméan nojalla voimme todeta
jakauman olevan symmetrinen.

Huipukkuuskerrointa merkitddn v, ja se madritelladn 4. keskusmomentin

avulla seuraavasti:
X —pu 4 _
o ot’

missd 4 on X:n 4. keskusmomentti. Standardimuotoisen normaalijakauman
N(0,1) huipukkuus on 3. Jos jakaumalla on paksummat hénndt kuin nor-
maalijakaumalla N(0, 1), niin silloin 72 > 3. Jos hénndt ovat ohuemmat
kuin normaalijakaumalla N(0, 1), niin 75 < 3. Usein huipukkuuden mittana
kiytetddnkin poikkeamaa normaalijakauman N(0, 1) huipukkuudesta: £ —3.

(6.6.4) v=F
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Jatkuvat jakaumat: Yhteenveto

e Satunnaismuuttuja X on (absoluuttisesti) jatkuva, jos X:1l14 on tiheysfunk-
tio f(x) > 0, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. f(x) >0, kun z € S,
2. [ flz)dz =1,
5

3. P(X € A) = [ f(z)dz on tapahtuman {X € A} todennikdisyys.
A

Satunnaismuuttujan X kertymaéfunktio on

F(z) = / F(t)dt

ja momenttifunktio

o0

M(t) = E(e) = / e f(z) da.

— o0

e Tasajakauma X ~ Tas(a,b). Tiheysfunktio on

fa) = {ﬁ, kun z € [a,b];ja

0 muualla
b b—a)?
E(X) = “;L i Var(x) = & 12“) .
Momenttifunktio
etb _ eta
, t#0;
M(t) =< t(b—a)
1, t=0.

e Eksponenttijakauma X ~ Exp(6), 0 > 0 ja x > 0,

1
f)=>e? ja  Fz)=1-—e",

0
Silloin
E(X)=46 ja Var(X) = 6?
Momenttifunktio
M(t) = — ped
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e Gammajakauma X ~ Gamma(q, 3), a > 0 ja # > 0. Silloin

f(z) = ———a“ e /P, 0<z< o0,
= Ny
F C
E(X¢) = % Kaikilla ¢ > —a.
a
Erityisesti
EX)=af ja Var(X) = af”.

Momenttifunktio

e Y?’-jakauma, X ~ Khi2(r). y*-jakauma saadaan, kun gammajakaumassa
valitaan o = 7 ja 3 = 2, missd r on positiivinen kokonaisluku. Silloin

E(X)=r, Var(X)=2r ja M) =(1—207""2 t<%

Jos X; ~ Khi2(r;), i = 1,2, ovat riippumattomat, niin X;+ X5 ~ Khi2(r;+
7’2).

e Normaalijakauma X ~ N(u, c?). Silloin

1
f(x) = —e_(x_”)Q/QUQ, —00 < x < 00,

V2o
E(X> = MK, Var(X) - 0'2 ja M(t) = e“t+(02t2)/2'

e Jos Z ~ N(0,1), niin 22 ~ Khi2(1).
Jos Z; ~N(0,1), i = 1,2, ovat riippumattomat, niin Z? + Z2 ~ Khi2(2).
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Harjoituksia

1. Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio

1 1.

bR O<LU<§,

1, i<z<i:

— 3 37
flay=4"

¢, _nglu

0 muualla.

(a) Laske c.
(b) Mééritd X:n kertyméfunktio.
(c¢) Piirrd X:n tiheysfunktio ja kertyméfunktio.

2. Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x) =2(1 — z),
kun 0 <z <1ja f(x) =0 muualla.

(a) Piirrd X:n tiheysfunktio.
(b) Méérité ja piirrd X:n kertyméfunktio.

(¢) Laske (i) P(0 < X < 1/2), (i) P(1/4 < X < 3/4), (iii) P(X =
3/4) ja (iv) P(X > 3/4).

3. Olkoon f(z) jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. (i) Maarita
jokaisesta alla madritellystd funktiosta f(x) vakio ¢ siten, etta f(z) on ti-
heysfunktio. (ii) Maaritd kertyméfunktio F'(z) = P(X < z) ja (iii) hah-
mottele tiheysfunktion f(z) ja kertyméafunktion F(z) kuvaajat.

(a) f(z)=2%/4, O0<z<g

(b) f(z)=(3/16)2?, —c<zx<c;

(¢) f(x)=c/y/x, 0<xz<1 Onko f(z) rajoitettu?
4. Olkoon X:n tiheysfunktio f(x) = c¢/2? 1 <z < occ.

(a) Madritd c:n arvo siten, ettd f(z) on tiheysfunktio.

(b) Osoita, ettd E(X) ei ole dérellinen.

5. Olkoon X ~ Khi2(12). Mé&iritd vakiot a ja b siten, ettd
Pla< X <b) =090 ja P(X < a)=0.05.

6. Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Maarita a ja b siten, ettd P(a < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.
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10.

11.

12.

. Olkoon X:n momenttifunktio M (t)
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(c) X:n keskiarvo ja varianssi.

(1 —2t)712t < 1/2. Laske
(a) E(X),

(b) Var(X) ja

(¢) P(15.66 < X < 42.98).

. Olkoon X ~ N(7,4). Laske todennikdisyys P[15.364 < (X — 7)? <

20.096] (Vihje: Lause 6.6).

. Oletetaan, ettd X ja Y ovat riippumattomat ja X ~ Khi2(8) ja Y ~

Khi2(12).
(a) Laske
P(1.646 < X <20.09),  P(Y >6.304), P(X+Y =19.34).
(b) Maarita b, ¢ ja d siten, etté
P(X <0)=09, P >c¢)=09, P(X+Y >d) =0.05.
(Vihje: Lause 6.8)

Olkoot Z1, Z3 ja Zs riippumattomat ja ne noudattavat N(0, 1)-jakaumaa.
Maaritelladn satunnaismuuttujat

_ 1
7 = g(Zl+22+23) ja U=Z}+ 73+ 73,
Maarita vakiot a, b siten, etté
P(|Z| < a) = 0.95; P(U > b) = 0.025.

(Vihje: Voit olettaa, etti Z noudattaa normaalijakaumaa. Ks. myos
Lause 6.7).

Olkoon X ~ Khi2(12).
(a) Madrita vakiot a ja b siten, ettd
Pla<X <b)=090 ja  P(X <a)=0.05.

(b) Olkoon X ~ N(1,4) ja P(a < X < b) =0.50. Mddritd a ja b siten,
ettd b — a on mahdollisimman pieni.

Olkoot 7y, Zy ja Zs riippumattomat ja Z; ~ N(0,1)-jakaumaa, i =
1,2, 3. Maéritelladn satunnaismuuttujat X; =12; +1 ja

- 1
X = g(X1+X2+X3).

Miarité vakio a siten, ettd P(|X| < a) = 0.95. (Vihje: Voit olettaa, etti
X noudattaa normaalijakaumaa.)
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13. Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Maarita a ja b siten, ettd P(a < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.

(c) Laske X' keskiarvo ja varianssi.

14. Oletetaan, ettd X ~ Gamma(a, 3). Osoita gammajakauman momentti-
funktion avulla, etti F(X) = af ja Var(X) = a3%

15. Sillalle saapuu autoja Poissonin prosessin mukaan keskimé&arin 15 au-
toa 10:ssd minuutissa. Laske todennédkdisyys, etté siltamaksujen kerdija
joutuu odottamaan annetusta hetkesti alkaen kahdeksaa autoa (eli kahdek-
satta autoa) ainakin puoli tuntia.

16. Oletetaan, ettd X noudattaa gammajakaumaa Gamma(3,2). Maarita
satunnaismuuttujan Y = v/ X tiheysfunktio.

17. Logistista jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
on

e—SC
r) = ———-—, —o0 < T < 00.
f(z) (1+e7)2
Osoita, ettd satunnaismuuttuja Y = 1++X noudattaa tasajakaumaa
Tas(0,1).

18. Oletetaan, etti X ~ Tas(—1,3). Méiritid satunnaismuuttujan ¥ = X?
jakauma.

19. Olkoon momenttifunktio M(t) = (1 — 2t)7'%, ¢ < 1. Médritd E(X),
Var(X) ja P(15 < X < 42).

20. Oletetaan, ettd matkustusaika kotoa toihin noudattaa normaalijakau-
maa, jonka keskiarvo on 40 minuuttia ja hajonta 7 minuuttia. Jos halu-
at 95 %:n todellakoisyydella olla tyopaikalla klo 8:00, niin milloin vi-
imeistdan on lahdettava kotoa?

21. Olkoon X:n momenttifunktio M(t) = (1 — 2t)71?, t < 1/2. Laske
(a) E(X),
(b) Var(X) ja
(¢) P(15.66 < X < 42.98).

22. Oletetaan, ettd X ~ Gamma(3,1.5). Laske

(a) P(X >5),

(b) jakauman moodi (tiheysfunktion maksimi) seki
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23.

24.

25.
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(¢) E(Y) ja Var(Y), kun Y = <. (Ks. Lause 6.1.)

Tarkastellaan Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Olkoon W
odotusaika, kunnes o tapahtumaa sattuu. Silloin W:n kertymaéafunktio
on

Aw)®
F -1 —)\w(
(w) ;) e
Osoita, ettd tiheysfunktio f(w) on

)\()\w)a—l —)\w'

Satunnaismuuttujan Z tiheysfunktio on fz(z). Olkoon Y = aZ+b, missi
a ja b ovat annettuja vakioita.

(a) Osoita, ettd Y:n tiheysfunktio on

—-b
ifz(y

fr(y) = ] T)-

(b) Esitd Y:n tiheysfunktio, kun a =2, b =1 ja Z ~ N(0,1).

Oletetaan, ettd riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat
tasajakaumaa Tas(0, 1). Laske todennékoisyydet
(a) PIX —Y[<3)]a

(b) P(lg —1] < 3).



