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Luku 5

Diskreetteja yksiulotteisia
jakaumia

Diskreetti satunnaismuuttuja méériteltiin alaluvussa 2.6.1. Olemme jo edel-
lisissé luvuissa kisitelleet hypergeometrista jakaumaa (alaluku 2.7.1), bino-
mijakaumaa (alaluvut 2.9 ja sen erikoistapauksena Bernoullin jakaumaa sekéi
diskreettid tasajakaumaa (alaluku 2.14), jotka kaikki ovat esimerkkeji dis-
kreeteistd jakaumista.

5.1 Diskreetti satunnaismuuttuja

Otosavaruudessa €2 méadritellyn diskreetin satunnaismuuttujan X arvojoukko
S C R on numeroituva ja P(X € S) = 1. Joukon S pisteilld on positiivinen
todennakoisyys ja ne ovat X:n kertyméafunktion F hyppypisteitd ja niiden
pisteiden todennikoisyydet ovat F:n hyppyja.

Madritelladn nyt yksinkertainen hyppyfunktio e(x) seuraavasti:

1, >0

ele) = {0’ x < 0.

Olkoon X:n arvoalue S = {1,2,3,...} ja P(x = i) = p;, ¢ > 1. Silloin X:n
kertyméfunktio F'(X) voidaan kirjoittaa muodossa

(5.1.1) F(z) = Zpis(x — ).

Vaikka usein tarkastelemme vain kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia,
se ei ole oleellinen rajoitus. Olkoon S* = {1, xs,z3,...} diskreetin satun-
naismuuttujan arvojoukko. Silloin joukkojen S ja S* vililld on bijektiivinen
vastaavuus g(z;) = i ja P(X = z;) = P(g(X) = 1), joten voimme aina tar-
vittaessa siirtyd tarkastelemaan vastaavaa kokonaislukuarvoista satunnais-
muuttujaa.
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110 Luku 5. Diskreettejé yksiulotteisia jakaumia

Esimerkki 5.1 Yksinkertaisin satunnaismuuttuja X on sellainen, jonka ar-
voalue S = {c} on yksi piste, jolloin P(X = ¢) = 1. Silloin X:n kertymé-
funktio on

1, x>c¢

0, z<ec

F(x)za(x—c):{
Olkoon Y:n todennékoisyysfunktio
PY=3)=¢  PV¥Y=2=3 ja PY=3=4%

Silloin Y:n kertyméfunktio on

O
F(x) Fy (y)
1+ 1+ —
% 4 -—
1
s T T
{ x — f f Y
1 1 2 3

Kuvio 5.1. Funktioiden F(z) = ¢(z — 1) ja Fy(y) kuvaajat.

Esimerkki 5.2 Hatussa on N arpalippua, jotka on numeroitu juoksevasti
ykkosestd lahtien. Valitaan hatusta arpa satunnaisesti palauttaen n kertaa
ja merkitddn valittujen arpojen numerot muistiin. Olkoon X suurin valittujen
arpojen numeroista. Silloin P(X <7r) = (r/N)" ja

PX=r)=P(X<r)—P(X<r—1)
) ()

Maaritelman mukaan X:n odotusarvo on

E(X)=N"Y [r"—(r—1)"r
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N
— N |:,r,n+1 _ (7" _ 1)n+1 _ (7" _ 1)n]
r=1
N

_ N [N”“ S - 1)”]

r=1

5.2 Bernoullin kokeet ja binomijakauma

Alaluvussa 2.9 binomijakauma esiteltiin tarkastelemalla otantaa palauttaen
ja alaluvussa 4.7 binomijakauma liitettiin Bernoullin kokeisiin. Bernoullin koe
on satunnaiskoe, jolla on tdsmélleen kaksi toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa (onnistuminen ja epdonnistuminen — lyhyesti O ja E). Esimerkiksi
mielipidetiedustelussa henkilo kannattaa tai ei kannata ehdokasta, laatukont-
rollissa tuote on virheetén tai viallinen, hoidon tuloksena potilas paranee tai
ei parane.
Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jakaumaa, kun

(5.2.1) ¥ _ 1 todennékéisyydella p,
o o todennikdisyydelld 1 — p,

missd 0 < p < 1. Nyt siis X on ’onnistumisen’ indikaattorifunktio. Onnistu-
mistodennékdisyys on P(X = 1) = p ja vastaavasti epdonnistumisen toden-
nikoisyys on P(X = 0) = 1 — p, jota merkitdén usein ¢ = 1 — p. Bernoullin
jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi ovat
E(X)=p ja  Var(X)=pqg,

silla

E(X)=p-1+q-0=p, EX*)=p-1>’+¢-0*=p
ja

Var(X) = B(X?) — [E(X)]* = p —p* = p(1 — p) = pa.
Merkitsemme X ~ Ber(p), kun X noudattaa Bernoullin jakaumaa, jonka

odotusarvo on p.
Jos X ~ Ber(p), niin X:n kertyméfunktio on

F(z)=(1-p)e(z) +pe(z —1).
Yleisesti X:n r. momentti
EX")=(1-p)-0"+p-1"=p

on téssd tapauksessa hyvin helppo laskea. Bernoullin jakauman Ber(p) mo-
menttifunktio on

M(t) = E(e”) = P(X = 0)e'’ + P(X = 1)e'!
= (1—p)+pe' =1+p(e' - 1),
joka on maédaritelty kaikilla ¢ € R.
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Esimerkki 5.3 (Sabharwal 1969). Olkoon n:n Bernoullin kokeen jonossa
Xy, Xo, ..., X,, onnistumistodennékdisyys P(O) = p ja vastaavasti P(E) =
1 — p (E = epédonnistuminen). Olkoon Y,, tapahtuman OE (osajono) esiin-
tymisten lukuméérd koejonossa. Miké on téllaisten osajonojen lukuméérin
odotusarvo E(Y,)? Méaritelldén ensin uusi satunnaismuuttuja

1, jos X; =0 ja Xy = E;

0  muulloin,

Zi = h(XiaX'H—l) - {

kun¢=1,2,...,n — 1. Silloin

ja

= Zp(l —p)=(n—1)p(1—p).

Jos esimerkiksi p = % ja n =101, niin

1
By, =" —=2.

0

Tehd&dan n riippumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa onnistumis-
todennikdisyys on p. Olkoon ¢. Bernoullin kokeen tulos satunnaismuuttuja
X, joka saa arvon 1 tai 0. Silloin koesarjan tulos on riippumattomien samaa
Bernoullin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien jono Xy, Xo, ..., X},
missd P(X; =1)=pja P(X;=0)=¢q,i=1,2,...,n. Kun koe on tehty, tu-
los voisi olla esimerkiksi 111011000 . .. 110. Téllaisen tuloksen todennikoisyys
(ennen koetta) olisi

prp(1 = p)p(1 = p)(1 = p)ppp- - -pp(1 — p) = p*(1 — p)" ¥,
missd k on onnistumisten lukuméira ja n — k epdonnistumisten lukumaéa-
rd. Olkoon X onnistumisten lukumééra n:ssi riippumattomassa Bernoullin
kokeessa. Alaluvussa 4.7 totesimme, ettd X noudattaa binomijakaumaa pa-
rametrein n ja p. Silloin merkitdéin X ~ Bin(n,p). Binomijakauman toden-
nikoisyysfunktio on

(5.2.2) fz) = (Z)p“u —p)"T, 2=0,1,2,...,n.

Esitetddan nyt edelld mainittu binomijakauman luonnehdinta Bernoullin ko-
keiden avulla lauseen muodossa. Jatkossa oletetaan, ettd Bernoullin kokeet
ovat toisistaan riippumattomat, vaikkei oletusta erikseen mainittaisikaan.
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Lause 5.1 Tehdddn n riipumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa on-
nistumistodenndkdisyys on p. Olkoon X onnistumisten lukumddrd. Silloin

X ~ Bin(n, p).

Todistus. Koska X on onnistumisten lukuméira n:ssi riipumatomassa Ber-
noullin kokeessa, niin X = X;+ Xs+---4+X,,, missi X; ~ Ber(p) = Bin(1, p),
1 =1,2,...,n ovat riippumattomat ja noudattavat samaa Bernoullin jakau-
maa. Merkitddn nyt X = 5, ja

Sn:X1+X2+"'+Xn: n-1+ Xy.

Todistamme véitteen induktiolla.

Kun n = 1, niin oletuksen mukaan X = X; ~ Ber(p) = Bin(1, p), joten
viite pitdd paikkansa tapauksessa n = 1. Teemme nyt induktio-oletuksen
Sp—1 ~ Bin(n — 1, p) ja ndytdmme, ettd S, ~ Bin(n,p).

Tapahtuma {S,_; + X,, = k} voidaan lausua yhdisteena

{Sn,1 +Xn = ]i]} == {Sn,1 == ]i], Xn == 0} U {Sn,1 = k - 1, Xn = 1},

missd {S,—1 =k, X, =0} ja {S,-1 =k — 1, X,, = 1} ovat erillisid tapahtu-
mia. Silloin yhteenlaskusdinnon nojalla

P(Sn,1+Xn:k):P(Sn,1:k, XnIO)—FP(Sn,l:]{]—l, anl)

Satunnaismuuttujat S,_; ja X, ovat oletuksen mukaan riippumattomat, jo-
ten

P(Sp 1+ X, =k)
= P(S_1 = k) P(X, = 0) + P(S,y =k — 1) P(X,, = 1)

n—1 i n—1 _ .
= PP =p)" T (L= p) + P = p)"Fp
k k—1
n—1\ —k n—1\ —k
( . )p( p) +(k_1)p( p)
- n—1 + n—1 k(l . )n—k o n k(l o )n—k
missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, etti (";1) + (Zj) (Z) [Pascalin
kolmio|. Niin on lause todistettu. O

Esimerkki 5.4 Eridin kasvin siementen itdmistodennékoisyydeksi on ilmoi-
tettu 0.8. Siemenen itdminen on tissd “onnistuminen” ja itdmistodennékoi-
syys on onnistumistodennakoisyys. Jos kylvetdan 10 siementd ja siementen
itdmistapahtumat ovat toisistaan riippumattomat, niin kylvoa voidaan pitaa
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kymmenena riippumattomana Bernoullin kokeena, joissa onnistumistoden-
nékoisyys on 0.8. Silloin itdvien siementen lukuméairia X ~ Bin(10,0.8), eli

10
x

f(x)z( )0.89“-0.210"”, z=0,1,...,10.

Miké on todennékoisyys, ettd vihemmaén kuin 9 jyvad itdd? Todennékoisyys

10
P(X<9)=P(X<8)=1-) P(X=k)
k=9
=1-10-0.87-0.2 — 0.8 = 0.6242.

0

Laskemme usein muotoa P(X < z) olevia todennékdisyyksid, kuten edel-
lisessi esimerkissd. Todennékoisyydet P(X < x) médrittelevit jakauman
kertymafunktion

F(x) = P(X < x).

Kertyméafunktio maariteltiin alaluvussa ??7. Binomijakauman kertyméfunk-

tion arvot pisteissa x = 0,1,...,n ovat
F(x) = i M) (L - p)n
k=0 k '

Lause 5.2 Jos X ~ Bin(n,p), niin

1. X:n todenndkoisyysfunktio f(x) on

T

f(x):(,rL)px(l—p)nx’ x:O71727"'7n

kaikilla n € N ja kaikilla p € [0, 1];

2. X:n kertymdfunktio F(y) on

n

P =3 (M) et o)

=0
kaikilla y € R, missd (y) on hyppyfunktio;

3. X odotusarvo, varianssi ja momenttifunktio ovat

p,  Var(X) =np(1l - p),

p=EX)=n
= (1 —p+peh)", —00 <t < 00.

M(t) = E(e™)
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Todistus. 1. Binomijakauman todennékdéisyysfunktio johdettiin Lauseen 5.1
todistuksessa.

2. Odotusarvo ja varianssi. Koska X = X+ X5+ - -+ X, on riippumat-
tomien Bernoullin muuttujien X; ~ Ber(p) summa, niin

E(X)=E(X)) + E(Xy) + -+ E(X,,)
=p+p+--+p=np

ja
Var(X) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,)
=p(l-p)+p(1—=p)+--+p(l—-p)=np(l-p).

3. Momenttifunktio on

M(t) = E(e")
= E(et(X1+X2+---+Xn)) — E(etX1+tX2+__,+tXn)

— E(etXleth .. etXn)

= E(e"™) E(e2) - E(e),

missd viimeinen yhtésuuruus seuraa lauseista 4.5 ja 4.8. Koska X; ja X (i #
j) ovat riippumattomat, niin e*Xi ja e!*s ovat riippumattomat (Lause 4.5) ja
riippumattomien satunnaismuuttujien X1, e!X2, . e tulon odotusarvo
on yksittéisten tulon tekijéiden odotusarvojen tulo (Lause 4.8). Koska

Mx,(t) = E(e™) =1 —p+ pe', 1=1,2,...,n,

niin
M(t)=(1—p+pe)” kaikilla t € R.

Momenttifunktio itse asiassa maérittelee yksikésitteisesti todennékoisyys-
funktion (Lause 4.10). Naytdmme kuitenkin vield eksplisiittisesti, ettd bino-
mitodennakoisyydet méaarittelevit todennikoisyysfunktion. Koska Binomi-
lauseen 2.6 perusteella

" /n
1— no_ (1 —p)v % =1
p+ (1= p)] ; (x)p (1-p)
kaikilla p € [0, 1], niin todennékdisyydet f(z;n,p) = (7)p"(1 — p)"~* mii-
ritteleviit todennikoisyysfunktion kaikilla p € [0,1] ja n > 1. Huomaa myos,
etta
M(0) = (1L —=p+pe)" = [p+ (1 -p)"
]

Seuraus 5.1 Jos X; ~ Bin(ny,p) ja Xs ~ Bin(ng, p) ovat riippumattomat,
niin Xy + Xo ~ Bin(ny + na, p).
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Todistus. Koska Lauseen 5.2 mukaan X;:n momenttifunktio on (1 — p +
peh)™ ja Xo:n momenttifunktio on (1 — p + pe’)"2, niin satunnaismuuttujan
X1 + X, momenttifunktio on Lauseen 4.11 mukaan (1 — p + pe)™*"2. Mut-
ta Lauseen 5.2 perusteella (1 — p + pe’)™ ™2 on binomijakuman Bin(n; +
ng,p) momenttifunktio. Téstd seuraa momenttifunktion yksikésitteisyyden
(Lause 4.10) nojalla, ettd X7 + Xy ~ Bin(ny + ne, p). O

Seurauslauseen 5.1 todistuksessa on kiytetty esimerkin vuoksi yleistd mo-
menttifunktiotekniikkaa. Téssa tapauksessa tulos saadaan kuitenkin helposti
turvautumatta noin voimakkaisiin menetelmiin. Koska X esittdd onnistumis-
ten lukuméaraé ni:ssd Bernoullin kokeessa ja X5 onnistumisten lukumé&ariaa
no:ssa kokeessa, missd p on jokaisen kokeen onnistumistodennékoisyys, niin
riippumattomien satunnaismuuttujien X; ja X, summa X; + X5 esittda on-
nistumisen lukumairdé (ny + ng):ssa kokeessa. Tamén perusteella saadaan
tulos X7 + Xy ~ Bin(n; + ng, p). Analyyttisesti tulos voidaan tarkistaa las-
kemalla lauseke

P(X1+ Xy =k) =Y P(Xy =i, Xy =k —1)

=0

:ip(x1 = i) P(Xy = k — i)

s nq i n1—i Nno k—i no—k—+1
— 1 — 1 1 _ 2
> (Z.)p( p) (k_z.)p (1-p) ,

=0

”fl.) = 0 kaikilla & — i > ny. Tésta seuraa

k
P(Xi+ Xo=k) = pr(1—p)m=t S () (7).
(X1 + Xy =k) =p°(1—p) iO(i b—i

Soveltamalla hypergeometrista identiteettié (ks. Lause 2.7)

(") =% ()02

saadaan kaivattu tulos.

missi (

5.2.1 Jakauman symmetria
Symmetriaan perustuvaa argumentointia voidaan usein hyddyntad todenné-

koisyyksien laskemisessa.

Symmetria pisteen suhteen. Jos P(X =b+1z) = P(X = b— ) kaikilla
x, niin X:n jakauma on symmetrinen pisteen b suhteen. Satunnaismuuttuja X
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0.20 T 0.20 +
0.15 + 0.15 +
0.10 + 0.10 +
0.05 + ‘ ‘ 0.05 1 ‘ ‘
perege L > X 1 ] I Lt X
48 12 16 48 12 16
(a) (b)

Kuvio 5.2. Binomijakauman kuvaajat, kun (a) X ~ Bin(16,0.75)
(b) X ~ Bin(16,0.50).

on symmetrinen b:n suhteen jos ja vain jos X — b on symmetrinen origon
suhteen. Silloin
P(X<b—2z)=PX >b+x).

Esimerkiksi binomijakauma Bin(16,0.50) on symmetrinen pisteen 8 suh-
teen, mutta binomijakauma Bin(16,0.75) ei ole symmetrinen (Kuvio 5.2).
Binomijakaumassa Bin(16,0.50) on

P(X=8+z)=P(X=8—1x)
kaikilla z. Silloin jokaista a € R kohti

P(X <8—a)=P(X >8+a).

5.3 Odotusaikojen jakaumat

Monissa sovelluksissa on kiinnostuksen kohteena odotusaika siihen hetkeen,
ettd jokin tietty tapahtuma sattuu. Téssd alaluvussa késitelliin Bernoullin
kokeisiin ja yksinkertaiseen satunnaisotantaan liittyvid odotusaikatehtavia.

5.3.1 Odotusajat Bernoullin kokeissa

Tarkastellaan riippumattomien samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien sa-
tunnaismuuttujien jonoa X, Xo,..., X,, missi X; ~ Ber(p). Mééritelladn
satunnaismuuttujat S,, ja W, seuraavasti:

Sn:X1+X2+"'+Xn7

W, = r:4an onnistumiseen tarvittavien yritysten maara.

Jos ajattelemme, ettd yhteen Bernoullin kokeeseen kuluu yhden yksikon pi-
tuinen aika, niin S,, vie n aikayksikkod. Nyt siis W, on r:n onnistumisen
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saavuttamiseen tarvittava aika eli odotusaika ja sen mahdolliset arvot ovat
r,r+ 1, r+ 2, .... Tiedimme, ettd S, ~ Bin(n,p), mutta mikd on W,.:n
jakauma?

Esimerkki 5.5 Heitetdén harhatonta lanttia, kunnes saadaan kruuna (R).
Olkoon W tarvittavien heittojen lukumédra. Tapahtuma {W; = x} sattuu
vain silloin, kun (x — 1):114 ensimméiselld heitolla on saatu pelkkid klaavoja
(L) ja x. heitolla saadaan kruuna:

LLL...L R.
—_——

z — 1 kertaa

Téstd seuraa, etta

Satunnaismuuttujan W; odotusarvo on méaéritelmén mukaan

> A
(5.3.1) E(W) = ;2—
Tieddmme, etta
> 1
5.3.2 T =1 2y P4 = —— k < 1.
(5.32) S pt=1+p+p’+p"+ =5 Kkl

=0
Kun derivoimme sarjan (5.3.2) termeittéiin, saamme

[e.o]

=0

Koska sarjan (5.3.2) suppenemissidde on 1, suppenee derivointioperaation tu-
loksena saatu sarja (5.3.3) arvoilla [p| < 1. Sijoittamallap = 3 sarjaan (5.3.3)

saadaan
xD 1 X
=] =4
> @+ )(2> ,

=0

kun |p| < 1.

joka voidaan esittdd muodossa

missid summa Y o (3)* = 2 saadaan kaavasta (5.3.2). Nyt siis odotusar-
vo (5.3.1) on 2.

Jos kruunan todennékoisyys on p, niin silloin

PWi=z)=(1-p)(l—p)---1—pp=>10-p)"'p

(. 7

v~

z — 1 kertaa
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ja

r(1—p)" 'p=p) (x+1)(1-p)*

1 1

1-@1-pP* p

missd sarjan summa saadaan (5.3.3):n avulla. Satunnaismuuttuja W on siis
kruunan tai yleisemmin ’onnistumisen’ odotusaika. Jakaumaa

K

E(Wh)

T

I
i)

(5.3.4) PWy=2)=(1-p)“'p, r=1,2,...

kutsutaan geometriseksi jakaumaksi. Todennakdisyydet (5.3.4) todellakin maa-
rittelevit jakauman, koska

iP(Wl zx)zi(l—p)“1p=p'§:(1—p)“=pé=1-

O

Tapahtuma {W, = 2z} sattuu, kun (x — 1):ssd ensimmaéisessé kokeessa on
saatu r — 1 onnistumista ja x. kokeessa saadaan onnistuminen:

OOEOE...EO
_—

2 — 1 koetta, \{x koe,

r—1 onnistumista, r. onnistuminen
kokeiden jérjestys
mielivaltainen

Nyt siis {W, = 2} = {S,-1 =r —1, X, = 1}. Koska X;:t (i = 1,2,...,2)
ovat riippumattomat, niin myos S,_; ja X, ovat riippumattomat. Silloin

(5.35) P(W,=1)=P(S,1 =r—1)P(X, = 1)
= (f B i)pr‘l(l —p)"p= (f - i)pr(l —p)",

koska S,_1 ~ Bin(z — 1, p). Todennékdisyydet (5.3.5) méadrittelevit ns. ne-
gatiivisen binomijakauman. Soveltamalla identiteettid [ks. (2.4.5)]

(-0

P(W, =) = gp(sz = ).

saadaan

Toinen usein kdyttokelpoinen identiteetti on

P(W, >x) = P(S, <r).



120 Luku 5. Diskreettejé yksiulotteisia jakaumia

5.3.2 Geometrinen jakauma ja
negatiivinen binomijakauma

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa
parametrein r ja p, jos

r—1
r—1

(5.3.6) P(X:l"):( )pr(l—p)zr, r=rr+1,r+2....

Merkitsemme silloin
X ~ NBin(r, p).

Edellisessé pykildssid huomasimme, ettd odotusaika W, ~ NBin(r, p). Kun
r = 1, sanomme negatiivista binomijakaumaa geometriseksi jakaumaksi. Geo-
metrisen jakauman todennékéisyysfunktio on siis

(5.3.7) f(z) =p(1 —p)* 1, x=1,2,3,....

Kun siis X ~ NBin(1,p), niin X:n noudattaa geometrista jakaumaa para-
metrilla p. Merkitsemme silloin X ~ Geo(p).

Lause 5.3 Oletetaan, etti X ~ NBin(r, p).

1. Funktio (5.3.6) on negatiivisen binomijakauman todenndikoisyysfunktio
kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla r ja kaikilla 0 < p < 1 ja

2.
BE(X) = %, Var(X) = T(lp; D),
M(t) = E(eX) = = ?fe?;>eq t < —log(l - p).

Todistus. Johdamme ensin negatiivisen binomijakauman momenttifunktion
suoraan médritelmin nojalla. Koska M (t) = E(eY), niin momenttifunktio
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on
- 1
E XN to (T (1 — p)* T
@) =370y -p
r = r T_'_y_l r
=p otly+ )( )p (1—p)Y
r—1
y=0
o ratr ty ’f’—f—y ]-) Y
=pe” ) ( (1-p)
y=0 y
= e Soeneny (Y-
~ y
Y
_ pretr Z <_T) [_(1 _p)et}y
y=0 Y

r tr t1—T pet '

R

Binomisarja > 7 (_yr) [—(1 — p)e']” suppenee, kun (1 — p)e' < 1, joka on
vhtépitévi epayhtilon ¢ < —log(1 — p) kanssa.

Koska M (0) = 1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r (r € N) ja kaikilla

0 < p < 1, niin (5.3.6) on todennékdisyysfunktio kaikilla » € N ja kaikilla

0 < p < 1. Odotusarvo ja varianssi saadaan laskemalla ensin M (¢):n 1. ja 2.

derivaatta ja niiden avulla

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M(0)].

Seuraus 5.2 Jos X ~ Geo(p), niin X ~ NBin(1, p) ja

1. funktio (5.3.7) on geometrisen jakauman todenndkdisyysfunktio kaikilla
0<p<l1iyja

B(X) = -, Var(X)zlp_Qp,
M(t) = BE(e") = ﬁ’ t < —log(1l—p).

Olkoon Y epédonnistumisten lukuméaira Bernoullin toistokokeessa, ennen
kuin saadaan r. onnistuminen. Koska r. onnistumiseen tarvittavien yritysten
méérd W, ~ NBin(r, p), niin

Y=W,—r ja  EY)=EW,)—r=



122 Luku 5. Diskreettejé yksiulotteisia jakaumia

Y:n varianssi on tietysti sama kuin W,:m varianssi. Nyt siis P(Y = y) =
P(W, =r+y) kaikillay =0,1,2, .. ..
Nimitys "negatiivinen binomijakauma” on peréiisin esitystavasta

=gy =g L= (-] =7} (‘y) —(—-p)]".

mistd saadaan todennikoisyydet P(W, = y+r), y = 0,1,2,.... Merkinté
(;T) on méaaritelméinsi mukaan

()-S5 1)

missd r > 0 ja y > 0 ovat kokonaislukuja.

Esimerkki 5.6 Geometrisella jakaumalla ja negatiivisella binomijakaumalla
on tirked merkitys esimerkiksi jonoteoriassa. Oletetaan, ettd joukko asiakkai-
ta jonottaa padsyi palvelutiskille. Olkoon todennédkoisyys p, ettd jokaisella
pienelld aikavililld tulee 1 uusi asiakas (0 uutta asiakasta todennikdisyydella
1 — p = q). Silloin seuraavan asiakkaan odotusaika W ~ Geo(p). Todenné-
koisyys P(W > k), ettid seuraavan k:n aikayksikon aikana ei tule asiakasta,
on

PW>k=> ¢ 'p=dp+w+dp+ )
j=k+1

=q¢"=1-P(W <k).

O
Geometrisen jakauman kertyméfunktio on siis
k
F(k)=PW <k)=>Y (1-p)'p
i=1
=1-P(W >k)=1-4",
missd ¢ = 1 —pjak = 1,2,.... Geometrisen jakauman kertyméifunktion

arvot saadaan geometrisesta sarjasta, josta jakauman nimi tulee.

Usein oletetaan, ettd myos asiakkaan palvelemiseen kiytetty aika (palve-
luaika) noudattaa geometrista jakaumaa. Palveluajan jakaumalla on tietysti
yleensd, eri parametrin p arvo kuin palvelun odotusajan jakaumalla. Geo-
metrisella jakaumalla on "unohtamisominaisuus”, joka havaitaan laskemalla
seuraava ehdollinen todennékoisyys:

PW >k+s) ¢ |
(5.3.8) PW>k+s|W>k)= PW k)~ & =q°.
Nyt siis todennékoisyys, ettd asiakkaan palveleminen kestdi vield s aikayk-
sikkod, ei riipu siitd, kuinka kauan héntd on jo palveltu. Onneksi kuitenkin
kiytadnnossd palveluaika ei aina tdysin noudata geometrista jakaumaa.
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Esimerkki 5.7 Banachin tulitikkuongelma. Piippua polttelevalla mate-
maatikolla oli tapana pitdaa yksi tulitikkulaatikko oikeassa ja yksi vasemmas-
sa taskussa. Joka kerta tikkua tarvitessaan hén valitsi taskun tdysin satun-
naisesti, joten kummankin taskun valintatodennékoisyys on % Tarkastellaan
tapahtumaa, ettd matemaatikko huomaa laatikon olevan tyhjia. Oletetaan,
ettd kummassakin laatikossa oli alunperin N tikkua. Mikd on todenn&koi-
syys, ettd toisessa laatikossa on tésmalleen k tikkua (k =0,1,..., N) silloin,
kun matemaatikko havaitsee toisen laatikon olevan tyhja?

Olkoon A tapahtuma, ettd matemaatikko huomaa oikeanpuoleisen laati-
kon olevan tyhji ja samalla vasemman taskun laatikossa on £ tikkua. Tapah-
tuma voi sattua tdsmaélleen silloin, kun oikeanpuoleisen taskun laatikosta va-
litaan tikku (N+1). kerran ja yhteensa valintoja on tehty N+1+ N —k kappa-
letta. Teemme siis valintoja palauttamatta. Molemmissa laatikoissa on N tik-
kua, joten tapahtuma A on ekvivalentti tapahtuman {Wy,; = N+1+N—k}
kanssa. Saamme kaavalla (5.3.6) todennikdisyydeksi

ON — E\ /1 \2V kL
P(WN+1:N+1+N—]€):( N )(§> :

Koska myos todennikoisyys, ettd vasemmanpuoleinen laatikko huomataan
tyhjéksi ja oikeanpuoleisessa on k tikkua, on P(Wy41 = N+ 1+ N —k), niin
vastaus kysymykseen on

ON —k\ /1N *
T T

5.3.3 Odotusajat perakkiisotannassa

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita. Valitaan populaatios-
ta perdkkiisotos. Kaytetddn nyt apuna uurnamallia. Olkoon uurnassa a val-
koista palloa ja b mustaa palloa eli yhteensid a + b = N palloa. Poimitaan
satunnaisvalinnalla palloja uurnasta yksitellen. Maéritelldin satunnaismuut-
tujat

S, = valkoisten pallojen (onnistumisten) lukumadri
n:ssd ensimmaéisessa nostossa;

W, = r:n valkoisen pallon saamiseksi tarvittavien nostojen maara.

Jos ajatellaan, ettd nostoon menee yksi aikayksikko, niin W, on r:n valkoisen
pallon saamiseksi tarvittava odotusaika.

Jos otanta tehddan palauttaen, niin perikkiiset nostot ovat riippumatto-
mia Bernoullin kokeita, joissa onnistumistodennékéisyys on p = a/N. Tés-
sd, tapauksessa voidaan suoraan soveltaa edelli esitettyjid Bernoullin kokeita
koskevia tuloksia.
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Kun otanta tehdain palauttamatta, perdkkiiset nostot eivit ole riippu-
mattomia, koska valkoisten pallojen suhteellinen osuus uurnassa riippuu sii-
td, mita sieltd on jo valittu. Alaluvussa 2.7.1 osoitimme, ettd S, noudattaa

hypergeometrista jakaumaa, kun otanta tehdddn palauttamatta (ks. myos
alaluku 3.3.3). Silloin

N—
(2) Cazz)
N )
()
kun x = 0,1,...,n. Mikd on todenndkoisyys, ettd saamme x. nostossa r.
valkoisen pallon?

Tapahtuma {WW, = z} sattuu tédsmilleen silloin, kun z — 1 ensimmaéisessé
nostossa on saatu r — 1 valkoista ja x. nostossa saadaan valkoinen:

(5.3.9) P(S, =) =

X NeRoRy } fﬁ. 0 e

Valittu « — 1 palloa, z. valinta, Uurnassa jiljella
joista valkoisia r — 1; r. valkoinen N — z + 1 palloa, joista
valintajérjestys mielivaltainen valkoisia a — r + 1.

Voimme siis kirjoittaa {W, = a2} = {S,1 = r — 1, X, = 1}, missd S,_1 ~

HGeo(x — 1, N,a/x) |ks. Esimerkki 4.4 ja (4.1.5)] ja X, = 1, kun valitaan

valkoinen pallo x. nostossa. Téstd seuraa, etta

(5.3.10) P(W, =2)=P(Sey1 =7~ 1,X, = 1)
=P(S;1=r—1)P(X,=1|S,=r—1)

)E) amra
() N-z+4+1

r—1

kan x =r,r+1,..., N.
Todennikoisyys (5.3.10) voidaan kirjoittaa lausekkeena

r—1\ (o))
=1 ()
joka on negatiivisen hypergeometrisen jakauman todennakoisyysfunktio. Kos-

ka (171) = E(f), niin

r—1 T

(5.3.11) P(W, =z) = (

z\ (N—z
OGS
N
(a)
missd S, ~ HGeo(x, N,a/N). Vastaavanlainen tulos saatiin otannassa pa-

lauttaen. Samoin on jilleen helppo ndhda, etta

P(W, =) = = = P(S, =),

r
T

PW, >z)=P(S, <r).
Merkitédén W, ~ NHGeo(r, N, p), missd p = a/N.
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5.3.4 Hypergeometrinen jakauma ja
negatiivinen hypergeometrinen jakauma

Olemme esitelleet hypergeometrisen jakauman tarkastelemalla otantaa pa-
lauttamatta (alaluku 2.7.1). Jakauman avulla voidaan siis ratkaista otan-
taan liittyvid todennakoisyystehtavida. Hypergeometrisen jakauman moment-
tifunktiolla M (t) ei ole olemassa siistid lauseketta, vaikka se tietysti voidaan
lausua méairitelmansid mukaan dérellisend summana, koska satunnaismuut-
tujan arvojoukko on ddrellinen. Hypergeometrisen jakauman odotusarvon ja
varianssin laskeminen ei myoskddn ole aivan helppo tehtava.

Olemme merkinneet populaation alkioiden lukumaardd N = a + b, joista
a kappaletta on tyyppid A ja b kappaletta tyyppia B. Esimerkiksi tuotepo-
pulaatiossa on a viallista. Tyyppid A olevien alkioden suhteellinen osuus on
p = a/N. Tyyppid A olevan alkion valinta on "onnistuminen” ja tyypin B
valinta “epdonnistuminen”. Valitaan populaatiosta n:n alkion otos palautta-
matta. Olkoon X onnistuneiden valintojen lukumééra otoksessa. On selvié,
ettd 0 < X < n. Koska populaatiossa on pN kappaletta tyyppid A olevia
alkioita ja (1 —p)N kappaletta tyyppid B, niin X < pN jan—X < (1—p)N.
Siksi X:n arvoalue S on ehdon

max{0,n — (1 —p)N} <z < min{n,pN}

toteuttavien kokonaislukujen x joukko.
Kun X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n, N, p), niin X:n
todennakoisyysfunktio on

()

)
Huomattakoon, ettd todennékoisyys (5.3.12) on mééaritelty myos arvoilla x ¢
S, mutta silloin f(x) = 0.

(5.3.12) flz)=P(X =2) = r €S

Lause 5.4 Oletetaan, etti X ~ HGeo(n, N, p). Silloin

N —n
N -1

E(X)=np ja Var(X) = np(1 —p).

Todistus. Hypergeometrisen jakauman odotusarvo laskettiin esimerkissé 4.4
ja alaluvussa 3.3.3. Varianssi voidaan laskea vastaavalla tavalla. ([l

Lause 5.5 Oletetaan, etti Y ~ NHGeo(r, N, p). Silloin

N+1 rN(N+1)(1—p)(Np+1—r7)

EY)=r-§, g do Vall)= (Np+ 1)2(Np + 2)
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Mainitsimme jo alaluvussa 2.9.1, ettd binomijakaumaa voidaan kiyttaa
hypergeometrisen jakauman likiarvona, kun N on suuri. Erityisesti, kun N
on Adreton tai hyvin suuri (verrattuna otoskokoon), on yhdentekevii, kiyte-
taanko otantaa palauttaen vai palauttamatta. Oletetaan nyt, etté

Xy ~ HGeo(n, N, p) ja X ~ Bin(n,p).

Kun parametrit n ja p ovat annettuja vakioita ja N kasvaa rajatta, voimme
osoittaa, ettd Xy:n jakauma lahestyy X:n jakaumaa. Silloin siis

XNLX, kun N — oo.
Koska X ~ Bin(n,p), niin
Xy -4 Bin(n, p),

eli Xy:n jakauma ldhestyy binomijakaumaa, jonka parametrit ovat n ja p.
Sanomme my0s, ettd X y:n jakauma suppenee kohti X:n jakaumaa N:n kas-
vaessa. Kutsumme X:n jakaumaa Xy:n asymptoottiseksi jakaumakss.
Lauseen 4.4 mukaan satunnaismuuttujilla on sama jakauma, jos niilla on
sama kertyméfunktio. Voimme nyt tarkastella satunnaismuuttujien jonoa

{Xy; N=1,2,...} = X1, Xy, ...
ja vastaavaa kertyméfunktioiden jonoa

{Fy; N=1,2,...} =F,F,, ...,
missd Fy(z) on Xy kertyméfunktio.

Maiéritelmd 5.1 Jono { Xy; N = 1,2,...} suppenee jakaumaltaan kohti
satunnaismuuttujaa X, jos

lim Fy(z) = F(x)

N—oo
kaikissa pisteissi x € R, joissa X:n kertyméfunktio F'(z) on jatkuva.
Diskreettien satunnaismuuttujien tapauksessa voidaan helposti todistaa

tulos, joka osoitaa, ettd suppenemista jakaumamielessi voidaan tarkastella
yhtd hyvin myos todennikoisyysfunktioiden avulla.

Lause 5.6 Olkoon { Xy; N =1,2,...} sellainen epanegatiivisten kokonais-
lukuarvoisten satunnaismuuttujien jono, ettd Xy :n todenndkdisyysfunktio on
fn(k), N=1,2,.... Olkoon X epinegatiivinen kokonaislukuarvoinen satun-
naismuuttuja, jonka todenndkdisyysfunktio on f(k). Silloin

Xy =5 X & lim fu(k) = f(F)

kaikilla epinegatiivisilla kokonaisluvuilla k.
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Todistus. Jatetddn harjoitustehtaviksi. O

Lause 5.7 Jos Xy ~ HGeo(n, N, p), niin
Xy -5 Bin(n,p), kun N — oo.

Todistus. Kiytetdédn lausetta 5.6 ja osoitetaan, ettd P(Xy = k) = fn(k) —
f(k) kaikilla epénegatiivisilla kokonaisluvuilla &k, kun N — oo. Yksityiskoh-
dat jatetddn lukijan pohdittavaksi. 0

5.3.5 Tasajakauma

Diskreetti tasajakauma esiteltiin ensimmaisen kerran alaluvussa 2.14. Satun-
naismuuttuja X, jonka arvoavaruus on S = {1,2,..., N}, noudattaa dis-
kreettii tasajakaumaa, jos

Na
Silloin merkitddn X ~ Tasd(1,2,...,N), missi N > 1 on annettu positiivi-

nen kokonaisluku. Jos X ~ Tasd(1,2,..., N), niin

E(X)= % ja. Var(X) = (v + %N nt))

5.4 Poissonin jakauma

Satunnaismuuttuja X, jonka todennikdisyysfunktio on

(5.4.1) f(z) = efAXv, r=01,...

z!

noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A > 0, joka on Poissonin jakau-
man odotusarvo. Silloin merkitdan

X ~ Poi()).

Poissonin jakaumalla on runsaasti sovelluksia eri aloilla. Sitd voidaan kiyttaa
my6s binomijakauman Bin(n, p) likiarvona, kun n on suuri ja p pieni. Silloin

siis pitee
T x!

Lause 5.8 Olkoon X ~ Poi(A). Silloin

1. funktio (5.4.1) on Poissonin jakauman todenndkoisyysfunktio kaikilla
A >0 ja
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p=FE(X)=M\, Var(X) = A,
M(t) = E(e"*) = exp(Ae’ — \).

Todistus. Sovelletaan eksponenttifunktion sarjakehitelmaé
)\a}
E.

[e.e]

(5.4.2) exp()\) = e>‘ — Z

=0

1. Ensinnékin f(z) > 0 kaikilla x = 0,1,2, ..., ja eksponenttifunktion sarja-
kehitelmén (5.4.2) perusteella

S e AN A A
f(x)zz o= Zgze et = 1.
=0 =0 =0

2. Johdetaan ensin momenttifunktion M () lauseke:

o0 Az
M(t) = BE(e¥) = e" e
x!
=0
oA o (e’
—° xZ:O x!
=e - exp(le’) = exp(e’ — \).

Odotusarvo ja varianssi saadaan sitten laskemalla M (¢):n 1. ja 2. derivaatta
ja soveltamalla identiteetteja

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M(0)]. .

Riippumattomien Poissonin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
summa noudattaa myos Poissonin jakaumaa.

Lause 5.9 Olkoot Xy, X, ..., X,, riippumattomat ja X; ~ Poi()\;), i =
1,2,...,n. Olkoon Y = X1 + Xo+---+ X,,. Silloin

Y ~ Poi(\),
missd A = Y \;.
i=1

Todistus. Seurauslauseen 4.1 mukaan

MY(t) = H MXi (t)
= Hexp()\iet — )\i) = eXp[(et - 1))‘]7

missd A = > \;. Lauseesta 4.10 seuraa sitten viite Y ~ Poi(\). O
i=1
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Jos riippumattomat X;, X, ..., X,, noudattavat samaa Poissonin jakau-
maa Poi(A), niin Lauseen 5.9 mukaan niiden summa ¥V = X; + Xo+---+ X,
noudattaa Poissonin jakaumaa Poi(n)\). Poissonin jakauma on hyvé binomi-
jakauman Bin(n, p) likiarvo silloin, kun n on suuri ja p pieni.

Kun X ~ Bin(n,p), niin binomitodennékéisyys on

(5.4.3) f(z;n,p) = (Z)p””(l —p)" Y x=0,1,...,n.

Annetaan nyt p:n riippua n:std ja merkitain lausekkeessa (5.4.3) p = p,.
Valitaan erityisesti

Tarkastellaan nyt binomijakaumien jonoa
Bin(1,py), Bin(2,p2), Bin(3,ps),...

ja vastaavaa satunnaismuuttujien X7, X, X3, ... jonoa, missi X,, ~ Bin(n, p,),
n > 1. Nyt siis

(5.4.4) P(X, =z) = (Z) (%)x (1 - %)H 0<z<n

Merkitadn todennakoisyytté (5.4.4) lyhyesti b, (n)
Kiinnitetdan nyt = ja annetaan n:n kasvaa rajatta. Osoittautuu, etté b, (n)
suppenee kaikilla . Valitaan ensin x = 0. Silloin saamme

(5.4.5) lim by(n) = lim (1 - 3)n =e

n—0o0 n—oo n

Se on erés keskeinen eksponenttifunktioon liittyvé kaava, joka pitaisi analyy-
sin kurssien perusteella muistaa. Tulos (5.4.5) saadaan esimerkiksi Taylorin
sarjan

o0 pn
log(1—p) = —Z;

n=1

A
n

A" A AN A3
0.4.6 1 1—— | =nl 1—-=)=nl----"— - — —...
( ) og( n> " og( n) n( n  2n?  3n3 )
S AN
1/A2 8
S N AN AT
n(2+3n+ >

Kun n — oo, niin %(’\72—1—:?—2—1—) — 0 ja siksi 1og(1—%)n—>—/\.

avulla, kun sijoitetaan p =
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Lasketaan seuraavaksi b, (n):n raja-arvo, kun x > 0. Tarkastellaan perik-
kiisten binomitodennékoisyyksien suhdetta

(00 A6

missi “—* — 1 jal— % — 1, kun n — oo. Téasté seuraa, etti

. b:erl (n> )\
5.4.7 1 -~
(5.4.7) e () w1

Kun ldhdetdén tuloksesta (5.4.5) ja kdytetdin hyviksi raja-arvoa (5.4.7),
saadaan

A
lim b;(n) = 1 lim by(n) = e,
)\2
Jim by(n) = 3 lm bi(n) = 775
lim b,(n) lim b, ;(n) A
im = — lim b,_ = ¢ "
n—>oozn xnﬁooxln 123;'6
Olemme siis ndyttianeet, etté
) DY
(5.4.8) lim by(n) = —e7,
n—oo xZT:

missd raja-arvo on P(X = z), kun X ~ Poi(\). Tulos (5.4.8) tunnetaan
Poissonin raja-arvolakina.

Satunnaismuuttujat noudattavat samaa jakaumaa, kun niilli on sama
kertyméfunktio (Lause 4.4). Jos diskreetit satunnaismuuttujat noudattavat
samaa jakaumaa, niin niilld on sama todennékoisyysfunktio. Jos satunnais-
muuttujan X, jakauma ldhenee X:n jakaumaa n:n kasvaessa rajatta, niin
X,,:n todennékoisyysfunktio lahenee X :n todennéakoisyysfunktiota, mikéli ja-
kaumat ovat diskreetteji (Lause 5.6). Vaikka edelld olemmekin johtaneet
Poissonin raja-arvolain (5.4.8), esitetddn tulos vield Poissonin lauseena.

Lause 5.10 (Poissonin lause) Olkoon X, ~ Bin(n,p). Silloin
X, —% Poi()),
kun n — oo siten, ettd np = .

Todistus. Koska np = A, voimme merkitd p = \/n. Todistus perustuu
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Lauseeseen 5.6. Jos X,, ~ Bin(n, p), niin

(5.4.9)

- () (-2

G SR A
(n—x)!n® n

ja

. A\ 7
lim (1——) =1.
n—oo n

Niistd tuloksista yhdessi raja-arvon (5.4.5) kanssa seuraa

7AAx
lim fx, (x) = ¢ )

n—oo x!

Satunnaismuuttujan X, jakauma ldhestyy siis Poissonin jakaumaa Poi()),
kun n — oc. 0

Poissonin jakaumaa sanotaan usein harvinaisten tapahtumien laiksi. T4-
ma luonnehdinta perustuu edellisessa lauseessa esitettyyn ominaisuuteen. Jos
tehddan suuri méara riippumattomia Bernoullin kokeita, joissa onnistumisto-
dennékdisyys on hyvin pieni, niin silloin Lauseen 5.10 mukaan onnistumisten
lukumédra noudattaa likimain Poissonin jakaumaa. Esimerkiksi suuri maéra
ihmisid on paivittdin alttiina litkenneonnettomuuksille. Yksittdisen henkilon
todennékoisyys (onnistumistodennékoisyys!) joutua onnettomuuteen on pie-
ni, mutta onnettomuuksille alttiina olevien henkiléiden lukumééri n on suuri.
Silloin onnettomuuksien lukumééra noudattaa likimain Poissonin jakaumaa.

Lause 5.11 Olkoot X ja Y sellaiset ritppumattomat satunnaismuuttujat, et-
ti X ~ Poi(\1) ja Y ~ Poi(Ay). Silloin X:n ehdollinen jakauma ehdolla
X +Y on binomijakauma.

Todistus. Olkoot m ja n sellaiset epanegatiiviset kokonaisluvut, ettd m < n.
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Silloin
P(X=m,X+Y =n)

P(X=m|X+Y =n)=

P(X+Y =n)
P(X=m,Y =n—m)
T P(X+Y=n)
:P(:E:m)P(Y:n—m)
P(X+Y =n)

e M (AT /mb)e 2 [A3" /(n —m)!]
e~ (M2 (N + )" /n!

() g

a (m) (A1 +A2)"

()G (-ts)
m A1+ Ao A1+ Ao

on binomitodennakoisyys kaikilla m = 0,1, ..., n. Niin on lause todistettu.
O

Lauseella 5.11 on tirked merkitys esimekiksi frekvenssiaineistojen analyy-
sissa.

Esimerkki 5.8 Tiedetdin, ettd auto-onnettomuuksien lukumaééra aikayksi-
kossd (esimerkiksi kuukaudessa) noudattaa Poissonin jakaumaa. Tarkastel-
laan erdilld tieosuudella lokakuussa sattuvien onnettomuuksien lukumaéraé.
Aikaisempien tilastojen perusteella voidaan olettaa, ettd auto-onnettomuuk-
sien lukumééri Z kyseiselld tieosuudella (kuukaudessa) noudattaa Poissonin
jakaumaa Poi()\). Onnettomuudet luokitellaan mahdollisten henkilévahinko-
jen mukaan vakaviin ja lieviin (jokainen onnettomuus kuuluu toiseen néista
luokista). Vakavien onnettomuuksien lukumééird X ~ Poi(\) ja lievien lu-
kum&dra Y ~ Poi(\g). Lisiksi X ja Y ovat toisistaan riippumattomat. Koska
Z=X+Y,niin E(Z)=E(X)+ E(Y) eli A = A\ + \o.

Tutkijat valitsivat poliisin tiedostoista satunnaisesti valitun kuukauden
(vuonna 2003) onnettomuudet. He havaitsivat onnettomuuksien lukuméaarak-
si 120 (n = 120), mutta he eivit olleet vield luokitelleet onnettomuuksia. Mi-
td jakaumaa noudattaa vakavien onnettomuuksien lukuméird? Lauseen 5.11
perusteella

120 )\1 m )\1 120—m
P(X =m|Z=120) = 1_

m = 0,1,...,120. Vakavien onnettomuuksien lukuméairi noudattaa siis bi-
nomijakaumaa Bin(120, /\1):/\2). Aikaisempien onnettomuustilastojen perus-
teella voidaan arvioida parametrit A; ja Ay. Kun tutkijat olivat luokitelleet
nuo 120 onnettomuutta, aineistossa havaittiin 15 vakavaa onnettomuutta.

Koska E(X | Z =120) = 120/\1’}:/\2, niin binomijakaumasta voidaan arvioida

. A\
parametrin 5“4 arvo. [
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5.5 Poissonin prosessi

5.5.1 Laskuriprosessi

Stokastinen prosessi { N(t), t > 0} on laskuriprosessi, jos N(t) on ajankoh-
taan ¢ mennessi sattuneiden "tapahtumien” lukumaara.

Esimerkki 5.9 Seuraavassa luetellaan esimerkkeji laskuririprosesseista.

1. Jos N(t) on annetulla tieosuudella hetkeen ¢ mennessi sattuneiden on-
nettomuuksien lukumééré, niin { N(¢), ¢ > 0} on tapahtumaan “on-
nettomuus” liittyva laskuriprosessi.

2. Olkoon N(t) palvelutiskille tulleiden asiakkaiden lukumé&iréd hetkeen ¢
mennessi. Tapahtuma on “asiakkaan tulo palvelutiskille” ja { N (t), ¢t >
0 } on tapahtumaan liittyvé laskuriprosessi.

3. N(t) on vuoden alusta hetkeen ¢ mennessi syntyneiden lasten luku-
madrd kaupungissa A.

4. N(t) on jalkapallojoukkueen A tekemien maalien lukuméirid kauden
alusta ajankohtaan ¢ mennessa.
O

Laskuriprosessin tulee toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
1. N(t) > 0.

2. N(t) € N, eli N(t) on kokonaislukuarvoinen.

3. Jos s < t, niin N(s) < N(t).

4. Kun s < ¢, niin N(¢) — N(s) on valilld (s, t] sattuneiden tapahtumien
lukuméara.

Laskuriprosessi on riippumattomien lisiysten prosessi, jos erillisilla aikava-
leilld sattuvien tapahtumien lukuméarat ovat riippumattomat. Esimerkiksi
satunnaismuuttujat N(2) ja N(10) — N(2) ovat riippumattomat, jos N(t)
on riippumattomien lisdysten laskuriprosessi. Laskuriprosessin lisdykset ovat
stationaariset, jos milld tahansa vililla sattuvien tapahtumien lukumé&arin
jakauma riippuu vain vélin pituudesta. Jos N(t) on stationaarinen laskuri-
prosessi, niin satunnaismuuttujilla N(t2) — N(t1) ja N(t2+s) — N(t; +s) on
sama jakauma kaikilla véleilla (¢1, 5] ja (t1 + 8,12 + s], missé ty > ¢ ja s > 0.
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5.5.2 Poissonin prosessin méaaritely

Poissonin prosessi on yksi tirkeimpié laskuriprosesseja. Se méaaritelldin seu-
raavasti:

Maéritelmi 5.2 Laskuriprosessi { N(¢), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.
2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukumééra jokaisella h:n pituisella vililla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on \h:

P[N(h+t)—N(t):x]:e”\hM, r=0,1,...

z!
kaikilla h, ¢ > 0.

Laskuriprosessin osoittaminen Poissonin prosessiksi Maaritelmén 5.2 avul-
la saattaa olla hankalaa. Ei ole mitdin yksinkertaista keinoa tarkistaa esi-
merkiksi ehdon 3 patevyytta. Siksi esitetddn vield toinen méairitelmé, jonka
avulla voi olla helpompaa tunnistaa prosessi. Voidaan osoitaa, ettd méaritel-
mét 5.2 ja 5.3 ovat yhtipitéavit.

Maéaritelmi 5.3 Laskuriprosessi { N(¢), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.

2. Prosessin lisdykset ovat stationaariset ja riippumattomat.
3. P(N(t+h)—N(t)
4. P(N(t+h)— N(t) > 2) = o(h).

1) = Ah +o(h).

Madritelméssé 5.3 kiytetddn merkintdd o(h). Sanomme, ettd funktio f(-) =

o(h), jos

. f(h)

lim —= = 0.

h—0 h
Esimerkki 5.10 Tielitkenneonnettomuudet. Havainnoidaan esimerkiksi
jollain tieosuudella sattuvien auto-onnettomuuksien lukuméirdd. Onnetto-
muuksien maira noudattaa tavallisesti varsin hyvin Poissonin prosessia. [

Tarkastellaan nyt hieman lihemmin Poissonin prosessin oletuksia. Olete-
taan, ettd onnettomuuksien lukumaééra erailld tieosuudella noudattaa aika-
valilla (0,7) Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Aikavéli voi olla
esimerkiksi ruuhka-aika tiettyné perjantai-iltapaivina klo 15-19 ja tieosuus
jokin ulosmenotie. Oheisessa kuviossa on havaitut onnettomuudet merkitty
aika-akselille.
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Tarkasteluvili (0,7 on jaettu viiteen yhtd pitkddn osaviliin, joiden pituu-
det ovat T'/5. Nyt esimerkiksi 1. osavililla sattuneiden onnettomuuksien lu-
kuméérd on N(t;) — N(0) = N(t;), joka on siis hetkeen ¢ mennessi sat-
tuneiden onnettomuuksien lukuméird. Kuvioon 5.3 on piirretty prosessin
{N(t), t € (0,T]} realisaatio, missd havaintoina ovat kyseiset onnettomuu-
det.

N(1)
5+ —
=+  —
T — o N(t)
t t t3 t4 ts=T

Kuvio 5.3. Poissonin prosessin { N(t), t € (0,7} erdén realisaation
kuvaaja.

Madritelmén 5.3 oletuksen 2 mukaan lisdykset N(t1) — N(0), N(t2) —
N(tl), N(tg) — N(tg), N(t4) — N(tg) ja N(t5) — N(t4) ovat riippumattornat ja
noudattavat samaa jakaumaa. Maaritelméan 5.3 oletukset 3 ja 4 tarkoittavat,
ettd tapahtumat (onnettomuudet) sattuvat yksittdin ja samalla intensiteetil-
14 koko tarkastelujakson ajan. Koska tapahtumat ovat erillisid pisteité, niin
aina voidaan valita niin hienojakoinen vilin ositus, ettd kullakin osavililla
on korkeintaan 1 tapahtuma. Jos tarkastelemassamme esimerkkitapauksessa
valitaan osavélin pituudeksi 7'/20, sattuu téssé osituksessa kullekin osavilille
korkeintaan 1 tapahtuma. Riippuen tietysti kulloisestakin havaintojaksosta,
kuinka hienojakoinen ositus tarvitaan.

0 too =T

20

Todennékdisyys, ettd T'/n:n pituiselle osavilille sattuu havainto, on M&ari-
telmén 5.3 oletuksen 3 mukaan

(e B)-r ] Zfl)
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Vastaavasti todennékoisyys, ettd osavililla sattuu enemmaéan kuin yksi ha-
vainto, on havidvan pieni, silld Mairitelméan 5.3 oletuksen 4 mukaan

P{N(tJr %) _N() = 2} :0(%).

Voimme siis olettaa, ettd kullakin osavililld sattuu vain 0 tai 1 tapahtumaa,
kun n on riittdvan suuri.
Maaritelladn nyt satunnaismuuttujat

XZ-:N(£> —N(M), i=1,2,....n.
n n

Muuttujia X; voidaan késitelld toisistaan riippumattomina Bernoullin jakau-
maa noudattavina satunnaismuuttujina:

XZ-NBer()\—T), 1=1,2,...,n.

n

Koko vililld (0, 7] havaittujen tapahtumien lukumé&éra on
Sn:X1+X2+"'+Xna

joka noudattaa binomijakaumaa Bin(n, 2L). Koska E(S,) = n - 2L = AT
kaikilla n € N, niin E(S,,) = AT, kun n — co. Voimme siis soveltaa Poisso-
nin lausetta (Lause 5.10), jonka mukaan S,, noudattaa Poissonin jakaumaa
Poi(AT"), kun n kasvaa rajatta. Néin esimerkiksi todennékoisyys, etté vélilla
(0, T] sattuu = onnettomuutta, on

P(N(T) = z) = e_g(;ﬂ

Todennékoisyys riippuu vain vélin pituudesta 7" ja intensiteetistd A > 0.

5.5.3 Satunnaistapahtumat tila-avaruudessa

Poissonin prosessilla mallinnetaan myd6s ilmi6ita, jotka tapahtuvat satunnai-
sesti tila-avaruudessa. Silloin Maaritelméan 5.3 ehdot voidaan luonnehtia seu-
raavasti:

1. Ruppumattomuus. Erillisilla alueilla sattuvien tapahtumien lukuméa-
rat ovat riippumattomat.

2. Yksittaisyys. Todennakoisyys, ettd alueella sattuu enemmaén kuin yksi
tahtuma, on havidvin pieni.

3. Homogeenisuus. Tapahtumat sattuvat samalla intensiteetilla koko tar-
kasteltavalla alueella.
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Tarkastellaan esimerkiksi Poissonin prosessia tasossa. Silloin todennékoisyys,
ettd pinta-alaltaan A:n kokoisella alueella sattuu = tapahtumaa, on

e—)\A()\A)x

z!

fa(z) =

missd A on tapahtumien lukuméiran odotusarvo yhté pinta-alayksikkoa koh-
ti. Jos Poissonin prosessia noudattavat tapahtumat sattuvat kolmiulotteises-
sa avaruudessa, niin silloin V:n kokoiseen tilaan osuu x tapahtumaa toden-
nékoisyydella

) r=0,1,...,

ef/\V Az
fv(x):i( ), r=0,1,...,
x!
missd A on tapahtumien lukuméirin odotusarvo yhté tilavuus-yksikkoa koh-

ti.

Esimerkki 5.11 Leipomo valmistaa suuren erdn pullataikinaa, josta teh-
dain rusinapullia. Leipuri haluaa, ettd ainakin 95 % pullista sisdltdd vihin-
tdan 2 rusinaa. Kuinka monta rusinaa pullaa kohti pitéisi sekoittaa taiki-
naan?

Olkoon pullan tilavuus V' = 1. Kun rusinat sekoitetaan hyvin taikinaan,
on kaikilla pullilla sama todennédkdisyys sisiltdd rusinoita (homogeenisuus).
Koska taikina on suuri, ovat eri pulliin sattuvien rusinoiden lukuméaérit toi-
sistaan riippumattomat. Todenniksisyys, ettd pieneen pullaan sattuu enem-
mén kuin yksi rusina, on hyvin pieni.

Téssé tilanteessa on kyse Poissonin prosessista 3-ulotteisessa tila-avaruu-
dessa. Pullassa on x rusinaa todennéikéisyydelld

e AN

flz) = U x=0,1,2,...

ja ainakin 2 rusinaa todennikoisyydella
PX>2)=1-P(X <2
=1-PX=0)—-PX=1)
=1—e?—e N\
Leipuri vaatii, etta
1—e—e)>0.095.

Epéayhtilo toteutuu, kun A > 4.74, joten rusinoita on sekoitettava taikinaan
5 rusinaa pullaa kohti. O

Diskreetit jakaumat: Yhteenveto

Bernoulli flx)y=p"(1—p)'* =01
Ber(p) B(X)=p,  Var(X)=p(1-p)
M(t)=1-p+ pe
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Binomi flz) = (n)px(l —p)"7, r=0,1,...,n
Bin(n, p) v
E(X)=np,  Var(X)=np(l-p)

M(t) = (1 —p+ pe')"

—1
Negatiivinen f(z) = (x 1)pr(l —p)*7, r=rr+1,...
binomi "
NBiH(T,p) E(X) — i’ V&I‘(X) — T(l ;p)
p p
pe! '
M(t) = t < —log(l—
0= |—s] <)
Geometrinen f(x) =p(1—p)“ 1, r=1,2,3,...
Geo 1 _
) E(X)==-,  Var(X)=—"
p p
pe’
M(t) = t < —log(l—
G5
Hypergeometrinen f(r) = —"—x——, X <pN ja
HGeo(n, N, p) () n—X<N-Np
N —
E(X)=np,  Var(X) = —— Tllnp(l —p),

N—x
—1 _
Negatiivinen f(z) = (:c ) (Nf\, T) , x=r,r+1,....,N
h . r—1) ( )
ypergeometrinen Np
N+1
NHGeo(r, N, p) B(X) =1 +
Np+1
1—p)N(N + 1)(N 1—
Var(x) = =N + D(Np 1)
(Np+1)*(Np +2)
—)\)\z
Poisson f(x) = ¢ > r=0,1,...
Poi()\) v
E(X) =X\, Var(X) = A
M(t) = exp(Xe’ — N), —00 <t <00

Poissonin prosessi. Laskuriprosessi { N(t), ¢ > 0}, jonka intensiteetti \.

1. N(0)=0.
2. Prosessin lisidykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukumaééré jokaisella ¢:n pituisella vililla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on At:

P[N(t+s)—N(s):x]:e’\t%, r=0,1,...

kaikilla s, > 0.
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Harjoituksia

1. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on Sy = {xi,z,} ja
todennikoisyysfunktio P(X = x1) =p, P(X =x3) =1 —p.
(a) Laske E(X"), r=1,2 ja
(b) Var(X).

(c) Maaritd X:n momenttifunktio.

2. Olkoon X ~ Ber(p) ja Y sellainen satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko
on Sy = {y1,y2} ja todennékoisyysfunktio P(Y = y;) = p, P(Y = yo) =
1 — p. Lausu Y satunnaismuuttujan X avulla.

3. Heitetdén lanttia n kertaa (n riippumatonta Bernoullin koetta). Olkoon
kruunan (R) todennékoisyys p ja X toistosten RR lukuméira heittosar-
jassa.

(a) Mitd on E(X)? Miké on E(X):n arvo, kun kun n = 2007
(b) Laske Var(X).

(c) Mité on toistosten RRRR lukuméérin odotusarvo?
(Vihje: Katso Esimerkki 5.2.)

4. Jos X noudattaa binomijakaumaa, jonka odotusarvo on 6 ja varianssi
2.4, niin mitd on P(X = 5)?

5. Hatussa on N yhdesta ldhtien juoksevasti numeroitua arpalippua. Vali-
taan hatusta n:n arvan satunnaisotos palauttamatta (ks. Esimerkki 5.2).
Olkoon X suurin valittujen arpalippujen jarjestysnumeroista.

(a) Piirrd X:n todennékoisyys- ja kertyméfunktion kuvaajat, kun N =
100 ja n = 10.

(b) Piirrd X:n odotusarvon kuvaaja n:n funktiona, kun N = 100.

6. Valitaan satunnaisesti ja toisistaan riippumatta 2000 pistettd yksikko-
neliostd { (z,y) |0 <z <1, 0 <y < 1}. Olkoon Z yksikkdympyrain
{(z,y) | 2* + y*> < 1} osuvien pisteiden lukumé&éra.

Mita jakaumaa Z noudattaa?

(a)

(b) Laske Z:n odotusarvo ja hajonta.

(c) Satunnaismuuttujan £ odotusarvo?

(d) Generoi 2000 satunnaislukuparia. Maéritd Z:n arvo ja laske sen
avulla m:n likiarvo.

7. Erdiseen 90:n virheettomén kidnnykin tuote-erdin oli sekaantunut 10
viallista. Valitaan tastd 100:n kdnnykan joukosta 30 kdnnykdn otos pa-
lauttamatta. Olkoon X viallisten lukumaééré otoksessa.
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(a) Madritd X:n todenndkoisyysfunktio.
(b) Laske P(X = 10).

(c) Valitaan kinnykoitéd testaukseen satunnaisotannalla yksitellen pa-
lauttamatta, kunnes kaikki vialliset on 16ydetty. Olkoon Y tarvitta-
vien testien lukumédri. Laske P(Y > 20), eli todennikdéisyys, etti
tarvitaan ainakin 20 testia.

8. Heitetdédn harhatonta lanttia, kunnes havaitaan toistos RR (kaksi kruu-
naa periakkiin). Olkoon X tarvittavien heittojen lukuméérd. Olkoon
fn n. Fibonaccin luku, joka maaritellidn siten, ettd f; = fo = 1 ja

fo=foc1+ fa2,n=23,4,....
(a) Osoita, ettid X:n todennikoisyysfunktio on

fa) =21,

r=2,3,4,...

(b) Osoita tuloksen

avulla, ettd Y o2, = 1.
(c) Osoita, ettd E(X) = 6.
(d) Osoita, ettd E[X (X — 1)] =52 ja Var(X) = 22.
(e) Simuloi X:n arvoja ja tarkastele, vastaavatko simuloinnin tulokset

teoreettisia tuloksia.

9. Erddssa vaalissa 4000:sta ddnestdjastd 100 kannatti ehdokasta A. Jos
valitaan 50 alkion otos danestdjistd esitutkimukseen, niin milld toden-
nikoisyydelld haastatelluista korkeintaan 5 kannattaa A:ta?

10. Yritykseen tulee ldhetys, joka sisdltda 1000 varaosaa. Tarkistussuunnitel-
man mukaan n = 100 satunnaisesti valittua (palauttamatta) varaosaa on
tarkistettava. Tuote-erd hyviksytadédn, jos tarkistuksessa ei 10ydy kahta
viallista enempéa. Mikd on todennikoisyys, ettd tuote-erd hyviksytaan?
Laske todennékéisyys

(a) hypergeometrisen jakauman avulla.

(b) Laske sitten sama todennikdisyys kdyttden hypergeometrisen ja-
kauman likiarvona binomijakaumaa

(c) ja Poissonin jakaumaa.

11. Oletetaan, ettd X ~ Poi(\). Osoita, ettd E(X) = A ja Var(X) = A.
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12.

13.

14.

15.

16.

Leipomossa valmistetaan suuri taikina, josta tehddin rusinaleivoksia.
Leipoyrittdja haluaa, ettd 95 % leivoksista sisaltda ainakin 2 rusinaa.
Kuinka monta rusinaa leivosta kohti hdnen pitda sekoittaa taikinaan?

Laboratoriohiiriin ruiskutetaan kahta eri liuosta. Ensimmaisessa liuok-
sessa on keskimadrin ¢ kappaletta C-tyypin organismeja millitrassa ja
toisessa liuoksessa keskiméérin d kappaletta D-tyypin organismeja mil-
litrassa. Organismit ovat jakautuneet nesteeseen tiysin satunnaisesti. Jo-
kaiseen hiireen ruiskutetaan kumpaakin liuosta yksi millitra. Hiiri sdilyy
hengissé jos ja vain jos kummassakaan ruiskeessa ei ole yhtdan organis-
mia.

(a) Milla todennékdisyydella hiiri jaa eloon?

(b) Milld todennékoisyydelld kuolleista hiirista 16ytyy molempia orga-

nismeja?

(Vihje: Kédytd Poissonin jakaumaa.)

Tehtaalla sattuu keskimédrin 1.5 onnettomuutta kuukaudessa. Maarité
seuraavien tapahtumien todennékoisyydet:

(a) Ei onnettomuuksia tammikuussa,

(b) yhteensé nelja onnettomuutta helmikuussa ja maaliskuussa,

(c) ainakin yksi onnettomuus vuoden jokaisena kuukautena.
(Vihje: Kéytéd Poissonin jakaumaa.)

Olkoot X ja Y toisistaan riippumattomat Poissonin jakaumaa noudat-
tavat satunnaismuuttujat. Olkoon E(X) =1 ja E(Y) = 2.

(a) Laske todennékoisyys P(X +Y) = 5.

(b) Milld kokonaislukuarvolla n todennékoisyys P(X +Y) = n saavut-
taa maksiminsa?

(c) Lausu todennékoisyys P(X +Y') = 5 satunnaismuuttujien X ja Y
todennikoisyysfunktioiden avulla.

Kirjassa on 200 sivua. Painovirheiden lukuméiré jokaisella sivulla nou-
dattaa Poissonin jakaumaa, jonka keskiarvo on 0.01. Painovirheiden lu-
kumaérat eri sivuilla ovat toisistaan riippumattomat.

(a) Miké on virheettomien sivujen lukuméérian odotusarvo ja hajonta?

(b) Kirjan oikolukija havaitsee minkéi tahansa annetun virheen toden-
nakdisyydelld 0.9. Mikd on oikolukijan havaitsemien virheellisten
sivujen lukuméaéarian odotusarvo?



