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Luku 1

Johdanto

1.1 Todennakoisyys ja tilastotiede

Tama kurssi kisittelee sekd todennikoisyyslaskentaa etta tilastotiedetta. Uh-
kapelurien ongelmat inspiroivat todennakoisyyslaskennan uranuurtajien ajat-
telua, mutta nykyisin todennékoisyyslaskennan sovellusalue on erittdin moni-
puolinen ja jatkuvasti laajeneva. Tilastotieteessa laaditaan satunnaisilmioil-
le todennikoisyysmalleja ja tutkitaan sitten havaintojen perusteella, miten
hyvin mallit kuvaavat todellisuutta.

1.2 Havaitut frekvenssit
ja empiiriset jakaumat

Jatkossa kiytdmme termié koe tai satunnaiskoe, kun puhumme menettelysta
tai prosessista, joka tuottaa (generoi) havaintoja. Esimerkkeja satunnaisko-
keista ovat lantin heitto tai kinnykkaddn tulevien viestien lukumaééra seuraa-
van tunnin aikana. Heitetddn lanttia esimerkiksi 100 kertaa ja saadaan 56
klaavaa (L). Tapahtuman ’klaava’ frekvenssi 100:n heiton sarjassa on tissd
tapauksessa 56 ja suhteellinen frekvenssi 56/100 = 0.56. Merkit&én tapah-
tuman A lukumééréé eli frekvenssid n:n kokeen sarjassa N,,(A). Useimmissa
sovelluksissa nayttaa kidyvan niin, ettd suhteellinen frekvenssi

Nn(A)

(1.2.1) lahenee lukua  P(A),

kun toistojen lukuméérd n kasvaa. On helppo todeta, ettd 0 < P(A) < 1.
Tété lukua P(A) kutsumme tapahtuman A todennékoisyydeksi.

Vaikka emme olekaan vield méadritelleet todennikoisyyttda, voimme to-
deta, ettd suhteellinen frekvenssi on ominaisuuksiltaan todennikoisyyden
kaltainen ja antaa siksi hyvin intuitiivisen késityksen todennikéisyydesta.
Suhteellisen frekvenssin avulla voidaan my6s arvioida todennakoisyyksia nu-
meerisesti. Ndin tehddan esimerkiksi simulointikokeissa. Huomattakoon, etti
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suhteellinen frekvenssi ei ole todennikdisyyden maéairitelmé vaan todenné-
koisyyden erds tulkinta. Todenndkoisyys maaritellian aksiomaattisesti. Kun
todennékoisyys on mééiritelty, seuraa tulos (1.2.1) néistd aksioomeista. Itse
asiassa (1.2.1) voidaan perustella vahvan suurten lukujen lain avulla. Se on
tilastotieteen kannalta yksi todennikoisyyslaskennan tarkeimpié lauseita.

Olkoon 1, x9, . .., x, jokin lukujono. Tavallisesti nama luvut z, zo, ..., x,
ovat jonkin suureen, kuten esimerkiksi pituuden tai painon, mittalukuja. Jos
esimerkiksi n tilastoyksikk6d on mitattu, niin silloin z; on i. tilastoyksikon
mittaluku ja luvut xq, xo, ..., x, muodostavat havaintoaineiston. Lukujen
x1, To, ..., T, (havaintoaineiston) empiirinen kertymafunktio (ekf) reaalilu-
kuakselilla (—o0, 00) on

1
F.(a) = E|{zl <i<n,z;<al,

missi —00 < a < oo ja | .| on joukon alkioiden lukumé&éra.
Lukujen zq, zo, ..., x, empiirinen jakaumafunktio tai lyhyesti empiirinen
jakauma (ej) on

Po(a,b) = F,(b) — Fy(a).

P,(a,b) on siis puoliavoimelle vilille (a,b] kuuluvien lukujen suhteellinen
osuus lukujoukossa {x1, za, ..., 2, }:

1
P.(a,b)=—-Hi:1<i<n,a<uz; <b}|
n

Esimerkki 1.1 Olkoon hatussa n arpalippua ja 7. lippuun on kirjoitettu
luku z;. Valitaan hatusta satunnaisesti yksi arpa. Silloin todenn#kéisyys, ettd
arvan numero sattuu vélille (a,b] on P,(a,b). Tédssd tilanteessa empiiriselle
jakaumalle voidaan siis antaa todennakoisyystulkinta. 0]

Empiirisen jakauman kuvaajana kiytetddn tavallisesti histogrammia. His-
togrammin piirtdminen aloitetaan valitsemalla ensin jakopisteet by < by <
- < by, siten, ettd kaikki luvut z; sisdltyvét avoimelle vilille (bq,b,,) ja
mikddn jakopiste ei ole mittaluku. Jakopisteet maarittelevit m — 1 osavalid
(bj,bj+1), 1 < 7 < m — 1. Histogrammi piirretdén asettamalla vierekkdin
m — 1 pylviisti (suorakaidetta) siten, ettd j. pylvaéin kannan (luokan) leveys
on bj1; — b; ja pylvddn korkeus on

Pn(bj,bj_H) . |{Z 1< < n, bj <z < bj+1}|
bjt1 — b n(bjt1 — by) '

Korkeus on siis j. osaviliin kuuluvien havaintojen suhteellinen osuus pi-
tuusyksikkod kohti. Pylvaan korkeutta kutsutaan havaintotiheydeksi tai ly-
hyesti tiheydeksi. Vastaavasti j. pylvidn pinta-ala on P, (b;,b;41) ja kaikkien
pylviiden yhteenlaskettu pinta-ala on 1.
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Kaytannon sovelluksissa mittaustarkkuus on aina &dérellinen, sanokaam-
me Azx. Jokainen mittaluku on silloin muotoa kokonaisluku- Az. Kahden mit-
taluvun pienin mahdollinen erotus on Ax. Jakopisteet valitaan siten, ettd ne
ovat muotoa

Ax

kokonaisluku - Ax + -

Silloin jakopiste ei voi olla mittaluku. Jakopisteet muodostavat aineistoon

luokituksen ja puhumme silloin luokitellusta aineistosta. Jakopisteet b;, bjiq
Az

ovat silloin j. luokan ns. todelliset luokkarajat ja pisteet b; + %, bjiy1 — 5
ovat ns. pyoristetyt luokkarajat.
Esimerkki 1.2 Kurssin 1. vilikokeen pistemaérit x;, 1 < i < 20 olivat
18, 12, 14, 11, 24, 14, 24, 22, 24, 10, 8, 19, 21, 22, 24, 24, 24, 6, 24, 21.
Kokeeseen osallistui siis 20 opiskelijaa. Valitaan todellisiksi luokkarajoiksi
5.5, 10.5, 13.5, 16.5, 18.5, 20.5, 22.5, 24.5.

Nyt siis by = 5.5 ja bg = 24.5. Luokkarajat méaarittelevit 7 luokkaa.

0.15 -
2. 0.10 A
[<D]
=
=
0.05 -
0 T T T 1
5 10 15 20 25
Pistemaéaéara

Kuvio 1.1. Koepistemééran histogrammi (n = 20).

Esimerkiksi Pyy(20.5,22.5) = 55 = 0.2 ja havaintotiheys luokassa (20.5,22.5)
on

Px(205,225) 0.2 _
225-205 2 7

1.3 Todennakoisyysmallit

1.3.1 Satunnaiskoe

Todennékoisyyslaskenta on satunnaisilmididen matemaattista teoriaa. Kun
tarkastelemme satunnaisilmio6itd, puhumme satunnaiskokeista, vaikka kyse
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on tavallisesti vain ajatelluista satunnaiskokeista. Se on siis matemaattinen
abstraktio. Satunnaiskokeessa on oletuksena, ettd kokeen alkutila ei maarita
tulosta deterministisesti, vaan véliintuleva tekija, sattuma, vaikuttaa kokeen
tulokseen. Satunnaiskokeen mahdolliset tulosvaihtoehdot tiedetddn, mutta
yksittiisen kokeen tulosta ei voida varmuudella ennustaa. Ainoa tapa saada
tietoa satunnaisilmidistd on tehdi satunnaiskokeita (eli havainnoida satun-
naisilmicita).

Oletetaan nyt, ettd koe (ilmio) on sellainen, ettd sen tulos ei ole varmuu-
della ennustettavissa, mutta kaikki mahdolliset tulosvaihtoehdot ovat tiedos-
sa. Jos téllainen koe voidaan toistaa samoissa olosuhteissa, sitd kutsutaan
satunnaiskokeeksi. Satunnaiskokeen kaikkien mahdollisten tulosten joukkoa
kutsutaan otosavaruudeks: ja merkitddn :lla. Satunnaiskokeen yksittaisté
mahdollista tulosta kutsutaan alkeistapaukseksi (satunnaiskokeeseen liitty-
vin otosavaruuden € yksi piste). Jos otosavaruus on dérellinen, merkitdin

Q= {w17w27"'7wn}7

missé alkeistapaukset ovat wy, wa, ..., w, ja {2:n alkeistapausten lukumaara
|Q2| = n. Otosavaruus voi olla my6s ddreton.

Tapahtuma on otosavaruuden {2 osajoukko. Otosavaruuden osajoukkoja
merkitddn isoilla kirjaimilla A, B, C, ... Sanomme, ettd tapahtuma A sattuu,
jos kokeen tulos w kuuluu joukkoon A eli w € A. Q) on ns. varma tapahtuma,
koska jokin mahdollisista vaihtoehdoista sattuu varmasti.

Esimerkki 1.3 Heitetdén lanttia. Tulosvaihtoehdot ovat kruuna (R) ja klaa-
va (L), joten otosavaruus Q = {L, R} ja |Q| = 2.

Heitetdédn lanttia, kunnes saadaan ensimméinen kruunu. Silloin otosava-
ruus

Q= {R,LR,LLR,LLLR,...}
ja |Q] = oo. Jos tapahtuma A on ’enintéén kaksi klaavaa ennen 1. kruunaa’,

niin A = {R, LR, LLR}. 0

Esimerkki 1.4 Tarkastellaan laitteen kestoa. Jokainen positiivinen reaali-
luku voidaan tulkita kestoajaksi. Silloin

Q={weR|w>0}.

Esimerkiksi tapahtuma ’kestoikd ainakin 100 tuntia’ on [100, 00) ja 'kestoika
yli 150, mutta korkeintaan 200 tuntia’ on (150, 200]. OJ

1.3.2 Otosavaruudet, tapahtumat ja joukko-operaatiot

Oletetaan, ettd satunnaiskokeen £ otosavaruus 2 on annettu. Kaikki tarkas-
telun kohteena olevat tapahtumat esitetdin (2:n osajoukkoina. Olkoon A ta-
pahtuma. Jos A sattuu, se tarkoittaa, ettd kokeen £ tulos w kuuluu joukkoon
A eli w € A. Tulkitse Vennin diagrammi siten, ettd valitset suorakaiteesta
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Taulukko 1.1. Joukko-opillisen ja todennékoisyyslaskennan termino-
logian vastaavuus.

Tapahtumat Joukot Joukkojen Vennin diagrammi
merkint
otosavaruus perusjoukko Q

tapahtuma Q:n osajoukko A, B, C jne.

mahdoton tyhji joukko 1]
tapahtuma

ei A, A ei satu A:n komplementti A¢

joko A tai B Am ja B yhdiste AU B A©B
@
A B
OCD

tai molemmat

sekd A ettd B A:n ja B:n leikkaus AB, ANB

Aja Btoisensa A ja B pistevieraat ANB =10
poissulkevat

B
jos A niin B A on B:n osajoukko A C B




(Q:sta) satunnaisesti pisteen. Jokainen suorakaiteen piste on alkeistapaus.

Jokainen suorakaiteen osa-alue on tapahtuma.

Taulukossa 1.1 on esitetty joukko-opilliset operaatiot komplementti, yh-
diste ja leikkaus. Nimé operaatiot toteuttavat monia kiyttokelpoisia ominai-

suuksia, kuten esimerkiksi

Yksinkertaista, mutta todennékéisyyslaskennassa hyodyllisté relaatiota (A€)®
A kutsutaan kaksinkertaisen komplementin sidnndksi. Keskeisiéd joukko-opin

(A=A, AUA=Q, AnNA°

laskusaantoja ovat vaihdantalait

listantdlait

AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=AN(BNC)

osittelulait

Luku 1. Johdanto

= 0.

AUB=BUA, ANB=BnA

AUu(BNC)=(AUB)N(AUC),

De Morganin lait

(AUB) = A°N B°,

Huomaa, etta

(AN B)°

Kuvio 1. .

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

e

(ANB)“ = A°U B°.

organin lait.

AN(BUC) £ (ANB)UC,

ja
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paitsi erikoistapauksissa. Lauseke AN BUC ei ole siis hyvin mééritelty, vaan
tarvitaan sulut osoittamaan, kummasta tapahtumasta on kyse.

Joukkojen A ja B erotukseen A\ B kuuluvat ne A:n pisteet, jotka eiviit
kuulu joukkoon B:

A\B=ANnB*={w|weAjaw¢ B}.

Jos B C A, kiilytdmme merkinnin A\ B sijasta my6s merkintdd A — B. Tété

merkintida kiyttaen
A\B=A-(ANDB)

ja
Ac=Q — A
9
Kuvio 1.3. Joukkojen erotus.
Sanomme, ettd tapahtumat A;, As, ..., A,, muodostavat tapahtuman

A osituksen (tai jaon), jos A = A; U Ay U---U A, ja tapahtumat A;, A,

.., A, ovat toisensa poissulkevat (A4; N A; = 0, kun ¢ # j). Esimerkiksi A,
A° muodostaa otosavaruuden  osituksen ja A\ B, AN B muodostaa A:n
osituksen. Jos joukot A ja B ovat pistevieraat (A N B = (), niin voimme

e
G e

Kuvio 1.4. Joukon A osituksia.

merkinndn A U B sijasta kiyttdd merkintdd A 4+ B. Silloin esimerkiksi
Q=A+ A°.
Jos Ay, Ay, Az on A:n jako, niin
A=A+ A+ As.
Jos Ay, As, ..., A, on jono tapahtumia, niiden unioni on

OAZ':A:[UAQ"'UAn

1=1
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ja leikkaus

n

(Ai=AinA4-NA,

i=1
Kun tapahtumien jono {4, },n > 1 on &déret6n, jonon tapahtumien unioni ja
leikkaus voidaan maaritella darellisten unionien ja leikkausten raja-arvona:

D U (=t ()
n=1 n=1 n=1 n=1

Kun tapahtumien jono on {A,},n =1,2,... on dérellinen tai ddretén, voim-
me merkitd myos

U A, = {w]|w € A, ainakin yhdelld n:n arvolla},

ﬂAn = {wl|w € A, kaikilla n:n arvoilla}.

m m
Huomaa, ettd |J A, ei vihene ja [] A, ei kasva, kun m kasvaa. Jono

n=1 n=1
{U A,},m = 1,2,... paisuu kohti joukkoa |J A, ja jono {() A.},m =
n=1 n=1 n=1
1,2,... kutistuu kohti joukkoa () A,. Ne ovat monotonisia jonoja. Jonoa
n=1
{B,},n =1,2,... sanotaan monotoniseksi, jos By C By C ... (kasvava) tai
By D By D ... (vihenevd). Monotonisille jonoille voidaan maaritella raja-

arvo seuraavasti:

lim B, = U B, kun {B,},n >1 kasvava,

n—00
n=1

ja
lim B, = m B,, kun {B,},n > 1 vihenevi.
n=1
Osittelulait ja De Morganin lait voidaan yleistia ilmeiselld tavalla koskemaan
adrellisid ja ddrettomid joukkojen jonoja. Esimerkiksi

Bn(J4) = JBnA,),
(A = JAs

1.3.3 Todennakoisyys

Oletetaan, ettd satunnaiskoe ja siihen liittyvd otosavaruus on annettu. Tar-
kastellaan nyt todennikéisyyden méaritelemistd. Oletamme aluksi, etta otos-
avaruus on darellinen. Silloin todennikdisyys voidaan mééaritella alkeistapah-
tumien avulla.
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Maiéiritelma 1.1 Olkoon £ satunnaiskoe ja €2 sen #érellinen otosavaruus.
Todennékoisyys on otosavaruudessa ) maéritelty reaaliarvoinen kuvaus

P:Q—10,1],
jolla on seuraavat ominaisuudet:

1. P({w}) > 0 kaikilla {w} € Q, ja
2. Y PH{w}) =1

{w}en

Sanomme, ettd P({w}) on alkeistapahtuman {w} todenndkdisyys. Tapah-
tuman A eli 2:n osajoukon todennikéisyys maéritellddn lukuna

(1.3.1) P(A) =) P({w}).

wEA

Néin funktio P voidaan laajentaa joukkofunktioksi, joka liittda jokaiseen ta-
pahtumaan A C Q luvun 0 < P(A) < 1. Ominaisuuksiensa nojalla toden-
nikoisyyttd kutsutaan yleisessé teoriassa todennikdisyysmitaksi. Jos 0 =
{w1,ws, ..., wy}, niin

> Pl{wh) = > Plwid) = 1.

wi; €N

Esimerkiksi tapahtuman A = {w;, w3, ws} todennikoisyys P(A) = P({w1})+
P({ws}) + P({ws}). Lisiksi méérittelemme mahdottoman tapahtuman, jota
merkitain tyhjilla joukolla (), todennékoisyyden P({)) nollaksi. Satunnaisko-
keen todennikoisyysmalli maaritellddn antamalla kokeen otosavaruus € ja
sithen liittyva funktio P, joka toteuttaa M&aritelmén 1.1 ehdot. Todenndikdi-
syysmalli on siis pari (£2, P).

Mééritelmén mukaan P(()) = 0. Mahdoton tapahtuma ) on varman ta-
pahtuman  komplementti eli Q¢ = (). Tapahtuman A komplementti on jouk-
ko, johon kuuluvat kaikki ne alkeistapaukset, jotka eivit kuulu joukkoon A.
Koska jokainen alkeistapaus w kuuluu joukkoon A tai sen komplementtiin,
mutta ei molempiin samanaikaisesti, niin

Y PHwh+ ) PHwh) =) PHw}) =1

weA weA¢ wen
Téstd seuraa, ettd P(A) + P(A°) = 1, joten
P(A%) =1— P(A).

Madritelmén 1.1 oletukset toteuttava funktio méaérittelee todenndkdisyys-
jakauman :ssa. Jos = {wy,ws, ..., wy,}, niin voimme esittda todenniakoi-
syysjakauman muodossa

W W2 ... Wy
P1 P2 .- DPns
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missd p; = P({w;}) ja i, pi = 1. Mikd tahansa Miéritelmén 1.1 ehdot
toteuttava reaalilukujoukko {p; | p; = P({wi}), 1 < i < n} médrittelee
todennékoisyysjakauman {2:ssa.

Esimerkki 1.5 Heitetddn harhatonta noppaa. Silloin silmélukujen muodos-
tama otosavaruus on Q = {1,2,3,4,5,6}. Jos jokainen silméluku on yhtd
mahdollinen, niin maaritellaéin todennikoisyys P siten, etté

Tapahtuman ’silméluku pariton’ todennékoisyys on

—
w
—

P({1,3,5)) = PO + P3N + P = g+ g + s =2 =5

D
D

Olemme nyt mééritelleet todenndkdisyysmallin (£2, P) dérellisessi otos-
avaruudessa siten, ettd jokaisen tapahtuman todennékdéisyys voitiin mé&ari-
telld. Olemme kiinnostuneita €2 :n tapahtumien todennikiisyyksisti. Tapah-
tumista johdetaan uusia tapahtumia joukko-opin operaatioilla.

Maéaritelmi 1.2 Otosavaruuden €2 osajoukkojen kokoelma A on algebra,
jos seuraavat kolme ehtoa toteutuvat:

aj. Q c A
ap. Jos A € Q, niin A€ € ().
az. Jos A, B € ), niin AU B € Q.

Todennikoisyyslaskennassa tarkasteltavat joukkokokoelmat (tapahtumien ko-
koelmat) muodostavat aina algebran. Esimerkkejd joukkoalgebroista ovat:

(a) Suppein madollinen algebra {2, 0}, johon kuuluvat vain otosavaruus €
ja tyhja joukko 0.

(b) Tapahtuman A generoima algebra {A, A Q, 0}.

(¢) Otosavaruuden € kaikkien osajoukkojen kokoelma {A|A C 2}, joka
sisaltdd myos tyhjan joukon ().

Todettakoon, ettd kaikki mainitut joukkoalgebrat liittyvit johonkin oto-
savaruuden § ositukseen. Olkoon

D={Di,...,D,}

otosavaruuden ositus. Silloin D; + --- + D,, = €. Jos esimerkiksi Q =
{wy, we, w3}, niin {{w1}, {wa}, {ws}} on Q:n ositus, koska Q = {wi} + {ws} +
{ws}. Tamén osituksen avulla voidaan mééritelld 5 eri ositusta: Dy = {wq, wa, w3},
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Dy = {{wi, w2}, {ws}}, D3 = {{wr,ws}, {w2}}, Dy = {{wz, w3}, {wi}t} Ds =
{{w1}, {wa}, {ws}}. Jos muodostetaan osituksen D joukkojen kaikki unionit,
niin saadaan joukkokokoelma, joka on algebra. Mukaan otetaan myos (), joka
aina voidaan ajatella olevan osituksessa. Syntyvad joukkokokoelmaa sano-
taan osituksen D indusoimaksi joukkokokoelmaksi (D). Myos kédnteinen
tulos pitda paikkansa. Jos A on direllisen otosavaruuden () osajoukkojen
muodostama algebra, niin on olemassa sellainen yksikésitteinen (2:n ositus
D, ettd A on osituksen D indusoima algebra eli A = a(D).

Esimerkki 1.6 (a) Tarkastellaan otosavaruuden © = {w;,ws,ws} ositusta
Dy = {{w1, w2}, {ws}}. Merkitaan A = {wy,ws}, joten A = {ws3}. Silloin osi-
tuksen D, indusoima algebra on itse asiassa joukon A indusoima algebra.

(b) Olkoon otosavaruus 2 = {wy, wa, w3, w3} ja sen ositus D = {{wy,wa}, {ws},
{w4}}. Osituksen Dy indusoima algebra on {2, 0, {wy, wo }, {ws}, {wa}, {w1, wo,
w3}, {w1, wa, wy}, {ws,ws}}. Jos merkitddn Dy = {wy,ws}, Dy = {ws} ja D3 =

{w4}, niin osituksen D = {D;, Dy, D3} indusoima algebra saadaan muo-
dostamalla joukkojen Dq, Dy ja D3 kaikki mahdolliset unionit. Esimerkiksi
D1 U D3 = {wi,ws, ,wa} ja Doy U D3 = {ws, wa}. H

Kun satunnaiskokeelle maaritelldan todennakoisyysmalli, kiinnitetdan en-
sin otosavaruus = {wi,...,w,}. Sen jéilkeen valitaan jokin sellainen os-
ajoukkojen kokoelma A, joka muodostaa algebran. Kokoelman A alkiot ovat
tapahtumia. Kun 2 on &airellinen, valitaan joukkoalgebraksi A tavallises-
ti Q:n kaikkien osajoukkojen kokoelma. Sitten jokaiseen alkeistapaukseen
w; € Q, 1 < i < n liitetddn Méaritelméan 1.1 mukaisesti epanegatiivinen
paino. Tapahtuman A € A todennékoisyys P(A) mééritellddn kaavan (1.3.1)

mukaisesti lukuna
P(A) = > P({w}).
wi;€A
Sanomme, ettd kolmikko
(Q, A P)
madrittelee todenndkoisyysmallin, tai todenndkoisyysavaruuden. Jos darelli-

sen otosavaruuden yhteydessi ei erikseen mainita joukkoalgebraa A, tarkoi-
tetaan 2:n kaikkien osajoukkojen muodostamaa algebraa.

1.3.4 A#rettdmit otosavaruudet

Edelld on kisitelty vain darellisid otosavaruuksia. Esimerkissa 1.3 esitettiin
my0s adrettomia otosavaruuksia, jotka ovat sovelluksissa tavallisia. Jos €2 on
numeroituvasti dareton, niin

Q= {wl,wg,wg, . }

Silloin todennakoisyysfunktiofunktio voidaan maaritelld samalla tavalla kuin
adrellisen otosavaruuden tapauksessa. Maéritelma 1.1 siis soveltuu myos nu-
meroituvasti arettomiin otosavaruuksiin. Silloin Maaritelméan 1.1 2. ehdossa
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ddrellinen summa korvataan darettomalla summalla

Zpi=p1+p2+p3+"':17

i=1
missid P({w;}) = p;. Tapahtuman A € Q todenn#kéisyys on
(1.3.2) P(A) =Y P{{w}),

w; EA

mutta nyt nyt summa voi olla déretén. Jos 2 ei ole numeroituva (eli on yli-
numeroituva), niin Mééritelma 1.1 ei sovellu tapahtumien todennékdisyyden
médrittelemiseen, vaan tarvitaan uusia késitteitd. Niihin palataan myohem-
min.

Esimerkki 1.7 Esimerkissd 1.3 tarkasteltiin satunnaiskoetta, jossa heitet-
tddn lanttia, kunnes saadaan ensimmaéinen klaava. Silloin otosavaruus

Q= {L,LR,LLR,LLLR,.. .},

missé alkeistapaus

w; =LL...LR
— 1
i—

Jos kruunan todennékéisyys P({ R}) = p ja klaavan todennékéisyys P({L})
q (p+q=1), niin P({w;}) = ¢""'p. Silloin

ZP({wi}) = Zqi‘lp - % =1L

i=1 q

1.3.5 Todenniakoisyyden tulkinnat

Todennékoisyyslaskenta ei ole riippuvainen todennikéisyyksien eli lukujen

p tulkinnoista eikd siitd, miten néitd lukuja mitataan tai arvioidaan. To-

dennikoisyyslaskenta on aksiomaattinen matemaattinen teoria. Esimerkiksi

diskreetti todennékoisyyslaskenta perustuu Méadritelméan 1.1 esittdmiin to-

dennékoisyyden ominaisuuksiin. Sovelluksissa tulkitsemme todennékdisyydet

usein suureiksi, joita voidaan estimoida suhteellisilla frekvensseilla.
Tapahtuman A mahdollisuus (odds) méaritelldén suhteena

(13.3) odds(A) = }f ((jc)) = L (;1()14).

Tapahtuman A mahdollisuus kertoo, kuinka monta kertaa todennikoisem-
pid on, ettd A sattuu, verrattuna siihen, ettd A ei satu. Jos tapahtuman A
mahdollisuus odds(A) on annettu, niin A:n todennékéisyys on

~odds(A)
Pid) = 1+ odds(A)’
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Esimerkki 1.8 Jos 1000 henkilén populaatiossa on 600 naista ja 400 miest4,
niin naisten suhteellinen osuus on

600
600 + 400 0-6

Jos tdstd populaatista valitaan satunnaisesti yksi henkilo, niin naisen valitse-
misen todennékoisyys on 0.6. Naisen mahdollisuus (odds) tulla valituksi on
6 vastaan 4. Mahdollisuus, ettid nainen ei tule valituksi on 4 vastaan 6. Jos
A = {nainen} ja B = {mies}, niin naisen mahdollisuus tulla valituksi on

P4 06 3
odds(A) =15 T oa 2
O

Uhkapelurit ovat kiinnostuneita hieman erityyppisesti mahdollisuudesta,
nimittdin voiton mahdollisuudesta (payoff odds). Pelikasinot ja vedonlyénnin
vilittajat tarjoavat nditd mahdollisuuksia. Jos tapahtuman A mahdollisuus
on 1 vastaan 10 ja lyot euron vetoa tapahtuman puolesta, niin A:n sattuessa
voitat 10 euroa. Jos A ei satu, héviit sen yhden euron. Kasinossa maksat pe-
limaksuna yhden euron. Jos A sattuu, saat takaisin 11 euroa, joka on voittosi
plus euron palautus. Jos A ei satu, kasino pitdd maksamasi euron. Panoksesi
on 1 euro, kasinon panos 10 euroa ja kokonaispanos 11 euroa.

Voiton mahdollisuuden ja tapahtuman mahdollisuuden vililla on yhteys,
joka on ymmaérretty uhkapelin yhteydessd paljon ennen varsinaisen toden-
nikoisyyslaskennan syntyd. Puhutaan esimerkiksi ns. reilun pelin sddnnds-
td, joka toteutuu silloin, kun tapahtumaa A koskevassa vedolyonnissa voiton
mahdollisuus on sama kuin A:n mahdollisuus eli

patos = odds(A).

kasinon panos

Reilun pelin sdannén mukaan panoksen suhteellisen osuuden kokonasipanok-
sesta tulee olla P(A).

Eivit ainoastaan tapahtumien mahdollisuudet vaan my6s mahdollisuuk-
sien suhteet ovat keskeisid pelitilanteiden analysoinnissa. Ne ovat tarkeitd
késiteitd myos esimerkiksi frekvenssiaineistojen analyysissa ja logistisessa
regressiossa. Olkoon A:n mahdollisuus odds(A) ja B:n mahdollisuus odds(B).
Silloin mahdollisuuksien suhde (odds ratio) 0(A, B) on

odds(4)  P(A)/[1— P(A)]
(1.3.4) A B) = C3as(B) ~ P(B)/T=P(B)

Vedonlyontiterminologian mukaan 6 on wvedonlyontisuhde. Todennékoisyyk-
sien arviointi vedonlyonnissa perustuu pitkalti henkilokohtaisiin uskomuksiin
ja kokemuksiin. My6s esimerkiksi liiketoiminnan paatoksenteossa henkilokoh-
taiset todenndkoisyyden tulkinnat voivat olla kiyttokelpoisia.
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1.4 Ehdollinen todennikoisyys

Ehdollistaminen on varsin tehokas ja hyodyllinen tekniikka todennakoisyys-
laskennassa ja tilastotieteessa. Késittelemme tissa luvussa ensimmaéisen ker-
ran lyhyesti ehdollista todennikoisyyttd, joka tulee olemaan téirked késite
lapi koko kurssin.

Esimerkki 1.9 Heitetddn harhatonta noppaa kuten Esimerkissa 1.5. Meille
kerrotaan, ettd on saatu pariton silméluku, mutta emme tiedd, mika niisté.
Miké on silméluvun 5 todennikoisyys? Olkoon B ’silmiluku pariton’ ja A
‘silméluku 5’. Tieddmme siis, ettd silmédluku on 1, 3 tai 5. Naméi alkeista-
paukset ovat yhtd todennikéisid, joten silméluvun 5 todennékoisyys on 1/3.
Sanomme, etti tapahtuman A ehdollinen todenndkdisyys ehdolla B on 1/3.
Tatéa ehdollista todennékdisyytta merkitdéin P(A | B). Huomaamme, ettd
ainakin téssd esimerkissi P(A | B) # P(A) = 1/6. O

Kun tarkastellaan tapahtuman A ehdollista todennakoisyytta P(A | B),
rajoitutaan tarkastelemaan tapahtuman B alkeistapauksia. Sitten katsotaan,
kuinka usein B:ssi sattuu myos A. Tamia on tapahtuma ’'sekd A ettd B
sattuvat’, jota merkitdin AN B. Edellisessi esimerkissé laskimme itse asiassa

ehdollisen todennikdisyyden P(A | B) kaavalla
P(ANB)

P(B)
Todennikdisyys P(A | B) on méaritelty, kun P(B) > 0.

(1.4.1) P(A|B) =

Esimerkki 1.10 Eloonjdamistaulukoissa esitetddn eri ikdisend elossa ole-
vien odotettu lukumaéard 100000 elavina syntynyttd kohti. Esimerkiksi seu-
raavassa taulukossa on annettu 20-, 45- ja 65-vuotiaana elossa olevien naisten
lukumaarat erddssa viestossa 100000 elavana syntynytta tyttolasta kohti.

Ika 20 45 65
Elossa 98040 95662 84483

Téssd voidaan ajatella, ettd alkuperdinen otosavaruus {2 on 100000 tyt-
tolasta. Mikd on todennikoisyys, ettd 20-vuotias eldd 45-vuotiaaksi (tar-
koittaa itse asiassa, ettd eldd ainakin 45-vuotiaaksi)? Olkoon A = ’eldd
45-vuotiaaksi’ ja B = ’eldd 20-vuotiaaksi’. Koska 20-vuotiaaksi on eldnyt
98040 naista ja ndistd 45-vuotiaaksi 95662, niin kysytty todenndkdisyys on
95662/98040 = 0.97574. Laskettaessa ehdollista todennékoisyyttd valitaan
perusjoukoksi B ja katsotaan kuinka moni néista selvida 45-vuotiaaksi.

Nyt tapahtuma A N B on ’eldd 45-vuotiaaksi’, koska 45-vuotiaksi eldneet
ovat eldneet myos 20-vuotiaksi. Koska 20-vuotiaaksi eldd 98040, niin P(B) =
98040,/100000 = 0.98040. Vastaavasti P(A N B) = 95662/100000 = 0.95662.
Ehdollinen todennékéisyys

P(ANB)  0.95662
P(B)  0.98040

P(A|B) = = 0.97574.
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1.4.1 Ehdollisen todenniakoisyyden frekvenssitulkinta

Olkoot A ja B jotkut satunnaiskokeen &£ otosavaruuteen € liittyvit tapah-
tumat ja N,(AN B) on tapahtuman AN B frekvenssi ja N,,(B) tapahtuman
B frekvenssi, kun satunnaiskoe £ toistetaan n kertaa. Voimme ajatella, etta

_N.(ANB) N,(AnB)/n _ P(ANB)
(1.4.2) P(A|B) = N.B)  N.B)n ~ PB)

kun toistojen lukumé&ara n on suuri.

1.4.2 Kertolaskusaanto

Koska ehdollisen todennikoisyyden kaavassa (1.4.1) P(B) > 0, saadaan siitd
kertolaskusaanto

(1.4.3) P(ANnB)=P(B)P(A|B)
tapahtuman A N B todennékoisyyden laskemiseksi.

1.4.3 Riippumattomuus

Sanomme, ettd tapahtumat A ja B ovat rigppumattomat, jos
(1.4.4) P(ANB)= P(A) P(B).

Huomaa, ettéd ehdollinen todennékoisyys (1.4.1) ei ole méaritelty, jos P(B) =
0, mutta riippumattomuuden mééritelma (1.4.4) on silloinkin voimassa. Jos
P(B) # 0 ja (1.4.4) pitdi paikkansa, niin
P(ANB)
P(B)

Jos A ja B ovat riippumattomat, niin tieto B:n sattumisesta ei vaikuta A:n
todennikdisyyteen. Jos P(A) > 0, niin my6s P(B | A) = P(AN B)/P(A) =
P(B), kun A ja B ovat riippumattomat.

P(A| B) = = P(A).

1.5 Odotetut frekvenssit

Kokeen & todennékdisyysmalli (€2, P) on teoreettinen konstruktio. Mallin hy-
vyys kiytidnnon sovelluksissa on tutkittava empiirisesti. Taméa tehddan ver-
tailemalla kokeen (empiirisen ilmién) havaittuja tuloksia mallin perusteella
odotettavissa oleviin tuloksiin. Oletetaan, ettd koe toistetaan n kertaa. Jos
tapahtuman A todennédkoéisyys on mallin mukaan p, niin silloin A:n odotettu
frekvenssi eli teoreettinen frekvenssi on np. Jos A sattui suoritetussa tois-
tokokeessa n 4 kertaa, niin titd havaittua frekvenssid verrataan odotettuun
frekvenssiin. Jos n4 poikkeaa "liian paljon” odotetusta frekvenssistd np, niin
malli (teoria) joutuu kyseenalaiseksi. Havainnot eivét silloin tue teoriaa. Sii-
hen, miki on "liian suuri” poikkeama, pyrimme vastaamaan todennikoisyys-
laskennan ja tilastotieteen avulla.
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Johdanto: Yhteenveto

e Empiirinen kertyméfunktio. Lukujen xq, zo, ..., x, empiirinen kertymd-
funktio on

1
F.la)=—-{i:1<i<n,z; <a},
n
missid —0o0 < a < 00 ja | .| on joukon alkioiden lukuméaéars.

o Empiirinen jakaumafunktio tai lyhyesti empiirinen jakauma on

P,(a,b) = F,(b) — F,(a).

e Otosavaruus 2 on satunnaiskokeen (tai satunnaisilmion) mahdollisten tu-
losten (alkeistapausten w) joukko. Satunnaiskokeessa voi sattua yksi ja
vain yksi alkeistapaus.

e Tapahtuma on otosavaruuden €2 osajoukko.

A ja B tapahtumia ACQjaBcCQ

Q varma tapahtuma

0 mahdoton tapahtuma

ACB jos A sattuu, niin B sattuu

A° A ei satu

AuB A tai B sattuu (tai molemmat)

ANB, AB sekd A ettd B sattuvat

A\B=ANBKB" A sattuu, mutta ei B

ANB=1 A ja B pistevieraat (toisensa poissulkevat)
A:n ositus A=A UAU---UA,jaAinA=0,i#]

e De Morganin lait
(AUB)¢ = A°N B¢, (AN B)° = A°U B°.
e Todenndkdisyys P on otosavaruudessa ) (numeroituva) méaritelty funktio
P: Q —[0,1], jolla on seuraavat ominaisuudet:
1. P(w) >0 kaikilaw €, ja
2. Y Plw)=1

weN
e Tapahtuman A todennikdisyys P(A) = > P(w).
weA
e Tapahtuman A mahdollisuus
P(A) P(A)

odds(A) = PlAY) = = PA)
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Vedonlyontisuhde

odds(A)

VA B) = i E)

A:n todennékoisyys ehdolla B

P(ANB)

P(A| B) = =5rps

P(B) > 0.

Kertolaskusddanto P(AN B) = P(B) P(A| B).
Riippumattomuus: A ja B ovat riippumattomat, jos P(ANB) = P(A) P(B).

Todennékoisyysmalli: Kokeen £ todennikoisyysmalli on otosavaruuden (2
ja todennékdisyyden P muodostama kaksikko (2, P).

Harjoituksia

1. Aineistossa kaivos_onn.dat on aikajirjestyksessid pahojen (yli 10 kuol-

lutta) perdkkiisten kaivosonnettomuuksien véliajat (pdiviné) ajanjaksol-
ta 6.12.1875-29.5.1951. Piirra véliaikojen frekvenssihistogramma koko
aineistosta ja erilliset histogrammat 56:sta ensimmaisestd ja 53:sta vii-
meisestd havainnosta. Kommentoi eroja ja yhtalaisyyksia.

. Oletetaan, ettd histogrammassa kahden vierekkiisen suorakaiteen kan-

nan leveydet ovat ki ja ko sekd korkeudet h; ja ho. Yhdistetddn suo-
rakaiteet yhdeksi suorakaiteeksi. Esitd uuden suorakaiteen korkeuden h
lauseke ja osoita, ettd h on korkeuksien hy ja ho vilissa.

. Heitd harhatonta noppaa (R-ohjelma) 60, 120, 240, 480, 960 ja 2000

kertaa ja laske eri silmalukujen suhteelliset frekvenssit eri heittosarjois-
sa. Piirrd myos suhteellisten frekvenssien histogrammat. Miten heittojen
lkm:n n kasvattaminen vaikuttaa suhteellisiin frekvensseihin?

. Henkildille X, Y, Z ja W on kullekin osoitettu kirje. Jokaiselle kirjeelle on

varattu osoitteella varustettu kirjekuori. Kirjeet pannaan satunnaisesti
kirjekuoriin.

(a) Mikéd on tdméan kokeen 24 alkeistapahtuman otosavaruus.

(b) Luettele seuraaviin tapahtumiin liittyvét alkaistapahtumat.

A: "X:n kirje menee oikeaan kuoreen”;
B: "Mikaan kirje ei mene oikeaan kuoreen”;
C': "Tésmailleen kaksi kirjettd menee oikeaan kuoreen”;

D: "Tasmaélleen kolme kirjettd menee oikeaan kuoreen”;
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(c)

Luku 1. Johdanto

Laske edellisessi kohdassa mainittujen tapahtumien todennakoi-
syydet, jos oletetaan, ettd kaikki alkeistapaukset ovat yhtd toden-
nikoisid. Maarita tapahtumien A, C' ja D mahdollisuudet tapahtu-
maa B vastaan.

5. Kaksi joukkuetta pelaa paras seitsemisti sarjaa. Se joukkue voittaa, jo-
ka on ensiksi voittanut neljad pelid. Mikd on kokeen otosavaruus? Jos
joukkueet ovat tasavahvoja (ja pelien tulokset toisistaan riippumatto-
mia), niin mitkd ovat eri alkeistapahtumien todennékdisyydet? Miki on
todennékoisyys, ettd voittoon tarvitaan 7 pelid?

6. Tarkastellaan sellaista noppaa, ettd p;1 = ps =p3s =ps =pjaps = pe =
q. Kirjoitetaan tn p muodossa p = % +6.

(a)
(b)

(c)

Lausu ¢ 6:n avulla.

Heitetddn noppaa n kertaa ja saadaan silmilukujen 1, 2, 3, 4, 5, 6
lukuméériksi nq, ne, ns, ng, ns, ng. Miten estimoisit #:n arvon?

Heitettiin noppaa 30, 120, 600 ja 1200. Silmé&lukujen frekvenssit
olivat.

Silmaluvut
n 1 2 3 4 5 6
30 6 10 6 5 0 3

120 29 17 35 25 9 5
600 126 119 141 124 50 40
1200 255 278 231 254 90 92

Laske #:n, p:n ja ¢:n estimaatit.

Miké on tn-malli, kun heitetddn samanaikaisesti kolmea harhatonta
lanttia.

Maaritd tn saada x kruunua.

Heitettiin kolmea lanttia 80 kertaa ja saatiin seuraavat kruunujen
lukuméaarat.

111121122112232112120110210
113030121212213122011132032
02010113221121211123320213

Maéaritd kruunujen lukumaéaédrédn odotetut ja havaitut frekvenssit.
Ovatko havainnot sopusoinnussa mallin kanssa (Heitot tiedostossa
H1.8_heitot.dat)?

Heitetddn samanaikaisesti kahta noppaa ja olkoon tulos silméaluku-
jen summa. Olkoot kaikki 36 alkeistapausta ovat yhtd todenn&koi-
sid. Osoita, ettd tuloksen tn-jakauma on:
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Tulos 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
6xtn 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

(b) Heitd kahta noppaa 100 kertaa. Vertaa tuloksen havaittuja fre-
kvensseja odotettuihin frekvensseihin.

9. Vuoden 2003 jaskiekon pudotuspelijoukkueet olivat HPK (1/3), Jokerit
(1/2), Kérpat (1/3), Espoon BLUES (1/6), Tappara (1/3), JYP (1/7),
HIFK (1/6) ja TPS (1/9). Erééllé tyopaikalla jarjestettiin ennen pudo-
tuspelien alkua vuoden mestaria koskeva vedonlyonti kayttden suluissa
ilmoitettuja voiton mahdollisuuksia. Jos veikkasit esimerkiksi Tapparaa
mestariksi, niin voitit panoksesi kolminkertaisena.

(a) Laske annettujen voiton mahdollisuuksien (payoff odds) avulla jouk-
kueiden voiton todennidkdisyydet kaavalla (1.3.2). Laske todenné-
koisyyksien summa S.

(b) Skaalaa edellisessi kohdassa lasketut "todennékdisyydet” jakamalla
ne summalla S. Miksi skaalaus on tarpeellinen?

(c) Oleta, ettd skaalatut todennékoisyydet ovat “oikeita”. Laske odo-
tettu voittosi, jos veikkasit Tapparaa [voitto x P(A) 4 panoksesi x
(1 — P(A))]. Toteuttaako veikkaus reilun pelin saadnnén?

10. Eradssi kyselyssa tutkittiin suhtautumista lailliseen aborttiin ja saatiin
oheisessa taulukossa esitetyt tulokset.

Asenne

Sukupuoli Myonteinen Kielteinen Yhteensi

Nainen 309 191 500
Mies 319 281 600
Yhteensa 628 472 1100

Kéyta todennédkoisyyksien estimaatteina suhteellisia frekvensseja.

a) Laske todenndkoisyys, ettd (i) nainen (ii) mies suhtautuu aborttiin
Laske todennikdisyys, ettd (i) nai N Lot borttii
positiivisesti (tarkasteltavassa otosavaruudessa).

(b) Laske mahdollisuudet (odds), ettd (i) nainen (ii) mies suhtautuu
aborttiin positiivisesti.

(c) Laske mahdollisuuksien suhde (odds ratio, vedonlyontisuhde).

11. Esimerkissid 1.2 (luennot) on annettu erdén kurssin 1. vilikokeen piste-
maarat.
(a) Laske empiirisen kertyméfunktion (ekf) arvo pisteessi 15.3.
(b) Lausu empiirisen jakauman arvo Pgy(18.5,20.5) ekfin avulla.

(c) Laske histogrammissa luokkaa [18.5,20.5] kuvaavan pylvddn kor-
keus.
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Luku 1. Johdanto



Luku 2

Todennakoisyys ]
satunnaismuuttuja

Téssa luvussa kasitellddn ldhinna vain dérellisid ja numeroituvasti addretto-
mid otosavaruuksia 2. Lopuksi esitetddn todennikoisyyden aksioomat, jotka
soveltuvat myos silloin, kun € ei ole numeroituva.

2.1 Todennakoisyyden ominaisuuksia

Seuraavassa lauseessa on esitetty todennikdisyyden keskeiset ominaisuudet.
Erityisesti numeroituvien otosavaruuksien tapauksessa lauseen tulokset on
helppo todistaa.

Lause 2.1 Oletetaan, ettd 2 on numeroituva otosavaruus ja P on €):ssa
mddritelty todenndkdisyys. Todenndkoisyydelld P on seuraavat ominaisuudet:

1. P(A) > 0 kaikilla A C Q2.
2. P(Q) =1.
3. Jos AC B C, niin P(A) < P(B).
4. Jos A ja B ovat erilliset (AN B = 0), niin P(AU B) = P(A)+ P(B).
5. P(A°) =1— P(A) kaikilla A C €.
Todistus. Jokaisen tapahtuman A C () todenn#kdisyys on Méaéritelmén 1.1

mukaan
P(A) =) P(w).

wEA

Koska P(w) > 0 kaikilla w € €2, niin P(A) > 0. Néin on 1. kohta todistettu.
Toinen kohta pitdéd paikkansa, koska Maaritelmén 1.1

P(Q) =) Pw) =1

we

Ominaisuuksien 3-5 todistaminen jitetddn harjoitustehtaviksi. 0]

21
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Todenndkoisyyden additiivisuus (Ominaisuus 4) voidaan suoraviivaisesti
yleistdd useammalle kuin kahdelle erilliselle joukolle.

Lause 2.2 Olkoot Ay, A, ..., A, parittain pistevieraat (erilliset) Q2:n osa-
joukot eli tapahtumat (ts. A; N A; =0, kun i # j). Silloin

P(AyUAsU---UA,) = P(A)) + P(As) +-- -+ P(A,).

[tse asiassa additiivisuus yleistyy myo6s drettoméan monelle parittain eril-
liselle tapahtumalle A;, Ay, Az, ... Silloin

P(AyUA;UA3U---) = P(Ay) + P(Ay) + P(As) + - - .
Jos Ai, Ag, ..., A, ovat parittain erilliset (ts. 4; N A; = 0, kun i # j) ja
Q=AUAyU---UA,, niin joukkokokoelma Ay, As, ..., A, on otosavaruu-

den ) ositus.

Lause 2.3 Olkoon kokoelma Ay, As, ..., A, otosavaruuden € ositus ja E C
Q on jokin tapahtuma. Silloin

P(E) = Z P(EN A)).

Seuraus 2.1 Mille tahansa kahdelle tapahtumalle A ja B pitdd paikkansa,
etta

P(A) = P(AN B) + P(AN B°).

Lauseen 2.1 kohta 4 voidaan yleistid myos joukoille, jotka eivit ole eril-
lisid. Talloin saadaan seuraava yhteenlaskulause.

Lause 2.4 Jos A C Q ja B C QQ, niin
(2.1.1) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Todistus. Kuten Kuvio 2.1 osoittaa, joukot AN B¢, AN B, A°N B muodos-

A°Nn B¢

Kuvio .1. Tapahtuman A U B ositus.

tavat tapahtuman A U B osituksen. Siksi

(2.1.2) P(AUB) = P(ANB°) + P(AN B) + P(A°N B).
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Seurauslauseen 2.1 mukaan vastaavasti

P(A)=P(ANB°) + P(ANB)
P(B) = P(A°NB)+ P(AN B),

joten

(2.1.3) P(A)+ P(B)=P(ANB°)+ P(A°NB)+2P(ANB).

Kun identiteetistd (2.1.3) vdhennetdédn puolittain P(AN B), saadaan lauseke
P(A)+ P(B)— P(ANB)=P(ANB°)+ P(A°NB)+ P(AN B),

jonka oikea puoli on (2.1.2):n mukaan P(A U B). Néin yhteenlaskulause on
todistettu. O

Tama todennikoisyyksien yhteenlaskulause voidaan edelleen yleistda mie-
livaltaisen monelle tapahtumalle. Esitimme aluksi yleistyksen, kun tapahtu-
mia on kolme. Yleinen tapaus saadaan samalla periaatteella, mutta se esite-
tddn vasta myohemmin.

Lause 2.5 Jos Ay, Ay ja As ovat Q:n osajoukkoja (tapahtumia), niin

(2.1.4) P(A1UAUA3) = P(A1) + P(Ay) + P(A3) — P(A1 N Ap)
— P(A1NA3) — P(Ay N A3) + P(A1 N Ay N Ajy).

Bonferronin epdyhtidls. Koska P(A U B) < 1, seuraa Lauseesta 2.4
epayhtalo

(2.1.5) P(ANB)>P(A)+ P(B) — 1.

Epéayhtiloa 2.1.5 sanotaan Bonferronin epdayhtdloksi.

Esimerkki 2.1 Bonferronin epiyhtald saattaa olla kidyttokelpoinen silloin,
kun ei pystytéd laskemaan todennikoisyytta P(AN B) tarkasti, mutta tunne-
taan todennikoisyydet P(A) ja P(B). Olkoon esimerkiksi P(A) = P(B) =
0.95. Silloin

P(AN B) >0.95+0.95 — 1 = 0.90.

Jos P(A) + P(B) < 1, niin alaraja (2.1.5):ssa on negatiivinen ja epéyhtilo
pitda triviaalisti paikkansa. [
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2.2 Symmetriaan perustuva todennikoisyys

Jos ddrellisen otosavaruuden Q = {wy,ws,...,w,} jokainen alkeistapaus on
yhtd mahdollinen, niin jakaumafunktio on
1

pi=P{wi})=—, 1<i<n
n

missd n on alkeistapausten lukumééara. Silloin jokaisen tapahtuman toden-
nikoisyys on yksinkertaisesti

(2.2.1) P(A) =) pi=) % _ A

n
wj cA WiEA

missd |A] on A:n alkioiden lukumééri. Tapahtuman A todennékéisyys saa-
daan siis jakamalla A:n alkeistapausten lukumééra kaikkien alkeistapahtu-
mien lukumairalla n. Tatd 'suotuisat per kaikki’ -sddntod kutsutaan myos
klassiseksi todennikdisyyden médritelméaksi.

Esimerkki 2.2 Heitetddn harhatonta noppaa. Silloin eri silmalukuja voi-
daan pitdd yhtd mahdollisina ja jakaumafunktio on perusteltua méaritella
P = %, i=1,...,6 otosavaruudessa = {1,2,3,4,5,6}. Jos heitetdin kahta
noppaa, voidaan symmetrisiksi alkeistapauksiksi valita jarjestetyt parit

(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6).

Siind tulokset on annettu muodossa (1. nopan silméluku, 2. nopan silméaluku).
Taman satunnaiskokeen otosavaruus on siis

Q :{(Za]) | 7’7] € {1>2a3>4a576} }

Koska |2 = 36, niin P({(i,7)}) = 35 kaikilla i,j € {1,2,3,4,5,6}.
Viitetddn, ettd ranskalainen aatelismies ja uhkapeluri Chevalier de Méré
havaitsi kokeellisesti seuraavan tuloksen:

(i) Heitettdessd noppaa 4 kertaa kannattaa lyoda vetoa siitéd, ettd saadaan
ainakin yksi kuutonen.

(ii) Heitettdessd kahta noppaa 24 kertaa ei kannata lyoda vetoa siité, etté
saadaan ainakin yksi kuutospari.

De Méré huomasi jadvinsa pitkissia pelisarjassa haviolle lyodessdan ve-
toa kuutosparin puolesta. Han ei kuitenkaan pystynyt teoreettisesti selitté-
méén havaintoaan (de Mérén ongelma) ja niinpa hén kdéntyi ranskalaisen
filosofin ja matemaatikon Pascalin puoleen (n. 1650). De Mérén ongelman
uskotaan antaneen alkusysdyksen kuuluisaan Pascalin ja Fermatin véliseen
kirjeenvaihtoon, joka johti todennikoisyyslaskennan syntyyn. O]

Klassisen médritelmédn mukaan tapahtuman A todennékoisyys saadaan
jakamalla joukon A alkioiden lukumé&ira kaikkien alkeistapausten lukumé&a-
ralla. Vaikka tehtdvd on periaatteessa helppo, se voi kiytdnnossd osoittau-
tua yllattdvan hankalaksi. Lukumaéérien laskemisen helpottamiseksi esitam-
me seuraavassa joitain kombinatoriikan periaatteita ja tuloksia.
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2.3 Aksiomaattinen lihestymistapa

Todennékoisyys luonnehditaan otosavaruuden 2 tietyssid osajoukkojen ko-
koelmassa méaariteltyna funktiona. Téassa alaluvussa kiisitelemme hieman to-
dennikoisyyden aksiomatiikkaa. Esitimme todennédkoisyyden méaritelmén,
josta sen ominaisuudet voidaan johtaa. Esimerkiksi Lauseessa 2.1 esitetyt to-
dennakoisyytta koskevat tulokset seuraavat suoraan Méaaritelméssd 2.1 esi-
tetyistd aksioomeista. Madritelméaén 2.1 perustuvissa todistuksissa ei tarvita
oletusta, ettd 2 on numeroituva (ddrellinen tai numeroituvasti ddreton).

2.3.1 Adsrellinen additiivisuus

Kun otosavaruus on dérellinen, voidaan todennakoisyyksid tarkastella otosa-
varuuden () osajoukkojen muodostamassa algebrassa. Maaritelméan 2.1 toi-
sessa kohdassa esitetty todennikoisyyden yksinkertainen darellinen additii-
visuus riittaa ddrellisissd otosavaruuksissa (ominaisuuksien 1 ja 3 liséksi) to-
dennikoisyyden maarittelemiseen.

Maédritelma 2.1 Olkoon A otosavaruuden €2 osajoukkojen muodostama al-
gebra. Todennikoisyys on kuvaus P : A — [0, 1], joka toteuttaa seuraavat
kolme aksioomaa:

1. P(A) > 0 kaikilla A € A.
2. Jos A,B € Aja AN B =0, niin P(AU B) = P(A) + P(B).
3. P(Q) = 1.

Jos Q = {wi,ws,ws, ...} on numeroituvasti ddreton, alkeistapahtuman
{w;} todenndkdisyys P({w;}) =p; >0, i > 1jaja P(Q) =3 ., p; = 1, niin
Maéaritelmén 2.1 aksiomeista seuraa, ettd 2:n kaikkien osajoukkojen A C €2
todennékéisyys saadaan kaavalla (1.3.2) eli P(A) = > ., P({w;}). Silloin
kokoelma A on :n kaikkien osajoukkojen muodostama algebra. Huomatta-
koon, ettd kaikkien alkeistapahtumien todennékdisyys ei voi olla sama, jos €2
on ddreton. Yleisessid tapauksessa tarvitaan vahvempia oletuksia todennakoi-
syyden maéarittelemiseksi, mutta numeroituvan {2:n tapauksessa Maaritelmé
2.1 on riittava.

2.3.2 Todennikoisyyden yleiset aksioomat

Numeroituvien otosavaruuksien tapauksessa on kaikkiin tapahtumiin helppo
liittdd todenndkoisyydet alkeistapahtumien todennéikdéisyyksien avulla. To-
denniikoisyyden keskeiset ominaisuudet (Lause 2.1) seuraavat sitten aksioo-
meista 2.1. Jos tapahtumat A;, Ao, ..., A, ovat parittain erilliset, niin

P(AiUAU---UA,) = P(A)+ P(Ay) + - -+ P(A,).



26 Luku 2. Todennakoéisyys, satunnaismuuttuja ja perustuloksia

Additiivisuus voidaan todistaa (numeroituvan otosavaruuden ) tapaukses-
sa) myos ddrettomén monelle parittain erilliselle tapahtumalle Ay, Ay, As,
... (vrt. Pykila 1.3.4). Silloin aksioomasta 2.1 (2.) seuraa

P(A1UAUA3U -+ ) = P(A1) + P(A2) + P(A3) + -+

Ylinumeroituvasti ddrettomille otosavaruuksilla eivit Maaritelméssa 2.1
esitetyt aksioomat riitid. Tarvitaan yleisemmat aksioomat. Yleisessé teoriassa
Q:n kaikki osajoukot eivdt ole tapahtumia. Maarittelimme edelld todennékoi-
syyden €2:n joukkokokoelmassa, joka muodosti algebran. Yleisesséd teoriassa
niiden {2:n osajoukkojen, jotka ovat tapahtumia, tidytyy muodostaa ns. o-
algebra.

Maaritelma 2.2 Kokoelma F on otosavaruuden €2 osajoukkojen muodos-
tama o-algebra, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1. Qe F.
2. Jos A € F, niin A° € F.

3. Jos Ay, Ay, ... € F, niin |J°, A; € F.

Tapahtuman A todennikéisyys P(A) on reaaliluku, jonka on oltava yksi-
késitteisesti méadritelty, kun tapahtum A € F on annettu.

Maaritelma 2.3 Kuvaus P : F — R on todenn#koisyys, jos se toteuttaa
seuraavat aksioomat:

1. 0< P(A) < 1.
2. P@)=0 ja P(Q) =1

3. Jos joukot A; € F,i=1,2,... ovat parittain pistevieraat (4; N A;, kun

i # 7), niin ) )
P(; Ai) - ; P(A).

Néista aksioomista voidaan tietysti johtaa samat lauseet kuin edelld nu-
meroituvien otosavaruuksien tapauksessa. Kolmikko (2, F, P) on todennd-
kdisyysavaruus, missa €2 on ei-tyhja otosavaruus, F on o-algebra ja P: F —
[0, 1] on todennikdisyys(mitta). Tamén todennédkoisyyden aksiomatisoinnin
esitti venéldinen matemaatikko A. N. Kolmogorov (1903 87) vuonna 1929.

Adrellisen additiivisuuden nojalla

(2.3.1) P(Y_Ai) =D P(4)
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kaikilla n > 1. Koska yhtélon (2.3.1) vasen puoli on korkeintaan 1 kaikilla
n > 1, niin oikealla puolella oleva sarja suppenee. Silloin

i=1 =1 i=1

On huomattava, ettd tasté ei seuraa Maéritelmassa 2.3 esitetty o-additiivisuus
o o0
P(Y_A) =) P(A).
i=1 i=1

2.4 Kombinatoriikkaa

2.4.1 Summa- ja tuloperiaate

Olkoot kokeiden &7 ja & otosavaruudet €27 ja €2,. Silloin kokeiden tulosvaih-
toehtojen lukuméirét ovat || ja |Qa]. Merkitddn |Q| = ny ja |Qa] = no.

Summaperiaate. Tehdéin joko koe & tai &. Silloin mahdollisten tulosten
lukumaéra on n; + ns.

Tuloperiaate. Tehdiin ensin koe & ja sitten &. Silloin yhdistetyn kokeen
E = &, x & tulosvaihtoehtojen lukuméira on nins.

Esimerkki 2.3 Tarkastellaan seuraavia kysymyksia:

1. Sinulla on kolme paitaa, neljat housut, kolmet kengit ja kymmenet
sukat. Montako asukokonaisuutta naista voit muodostaa?

2. Esitd kaikki 2-numeroiset luvut, jotka numeroista {1,5,6,9} voidaan
muodostaa?

3. Moneenko eri jéirjestykseen 10 kirjaa voidaan hyllyssi asettaa?

Kaikkiin esimerkissa esitettyihin kysymyksiin saadaan vastaus tuloperiaat-
teen avulla. [

2.4.2 Valinta jarjestyksessi

Tarkastellaan ensin valintaa palauttaen. Olkoon perusjoukon €2 alkioiden lu-
kuméérd || = n ja voimme siis ajatella, etta alkiot on numeroitu 1:std n:dén.
Valitaan (2:sta perdkkiin r alkiota ja jokainen valittu alkio palautetaan takai-
sin {):aan ennen seuraavaa valintaa. Valinnan tuloksena saatua jirjestettyé
jonoa kutsutaan jarjestetyksi r-otokseksi (ai,as,...,a,), jossa jokainen al-
kio 1 < a; < n. Jarjestetyssd r-otoksessa sama alkio voi siis toistua monta
kertaa. Tehdddn esimerkiksi jirjestetty 3-otos joukosta A = {a,b}. Silloin
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kaikki mahdolliset jarjestetyt 3-otokset ovat aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba,
bbb. Jirjestettyjen 3-otosten lukuméiird on tuloperiaatteen mukaan 23 = 8.
Samalla tavalla tuloperiaatteesta seuraa, ettd (2:sta valittujen jirjestettyjen
r-otosten lukuméérd on n”.

Tarkastellaan nyt valintaa palauttamatta. Jos (2:sta valitaan jirjestykses-
sa r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan jérjestetty r-otos, jossa sama
alkio voi esiintyd vain kerran. Téllaista jarjestettyd r-otosta kutsutaan €2:n
r-permutaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b, ¢,d} 2-permutaatiot ovat

ab, ba, ac, ca, ad, da, bc, cb, bd, db, cd, dc,

joiden lukumé&ara on tuloperiaatteen nojalla 4 -3 = 12. Yleisesti r-permutaa-
tioiden lukuméara (2:sta on

n™ =nn—-1n-2)-(n-—r+1), 0<r<n.

Merkintd n(") luetaan "nm r-kertoma”. Kun r = n, saadaan joukon  n-
permutaatio, jota kutsutaan yksinkertaisesti joukon permutaatioksi. Permu-
taatio on siis joukon alkioiden jirjestetty jono. Joukon ) permutaatioiden
lukumé&éara on siis

n™ =nn—-1)(n-2)---2-1

ja sitd merkitdsdn n! ja luetaan "n-kertoma”.

Esimerkki 2.4 (Syntymépéaiviongelma) Kutsuilla on r henkil6d. Henki-
16iden syntymaéapaiviat muodostavat r:n paivimairian jonon, jossa sama paivi-
madrid voi toistua. Vuoden péivien lukuméérd n = 365, jos karkausvuotta ei
oteta huomioon. Oletetaan, ettd kaikki mahdolliset 365" syntymaépéiviajonoa
ovat yhtd todennikdiset. Mikd on todennékoisyys, ettd ainakin kahdella hen-
kilolla on sama syntymépéiva? Ensinndkin 365:n pdivin r-permutaatioiden
lukumséiird on 365), miki on siis kaikkien r:n pituisten eri syntymipéivis-
td muodostettujen jonojen lukuméird. Todennakoisyys, ettd kaikilla on eri
syntymépéivi, on kaavan (2.2.1) mukaan

365
3657

P(Eri syntymépéivit’) =

Silloin todenndkoisyys, ettd ainakin kahdella sama syntymaépiiva on

365
3657

2.4.3 Osajoukon valinta

Kun (2:sta valitaan r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan Q:n osajouk-
ko. Nyt ei siis kiinnitetd huomiota alkioiden jirjestykseen, vaan ainoastaan
sithen, mitkd alkiot osajoukkoon kuuluvat. Joukon r:n alkion osajoukkoa
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kutsutaan joukon r-kombinaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b,c,d} 2-
kombinaatiot ovat

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c, d}.

Jokaista 2-kombinaatiota kohti on olemassa kaksi 2-permutaatiota. Esimer-

kiksi 2-kombinaatioon {a, b} liittyvit 2-permutaatiot ovat ab, ba. Koska 2-
permutaatiota on 4 - 3 = 12 kappaletta, niin 2-kombinaatiota on % =

6 kappaletta. Ja yleisesti: Koska r-permutaatioden lukumééra jokaista r-
kombinaatiota kohti on 7! ja r-permutaatioden lukumiird on n(”), niin r-
kombinaatioiden lukumaééré on

n() n!

r! rl(n—r)’

jota merkitdin (:f) ja se luetaan "n rmn yli”.

Joukossa A ={a,a,a,a,b,b,c,c, c,d}on 4 a-kirjainta, 2 b:td, 3 c:té ja yk-
si d. Kuinka monta erilaista 10-kirjaimista sanaa néistd kirjaimista voidaan
muodostaa? Sanassa on kirjaimille 10 eri paikkaa ja jokainen kirjain voidaan
sijoittaa johonkin 10:std mahdollisesta paikasta. Ensiksikin a-kirjaimien paik-
ka voidaan valita (140) tavalla, jéljelle jadneisiin 6:een paikkaan voidaan b si-
joittaa (g) tavalla, sen jikeen c (g) tavalla ja lopuksi d:lle jaa G) = 1 paikka.
Kertolaskuperiaatteen mukaan kaikkien mahdollisten sanojen lukumééra on

10\ /6 [4)\ (1 10!
= ——— = 12600.
(1)) (3) () = s = 2o

Olkoon joukossa n alkiota, joista n; kuuluu 1. ryhméén, ny 2. ryhméaéan
ja lopulta n; alkiota k. ryhméédn, joten n = n; + ny + - - - 4+ ng. Joukosta
valitaan perdkkiin palauttamatta alkioita kunnes kaikki on valittu. Kuinka
monta tunnistettavasti erilaista alkiojonoa voidaan saada? Nyt ajatellaan,
ettd kunkin ryhmén alkiot ovat keskenddn samanlaisia, mutta erilaisia kuin
miden ryhmien alkiot. Emme voi siis tunnistaa erilaisia ryhmén sisiisia jarjes-
tyksid. Vastaus saadaan samalla tavalla kuin edellisessa 10-kirjaimisia sanoja
koskevassa esimerkissa. Valintojen lukumaira on

n\[(n—mn N—"ny —Ng— -+ — Np_1 B n!
n N9 N nylngl - ny!’

Téata lauseketta sanotaan multinomikertoimeks: ja sitd merkitdan

|
(2.4.1) v " .
nl'ng'nk' ny o ... Ng

Kun k = 2, saadaan erikoistapauksena binomikerroin

( n )_ n! n! _(n)
ny No nilna! gl (n—ng)! n/)
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2.4.4 Otanta palauttaen, kun jarjestysta

ei oteta huomioon
Valitaan r palloa uurnasta, jossa on k erilaista (esimerkiksi erivéristd) palloa.
Jokaisessa valinnassa rekisterdiddan pallon véri ja pallo palautetaan uurnaan

ennen seuraavaa valintaa. Olkoon uurnassa esimerkiksi 3 erilaista palloa: ®,
©, @. Valitaan uurnasta 3 palloa palauttaen (r = k = 3).

Taulukko .1. Erilaiset valinnat palauttaen, kun r = k = 3.

Tulos ® S) N>

0XOXO! * 5k % *xk | |
®0O86 * %k * *k | * |
OO0 * %k * *k | | *
OX=X= * * % * | ko |
OX=Y=" * * * * | k| %
OPP * %k *| | %%
066 * 0k % EXT
[aY=Ye * % * | % | *
oODD * * %k EJEE:
PPAP * 5k k NELE]

Jokaisen valinnan jilkeen pistetdin merkki ”*” kyseisen pallon kohdalle.
Kaikkien valintojen jialkeen meilld on 3 (r) merkkid. Huomaa, ettd r voi olla
suurempi kuin k, vaikka esimerkissi r = k£ = 3. Taulukon 2.1 viimeisell&
sarakkeella pallojen valinta on esitetty merkkien ”*” ja ”|” jonona ilmeiselld
tavalla. Jonossa on yhteensd 5 (= r+k — 1) merkkid. Kuinka monella tavalla
2 7 |"-merkkié voi jakaa 3 "*”-merkkid ryhmiin? Vastaus on 3,5—'2, = (g) = 10.
Vastaavasti yleisessd tapauksessa erilaisten tulosvaihtoehtojen lukumaéré on

k+r—1\ [(k+r—1
r o\ k=1 )
Esimerkki 2.5 Tarkastellaan yht&loa

(2.4.2) T1+xo+ - xp =T,

missd k ja r ovat annettuja positiivisia kokonaislukuja ja muuttujat z, xs,
..., xp voivat saada arvoikseen epinegatiivisia kokonaislukuja. Montako eri-
laista ratkaisua yhtalolld (2.4.2) on? Olkoon esimerkiksi r = 7 ja k = 3.
Tarkastellaan kysymystd "helmitaululla’,

—0—0—0+0—0—0f0—

jossa on esitetty ratkaisu xy = 3, xo = 3, x3 = 1. Ratkaisu xy = 7, x5 = 0,
x3 = 0 on helmitaululla muotoa
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—0—0—0—0—0—0—0++}—

Helmitaululla on 7 helmeé (r = 7) ja 2 jakoviivaa (kK — 1 = 2) eli yhteensi 9
(k+r—1=09) objektia. Jakoviivat voidaan sijoittaa helmitaululla (3) = 36
tavalla. Analogisesti voimme padtelld, ettd yhtdlon (2.4.2) epinegatiivisten

kokonaislukuratkaisujen lukuméara on (k;ril) 0]

2.4.5 Kombinatoriikan merkintoji ja identiteetteji

Olkoon r epédnegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Nyt n:n r-kertoma
madritellddn kaikille reaaliluvuille samalla tavalla kuin epanegatiivisille ko-
konaisluvuille:

n" =nn—1)(n—2)---(n—r+1), r>0;

2.4.3
( ) n® =1.

Jos n on epinegatiivinen kokonaisluku, niin n(") on n:n alkion joukon {1, 2,
...,n} kaikkien rn (r < n) kokoisten jarjestettyjen osajoukkojen lukumdadra.
Eritysesti n-kertoma on

nl=n"=nn-1)n-2)---2-1

ja 0-kertoma madritellisin 0! = 000 = 1.
Olkoon r epénegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Maaritelldin

n(r)
(2.4.4) (n) ) =0

" 0, r < 0.

Huomaa, ettd ylli esitetyt n() ja (f) on madritelty kaikilla reaaliluvuilla
n € R. Lausekkeille esitettiin kombinatorinen tulkinta, kun n on positiivinen
kokonaisluku.

Esimerkki 2.6 Kertoman ja binomikertoimen laskuesimerkkeja:
305 =3.-2-1-0-(=1)=0
(0.5)% =0.5-(=0.5)(—1.5)(—2.5) = —0.9375

=0 méadritelméin perusteella

n) n(©)

<0) = o =1 kaikilla n € R
<045) _ 02!(4) _ 0.5-(—0.5)(6—1.5)(—2.5) _ _%
<—2) _ -2 (=2)(=3)(-4) _ 4

3 3! 6
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Maéritelmien perusteella on suoraviivaista todeta, etta
(7)=(2)+0)
= + ,
r r—1 r
(2.4.5) " nol
4. r =n .
T r—1

Jos s on epédnegatiivinen kokonaisluku, niin silloin

(2.4.6) r(® (Z) = n0 <Z B j) .

Stirlingin kaava
(2.4.7) nl~ V2mn-n"e ",

antaa kertomalle hyvén likiarvon.

2.4.6 Binomilause, hypergeometrinen identiteetti
ja multinomilause

Binomikertoimiin liittyy monia téarkeitd identiteetteja. Tassd alaluvussa esi-
tettavat kolme identiteettid ovat sovellusten kannalta keskeisia.

Lause 2.6 (Binomilause) Olkoot a ja b reaalilukuja sekd n epanegatiivinen
kokonaisluku. Silloin

(2.4.8) (a+b)" = é (Z) -

Kertoimia (:f) kutsutaan binomikertoimiksi.

Lause 2.7 (Hypergeometrinen identiteetti) Olkoot a ja b reaalilukuja
ja n posititvinen kokonaisluku. Silloin

(2.4.9) é (Z) (n ’ r) - (a Z b)'

Lause 2.8 (Multinomilause) Olkoon annettu positiivinen kokonaisluku n
ja reaaliluvut t1, to, ..., tp. Silloin

(2.4.10) (t1+t2+~"+tk)n:ZZ"'Z(n S

ni+--+ng=n

)t?ltgz - tZk’
k

missd summa kdy yli kaikkien sellaisten epdnegatiivisten kokonaislukujen nq,
Ng, ..., N, etta ny +ng + -+ - +ni = n.
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2.5 Satunnaismuuttuja

Satunnaiskokeiden tulokset esitetddn tavallisesti numeeristen muuttujien avul-
la. Naima muuttujat luonnehtivat tarkasteltavan satunnaiskokeen tuloksia.
Tilastollisen tarkastelun kannalta onkin oleellista osata maéaritelld 'oikeat’
muuttujat.

Maédritelma 2.4 Olkoon ) jonkin satunnaiskokeen otosavaruus. Satunnais-
muuttuja (SM) X on kuvaus (funktio) (2:1ta reaalilukujen joukkoon R.

Satunnaismuuttujia merkitdan isoilla kirjaimilla X, Y, Z, ... Voimme
kirjoittaa

X:Q—R,

missd X (w) on reaaliluku. Satunnaismuuttuja X liittda siis jokaiseen alkeis-
tapaukseen w € ) yhden ja vain yhden reaaliluvun X (w) € R. Satunnais-
muuttujien X, Y, Z, ... arvoja merkitddn pienilla kirjaimilla z, vy, 2z, ...
Merkitéén siis X (w) = z. Jos X:n arvojen muodostama joukko S C R (arvo-
joukko) on numeroituva (dérellinen tai déreton), niin X on diskreetti. Jatkos-
sa méaritellddn myos jatkuva satunnaismuuttuja X, kun X saa kaikki arvot
jollain valilla I C R. On my0s muita satunnaismuuttujia, mutta kiisittelemme
vain diskreettejd ja jatkuvia satunnaismuuttujia.

Esimerkki 2.7 Heitetddn harhatonta lanttia 3 kertaa. Satunnaismuuttuja
Y on ’kruunien lukumaéérd’. Merkitddn R = 'kruuna’ ja L = 'klaava’. Silloin

w: RRR RRL RLR RLL LRR LRL LLR LLL
Y(w): 3 2 2 1 2 1 1 0

Silloin esimerkiksi Y/ (RRL) = Y (RLR) = 2. Olkoon A, tapahtuma "kruunien
lukuméara r". Merkintd (Y = 2) tarkoittaa tapahtumaa A; = {RRL, RLR,
LRR} ja P(Y = 2) = P(A;) = 3/8. Vastaavasti (Y < 1) on tapahtuma
Ao U Ay = {RLL,LRL,LLR,LLL} ja P(Y < 1) = 1/2. Satunnaismuuttuja
Y arvojoukko on S = {0, 1,2, 3}. O

Yleisesti merkintd (X € B), B C R tarkoittaa sellaista tapahtumaa A C €,
etti A = {w € Q| X(w) € B}. Titi tapahtumaa merkitiin myss X 1(B) =
A. Esimerkissd 2.7 tapahtuma (Y € [0,1]) on A = {RLL, LRL, LLR, LLL},
koska Y (w) € [0,1], kunw € AjaY (w) ¢ [0,1], kun w € A°. Siis Y1([0,1]) =
A.

Esimerkki 2.8 Mielipidekyselyssa tiedustellaan 100:lta satunnaisesti vali-
tulta suomalaiselta, millainen kanta heilld on Suomen NATO-jdsenyyteen.
Mahdolliset kannanotot ovat: kannattaa (K), ei kantaa (E) ja vastustaa (V).
Mahdollisten vastausten lukumééiri eli otosavaruuden koko on silloin 3.
Jos olemme kuitenkin kiinnostuneita, esimerkiksi ’kannattajien lukumaéras-
td’ X, niin silloin X:n mahdollinen arvojoukko on {0,1,...,100}, jonka al-
kioiden lukumaééréd on 101. Alkeistapaus w on 100:n pituinen tyyppid "KEVV-
VE...EV” oleva jono. Satunnaismuuttujan X arvo X (w) on alkeistapauk-
sesta w laskettu kannattajien lukumaéré, esimerkiksi 36. U
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Olemme jo edelld implisiittisesti soveltaneet satunnaismuuttujan késitet-
td. Nopan ja lantin heittoon sekd korttipakkaan liittyvilld satunnaiskokeilla
on perinteisesti havainnollistettu todennékoisyyslaskennan késitteitd. Taulu-
kossa 2.2 on esitetty muutamia tuttuja satunnaismuuttujia.

Taulukko . . Joitakin satunnaismuuttujia ja niiden arvoalueet.
Satunnais- Kuvaus Arvojoukko S
muuttuja

X Nopan silmaluku {1,2,3,4,5,6}

Y Kruunujen lukumééré 3:ssa {0, 1,2, 3}
lantin heitossa

Z Heittojen lukuméard kun- {1,2,3...}
nes saadaan 1. kruuna

W Korttipakasta satunnaisesti {#, 0, &, O}

valitun kortin maa

Maaritelméassi 2.4 olemme todenneet, ettd satunnaismuuttujan arvot ovat re-
aalilukuja. Néin ei aina valttaméatta ole. Esimerkiksi Taulukon 2.2 satunnais-
muuttujan W arvo on valitun kortin 'maa’. Naméa arvot voidaan kuitenkin
aina tarvittaessa koodata numeerisesti. Joissain yhteyksissi tarkastelemme
esimerkiksi satunnaispareja, satunnaisjonoja tai satunnaisjarjestyksid. Néi-
hin satunnaismuuttujan yleistyksiin palataan tuonnempana.

Huomautus 2.1 Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

X
aX, X+Y, X -Y, XY ja v (Y #0)
ovat satunnaismuuttujia, missd a on reaaliluku. Nama tulokset seuraavat
siité, ettd satunnaismuuttuja on funktio.
Matematiikan analyysin kursseilla opitun perusteella tiedimme, etta funk-
tion funktio on edelleen funktio:

x — sin(log x) tai  x — f[h(x)] = (foh)(z).

Yhdistetty satunnaismuuttuja on siis edelleen satunnaismuuttuja. Jos W (Tau-
lukko 2.2) on esimerkiksi satunnaisesti valitun kortin maa ja V' maiden jou-
kossa S = {#,Q, &, {} médritelty véiri, niin satunnaismuuttujan kortin vdri
V(W) = VIW(w)] arvoalue on Sy = {musta, punainen}. Korttipakan kor-
tit (52 kpl) muodostavat alkeistapahtumien joukon w. Olkoon Y kruunien
lukumééra 3:ssa lantin heitossa (Taulukko 2.2). Silloin esimerkiksi

g(V) =Y — g tai h(Y) = (Y _ g)z
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ovat satunnaismuuttujia.
Kahden tai useamman satunnaismuuttujan funktio on edelleen satunnais-
muuttuja. Jos siis X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

w — h[X(w), Y (w)]

madrittelee satunnaismuuttujan, kun kahden muuttujan funktio A on méari-
telty arvojoukossa { (X (w),Y (w)) | w € Q} C R?. Tité satunnaismuuttujaa
merkitadan lyhyesti h(X,Y).

Maiéritelmi 2.5 (Indikaattorifunktio) Olkoon A tapahtuma otosavaruu-
dessa 2. Tapahtuman A indikaattorifunktio /4 saa arvon 0 tai 1 seuraavasti:

() 1, josw € A;
w) =
4 0, josw¢ A.

Jos tapahtuma A sattuu, niin /, = 1, muutoin I, = 0. Indikaattorifunktio
on satunnaismuuttuja ja

P(Iy=1)=P(A) ja  P(Iy=0)=P(A) =1— P(A).

Voimme kiyttiaa indikaattorifunktiota vaikkapa lukuméérien laskemiseen. Hei-
tetddn lanttia n kertaa ja olkoon Xj tapahtuman ’'kruuna k. heitossa’ (1 <
k < n) indikaattorifunktio. Silloin satunnaismuuttuja

(251) X:X1+X2—|—..._|_Xn

on kruunien lukuméird n:ssi heitossa, koska summa on ykkosten (kruunien)
lukumaéara n:ssi heitossa.

2.6 Satunnaismuuttujan jakauma

Satunnaismuuttujassa olemme kiinnostuneita erityisesti sen jakaumasta. Ha-
luamme siis tietdd, milld todenndkoisyydella X :n arvot kuuluvat mihin ta-
hansa reaaliakselin R:n osajoukkoon B. Kun tapahtumaa {w € Q| X (w) € B}
merkitddn (X € B), ovat mielenkiinnon kohteena todennékiisyydet

(2.6.1) P(X e B)=P{we QX (w) € B}),BCq.

Merkintd P(X € B) osoittaa, ettd tapahtuma on mééritelty satunnaismuut-
tujan X avulla. Koska B voi olla mikd tahansa reaaliakselin R:n osajoukko,
todennékoisyydet P(X € B) madrittelevit satunnaismuuttujan jokauman.

Midritelmi 2.6 (Todenndkdisyysjakauma) Midritellddn satunnaismuut-
tujan X todennikoisyysjakauma (lyhyesti jakauma) ja kertyméfunktio.
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(i) Satunnaismuuttujan X todenndkdisyysjakauma on joukkofunktio Py,
joka liitté4 jokaiseen R:n osajoukkoon B arvon relaation (2.6.1) mukai-
sesti. Joukkoon B liitettyd arvoa merkitdin Px(B).

(ii) Kun valitaan B = (—o0, 2], eli B on puoliavoin vili, niin identiteetin
(2.6.1) nojalla saadaan

(2.6.2) P(X € (—00,z]) = P{w e Q| X(w) <z}) = P(X <x).

Relaatio (6.1.4) maédrittelee pistefunktion Fx(z) = P(X < ). Funk-
tiota F'x kutsutaan X:n kertymdfunktioksi.

Huomautus 2.2 Satunnaismuuttujan X jakauma on siis R:n osajoukoil-
le méaritelty joukkofunktio. Se on itse asiassa todennédkoisyysfunktio. Jos
Px(B) tunnetaan kaikilla B C R, niin tunnetaan my6s kertyméfunktion ar-
vot Fx(z) kaikilla x € R. Kertyméfunktion méérittelemiseksi tdytyy itse
asiassa tuntea vain kaikkien puoliavoimien vilien B = (—oo0, z] todennakdi-
syydet Py ((—oo,x]). Yllattavaad kylla, myos kddnteinen tulos pitda paikkan-
sa. Jos kertymafunktio /' on annettu, niin on olemassa siihen liittyva yksi-
kisitteinen todennédkoisyysfunktio, joka on maéaritelty tietyssd R:n osajouk-
kojen luokassa. Tahén kertyméfunktion ja todennédkoisyyden vastaavuuteen
perustuu kertyméfunktion keskeinen asema todennékoisyyslaskennassa.

Esimerkki 2.9 Olkoon Y kruunien lukuméérd kolmen lantin heitossa (Esi-
merkki 2.7). Silloin satunnaismuuttujaa koskevat vaittdmét, kuten 'tasmél-
leen yksi kruuna’ =”Y = 1”7 tai 'korkeintaan 2 kruunaa’ =7Y < 2” mééritte-
levit tapahtuman. Tapahtumat voidaan silloin kirjoittaa muodossa ”Y € B”.
Jos B = (—00, 2], niin B médérittelee otosavaruudessa ) tapahtuman

{w € QY (w) € B}) = {RRL, RLR, RLL, LRR, LRL, LLR, LLL}

ja Py(B) = P({w € Q|Y (w) € B}) = 7/8. Jatkossa tulemme péésidntoisesti
tarkastelemaan satunnaismuuttujien mddrittdmida tapahtumia. 0

Esimerkki 2.10 (Satunnaiskively, Random Walk) Pekka ja Paavo pe-
laavat "kruunaa ja klaavaa”. Téassa pelissd heitetddn perdakkiin lanttia n ker-
taa  téssid esimerkissd n = 20. Aina kun tulee kruuna (R), Pekka voittaa
euron Paavolta. Kun tulee klaava (L), Pekka hividd euron Paavolle. Kuvios-
sa 2.2 esitetyn pelin tulos (n = 20) on

LRLRRRRLRLLRRRLRLLRL

Pekka voittaa 2 euroa.

Miké on todenn#koisyys, ettd Pekka voittaa s euroa, kun n = 20 (—20 <
s < 20)? On helppo ndhdé, ettd mahdollinen voitto on parillinen. Voitto S
voidaan maéritella satunnaismuuttujien X; (¢ = 1,2,...,20) summana:

S0 = X1 + Xo + -+ + Xy,
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4 +
92 1
) 10 15 20
-9 1
Kuvio . .”Kruunu ja klaava” -pelin tuloksen kehitys, kun pelin pi-

tuus on 20 heittoa.

missa
kun kruuna . heitossa;

1
X; =<
{—1, kun klaava . heitossa.

Minké voiton So9 = s todennékoisyys on suurin (pienin)?

On mielenkiintoista tarkastella my6s sité, kuinka usein Pekka on voitolla
pelin aikana. Jos pelaajat ovat tasoissa (voitto 0), méaérittelemme, ettd Pekka
on johdossa, jos hian oli edelliselld heitolla johdossa. Jos Pekka oli tappiolla
edellisella heitolla ja padsi tasoihin, sovimme, ettd han on edelleen tappiolla.
Jokainen peli tuottaa vastaavan kuvaajan kuin Kuviossa 2.2. Kuvaajassa on
vhdistetty pisteet (0,0), (1,51), (2,S2), ..., (20, Sa).

Téllaista prosessia kutsutaan satunnaiskévelyksi (random walk). Erés ta-
pa havainnollistaa satunnaiskivelyd on ajatella, ettd satunnaiskivelija RW
(Random Walker) ldhtee origosta (itdén) ja astuu sekunnissa askeleen oi-
kealle (eteldén) tai vasemmalle (pohjoiseen). Esimerkiksi Kuviossa 2.2 ku-
vaaja kulkee pisteen (5,1) kautta. RW on 5 sekunnin kéivelyn jéilkeen yhden
askeleen pohjoiseen x—akselista. On helppo todeta, ettd kaikkien mahdollis-
ten pelin kulkujen lukuméirid on 220, Koska raha on harhaton ja heitot ovat
toisistaan riippumattomat, kaikki 2%° pelin kulkua ovat yhtii todennikéiset.

O

2.6.1 Kertyméafunktio

Satunnaismuuttuja X kertyméfunktio méériteltiin (ks. Maaritelmé 2.6 (i7))
X' jakauman avulla. Jos 7 < g, niin {X < 27} C {X < x9} ja toden-
nékoisyyden monotonisuusominaisuuden perusteella |Lause (2.1), kohta 3)|
P(X < 1) < P(X < x9), joten kertyméfunktio F(z) on kasvava (ei vihe-
nevi). Seuraavassa lauseessa esitetdin kertyméfunktion ominaisuudet.

Lause 2.9 Satunnaismuuttujan X kertymdfunktiolla F' on seuraavat omi-
naisuudet:

1. 0<F(x) <1, zeR.

2. F(z) on x:n kasvava (ei vihenevd) funktio.
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3. F(x) on oikealta jatkuva, ts. kaikilla zo € R on lim F(z) = F(zo)

z—z0+
(x — xo+ tarkoittaa, etti xo:aa lihestytian oikealta).

4. lim F(x)=0 ja lim F(z)=1.

r— —00 T—00

Satunnaismuuttujaa X tarkasteltaessa joudutaan usein laskemaan muo-
toa P(X =a), P(X <b), P(X <b),P(X >a), P(X >a), Pa< X <
b), Pla< X <), Pla< X <b)and P(a < X < b) olevia todennikdisyyk-
sid, missd a < b ovat reaalilukuja. Huomattakoon, ettd P on X:n jakaumaan
liittuva todennékoisyysfunktio, jota on merkitty aikaisemmin Py. Jatdmme
jatkossa alaindeksin pois, jos tilanne on yhteydesta selvd. Esimerkiksi

(263) (a<X<b) = {wla<Xw)<b}
= {w|Xw) <} —{w|X(w) <al,

koska {w | X(w) <b}={w ]| X(w)<a}+{w]|a< X(w)<b}. Silloin
PH{wla<X(w) <b}) = Fx(b) = Fx(a),
koska

P{uw]X(w) < b} —{w|X(w)<a})
= Puw|X(w)<b}) - P{w|X(w)<a})
= PX(XSb)—Px(Xga):Fx(b)—Fx(a)

Olkoon X henkilon iké vuosissa ja T elinaika, kun €2 on suomalaisten joukko.
Silloin {X = 20} = {w | X(w) =20} = {w | 20 < T(w) < 21}) on
20-vuotiaiden suomalaisten joukko.

Jos X:n arvojoukko Sx = {z1,29,...,2,,..., } on numeroituva, méari-
telladn

pn=PX=u1,), z,€S5x,n=12,....
Jos x ¢ Sx, niin P(X = x) = 0. Jos tunnemme kaikki todennékoisyydet p;,,
on ilmeistd, ettd voimme méarittad satunnaismuuttujan X jakauman. Silloin
todennékoisyys
P(X€B)= Y pn
rn€B

kaikilla B C Sx. Jokaista reaalilukua = kohti

Fx(z)=P(X <z)= ) pu

ja kaikilla a < b
Pla< X <b) = Fx(b)— Fx(a)

- Y

a<zn<b
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Esimerkki 2.11 Esimerkissd 2.7 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa. Sa-
tunnaismuuttuja X on ’kruunien lukumé&érd’ ja X:n arvojoukko S = {0, 1, 2,

3}. Nyt
[w]X =0} = {LLL},
{w] X =1} ={RLL,LRL, LLR},
{w] X =2} ={RRL,LRR,RLR},
{w| X =3} ={RRR},

missi kaikki alkeistapaukset ovat yhtd todennikdisii. Silloin

Fy(0) = P(X < 0) = P({LLL}) = 1/8,
Fx(1) = P(X < 1) = P({LLL, RLL, LRL, LLR}) = 4/8,
Fy(2) = P(X < 2)

_ P({LLL,RLL, LRL,LLR, RRL, LRR, RLR}) = 7/8,
Fx(3)

P(X <3)
P({LLL,RLL, LRL, LLR, RRL, LRR, RLR, RRR}) = 1.

Satunnaismuuttujan X kertyméafunktio on siis

.
kun x < 0;

kun 0 <z < 1;
kun 1 <z < 2;
kun 2 <z < 3;

5
;S
—~
8
S~—
Il
— w0l ik ol O

(1, kunx >3
U
Fx(x) fx ()
1+ —— 1+
b
S ! [ [ I >z
1 2 3 0 1 2 3

Kuvio .3. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktion Fx(z) ja toden-
nékoisyysfunktion fx(x) kuvaajat.

Esimerkin 2.11 kertyméfunktio on porrasfunktio. Pitda yleisestikin paik-
kansa, ettd diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on porrasfunktio.
Voimme sanoa, ettd satunnaismuuttuja on diskreetti satunnaismuuttuja, jos
sen kertyméafunktio on porrasfunktio.
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Esimerkki 2.12 Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertyméafunktio on

0, x<0;
Flx)=<2% 0<x<1;
1, 1<

f(z) F(x)

f x

1

!
\

!

f f X
3

4 1

\

|
T T
1 1
4 2

=T
N[
NI

Kuvio .4. Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(z) = 2z

ja kertyméfunktio F'(x) = z2.

Kertyméafunktion avulla voidaan laskea todennikoisyyksid. Esimerkiksi
todennékoisyys

r(hex=)-r()-r()-()- () -5
(iexsd)-#(Q)r) - ()3

Satunnaismuuttujan X jatkuvuus voidaan maéaritella kertymafunktion F'x
jatkuvuuden avulla. Esimerkissid 2.12 késitellyn satunnaismuuttujan kerty-
méafunktio on jatkuva.

ja

O

Maaritelma 2.7 Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen kertyméfunktio
Fx(x) on x:n jatkuva funktio. Satunnaismuuttuja X on diskreetti, jos sen
kertyméfunktio on x:n porrasfunktio.

2.6.2 Satunnaismuuttujan tiheysfunktio

Satunnaismuuttujaan X liittyvien todennakoisyyksien laskennassa on mones-
ti kiyttokelpoisin on X:n tiheysfunktio. Maaritelldén diskreetin ja jatkuvan
satunnaismuuttujan tiheysfunktiot erikseen.
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Maaritelma 2.8 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jolla on numeroi-
tuva mééré arvoja x;, ¢ > 1, joiden todennékoisyydet ovat P(X = x;), i > 1.
Maaritellddn funktio fy seuraavasti:

Fy) = {P(X =ux;), kanz =g, i>1

(2.6.4) )
0, muutoin.

Funtiota fx kutsutaan satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi. Diskreetin
satunnaismuuttujan tiheysfunktiota sanotaan myos todennikoisyysfunktiok-
si.

Jos X:n arvoaluetta merkitdéin Sy = X(Q) ={z | X(w) =z, w € Q},

niin todennikéisyysfunktio on kuvaus

fxi SX — [O, 1]

Huomattakoon, ettd fx(z) on méadritelty kaikilla reaaliluvuilla, mutta fx (z)
0 aina, kun = ¢ Sx. Diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko on numeroi-
tuva, joten arvoja on korkeintaan yhtd paljon kuin kokonaislukuja. Niinpa
diskreettien satunnaismuuttujen arvojoukko on tavallisimmin jokin kokonais-
lukujen ja erityisesti positiivisten kokonaislukujen osajoukko.

Lauseessa 2.10 esitetyt todennikoisyysfunktion ominaisuudet seuraavat
suoraan Méadritelmasta 2.8.

Lause 2.10 Relaatiolla (2.6.4) mmdadaritellylla diskreetin satunnaismuuttu-
jan X todenndkoisyysfunktiolla fx on seuraavat ominaisuudet:

1. fx(z) > 0 kaikilla « € R.
2. Mille tahansa B C R, P(X € B) = Y fx(z;).

r,€EB
3. Jos Fx on X :n kertymdfunktio, niin

Fx(z) =Y fx(x), ja Y fx(:)=1.

z;<x z;€ER
4. Oletetaan, ettd x; < x;11, 1 > 1. Silloin
Ix (i) = Fx(vipa) — Fx(x:), i 2 1, fx(v1) = Fx(71).

Lauseen 2.10 kohdissa 3 ja 4 on esitetty kertyméfunktion ja todennakoi-
syysfunktion vilinen yhteys. Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio
on porrasfunktio. Porrasfuntion F(z) ’hyppéaykset’ Fx(x;11) — Fx(x;) ovat

pisteissd 1, oo, ... ja hyppéysten suuruudet ovat fx(x1), fx(x2), ... Jos
esimerkiksi )
f('r):§7 $:1,2, ’

niin esimerkiksi

F(3:5) = Ple <35) = f(1) + f(2) + f(3) = 5 +
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Esimerkki 2.13 Jatketaan esimerkid 2.11, jossa heitettiin harhatonta lant-
tia 3 kertaa. Satunnaismuuttuja X on ’kruunien lukum&ard’. Maaritetdan
X:n todennékoisyysfunktio. Nyt

'(0) = {LLL},

'(1) = {RLL,LRL, LLR},

'(2) = {RRL, LRR, RLR},

'(3) = {RRR},

missi merkinti X '(z) = {w | X(w) = x} on kaikkien sellaisten alkeista-

pausten w joukko, jotka kuvautuvat pisteeseen x. Koska alkeistapaukset ovat
yhtd todennikoisid, satunnaismuuttujan arvojen todennékéisyydet ovat

P(X = 0) = P(X"}(0)) = P({LLL}) = 1/8,
P(X =1)= P(X (1)) = P({RLL,LRL, LLR} = 3/8,
P(X =2) = P(X~'(2)) = P({RRL, LRR, RLR} = 3/8,
P(X =3) = P(X"'(3)) = P({RRR} = 1/8.

Satunnaismuuttujan X todennikdéisyysfunktio on siis

-
v
v
v

P
P

( s, kun z =0;
%, kun z = 1;
fx(z) =192, kunz =2
£, kunz =3;
\0, muutoin.

O

Esimerkki 2.14 Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on S =
{z1,29,...,2N}. JOS

1
fla) =5 kaikillak=1,2,...,N,

niin X noudattaa diskreettia tasajakaumaa ja merkitdéin X ~ Tasd(xq, 2o,
..., 2n). Hyvin usein X:n arvojoukko on S = {1,2,..., N}, jolloin merkitdin
X ~ Tasd(1,2,..., N). Esimerkiksi nopanheitossa silméluvun X arvojoukko
on S ={1,2,3,4,5,6} ja todennikdisyysfunktio
1
f(!lf)zg, I:172a374a576'
O

Maidritelma 2.9 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja. Oletetaan, ettd on
olemassa sellainen funktio fx, etté

(2.6.5) fx(x) >0 kaikilla z € R, ja P(X € B) = /fx(x) dz, B CR.
B

Funtiota fx kutsutaan jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi.
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Madritelméasta 2.9 ja integraalilaskennan tuloksista saadaan Lauseessa
2.11 esitetyt X:n tiheysfunktion ominaisuudet.

Lause 2.11 Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktiolla (2.6.5) on seu-
raavat ominaisuudet:

1. Fx(z) = [ fx(t)dt kaikilla z € R.

2. I{fx(x)dx:_jo fx(z)dz = 1.

3. Fi(z) = LFy(z) = fx(z) kaikissa pisteissi v € R, joissa fx(x) on

jatkuva.

Lauseessa 2.11 kohdassa 1 valitaan B = (—o0,z] ja 2. kohdassa B = R.
Lauseessa 2.10 todenndkdisyyksien laskeminen palautuu yhteenlaskuun ja
lauseessa 2.11 integrointiin. Integrointialue B on vili tai muodostuu korkein-
taan darellisestd madrista vileja. Integraalit ovat analyysista tuttuja Riema-
nin integraaleja.

Huomautus 2.3 Jos I’ on kertyméafunktio, voidaan aina konstruoida sellai-
nen satunnaismuuttuja X, ettd Fx = F. Milloin annettu funktio f on ti-
heysfunktio? Edella esitettyjen tiheysfunktion ominaisuuksien nojalla taytyy
olla (1) f(z) > 0 kaikilla z € R ja (2) > f(z;) = 1, kun X on diskreet-

T
o0
ti ja [ fx(z)dx = 1, kun X on jatkuva. Jatkuvien satunnaismuuttujien
—00
tapauksessa yhden pisteen todennikéisyys on P(X = x) = 0 kaikilla z € R.
Esimerkki 2.15 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio

on f(x) =2z, kun 0 < x < 1. Tdmén satunnaismuuttujan X kertyméfunk-
tiota

0, x<0;
Fx)=<2% 0<x<l;
1, 1<

tarkasteltiin Esimerkissd 2.12. Nyt voidaan todeta, etta

T

F(I):/2tdt:$2, kun 0 <z < 1.
0

Kun kertyméfunktio on annettu, niin tiheysfunktio saadaan derivoimalla ker-
tyméfunktio:

F’(x):%ﬁ:%, 0<z<l.
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Todennékoisyyksida voidaan laskea tiheysfunktion avulla integroimalla. Esi-
merkiksi P(% <X < %) saadaan suoran y = 2x ja z-akselin viliin jadvané

pinta-alana:
3/4

1
P—§X§§ = 2xdx:3,
2 4 15
1/2
joka tietysti voidaan esittdd myos kertyméfunktion avulla. 0]

2.7 Otanta palauttamatta

Tarkastellaan nyt koetta, jossa valitaan n alkiota N:n alkion joukosta (n <
N), jota kutsutaan populaatioksi. Valintaprosessia kutsutaan otannaksi. Ha-
lutaan esimerkiksi tietdd ennen presidentin vaaleja, mikd on ehdokkaiden
kannatus. Kannatuksesta voi saada tietoa tiedustelemalla danestijilta, ke-
td he aikovat ddnestdd. On kiytdnnossd mahdotonta haastatella kaikkia po-
tentiaalisia dénestdjid. Siksi tehddén otos, eli valitaan vain osa mahdollisista
adnestdjista ja haastatellaan heididt. Populaation muodostavat siis ddnioikeu-
tut kansalaiset. Nimitimme menetelméa, jolla otos valitaan, otantamenetel-
mdksi. Tassd esityksessid tarkastellaan vain yksinkertaista satunnaisotantaa
(YSO). YSO:ssa kaikki mahdolliset n:n kokoiset otokset ovat yhté todenné-
koisid. YSO:lla valittua otosta kutsutaan yksinkertaiseks: satunnaisotokseksi.

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa palauttamatta otos valitaan siten, et-
ta kukin alkio voi tulla otokseen korkeintaan kerran. Valitaan n:n alkion otos
N:std. Ajatellaan alkiot valituiksi jarjestyksessd. Silloin 1. alkio voidaan va-
lita N:114 tavalla ja 2. alkio (N — 1):114 tavalla, koska toisen tdytyy olla eri
alkio kuin ensimmaéinen, jne. Lopulta n. alkio voidaan valita [N — (n —1)]:114
tavalla. Kaikkien mahdollisten jdrjestettyjen otosten lukumaéra on

N(N-1)(N=2)---(N—n+1)=N®.

Otos on walittu satunnaisesti, jos jokainen N(™):sti jirjestetysti otoksesta on
yhtd todenndkdinen. Silloin jokaisen jarjestetyn otoksen todennikdéisyys on
1/N™,

Koska kaikkien mahdollisten otosten eli osajoukkojen lukumaara on (]Z)
ja otokset oletetaan yhtd todennikoisiksi, niin jokaisen otoksen todennakoi-
Syys on

N) N®

n!

—, missd otosten lukuméara on <
n

N
()
Otoksia on siis (JZ) kappaletta ja YSO:ssa ne ovat yhta todennikoisia.

Esimerkki 2.16 Monissa korttipeleissd jaetaan n:n kortin kiisi (otos) pa-
kasta (populaatio), jossa on N korttia. Pakka on hyvin sekoitettu, jos pakan
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korttien kaikki N! jarjestystd ovat yhtd todennikoisid. Oletetaan, ettd n kort-
tia on jaettu hyvin sekoitetusta pakasta. Sellaisia pakan jarjestyksia, joissa
ndmé n korttia ovat tietyssd jérjestyksessi (esimerkiksi pakan p#élld), on
(N — n)! kappaletta. Todenn#koisyys saada n korttia tietyssa jarjestyksessi
on
(N —n)! 1
N! N’

Jokaisen jérjestetyn otoksen todennikdisyys on siis 1 /N ja jokaisen otoksen
eli kiden todennikoisyys on 1/(]:[)

Miké on esimerkiksi todennékoisyys, etti tavallisesta korttipakasta (N =
52) saadaan patasuora (&1, &2, &3, &4, &5)? Erilaisten viiden kéisien luku-
maara on (552) = 2598960, joten patasuoran todennékdisyys on 1/2598960.
Jos lisiksi korttien pitdd jaossa tulla annetussa jarjestyksessi (1,2,3,4,5),
niin jirjestettyjen otosten lukumiiri 52(°) = 311875200 ja jérjestetyn otok-

sen (M1, #2, &3, #4, &5) todennikoisyys on 1/311875200. OJ

2.7.1 Hypergeometrinen jakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on a + b alkiota esimerkiksi viestéssid on a
miestd ja b naista tai tuotepopulaatiossa on a viallista ja b virheeténté tuotet-
ta. Valitaan populaatiosta n:n kokoinen satunnaisotos palauttamatta. Mika
on todennékoisyys, ettd otokseen tulee x kappaletta tyyppid 1 olevia alkio-
ta ja n — x kappaletta tyyppid 2?7 Tavanomainen todennikoisyyslaskennassa
kiaytetty satunnaiskoe on pallojen valinta uurnasta. Uurnassa on a valkoista
ja b mustaa palloa. Valitaan uurnasta satunnaisesti palauttamatta n palloa.
Mikd on todennikdisyys, ettd otokseen tulee x valkoista palloa?

Taulukko .3. Valinta palauttamatta &irellisestd populaatiosta

Tyyppi 1 Tyyppi 2 Yhteensi

Populaatio a b a+b
Otos x n—x n

Populaatiosta voidaan valita kaikkiaan (“:b) yhtd todennikoista n:n ko-
koista otosta palauttamatta. Koska a:sta tyyppia 1 olevasta alkiosta voidaan
valita x kappaletta (‘;) tavalla ja n — x alkiota b:sta (nﬁm) tavalla, saadaan

kaikkiaan (;) (nﬁm) sellaista otosta, joissa on x kappaletta tyyppid 1 jan —x
kappaletta tyyppid 2 olevaa alkiota. Olkoon nyt satunnaismuuttuja X tyyp-
pid 1 olevien alkioiden lukumé#ri otoksessa. Silloin satunnaismuuttujan X
todennikoisyysfunktio f(z) on

() (.22

2.7.1 flo) =2l 0 =0,1,2,...
(2.7.1) (x) 9
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Edelli esitetysta otanta-asetelmasta tietysti seuraa, ettd ehtojen x < a
jan —x < b tiytyy olla voimassa. Jos ehdot eivit ole voimassa, niin f(z) =
0. Jakaumaa (2.7.1) kutsutaan hypergeometriseksi jakaumaksi. Se on tiarked
my6s esimerkiksi joidenkin ns. tarkkojen testien konstruoinnissa.

2.7.2 Tarkistusotanta teollisuudessa

Mikaén teollisuusprosessi ei ole tiaydellinen, siksi myos virheellisid tuotteita
on odotettavissa. Yrityksilli on kiytdssa erilaisia laadunvarmistusjérjestel-
mid, jotta voitaisiin pitda ylla riittavin hyva laatu. Virheelliset tuotteet olisi
havaittava ja poistettava, jotta ne eivit joutuisi asiakkaalle saakka. Tietys-
ti voitaisiin tarkistaa jokainen tuote riittdvin tarkasti. Taydellinen tarkistus
ei ole kiytdnnossa yleensa realistinen — se ei ole taloudellisesti kannattavaa
tai se on jopa mahdotonta, jos tarkistus esimerkiksi tuhoaa tuotteen. On siis
yleensa kaytettava tarkistusotantaa.

Oletetaan, ettd tuotteet ovat joko virheellisid tai hyviksyttévid ja ne tu-
levat laadun tarkistukseen N:n tuotteen erissd. Valitaan jokaisesta erdsta
satunnaisesti n tuotetta tarkistukseen. Oletetaan, ettd 16ydetiddn x viallista.
Jos x on suuri, todennikdisesti erdssa on paljon viallisia ja erd pitiisi hylata
tai panna jatkotarkistukseen. Voimme kiyttaa padtossaantoa:

Hyviksy eri, jos x < h, muutoin hylkda erd (tai testaa lisda).

Nyt olisi valittava hyviksymisraja h mahdollisimman viisaasti. On tie-
tysti mahdollista, ettd otoksessa x > h, vaikka viallisten lukuméérd v tuo-
te-erdissa ei olisikaan "litan” suuri. Toisaalta voi ehto = < ¢ toteutua, vaikka
tuote-erdssi olisi "litkaa” viallisia. Edelld mainitut paatantiavirheet ovat siis
seuraavat:

1. lajin virhe erd, jossa on vdhan viallisia, hylataén;
2. lajin virhe — erd, jossa on paljon viallisia, hyviksytaan.

Jos hyviksymisrajaa h kasvatetaan, pienenee 2. lajin virhe, mutta 1. lajin
virhe kasvaa. Molempia virheitd voidaan pienentdd samanaikaisesti, kasvat-
tamalla otoskokoa n, mutta se taas nostaa tarkistuskustannuksia. Jotta h:n
jan:n arvot voitaisiin maarittaa optimaalisesti, olisi tunnettava tarkistuskus-
tannukset sekéd 1. ja 2. lajin virheiden aiheuttamat kustannukset. Olisi myds
tiedettava virheelisten lukuméarin v jakauma yli tuote-erien.

2.8 Otanta palauttaen

Valitaan n:n alkion otos populaatiosta, jossa on N alkiota. Ajattelemme,
ettd populaation alkiot on numeroitu juoksevasti {1,2,..., N}. Otannassa
palauttaen populaation alkio voidaan valita otokseen useammin kuin ker-
ran. On esimerkiksi mahdollista, ettd otokseen tulee sama alkio toistuvasti n
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kertaa. Voimme ajatella valinnan prosessina, jossa alkiot valitaan perdkkain.
Jokaisen valinnan jilkeen alkio palautetaan populaatioon, mutta sitd ennen
saatu alkio merkitddn muistiin. Silloin 1. alkio voidaan valita N:114 tavalla,
2. alkio myo6s N:11a tavalla ja lopulta n. alkio N:lIa tavalla, koska edellisissa
valinnoissa valitut voivat tulla uudestaan otokseen. Kaikkien mahdollisten
palauttaen valittujen jdarjestettyjen otosten lukuméira on siis N™. Sanomme,
ettd otos on walittu satunnaisesti palauttaen, jos kaikki mahdolliset N™ jar-
jestettyd jonoa ovat yhtd todennikoiset. Ndin valittu otos on yksinkertainen
satunnaisotos (YSO) palauttaen.

Oletetaan esimerkiksi, ettd valitaan kolme numeroa palauttaen numerois-
ta0,1,2,...,9. Silloin voidaan saada 10® = 1000 yhti mahdollista jirjestet-
tyd jonoa 000, 001, 002, ..., 999. Osajoukko {1,2, 3} voidaan valita 3! = 6 ta-
valla, joten otoksen {1,2,3} todennékdisyys on 0.006. Otos {1, 1,3} voidaan
saada 3:lla tavalla, koska jarjestetyt jonot (1,1,3), (1,3,1) ja (3,1,1) sisél-
tavit samat alkiot. Otoksen {1, 1,3} todennikdisyys on 0.003. Otos {1,1, 1}
saadaan vain yhdelld tavalla, joten sen todennékéisyys on 0.001. Otannas-
sa palauttaen (jarjestaméttomait) otokset eivdt ole yhtd todenndkdisia kuten
otannassa palauttamatta.

Olkoon A; tapahtuma, ettd valitaan 7. alkio, ¢ = 1,2, ..., N. Koska valin-
nan (kokeen) tulos on varmasti yksi ja vain yksi tapahtumista Ay, Ay, ...,
Ay, niin Q@ = A; U Ay U---U Ay on kokeeseen (valinta palauttaen) liittyvin
otosavaruuden ositus. Valinta toistetaan n kertaa. Oletetaan, ettid populaa-
tion . alkio toistuu otoksessa n; (0 < n; < n) kertaa (i = 1,2, ..., N). Silloin
Y ni = n ja erilaisten jérjestettyjen otosten lukumééri on tuloksen (2.4.1)

mukaan
n n!
nyng ... nxJ) nilng---ny!’

Olkoon X; alkion ¢ toistojen lukumé&éara otoksessa. Nyt siis jokaisen X;:n ar-
voalue on {0,1,2,...,n} ja X7+ Xo+ -+ Xy = n. Merkitdan todenndkoi-
syyttd P(X7 = ny, Xo = ng, ..., Xy = ny) yksinkertaisesti P(nq,ng,...,ny),
joka voidaan siis laskea kaavalla

n 1
P(’I’Ll,ng,...,’)’LN) = (nl g ’)’LN)W

Esimerkki 2.17 Valitaan populaatiosta { Ay, As, A3} (IV = 3) 5 kertaa (n =
5) alkio palauttaen. Silloin A; A; A3A; A3 on erds mahdollinen tulosjono (otos
palauttaen), missd X; = 3, Xo = 0,X3 = 2 ja X7 + Xo + X3 = 5. Jo-
non A;A; A3 A1 Az todennikoisyys, samoin kuin jokaisen viiden pituisen jér-
jestetyn otoksen, todennikoisyys on 1/3°. Koska erilaisia tulosjonoja, joissa
X1:3, X2:OjaX3:2, on

5 51
= = 1
<3 0 2) S0 LY

5 1 10

niin
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Mika on todennidkdisyys, ettd n:n kokoiseen jarjestettyyn otokseen tulee po-
pulaation n ensimmaista alkiota (n < N) missd tahansa jarjestyksessa? Ky-

seinen tapahtuma sattuu tdsmaélleen silloin, kun X1 = Xy =--- = X,, =1 ja
Xpt1 ==Xy =0. Tdmén tapahtuman todennékoisyys on siis
n! 1 n!

P(17177170770):WW:W

Otoksen kaikki alkiot erilaisia

Sellaisia jarjestettyjd otoksia, joissa mikidédn alkio ei toistu, on
N®W =NN-1)---(N—-n+1)

kappaletta. Jos otos valitaan palauttaen, niin todennékoisyys, ettd otoksessa
mikain alkio ei toistu, on

N® N!
(2.8.1) P(’Sama ei toistu’) = N = NN

On selviid, ettil todenniikdisyys (2.8.1) on 0, jos n > N. Huomaa, etti N =
0, jos n > N. Syntymépéiviongelmassa (Esimerkki 2.4) N = 365 jan =r.

Soveltamalla Stirlingin kaavaa (2.4.7) kertoimiin N!ja (N — 1)! saadaan
likiarvo

NI N N—n+1/2
(2.8.2) AN e ™.
(N—n)N» \N-n

Kun N — oo ja n on kiinnitetty, niin lauseke (2.8.2) ldhestyy ykkosta. Jos
siis hyvin suuresta populaatiosta valitaan n alkiota (n < N) palauttaen, niin
on hyvin epdtodennikoista, ettd sama alkio valitaan usemmin kuin kerran.
Otanta palauttaen ja palauttamatta ovat kiytannéllisesti katsoen jokseenkin
identtiset, kun populaation koko N on paljon suurempi kuin otoskoko n.

2.9 Binomijakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita: a kappaletta tyyppia
A ja b kappaletta tyyppid B. Valitaan populaatiosta n alkiota palauttaen.
Mikd on todennikdisyys, ettd otokseen tulee x alkiota tyyppid A jan — x
alkiota tyyppid B? Voimme kiyttdd vastavaa uurnamallia kuin hypergeomet-
risen jakauman yhteydessid. Uurnassa on a valkoista ja b mustaa palloa. Va-
litaan uurnasta satunnaisesti palauttaen n palloa. Mikd on todennakdoisyys,
ettd otokseen tulee x valkoista palloa? Koska otanta tehdiddn palauttaen,
uurnan sisalto ei muutu.
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Taulukko .4. Otanta palauttaen

Tyyppi A Tyyppi B Yhteensi

Populaatio a b a+b
Otos z n—x n

Kaikkien mahdollisten n:n kokoisten yhtd todennédkoisten jarjestettyjen
jonojen lukumé&érd on (a + b)". Sellaisia jarjestettyja otoksia, joissa on ensin
x kappaletta tyyppid A olevia alkioita ja sitten n — x tyyppia B, on a®b"*.
Tyyppia A olevan z:n alkion paikka m:n pituisessa jonossa voidaan valita
(Z) tavalla. Otoksia (jarjestiméttomid), joissa on x kappaletta tyyppid A
ja n — x kappaletta tyyppid B olevia alkioita, on (Z)axb"_m kappaletta. Ol-
koon satunnaismuuttuja X tyyppia A olevien alkioiden lukuméira otoksessa.
Silloin X:n todennakoisyysfunktio on

f(x)—<$)m7 x=0,1,2,...,n.

Merkitédn tyyppié A olevien alkioiden suhteellista osuutta p = -4 jal—p =

a%b on tyyppid B olevien suhteellinen osuus. Nyt X:n todennékoisyysfunktio

voidaan kirjoittaa sen tavallisimmassa esitysmuodossa

(2.9.1) flz) = (")pm(l —p)"T, 2=0,1,2,...,n.

X

Funktio (2.9.1) on binomijakauman todennakéisyysfunktio. Kun X noudat-
taa binomijakaumaa, merkitsemme X ~ Bin(n, p).

2.9.1 Binomijakauma hypergeometrisen
jakauman likiarvona

Kun populaation koko on paljon suurempi kuin otoskoko, on tuloksen kan-
nalta jokseenkin samantekevid, tehddidnko otanta palauttaen vai palautta-
matta. Kun a 4+ b on paljon suurempi kuin n (merkitdén a + b > n), niin
binomijakauma (2.9.1) on hypergeometrisen jakauman (2.7.1) hyva likiarvo.
Otanta palauttamatta voidaan luonnehtia hypergeometrisen jakauman avul-
la ja otanta palauttaen binomijakauman avulla.

Lause 2.12 Jos a+ b > n, niin

O (e
(2.9.2) (a:b> ~ <x>p (1—p) , =0,1,2,...,

missd p = a/(a+b).
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Koska binomitodennikdisyydet on helpompi laskea kuin hypergeometri-
set todennékoisyydet, voidaan relaatiota (2.9.2) kiyttéé laskennassa hyviksi,
kun a + b > n. Tosin nykyisilld ohjelmilla on helppo laskea tarkat todennd-
koisyydet suoraan hypergeometrisesta jakaumasta, vaikka a + b on suuri.

Todennakoisyyslaskenta
ja kombinatoriikka: Yhteenveto

Todennikoisyyden ominaisuuksia
e Epénegatiivisuus P(A) >0, ACQ.

e Monotonisuus P(A) < P(B), kun AC B C Q.

Additiivisuus  P(A) = Y P(A;), jos Aj, Ay, ... A, on A:m jako.

Komplementti P(A°) =1 — P(A).

Yhteenlaskulause P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Symmetriaan perustuva todennikoisyys

1
plw;) = —, kaikilla w; € Q = {wy,we, ..., wn};
n
|A|  ’suotuisat’
(4) gp(w )= T e
Kombinatoriikkaa

e Jirjestettyjen n-otosten lukumaéara, kun perusjoukon koko on N:

1) valinta paluttaen: N™,
2) valinta palauttamatta: N = N(N —1)(N —2)--- (N —n+1), 0<n <N,
NWN) = NI

e Otokset (palauttamatta) eli n-kombinaatiot

N N® N!
(n)_ nl nl(N—-n)

e Multinomikerroin

n B n!
ny Ny ... N nylngl - mng!’
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e Binomilause .
n
1+)" = t"
=3 (1)
kaikilla ¢ € R ja positiivisilla kokonaisluvuilla n.
Satunnaismuuttuja
e Satunnaismuuttuja X on kuvaus X: € — R.
e X:n arvojoukko S: X(w) € S CR.

e Jos S on numeroituva, niin X on diskreetti satunnaismuuttuja.

e Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin
X
aX, X+Y, X-Y, XY ja v Y #£0
ovat satunnaismuuttujia, missi a on reaalivakio.

e Diskreetin satunnaismuuttujan X jakauma

P(X€A)=) P(X=z) kaikillaAcCS.

x€A
e X:n kertyméifunktio F: F(z) = P(X <x).
e Jos X:m todennikoisyysfunktio f on diskreetti, niin f(x) = P(X = x).

e Hypergeometrinen jakauman todennékoisyysfunktio

(2) (u2)
()

e Binomijakauman todennikéisyysfunktio

f(z) = (”>p~f(1 )T o =0,1,...,n.

r<a ja n—x<b.

fx) =

T

Kolmogorovin aksioomat

Olkoon F jokin €2:n osajoukkojen muodostama o-algebra. Kuvaus P: F — R
madrittelee todenndkoisyysmitan, jos

1. 0< P(A) <1 kaikilla A € F.
2. P(0)=0 ja P(Q)=1.

3. Jos tapahtumat A; € F (i =1,2,...) ovat parittain erilliset, niin

p(i e gpw.
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Harjoituksia
1. Laske seuraavat lausekkeet:
(a) 6,00, 5@ 71 (1), (37
() (%) (2a54) (30):

2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja 0 < p < 1. Osoita, etta

(a) 3amo (P* L —p)" " =1;
(Vihje: Merkitse (1 —p) +p = (1 — p)(1 + %) ja Kiiytil binomi-
lausetta.)
(b) Yooz (z)p*(1—p)"~* =np.
(Vihje: Kéyta hyviksi tulosta a:(:) = n(Zj) ja binomilausetta.)
3. (a) Valitaan satunnaisesti 2 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta.
Milld todennikdisyydelld saadaan perdkkiiset luvut?

(b) Valitaan 7 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta (Lotto). Milla
todennékoisyydelld saadaan perdkkiiset luvut?

(c) Valitaan 2 lukua luvuista 1, 2, ..., n palauttamatta. Milld toden-
nakoisyydelld saadaan perdkkiiset luvut?

4. Kahdestatoista verindytteestd 4 oli positiivisia ja 8 negatiivisia. Sekaan-
nuksen takia naytteet unohtuivat merkitsemétté, joten ne oli analysoi-
tava uudestaan yksitellen (satunnaisessa jérjestyksessd).

(a) Milla todennédkdisyydella tarvitaan vain 4 analyysia (4 ensimmaéista
positiivisia)?
(b) Milld todennékdisyydelld tarvitaan tasmélleen 5 analyysia?
(c) Milld todennékoisyydelld positiiviset tulokset saadaan perdkkéin?
5. Eridiseen ladketieteelliseen hoitokokeeseen osallistui 15 miesta ja 20 nais-
ta. Kymmenen satunnaiseti valittua potilasta sai tutkittavaa uutta hoi-
toa (hoitoryhmai) ja loput kuuluivat vertailuryhméén. Miké on todenné-
koisyys, ettd hoitoryhméén tulee
(a) ainakin yksi kumpaakin sukupuolta?
(b) ainakin kolme kumpaakin sukupuolta?
6. (a) Valitaan 30 kinnykédn tuote-erdstd 4 satunnaisesti palauttamatta

tarkastukseen. Jos tuote-erdssid on 3 viallista, niin milld todenna-
koisyydelld otoksessa on

i. tasmalleen 2 viallista?

ii. ainakin 2 viallista?



Harjoituksia 53

10.

11.

(b) Olkoon 30:n kénnykén tuote-erdssd d viallista. Tuote-erédsté tarkas-
tetaan n:n kinnykén otos. Eréd ldhetetddn myyntiin, jos otoksessa ei
ole yhtaén viallista, muutoin erd palautetaan. Halutaan, etta 5 vial-
lista sisaltavit tuote-erdt palautetaan todennikéisyydella p > 0.95.
Kuinka suuri otoskoko silloin tarvitaan?

(a) Sijoitetaan 22 palloa satunnaisesti 120 laatikkoon. Miké on toden-
nikoisyys, ettd yhdessikddn laatikossa ei ole enempid kuin yksi
pallo?

(b) Erééssd 120 paivén jaksossa kaapattiin 22 liikennekonetta. Mika on
todennékoisyys, ettd samana péivind kaapataan ainakin 2 konet-
ta, jos eri kaappaukset ajoittuvat tidysin satunnaisesti ja toisistaan
riippumatta.

. Valitaan satunnaisesti palauttaen 3 palloa laatikosta, jossa on 3 punais-

ta, 4 keltaista ja 5 sinistd palloa. Laske todennikoisyys, etté

(a) pallot ovat samanvirisia;

(b) pallot ovat erivérisii.

Laske vastaavat todennékoisyydet, kun otanta on palauttamatta.

. Erddssa 10000 vaalikelpoisen asukkaan kaupungissa tehtiin juuri ennen

vaalia mielipidekysely valitsemalla 100 henkil6n otos vaalikelpoisten po-
pulaatiosta. Ehdokkaat olivat A ja B. Vaalin tuloksen perusteella tie-
detédn, ettd A:n kannatus oli 45 % ja B:n kannatus 55 %. Mikd on
todennékoisyys, ettd kyselyssa

(a) 51 henkil6d kannattaa A:ta?
(b) yli puolet kannattaa A:ta?

(¢) Kuinka suuri otos on tehtévé, jotta otoksessa olisi B:n kannattajia
enemméin kuin A:n kannattajia vihintdin todennédkoisyydelld 0.97

Oletetaan, ettd nelionmuotoinen maa-alue on jaettu kolmeen pinta-alal-
taan yhtd suureen kaistaleeseen A, B ja C'. Lisédksi oletetaan, ettid kais-
taleiden yksikkohinnat ovat toisiinsa suhteessa 1 : 2 : 3. Jokaisen (mi-
tallisen) osa-alueen M suhteellinen hinta verrattuna koko maa-alueen
hintaan saadaan kaavalla

VM) = P(MmA)+2P(M2mB)+3P(MmC)’

missd P(M) = %, |M| on M:n pinta-ala ja || on koko maa-alueen

pinta-ala. Osoita, ettd V' (M) on todennikdisyys(mitta) (Madritelmé 2.1).

Olkoon otosavaruus €2 darellinen. Osoita, ettd Méaéaritelmén 2.1 aksioo-
meista seuraavat Maaritelméan 1.1 mukaiset todennékdéisyysfunktion omi-
naisuudet.



o4 Luku 2. Todennakoéisyys, satunnaismuuttuja ja perustuloksia

12. Monivalintatehtivassa on 6 vaittamaa, joista jokaiseen on vastattava tosi
(T) tai epéitosi (E). Vastaus on oikein tai viérin ja oikeasta vastauksesta
saa 1 pistettd ja vidrdstd —1 pistettd. Oletetaan, ettd Mr RW (Ran-
dom Walker) vastaa vdittdmiin tdysin satunnaisesti (Heittdd esimerkiksi
lanttia).

(a) Milld todennikoisyydella RW saa negatiivisen pistemaaran?

(b) Mikd on RW:n pisteméérian todennikoisyysjakauma?

(c) Jos kolmantena vaihtoehtona on mahdollisuus vastata “en tiedd”
(N), niin milla todennékoisyydellda RW saa negatiivisen pistemaé-
ran?

13. Mitd voit sanoa tapahtumasta A, joka on riippumaton itsensi kanssa?
Miten luonnehdit tapahtumia A ja B, jotka ovat toisensa poissulkevat
ja riippumattomat?

14. Todista Yhteenlaskulause 2.4 osoittamalla ensin, etta

(AUB)—A=B—-(ANB).

15. Oletetaan, ettd 550 omenan laatikossa on 2 % pilaantuneita.

(a) Milla todennékoisyydelld 25 omenan satunnaisotoksessa (otanta pa-
lauttamatta) on 2 pilaantunutta?

(b) Milld todennékéisyydelld 25 omenan satunnaisotoksessa on korkein-
taan 2 pilaantunutta?

(c) Halutaan, ettd ainakin 2 % pilaantuneita sisdltéviit laatikot hyla-
tddn todennidkdisyydelld p > 0.95. Kuinka suureksi otoskoko on
valittava?

16. Ovessa on kaksi (erilaista) lukkoa ja avaimet ovat niiden kuuden joukos-
sa, joita kannat aina mukanasi. Olet kiireessid pudottanut yhden naista
kuudesta jonnekin.

(a) Mikd on todennékdisyys, ettd vield saat oven auki avaimillasi?

(b) Milld todennékdisyydelld saat oven auki heti kahdella ensiksi ko-
keilemallasi avaimella (Oletetaan, ettd avaimet ndyttavit tdysin sa-
manlaisilta.)

17. (a) Kuinka monta kokonaislukuarvoista ratkaisua yhtalolla z; +xo =5
on, kun ratkaisujen tulee olla epénegatiivisia?

(b) Investoit 20 tuhatta euroa 4:44n mahdolliseen kohteeseen. Jokaisen
sijoituksen tulee olla 100 euron monikerta. Montako investointistra-
tegiaa on, jos koko summa on sijoitettava?
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¢) Montako strategiaa on SiHOiIl, jOS koko summaa ei tarvitse investoi-
g
da?

18. Tietokoneessa on n prosessoria ja r tyotd jaetaan prosessoreille satun-
naisesti. Eri prosessoreille tulevien téiden lukuméarat ovat ry, ro, ...,
Tny 75 > 0,0=1,2,...,nja

(293) T +reot+ T, =10
(a) Miké on erilaisten varausjakaumien (Yhtélon (2.9.3) ratkaisujen lu-
kuméaara)?
(b) Miké on todennikoisyys, etta tietylla prosessorilla on k, 0 < k <r
tyota?
(c) Oletetaan, ettd annetut n lukua rq, o, ..., 7, toteuttavat yhté-

16n (2.9.3) ja kaikki mahdolliset n" t6iden sijoittelua prosessoreille
ovat yhtd mahdollisia. Mikd on todennédkdisyys saada varausluvut
r1, To, ..., Tn?
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Luku 3

Ehdollinen todennakoisyys
ja riippumattomuus

Téssd luvussa tdydennetddn ja laajennetaan edellisissi luvuissa esitettyja
todennékoisyyslaskennan tietoja. Ehdollistaminen ja riippumattomuus ovat
todennékoisyyslaskennan ja tilastotieteen keskeisid késitteita.

3.1 Ehdollinen todennakoisyys

Miéiritelmi 3.1 (Ehdollinen todennékdisyys) Olkoot A ja B otosava-
ruuden Q2 tapahtumia. Jos P(A) > 0, niin tapahtuman B ehdollinen toden-
nikoisyys ehdolla A on

P(BNA)

(3.1.1) P(BIA) = =50

Lauseke P(B | A) luetaan ”B:n todennékoisyys ehdolla A”.

B A

Voidaan ajatella, ettd P(A) on alueen A pinta-ala ja P(BN A) alueen BN A
pinta-ala. Ehdollinen todennékéisyys P(B | A) on siis alueen B N A pinta-
alan suhteellinen osuus A:n pinta-alasta.

Esimerkki 3.1 Mikd on todennikoisyys saada pokerissa kuninkaallisen vé-
risuoran K (samaa maata olevat kortit 10, 11, 12, 13 ja 14 = &ssid)? Jos
oletetaan, ettd kaikki 5 kortin kidet ovat yhtd todennikdéisid, niin

4 1
PLK) = (2) ~ 649740

57
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Oletetaan, ettd jakaja jakaa 4 ensimmaistd korttia poytdan kuvapuoli alas-
péin ja 5. kortin kuvapuoli ylospiin. Viimenen korttisi on herttadssi (Hy).
Milld todennikoisyydelld tdmé kisi on kuninkaallinen varisuora? Ehdollisen
todennékoisyyden (3.1.1) mukaan

P(KnHy) 1/(3) 1
P(Ha) (/3 ()

Voimme nyt helposti todeta, etti

P(K|Hl4):

P(K | Hyy) = P(K).

Kuninkaallisen véarisuoran mahdollisuus siis yli kaksinkertaistuu, kun saat
tietdd, ettd viimeinen kortti on herttafssa. O]

3.1.1 Tulosdanto, kokonaistodennakoisyys
ja Bayesin kaava

Ehdollisen todenniikoisyyden méairitelméasti saadaan tulosdénto tapahtuman
'A ja B sattuvat’ todennikdisyyden laskemiseksi. Jos tiedetddn todennakoi-
syydet P(A) ja P(B | A), saadaan tulokaava

(3.1.2) P(ANnB)=P(A)P(B| A),
ja vastaavasti P(A°N B) = P(A°) P(B | A°). Lauseen 2.3 perusteella
P(B) = P(ANB) + P(A°N B),

joten saamme kokonaistodenndkoisyyden kaavan

(3.1.3) P(B)=P(A)P(B| A)+ P(A°) P(B | A).
Ehdollisen todennikéisyyden méaritelmian mukaan
P(ANB)
P(A|B)= ———= k P(B .

Kun tdmén lausekkeen oikealle puolelle sijoitetaan P(ANB):n paikalle (3.1.2)
ja P(B):m paikalle vastaavasti (3.1.3), saadaan Bayesin kaava

P(A) P(B | A)
P(A)P(B | A)+ P(A°) P(B | A¢)
Jos siis tunnetaan todennédkoisyydet P(A), P(B | A) ja P(B | A°), voidaan
todennékoisyys P(A | B) laskea Bayesin kaavan avulla.

Tulokaava (3.1.2) yleistyy myos useammalle kuin kahdelle tapahtumalle.
Esimerkiksi

P(A| B) =

P(ANBNC)=P(A)P(B| A)P(C| ANB).

Tulokaavan, kokonaistodennikoisyyden ja Bayesin kaavan yleistykset késitel-
ladn luvun loppupuolella.
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Taulukko 3.1. Kokonaistuotanto ja viallisten %-osuus eri maissa.

Maa
Fahru Russo Swedla

Kokonaistuotanto 1000000 2000000 3000000
Viallisten %-osuus 20 % 10 % 5%

Esimerkki 3.2 Suuri teollisuuskonserni valmistaa kdnnykditd kolmessa eri
maassa, jotka ovat nimeltdan Fahru, Russo ja Swedla. Ostat kinnykéin, mutta
et tiedd, missd se on valmistettu. Olkoon V' tapahtuma, ettd tuote on vialli-
nen. F' on tapahtuma, ettd tuote on valmistettu Fahrussa. Vastaavasti R ja
S viittaavat valmistusmaihin Russo ja Swedla. Viallisten %-osuus eri maissa
on annettu oheisessa taulukossa. Lasketaan todennikdisyydet (a) P(F | S°),
(b) P(V | 59, (¢c) P(V), (d) P(F | V). Oletetaan, ettd kaikki valmistetut
6000000 kinnykkda ovat yhtd todennéakdisii.

Ratkaisu.
(2) P(r |59 =0
P(F)

—= C ¢
P(5°) (koska F' C S°)

_1000000/6000000 1

~3000000/6000000 3’

VvV nse

P(S¢)

_ PIVN(FUR)] ¢ _

= P (koska S¢ = F'UR)

_ P(VNF)+P(VNR) B
— (59 (koska F'N R = 0)

_ P(V|F)P(F)+ P(V | R) P(R)

(b) — P(V]59)=

Wl
N}

1 1
561 10
1
2

Kohdat (c¢) ja (d) jitetddn harjoitustehtéviksi. O

Esimerkki 3.3 (Vaidri positiivinen) Oletetaan, ettd eriis verindytteiden
laboratoriotesti antaa kaksi ja vain kaksi tulosta: positiivisen ja negatiivisen.
Tiedetéén, ettd 95 % tautia A sairastavista saa testissi positiivisen tuloksen.
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Myos 2 % niisté, joilla ei ole tautia A, saa positiivisen tuloksen (véérén po-
sitiivisen!). Oletetaan, ettd 1 % populaatiosta sairastaa tautia A. Jos satun-
naisesti valitun henkilon testitulos on positiivinen, mikd on todennakoisyys,
ettd hin sairastaa tautia A?

Olkoon nyt T' = {sairastaa tautia} ja + tarkoittaa positiivista testitulos-
ta. Tieddmme, etta

P(+|T)=095 P(+|T% =002 P(T)=001 ja P(T° =0.99.

Soveltamalla Bayesin kaavaa (3.3.6) saadaan

_ P(T)P(+|T)
PTI) = s P 10 5 P09 P T
0.01-0.95 95

0.01-0.9540.99-0.02 293

Todennékoisyys vaikuttaa ensi ndkemélta kovin pieneltd. Alhainen todenné-
koisyys selittyy silld, ettd positiiviset tulevat joukosta, joka on pieni verrat-
tuna siihen joukkoon, josta vairit positiiviset tulevat. O]

3.1.2 Riippumattomuus

Milloin kiiy niin, ettd ehdollinen todennikoisyys P(B | A) on sama kuin
ehdollistamaton todennékéisyys P(B)? Silloin on voimassa identiteetti

P(BNA)
P(A)

P(B) =P(B|A)=
Taméa kysymys johtaa riippumattomuuden méaritelméan.
Maiéaritelma 3.2 Tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, jos
(3.1.4) P(ANB) = P(A) P(B)
Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, niin silloin identiteetit

P(A| B)=P(A) ja P(B|A)= P(B)

pitdvit paikkansa. Tapahtumien A ja B riippumattomuudesta seuraa, etti
myo6s niiden komplementit ovat riippumattomat.

Lause 3.1 Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, niin mydos
1. A ja B¢,

2. A ja B,
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3. A€ ja B¢
ovat rippumattomat.

Todistus. Todistetaan 1. kohta. On siis niytettivi, ettd A:mn ja B:n riip-
pumattomuudesta seuraa identiteetti P(A N B¢) = P(A) P(B¢). Seuraus-
lauseen 2.1 mukaan

P(ANB°) =P(A)— P(ANB)
= P(A) — P(A) P(B) [A ja B riippumattomat]
= P(A)[1 - P(B)]
= P(A) P(B°) [Lause 2.1(5)],

joten A ja B¢ ovat riippumattomat. Muut kohdat todistetaan vastaavalla
tavalla. ]

Esimerkki 3.4 Gynekologisen irtosolunéytteen eli Papa-kokeen avulla voi-
daan todeta kohdun kaulaosan syopaa edeltavit kudosmuutokset. Oletetaan,
ettd 30 65-vuotiaista naisista 100p %:1la on epanormaaleja (muuntuneita) so-
luja (kohdunsuussa ja kohdunkaulassa). Papa-kokeen suorittamiseen liittyvét
seuraavat virheet:

1. Tapahtuma B: Kohdunkaulassa on epinormaaleja soluja, mutta ne ei-
vt osu otokseen. Olkoon P(B) =b.

2. Tapahtuma C: Otoksessa on poikkeavia soluja, mutta niita e: havaita.
Olkoon P(C) =

3. Tapahtuma D: Pelkdstddn normaaleja soluja sisaltava otos luokitellaan
vadrin poikkeavaksi. Olkoon P(D) = d.

Oletetaan, ettd kaikki mainitut otanta- ja mééritysvirheet ovat toisistaan
riippumattomat. Jos satunnaisesti valitulle 30 65-vuotiaalle naiselle tehdéan
Papa-koe, niin

(a) milla todenn#koisyydelld koe antaa védran tuloksen?

(b) Jos testitulos osoittaa poikkeavia soluja l6ytyneen, milld todennékdi-
syydelld henkil6lla ei ole poikkeavia soluja?

Ratkaisu. (a) Tarkastellaan tapahtumia
V' Testi antaa virheellisen tuloksen,

A: Poikkeavia soluja on kohdunkaulassa
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A A°

o[ ]

Dli?l( CJ(EFI

Kuvio 3.1. Kaaviokuva eri tulosvaihtoehdoista. Rastilla (x) merki-
tyissé tilanteissa saadaan virheellinen testitulos.

ja tapahtumaa B (Poikkeavia soluja on, mutta ne eivit osu otokseen). Ole-
tuksen mukaan P(A) = p, joten (Seurauslause 2.1)

P(V) = P(A)P(V | A)+ P(A°) P(V | A°)
=pP(V[A)+ (1 —p)P(V]A)

Virhetodennikdisyyden 3 mukaan P(V | A¢) = d. Toisaalta
PV |A)=P(VNB|A)+PVNB°|A).
Virhetodennékoisyyksien 1 ja 3 mukaan
PVNB|A) =(1-d)b
ja vastaavasti virheiden 1 ja 2 seurauksena
P(VNB|A) =c(l-0),

joten
P(V)=p[(1=d)b+c(1—-0)]+ (1—p)d.

(b) Jétetddn harjoitustehtéviksi. O

Useamman kuin kahden tapahtuman riippumattomuuden maéarittely vaa-
tii hieman harkintaa. Milloin tapahtumat A, B ja C' ovat riippumattomat?
Ehdosta P(AN BN C) = P(A) P(B) P(C) ei nimittiin seuraa, ettd tapah-

tumat ovat parittain riippumattomat.

Maidritelma 3.3 Tapahtumat A, B ja C' ovat keskendén riippumattomat,
jos

P(ANB) = P(A) P(B),
P(ANC) = P(A) P(C),
P(BNC) = P(B) P(C)

ja  P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C).
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Esimerkki 3.5 Keskindinen riippumattomuus ei seuraa parittaisesta riippu-
mattomuudesta. Olkoon {2 otosavaruus, jonka alkeistapahtumia ovat taval-
lisen korttipakan kortit. Valitaan pakasta satunnaisesti yksi kortti. Olkoon
A = {#,0} tapahtuma, ettd saadaan pata tai hertta. Vastaavasti médri-
tellidin B = {#, &} ja C = {#,O}. Tapahtumien todennékoisyydet ovat
P(A)=P(B)=P(C) =2 =1 Mutta ANB=ANC =BNC = {#},
joten

P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=P({W#}) = g = i
Nyt A, B ja C ovat parittain riippumattomat, silli P(ANB) = P(A) P(B),
P(ANC) = P(A)P(C) ja P(BNC) = P(B)P(C). Koska ANBNC = {M}

Ja

PUANBNC) = P4} = § £ PA PB) PO = (3) =

niin A, B ja C eiviit ole keskendén riippumattomat. O

Esimerkki 3.6 Valitaan korttipakasta satunnaisesti yksi kortti. Madritel-
ladn tapahtumat A = {&ssi tai punainen kuningas tai punainen kuningatar},
M = {musta} ja R = {risti}. Silloin P(A) = &, P(M) = 5 ja P(R) = 1.
Tapahtuma AN M N R = {ristifissd} ja

P(ANM N R) = P(A) P(M) P(R) = % : % : % — 5%
Toisaalta
P(M N R)= P(R) = { # P(M) P(R) = ,
PANM) = 2 # PAVP(M) = o - 5 = o,
PANR) = o5 # PAP(R) = - = oo,

joten tapahtumat A, M ja R eivét ole parittain riippumattomia. Identiteetis-
ti PLANMNR) = P(A) P(M) P(R) ei siis seuraa tapahtumien parittainen
riippumattomuus. [

Tapahtumien keskinéinen riippumattomuus vaatii toteutuakseen varsin
voimakkaita ehtoja.

Maéiritelma 3.4 Tapahtumat Ay, ..., A, ovat keskendin riippumattomat,
jos jokainen tapahtumien osakokoelma A; , ..., A4; (1 < k < n) toteuttaa
ehdon

(1) - Tl
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Ehdollinen riippumattomuus. Tapahtumat A ja B ovat riippumatto-
mat ehdolla C, jos P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C).

3.1.3 Joukko-oppi ja todennikoisyys

Todennikoisyyslaskennan kannalta hyodylliset joukko-opin merkinnét esitet-
tiin 1. luvussa. Tapahtumat A ja sen komplementti A° eiviit voi sattua sa-
manaikaisesti, silli AN A°= 0 ja P(AN A°) = P(0) = 0. Toisaalta {A, A}
on otosavaruuden () ositus, silli A U A° = ) ja . Tapahtuma ”A tai A¢”
sattuu varmasti eli P(AU A°) = P(A) + P(A°) = 1. Tésté seuraa erittdin
kiyttokelpoinen sddnto (Lause 2.1, kohta 5)

P(A) =1— P(A9).
De Morganin sdanté
(3.1.5) (AN B)* = A°U B¢

on tirked apuviline todennikoisyyslaskennassa. Se pitdd paikkansa myo0s
mielivaltaisen monille tapahtumille. Tapahtuma-avaruuden kielelld luemme
identiteetin (3.1.5) seuraavasti

Vasen puoli: Ei ole totta, ettd sekii, A ettd B sattuvat.
Oikea puoli: Ainakin toinen tapahtumista A, B ei satu.

Soveltamalla kaksinkertaisen komplementin séént6d (A¢)¢ = A saadaan De Mor-
ganin sddnnosti (3.1.5) toinen vastaava sdinto

(AUB)® = A°N B°.

3.2 Ehdolliset jakaumat

Olkoon X jossakin (numeroituvassa) otosavaruudessa (2 mééritelty satun-
naismuuttuja ja P(-) samassa otosavaruudessa mééritelty todenndkoisyys.
Oletetaan, ettd tapahtuma A C Q, P(A) > 0, on sattunut. Ma#rittelemme
nyt ehdollisen jakauman ehdollisen todennikoisyyden maéritelmad mukail-
len.

Jokaista X:n arvoa x € R kohti voimme méaéritelld joukon

B, ={w|Xw)=x}.
Ehdollisen todennikoisyyden méaéritelmin mukaan

P(B,NA)

(821) PX(w)=z[A)=P(B | 4) = —F7

>0, kun P(A) > 0.
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Koska |J, B, = Q ja B, N B, = 0 kaikilla = # y, niin

322 S PBA=Y P(?E;)A) _ P(;}(Z)A) _ 1

Maaritelladn nyt funktio
(3.2.3) f@]A)=P(B, [ A) = P(X =z |A),

joka on (3.2.1):n ja (3.2.2):m perusteella todennikdisyysfunktio. Funktio (3.2.3)
on X:n ehdollinen todenndkiisyysfunktio ehdolla A.

Esimerkki 3.7 Jos X:n arvojoukko on Sy = {1,2,...,N} ja P(X =1i) =
1/N kaikilla i € Sy, niin sanomme, ettd X noudattaa diskreettid tasajakau-
maa Tasd(1, N). Mééritelldén tapahtuma A = {w | a < X < b}, missé a,b
ja N, 1 <a<b< N, ovat kokonaislukuja. Silloin

p(A):Zi:M

ja
1/N; a<k<b
0; muutoin.

P({X:k}ﬂA):{

Siksi X:n ehdollinen todennékéisyysfunktio ehdolla A on

1
flA)={b—a+1
0;

a<zxr<b

muutoin.

3.3 Yleinen tulokaava ja Bayesin lause

Yleensd todennikoisyysongelmat koskevat useita tapahtumia tai satunnais-
muuttujia, joiden keskindisid riippuvuuksia tarkastellaan. Tietyssd mieles-
sd kaikki todennékoisyydet ovat ehdollisia, mutta tavallisesti selvana pidetyt
ehdot jatetddn mainitsematta. Rahanheitossa mainitsemme vain vaihtoehdot
'’kruunu’ ja ’klaava’, vaikka lantti voi jaddd myos reunalleen. Presidenttieh-
dokkaasta tulee presidentti vain sillid ehdolla, etté siilyy hengissa vaalikam-
panjan ajan. Valitsemistodennédkoisyyttd laskettaessa ei hengissdpysymisen
todennékoisyytta tavallisesti oteta huomioon.

3.3.1 Yleinen tulokaava

Tassé alaluvussa leikkausta A;NAs merkitddn kaavojen yksinkertaistamiseksi
lyhyestl A1A2.
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Viittdmi 3.1 (Tulokaava) Olkoot Ay, A, ..., A, mitd tahansa tapahtu-
mia. Silloin

(3.3.1) P(A1Ay---A,) = P(A;) P(Ay | Ay) P(Ag | AjAy) -+
) P(An ‘ AAy - 'An—1),
jos P(A1Ay---Ap_1) > 0.

Todistus. Jos P(A; Ay A,—1) > 0, niin kaavassa (3.3.1) esitetyt ehdolliset
todennékoisyydet ovat hyvin maéaritellyt, koska

Kun yhtélon (3.3.1) oikea puoli kirjoitetaan auki ehdollisen todennékoisyyden
kaavaa (3.1.1) soveltaen, saadaan

P(Al) P(AlAQ) P(AlAgAg) P(A1A2 : An)

P(Q)  P(A)  P(AAy)  P(AAy---A, )

joka supistuu todenndkoisyydeksi P(AjAs---A,). O

Kutsumme kaavaa (3.3.1) tapahtumien yhdisteen yleiseksi tulokaavaksi.
Jos Ay, As, ..., A, ovat keskendin riippumattomat, niin saadaan

P(A1Ay - -+ Ay) = P(A1) P(As) -+ - P(Ap).

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X, Xo, ..., X,,, ... arvoalueet .S; ovat
numeroituvia. Maaritellidn tapahtumat

AZ:{XZ:LUZ}, i:1,2,...,

missi z; € S;. Silloin voimme kirjoittaa kertolaskukaavan (3.3.1) avulla

(332) P(Xl :l’l,XQ:IQ, ey Xn:LUn>
:P(Xlle)P(XQIl’g|X1:$1)P(X3:LU3‘X1:$1,X2:$2)"'
'P(Xn:l’n|X1:ZL'1,...,Xn_lzllfn_l).

P(X; =1, X5 =9, ..., X,, = x,) on satunnaismuuttujien Xy, Xo, ..., X,
yhteistodenndkoisyys, joka on lausuttu peridkkiisten ehdollisten todennakai-
syyksien avulla.

Esimerkki 3.8 (Syntymipéiiviongelma uudelleen) Olemme jo aikaisem-
min implisiittisesti soveltaneet yleistd tulokaavaa (3.3.1). Tarkastellaan uu-
delleen Esimerkin 2.4 syntymépéiviongelmaa. Kutsuilla on r henkiloa. Milla
todennékoisyydelld ainakin kahdella henkil6lla on sama syntymaéapéiva? Kay-
tossdmme on osanottajalista, johon syntymépéivit on merkitty (karkausvuot-
ta ei oteta huomioon). Kdydéén listaa ldpi alusta ldhtien jarjestyksessd niin
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pitkille, kunnes loydetaan syntymépéivi, joka jo oli listalla aikaisemmin. Sil-
loin etsintd lopetetaan siihen ja todetaan, ettd ainakin kahdella vieraalla on
sama syntymaéapaiva. Jos lista padstadn lapi loytamatta toistoa, kellaédn ei ole
samaa syntymapaivaa.

Olkoon B; tapahtuma, etta tarkistus lopetetaan j. vieraaseen, koska hé-
nen kohdallaan huomataan 1. toistuva syntymépaivd. Olkoon A; tapahtuma,
ettd j:114 ensimmaiselld on eri syntymépéaiva. Silloin

A= ByUB;U---UB,

on tapahtuma, ettd ainakin kahdella on sama syntymépaiva. Koska tapahtu-
mat By, Bs, ..., B, ovat toisensa poissulkevat, niin

P(A7) = P(By) + P(Bs) + - - + P(B,),

missé

P(AS) = 1— P(A,).

Lasketaan kysytty todennékoisyys P(AS) todennékoisyyden P(A,) avulla.
Kuvataan tarkistusprosessi toistokokeena:

B, Bs By Bs B,
1 2 3 4 r—1
365 365 365 365 365
364 363 362 365—(r—1)
365 365 365 365
Al A2 A3 A4 T Ar—l > Ar

Jotta tarkistusprosessi menee koko listan lapi, sattuu tapahtuma A,, eli kai-
killa vierailla on eri syntymépéivi. Sitd ennen ovat sattuneet As, As, ...,
A,_1. Esimerkiksi Ay on tapahtuma, etti tarkistusprosessi ei pysihdy 2. vie-
raaseen, vaan hénelld on eri syntymapéaiva kuin 1. vieraalla. Todenndkdisyys

PlAg) =22 o1 L=

365 365

koska valittavana on 364 piivia, jotka poikkeavat 1. vieraan syntymépéiva-
paivasti. Jos j:n ensimmadisen syntymépéivin joukossa ei ole samoja, niin ei
myoskddn ¢:n ensimmdisen, jos ¢ < j, jolloin A; C Aj;. Téastd seuraa, ettd
AgAg"'Aj :Aj ja

1 - P(By).

365 —J j
P(Aj1 | AzAs- - Aj) = P(An | A)) = —===1- o5

Soveltamalla tapahtumien yhdisteen tulokaavaa saadaan
P(A;) = P(A2A3Ay -+ Ay)
= P(As) P(A3 | Ay) P(Ay | AgA3)---P(A, | Ay--- A, )
= P(Az) P(A3 | A2) P(A4 | A3)--- P(Ar | Arma)
364 362 362 365—r+1 3650
T 365 365 365 365 3657
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3.3.2 Bayesin lause

Pastori Thomas Bayesin (1763) mukaan nimetty lause seuraa suoraan ehdol-
lisen todennikdisyyden méaritelmésti. Bayesilainen ldhestymistapa tilasto-
tieteeseen perustuu tdhin lauseeseen. Olkoot Hy, Hs, ..., Hy sellaiset tapah-
tumat, etta

k
HH; =0 (i#j) ja Y H=xQ
i=1
Nyt siis tapahtumajoukko Hy, Hs, ..., H; muodostaa otosavaruuden €2 osi-
tuksen. Tama tarkoittaa sitd, ettd yksi ja vain yksi tapahtumista Hy, Hs, ...,

Hy, sattuu, kun tehddén satunnaiskoe &, jonka otosavaruus on 2. Oletamme
lisiksi, ettd P(H;) > 0 kaikillai =1,2,..., k.

Lause 3.2 Olkoon

jokin otosavaruuden ositus. Silloin minkd tahansa tapahtuman T C ) toden-
ndkoisyys voidaan lausua muodossa

(3.3.3) P(T) =Y P(H;)P(T| Hy).

Todistus. Joukko-opin sédéntdjen nojalla saadaan

T=QT = (ZHZ)T:ZHZ-T,

josta todennékdisyyden P additiivisuuden (Mé&éritelmé 2.3) perusteella seu-

raa kaava Py p (Z HZT) = P(HD).

Kun kaavaan sijoitetaan
P(H,T) = P(H;) P(T | H;),
saadaan (3.3.3). O

Jos kaavassa (3.3.3) jokin P(H;) = 0, vastaava summan termi on 0, vaikka
P(T | H;) ei olekaan méaéaritelty. Kaavaa (3.3.3) kutsutaan kokonaistodennd-
koisyyden kaavaksi.

Olkoot X ja Y kokonaislukuarvoiset satunnaismuuttujat ja k jokin koko-
naisluku. Soveltamalla kaavaa (3.3.3) tapahtumiin

Hi={X=i, T={y=k
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saadaan
(3.3.4) P(Y=k) =) P(X=iPY =Fk|X=i),
missd summa kdy yli kaikkien kokonaislukujen. Jos P(X = i) = 0, niin

vastaava yhteenlaskettava summassa on (0. Kaava on helppo yleistdd mille
tahansa satunnaismuuttujalle X, jonka arvojoukko Sx on numeroituva. Y voi
olla jokin yleisempi satunnaismuuttuja, ei valttdmatta kokonaislukuarvoinen,
ja tapahtuma T = {Y = k} voidaan korvata vaikkapa tapahtumalla 7" =
{Y >a},aeR.

Esimerkki 3.9 (Miki laatikko?) Meilld on 3 samanlaista laatikkoa. Laa-
tikossa 7 on 7 valkoista palloa ja yksi musta, « = 1,2, 3. Tilanne on siis oheisen

kuvion kaltainen
O O O
OX | OX OX |

Laatikko 1 Laatikko 2 Laatikko 3
Laatikko valitaan harhattoman nopan heitolla. Jos silméluku on k, valitaan
laatikko, jonka numero 7 = {gw on % pyoristettynd lihimpéén (suurempaan)

kokonaislukuun. Jos esimerkiksi £ = 3, niin (%W = 2 ja valitaan Laatikko
2. Kun valitun pallon véiri on tiedossa, arvataan, mista laatikosta pallo on
valittu.

Mikd on arvauksesi, jos valittu pallo on valkoinen? Tuntuisi jarkevél-
td arvata Laatikko 3, koska sielld on suhteellisesti eniten valkoisia. Olkoon
H; = {Pallo Laatikosta i}, T' = {Pallo valkoinen}. Arvion varmentamiseksi
lasketaan todenndkdisyydet

P(HT) .
(3.3.5) P(H;|T)= W’ 1=1,2,3.
Seuraavassa kuviossa on esitetty havainnollisesti tilanteeseen liittyvit toden-
nikoisyydet.

Valitaan laatikko Valitaan pallo

W=
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Kaavassa (3.3.5) osoittaja on

1 7
P(HiT):P(Hi)P(T|Hi):§'Z-_'_la

i=1,2,3.

Koska Zf’zl H,T =T ja Ty, Ty ja T3 muodostavat 71":n osituksen, niin yh-
teenlaskulauseen perusteella

11 1 2 1 3 23
PlT)==-=4=--=+=--=—.
(T) 3 2 3 3 3 4 36
Kaavasta (3.3.5) saadaan
P(H, | T) snr_ 12 ' =1,2,3
i == = 45 " - ; 1= 1,4,9.
% 23 i+1
Jos veikkaat Laatikkoa 3, todennikdisyys osua oikeaan on %. Laatikolla 1
vastaava todennikoisyys on % ja Laatikolla 2 se on %. Intuitiivisesti oikealta
tuntunut Laatikon 3 valinta on siis paras arvaus. O]

Viittdmi 3.2 (Bayesin lause) Olkoon Hy, Hs, ..., Hy otosavaruuden )
ositus ja T sellainen tapahtuma, ettd P(T) > 0. Silloin

_ P(H) P(T'| Hy)
S5 P(H;)P(T | Hy)

(3.3.6) P(H; | T)

Todistus. Todennikoisyyksien tulokaavan nojalla sadaan
P(H,T)=P(H;) P(T | H;) = P(T)P(H; | T),
mista seuraa
P(H;) P(T | H;)
P(T)

Viittdmén 3.2 mukaan P(T) = . P(H;) P(T | H;), joten kaava (3.3.6) on
todistettu. U

P(Hi|T):

Kaavaa (3.3.6) kutsutaan Bayesin sdannoksi. Tapahtumat Hy, Hs, ...,
H,. voidaan usein ajatella hypoteeseiksi, joista tdsmalleen yksi on tosi. 1" on
taas jokin tunnettu tieto satunnaiskokeen tuloksesta: tieddmme, ettd tapah-
tuma 7T on sattunut. Todennékoisyydet P(H;), ¢ = 1,2,...,k ovat hypo-
teeseja koskevia ns. prioritodenndkoisyyksia, jotka voivat kuvastaa uskoa tai
luottamusta kyseisiin hypoteeseihin. Ehdollista todennékéisyyttd P(H; | T')
kutsutaan hypoteesin H; posterioritodenndkoisyydeks: tai posterioriluotta-
mukseksi hypoteesiin H;. Tapahtuman T" todennékoisyys P(T' | H;) ehdolla,
ettd hypoteesi H; on tosi, on tapahtuman 7" uskottavuus (likelihood) ehdol-
la H;.
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3.3.3 Perakkaisotanta

Populaatiossa on N henkil64, joista Np (0 < p < 1) henkil6a kannattaa puo-
luetta B ja loput N — Np eivit kannata B:ta (ts. kannattavat jotain muuta
puoluetta, eivit kannata mitdén puoluetta, eivit ota kantaa yms.). Haluam-
me estimoida kannattajien suhteellisen osuuden p, joka on tuntematon pa-
rametri. Haastattelija kysyy n:n satunnaisesti valitun henkilon mielipiteen
(otanta palauttamatta). Maéritelldén

X {1, jos 1. haastateltava kannattaa B:ti;
;=

0  muutoin,

missd 1 <17 <njal<n<N. Tarkastellaan siis satunnaismuuttujien jonoa
{X1, Xo, ..., X, } tai lyhyesti { X; | 1 < i < n}. Téllaista jonoa kutsutaan
stokastiseksi prosessiksi, mikd on satunnaismuuttujien perheestd kiytetty ni-
mitys.

Merkitddn nyt A; = {X; = 1} ja A = {X; = 0}. Silloin kokonaistoden-
nikoisyyden kaavan mukaan

(3.3.7) P(Az) = P(A1) P(As | A1) + P(A]) P(As | A7).
Helposti ndhdéan, etta

_Np _

Py =

p ja  PA)=—F—=1-p

Toisaalta

N—l Ja P(A2|A1>_N_17

P(Ay | Ar) =

koska 1. haastatellun jilkeen jiljelld on N —1 haastateltavaa, joiden joukossa
on Np — 1 B:n kannattajaa, jos 1. haastateltava oli B:n kannattaja. Jos 1.
haastateltava ei ollut B:n kannattaja, niin jaljella on vieldA Np B:n kannat-
tajaa. Kun ndmé todennékoisyydet sijoitetaan kaavaan (3.3.7), saadaan

Np—1 Np
1l—p)—— .
v 1 t(1-7p) p

P(Az) =p N-1_

Né&in olemme osoittaneet, ettd P(A;) = P(Ay). Mutta tdmé tulos pitai paik-
kansa yleisesti:

(3.3.8) P(A;) =p, i=1,2,...,n; 1<n<N.

Néytdmme nyt, ettd tAma yleinen tulos pitdd paikkansa. Voimme ajatella,
ettd B:n kannattajat on numeroitu 1, 2, ..., Np jamuut Np+1, Np+2, ...,
N. Kysymyksessd on otanta palauttamatta, kun jarjestys otetaan huomioon.
Tarkastellaan tapahtumaa A, 1, etté (i41). haastateltava on B:n kannattaja.
Kaikkien (i 4+ 1):n kokoisten jirjestettyjen jonojen (otosten) lukuméérd on
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NG+ Sellaisia jonoja, joissa (i+41). alkio on 1 (B:n kannattaja) on Np(N —
1)@ kappaletta, koska B:n kannattaja voidaan valita Np tavalla ja loput i
otosalkiota (N — 1)@ tavalla. Tuloperiaatteen mukaan suotuisia otoksia on
siis Np(N — 1) kappaletta. Tésti seuraa, etti
P(A,) = Np(N-1)® pN(N—-1)---(N-1—-i+1)
i+1 NG+ NG+1)
pN(i—i-l)
= NGy P

Olemme néin todistaneet tuloksen (3.3.8)
Maaritelladn nyt satunnaismuuttuja

X=X1+Xo+ -+ X,

joka on B:n kannattajien lukumééra otoksessa. Tiedimme aikaisempien tar-
kastelujen perusteella, ettd X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n,
N,p). Johdimme Esimerkissd 4.4 hypergeometrisen jakauman odotusarvon.
Nyt tdméa odotusarvo on helppo laskea satunnaismuuttujan X avulla, koska

E(X)=E(X)) + E(Xs) + -+ E(X,,)
=p+p+--+p=np,

koska
E(XZ):l.p+0.(1—p>:p’ 7;:172’...,77/.

Jos satunnaismuuttuja X /n valitaan p:n estimaattoriksi, voimme todeta, etté
X 1 1
E(—) =—FEX)=— np=np.
n

Sanomme, ettd X /n on harhaton estimaattori.

3.3.4 Usean tapahtuman unionin
todennakoisyys
Lauseessa 2.5 esitettiin kolmen tapahtuman A;, A5 ja A3 unionin todennakoi-

syyden P(A;U AU Aj3) lauseke. Yleistetaéin nyt tdma tulos n:n tapahtuman
Ay, Ay, ..., A, unionin tapaukseen.

Lause 3.3 Samassa otosavaruudessa mdadriteltyjen tapahtumien Ay, As, ...,
A, unionin | J;_, A; todenndkdisyys on

n

(3.3.9) P(U AZ-) - iP(AZ-) . iP(AZ-Aj) + i P(AA; Ay)

i=1 j>i k>j>i

b (1)U P(A Ay Ay,
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Todistus. Olkoon «; = I4, tapahtuman A; indikaattorifunktio, eli

() 1, kunw € A;
;W) =
0, kunw e Af.

Silloin tapahtuman A§AS--- AS indikaattorifunktio on [, (1 — ;). Koska
Ui, Ai = (ATAS -+ A%)°, niin sen indikaattorifunktio on

n

(3.3.10) Iya, =1- H(l — ;)

=1

n n n
= g o — g ;0 + E QR Ol
i=1

j>1 k>7>1
-1
— 4+ (D) ag .

Kun nyt yhtélossa (3.3.10) otetaan odotusarvot puolittain ja kdytetddn
hyviksi odotusarvon lineaarisuutta, saadaan tulos (3.3.9). Huomaa, etté in-
dikaattorifunktion 74 odotusarvo E(I4) = P(A) on vastaavan tapahtuman
todennikdisyys. Silloin E(Ij4,) = P(UiL, Ai). E(a;) = P(4), E(aia;) =
P(A;Aj), ..., E(mas---a,) = P(A1Ay- -+ Ay). O

Esimerkki 3.10 (Yhteensopivuusongelma) Meilld on kaksi nmn kortin
korttipakkaa, joiden kortit on numeroitu juoksevasti 1:std n:4in. Asetetaan
1. pakan kortit poydalle riviin numerojirjestyksessa 1, 2, ..., n. Sekoitetaan
2. pakka ja asetetaan kortit riviin pdydélle saadussa satunnaisjirjestyksessa.
Mikid on todennékoisyys, ettd ¢. kortin numero on ¢? Silloin molemmissa
riveissd ¢. kortti on 7 eli on saatu ¢-pari. Mikd on todennédkoisyys, ettd saadaan
ainakin yksi pari?

Ratkaisu. Olkoon A; tapahtuma, ettd saadaan i-pari. Pakan 2 kortit voi-
daan asettaa n! erilaiseen jirjestykseen. Jos numero ¢ kiinnitetdédn ¢. paikalle,
niin loput kortit voidaan asettaa (n — 1)! erilaiseen jarjestykseen, joten

(3.3.11) P(A) = w = %

Jos kiinnitetdén i-pari ja j-pari (¢ # j), niin loput (n — 2) korttia voidaan
permutoida (n — 2)! tavalla. Silloin
(n—2)! 1

(3.3.12) P(Aid)) = == = ")

Vastaavalla tavalla voidaan laskea todennékoisyys, ettd saadaan ¢-pari, j-pari
ja k-pari (i # 7 # k):

_ (n=3)! 1
(3.3.13) P(AiAjAy) = —— = n(n—1)(n—2)
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ja yleisesti
—m)! 1
P(Aj Ay Aiy,) = (n=m) = , 1<m<n.
n! nn—1)--(n—m+1)

Todennakoisyys, ettd saadaan ainakin yksi pari on siis Lauseen 3.3 mu-

kaan
#U)- ()3 G ()=

2

1
n—1
11 .1
:1—5+§—+-~-+(—1) -
Huomaa, etta
11 o 1 _ZOO (- 1

i=1
Kun siis n on suuri, niin

P(UAZ) ~1—el=0632..
i=1

Suurilla n:n arvoilla todennékdisyys saada ainakin yksi pari on hyvin ldhell&
lukua 0.632. U

Ehdollinen todennakoisyys ja riippumattomuus:
Y hteenveto

Todennikoisyys
e Ehdollinen todennéikoisyys
_ P(AB)
P(B|A) = W, P(A) #0.

Tulosddnto P(AB) = P(A) P(B | A).
Yleinen tulokaava

P(A1A2A3 .. 'An—lAn) == P(Al) P(Ag ‘ Al) P(Ag | AlAQ) e
-P(A, | AjAs--- A, ).

e Riippumattomuus. A ja B ovat riippumattomat, jos P(AB) = P(A) P(B).
P(Al tai A2 tai Ag)

— P(AA;) — P(AyAs) + P(A1AyAs).
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Bayesin lause

e Kokonaistodennékoisyys

k
P(T) =Y P(H,) P(T | Hy),
i=1
missd T' C Q ja Hy, Hy, ..., H; on {2:n ositus.

Bayesin kaava

P(H;) P(T | Hy)
S P(H;) P(T | Hy)

P(Hi|T):

Prioritodenndkdéisyydet  P(H;).
Posterioritodennakoisyydet P(H; | T),i=1,2,...,n.

Uskottavuus. P(T' | H;) on tapahtuman 7" uskottavuus ehdolla, ettd H; on
tosl.

Harjoituksia

1. Populaatiossa on M miestd ja N naista. Miehissd on m ja naisissa n tu-

pakoitsijaa. Populaatiosta valitaan satunnaisesti yksi. A on tapahtuma,
ettd valittu on mies ja B tapahtuma, ettd on valittu tupakoitsija. Mitka
ehdot lukuméarien M, N, m ja n on toteutettava, jotta A ja B ovat
toisistaan riippumattomat?

. Lennolla Havannasta Helsinkiin laukkuni eivit olleet perilld Helsingissé

samaan aikaan kuin mind. Laukkuja on reitilld siirretty koneesta toiseen
3 kertaa ja todenndkoéisyydet, etté siirtoa ei ole tehty ajoissa tai oikein,
ovat siirtojérjestyksessa 0.4, 0.2 ja 0.1. Mikd on todenniksisyys, etta
virhe sattui jo ensimméisessé siirrossa?

. Tarkastellaan kaksilapsisia perheiti. Oletetaan pojat ja tytot yhté toden-

nékoisiksi ja 2. lapsen sukupuoli on riippumaton 1. lapsen sukupuolesta.
Tarkastellaan neljaa tapahtumaa:

A = 1. lapsi on poika,
B = lapset ovat eri sukupuolta,
C = 1. lapsi on tytto,
D = 2. lapsi on poika.

(a) Mitkd tapahtumaparit {A, B}, {A,C}, {B, C} ovat keskenéén riip-
pumattomat?
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(b) Ovatko tapahtumat A, B ja D kesken#én eli tdydellisesti riippu-
mattomat?

4. Liukuhihnalta tulevat pullot ovat vikaantuneita, toisistaan riippumatta,

todennékoisyydella 0.2. Hihnalta tulevat pullot tarkistetaan, vikaantu-
neet poistetaan ja loput pakataan 12 pullon laatikoihin.

(a) Milla todenndkdisyydelld on tutkittava tdsmélleen 17 pulloa, kun-
nes laatikko saadaan tayteen?
(b) Ainakin 17 pulloa, kunnes laatikko saadaan téyteen?

Laakarilld oli oheisessa taulukossa esitetty uuden hoidon vaikutusta kos-
keva potilasaineisto:

Asuu kaupungissa Asuu maaseudulla

Saanut hoidon Ei hoitoa Saanut hoidon Ei hoitoa
Elossa 1000 50 95 5000
Kuollut 9000 950 5 5000

Tarkastellaan tapahtumia A = ’potilas elossa’, B = ’saanut hoidon’ ja
C = asuu kaupungissa’. Estimoi tarvittavat todennékoisyydet taulukon
frekvenssien avulla ja laske

(a) P(A| B) ja P(A| B°) seka

(b) P(A| BC), P(A| B°C), P(A | BC®) ja P(A | B°C®).

(¢) Oliko hoidosta apua?



Luku 4

Satunnaismuuttujien tunnusluvut
ja riippumattomuus

Téssa luvussa kasitellddn satunnaismuuttujien ominaisuuksia. Erityisesti sa-
tunnaismuuttujien odotusarvo on keskeinen késite. Tarkastelujen painopiste
on diskreetteissd satunnaismuuttujissa ja kaikkia vastaavia tuloksia ei tois-
teta jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa. Tulosten todistaminen ja
soveltaminen on yleensd huomattavasti yksinkertaisempaa diskreettien sa-
tunnaismuuttujien yhteydessa.

4.1 Odotusarvo, varianssi ja kovarianssi

4.1.1 Odotusarvo

Numeroituvassa otosavaruudessa 2 méaritellyn satunnaismuuttujan X odo-
tusarvo on

(4.1.1) = X(w) P({w}),

we

jos

(4.1.2) D X (w) P({w})] < oo.

we

Jos ehto (4.1.2) toteutuu, sarja (4.1.1) suppenee itseisesti. Tdssd tapauksessa
sanomme, ettd satunnaismuuttujalla X on odotusarvo. Muutoin satunnais-
muuttujalla ei ole odotusarvoa. Jos 0 = {wy,ws,...,w,} on airellinen, niin

ZX wi) P({w;})

on aina olemassa.

77
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Tarkastellaan nyt odotusarvon laskemista yleisemmin numeroituvassa otos-
avaruudessa. Olkoon A;, Ag, ... sellainen otosavaruuden jako

Q= U Ai>
i
ettd X saa saman arvon x; koko joukossa A;. Voimme kirjoittaa

X(w)=xz;, kun we A,
Merkitédén nyt P(A;) = P(X = x;) = p;, joten

(4.1.3) B(X) = Z P(A)xz; = Z Dit;.

Téaméi kaava saadaan ryhmittelemilld alkeistapaukset kaavassa (4.1.1) osa-
joukkoihin A; ja summaamalla sitten yli indeksin i.

Kaavasta (4.1.1) saadaan my6s minkd tahansa satunnaismuuttujan X
funktion h(X) odotusarvo. Koska h(X) on satunnaismuuttuja, niin

E[h(X)] =Y hX(w)] P{{w}) = Zpih(a:i)-

weN

Niin siis X:n jakauma méérittdd h(X):n odotusarvon. Jos erityisesti h(X) =
X7, saamme X:n r. momentin

(4.1.4) E(X") = Z pirt.

Maarittelemme seuraavassa diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon
todennékoisyysfunktion avulla. Jatkossa kutsumme satunnaismuuttujan odo-
tusarvoa myos satunnaismuuttujan keskiarvoksi.

Miaritelmi 4.1 (Odotusarvo) Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, jon-
ka arvojoukko on S ja todenn#kéisyysfunktio f, niin X:n odotusarvo pux on

px = B(X) =Y mif(z) =) #; P(X =),

Z‘iES 1‘1'65'

jOs summa suppenee itseisesti.
Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f, niin X:n
odotusarvo on

E(X) = / xf(z)dz, mikili integraali on olemassa.

Jatdmme usein merkinnésti satunnaismuuttujaan viittaavan alaindeksin
X pois ja merkitsemme lyhyesti fx(z) = f(z) ja p = E(X). Jos summan
Y zes Tfx(x) yhteenlaskettavien méérd on dérellinen, niin odotusarvo on ai-
na olemassa. Mikili yhteenlaskettavien méaara on ddreton, tulee summan su-
peta itseisesti.
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Lause 4.1 Oletetaan, ettd otosavaruudessa ) mdadritellylli diskreeteilld sa-
tunnatsmuuttugilla X ja'Y on odotusarvo ja a € R on vakio. Silloin

1. E(aX)=aF(X) joa E(X+Y)=EX)+ E(Y), joten odotusarvo on
lineaarinen operaattors.

Olkoot h(x), hi(x) ja hao(x) sellaisia funktioita, ettd satunnaismuuttugilla
h(X), hi(X) ja ha(X) on odotusarvo. Silloin seuraavat tulokset pitdvat paik-
kansa:

2. B[h(X)] = X Mx)fx(z) = 3 h(z) P(X = z)

3. Jos hi(x) > he(zx) kaikilla x, niin E[hy(X)] > E[he(X)].
Todistus. 1. Todistetaan ensin F(aX) = a F(X). Madritelmin mukaan

E(a ZaxPaX—ax —aZxPaX—ax)
=a Z rP(X aE(X).

Identiteetti P(aX = ax) = P(X = z) pitdé paikkansa kaikilla a # 0, koska
{wlaX(w)=azr} ={w]| X(w)=x}. Jos a =0, niin aX =0 ja E(aX) =
0 = 0- E(X). Odotusarvo E(aX) on olemassa, koska E(X) on olemassa
(oletus). Huomaa, ettd X:n arvojoukko Sx on numeroituva ja merkintd »

tarkoittaa summaa yli arvojen Sx eli > =>"
Todistetaan E(X +Y) = E(X) + E(Y):

E(X+Y)= ZZx+y X=uxzY=y)

:ZZ;[;P =2, Y =y)+yP(X =12Y =y)

:iixP(X:x,Y:y)+ZZyP(X:$aY:y)

:zszy:xP(X:x)P(Y:y\X:ym)
y+ZZyP(Y=y)P(X=$|Y=y>

;xP(X:j)[ZP(YyXx)}
+2yp<;=y>[ZP<X:x|Y=y>]

:ZxP(Xy:a:)+ZyP(;=y)ZE(X)+E(Y)-

zeSx "’
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Viimeista edellinen yhtdsuuruus seuraa siita, ettd P(Y = y | X = x) on
Y'm ehdollinen todennékdisyysfunktio ehdolla X = z ja P(X =z | ¥V =
y) on X:n ehdollinen todennékdisyysfunktio ehdolla Y = y. Odotusarvon
E(X +Y) olemassaolo seuraa siité, ettd E(X) ja E(Y) ovat olemassa ja
[z +y| < |z|+ [yl

2. Seuraa suoraan odotusarvon méadritelmasta.

3. Jos hy(z) > ho(z) kaikilla z € R, niin

E[hi(X)] = E[ha(X)] = Elhy (X) — ha(X)]
1. kohdan mukaan. Nyt

E[hy(X) = ha(X)] = > [hi(x) = hao(2)] P(X = x) > 0,

T

koska hi(x) — hao(z) > 0 ja P(X = z) > 0 kaikilla x € R. Niin viite on
todistettu. UJ

Olkoon I, tapahtuman A indikaattorifunktio. Silloin
E(Iy)=P(A)-1+[1—P(A)]-0=P(A).

Huomaa, ettd 1 — 4 = I4c on A:n komplementin indikaattorifunktio ja I =
T4+ 14 = 1 kaikilla w € ). Méaéritellddn vastaavasti tapahtuman 'kruunu
k. heitossa’ indikaattorifunktio Xj:

X(w) 1, kun w = kruunu;
w) =
g 0, kun w = klaava.

Oletetaan, ettd kruunun sattumisen todenndkdisyys P(Xy = 1) = p, k =
1,2,...,n. Nyt satunnaismuuttuja

X=X +Xo4 +X,

on kruunujen lukuméira, kun heitetdén lanttia n kertaa. Silloin odotusarvon
lineaarisuuden nojalla

EX)=FEX)+EXs)+ -+ EX,)=p+p+---+p=np.

Kruunujen lukuméairdn odotusarvo n:ssid heitossa on heittojen lukumééra

kertaa kruunun todennékdisyys. Jos lantti on harhaton, niin E(X) = §.

Esimerkki 4.1 Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalue Sy = {—1,0,1} ja
arvojen todennikoisyydet

P(X=-1)=02  P(X=0)=05 ja P(X=1)=03.
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Lasketaan odotusarvo F(X?). Merkitdin Y = X?2. Satunnaismuuttuja ¥ on
siis X:n funktio. Y:n arvoalue on Sy = {0, 1}, koska

Y (w) 1, kun X(w)=1 tai X(w) = —1;
w) =
0, kun X(w)=0.

Y:n arvojen 1 ja 0 todennikoisyydet ovat

P(Y =1)
P(Y =0)

P(X=-1)4+P(X=1)=05,
P(X =0)=05.

Siksi
E(X*)=E(Y)=1-05+0-0.5=0.5.
Olemme siis ensin méadrittineet X2m jakauman ja laskeneet siitd odotusar-
von E(X?).
Voimme kuitenkin laskea F(X?)m médrittdmittd ensin X%n jakaumaa.
Soveltamalla Lausetta 4.1 (kohta 2) saadaan

E(X?)

(-1)*-02+0%-05+1*-0.3
1-(0.2+0.3)4+0-0.5=0.5.

Maaritelladn nyt satunnaismuuttuja
h(X)=[X — E(X)? = (X —0.5)2= X? -~ X +0.25.

Satunnaismuuttuja h(X) saa arvot h(—1) = 2.25, h(0) = 0.25 ja h(1) = 0.25.
Odotusarvo on

E([X — E(X)]*) =0.2-225+0.5-0.25+ 0.3 - 0.25
=0.2-2.2540.8-0.25 = 0.65.

Odotusarvo E([X — E(X)]?) on satunnaismuuttujan X varianssi. O

Esimerkki 4.2 Indikaattorifunktio (Maéritelma 2.5) on kiyttokelpoinen myos
todennékoisyyksien tarkastelussa. Jos A ja B ovat tapahtumia, niin silloin

[Aczl—[A ja ]AOB:[A[B.

Koska F(I4) = P(A) ja E(lac) = P(A°), niin odotusarvon lineaarisuuden
nojalla (Lause 4.1, 1. kohta)

E(lae) =1 = E(I4),

josta saamme tutun tuloksen P(A°) = 1 — P(A). De Morganin sidéntdjen
avulla saadaan myos identiteetti

Tavp = Ia+ Ip — I4lp.
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Esimerkki 4.3 Satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettii tasajakaumaa
Tasd(1, N), kun P(X =i) = +,i=1,2,..., N (ks. alaluku 2.14). Silloin

N’
N 1 1 N
EF(X)= — = —
( ) x:lxN N;x
1 NN+1) N+1
N 2 2
Vastaavasti
N 1 1 N
2\ 24+ 2
1 NN+DEN+1)  (N+1)@2N+1)
_N. G — .

O

Esimerkki 4.4 Hypergeometrinen jakauma esiteltiin tarkasteltaessa otan-
taa palauttamatta (alaluku 2.7.1). Esimerkiksi tarkistusotannassa tuotteet
luokitellaan viallisiksi tai hyviksyttaviksi. Olkoon tuote-erdssd N tuotetta,
joista viallisia a ja hyvaksyttivia N — a kappaletta. Tehdddn n:n alkion sa-
tunnaisotos palauttamatta. Viallisten lukuméaédrd X otoksessa noudattaa hy-
pergeometrista jakaumaa parametrein n, N ja p, missd p = & on viallisten
suhteellinen osuus tuote-erdssd. Merkitdin X ~ HGeo(n, N, p). Hypergeo-
metrisen jakauman todennikoéisyysfunktio on

N—
() o)
N )
()
missd a = pN. Huomaa, ettd z < min(a,n) ja x > max(0,a +n — N), joten
X' todellinen arvoalue saattaa olla suppeampi kuin (4.1.5):ssd annettu.

Tarkistamme ensin, ettd kyseessid on todennédkdisyysjakauma. Selvistikin
P(X =x) >0, kun z =0,1,...,n. Mutta identiteetin

S 5007

n/ x=0

(4.1.5) P(X =x;N,n,p) = xr=0,1,...,n,

oikeellisuuden tarkistaminen ei ole taysin vaivaton tehtiva. Voimme kuiten-
kin téssid nojautua hypergeometriseen identiteettiin (2.4.9), jonka mukaan

S (- (Y)

z=0

Lasketaan nyt hypergeometrisen jakauman odotusarvo

s -3, 00 s, 007

= G = 0
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Identiteetin (2.4.5) nojalla saadaan

ja
0)=wm)
joten

Kun merkitddn y = n — 1, voidaan kirjoittaa
z": o) G Z ()65
= G (i)

= P(Y:y7N_17n_17p1):17

=0

3 <

=0
1

<

missi p; = ]‘f,;_ll Satunnaismuuttuja Y noudattaa siis jakaumaa HGeo(n —
1, N —1,p;). Siksi hypergeometrisen jakauman HGeo(n, N, p) odotusarvo on

E(X) = n% = np.

Summa laskettiin muuntamalla alkuperédinen jakauma hypergeometriseksi ja-

kaumaksi, jonka parametrit ovat n — 1, N — 1 ja p; = K,—_ll. Vastaavilla las-
kelmilla voidaan osoittaa, etti
na (N —a)(N —n) N—n
Var(X) = — - =np(l — :

O

Esimerkki 4.5 Alaluvussa 3.3.3 tarkasteltiin perdkkiisotantaa dérellisesté
populaatiosta. Populaatiossa on N henkil6d, joista Np (0 < p < 1) henkiloa
kannattaa puoluetta B ja loput N — Np eiviit kannata B:td (ts. kannatta-
vat jotain muuta puoluetta, eivit kannata mitdian puoluetta, eivit ota kan-
taa yms.). Haastattelija kysyy n:n satunnaisesti valitun henkilon mielipiteen
(otanta palauttamatta). Méaritelladn

X {1, jos 1. haastateltava kannattaa B:ti;
i =

0  muutoin,

missi 1 <1 <njal<n<N.
Maaritelladn nyt satunnaismuuttuja

X=X1+Xo+ -+ X,
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joka on B:n kannattajien lukuméira otoksessa. Tieddmme aikaisempien tar-
kastelujen perusteella, ettd X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n,
N, p). Johdimme Esimerkissd 4.4 hypergeometrisen jakauman odotusarvon.
Nyt tdméa odotusarvo on helppo laskea satunnaismuuttujan X avulla, koska

E(X) = E(X)) + B(X3) + -+ + B(X,)
=p+p+otp=mnp,

koska
EX;)=1-p+0-(1-p)=p, i=12,...,n

Jos satunnaismuuttuja X /n valitaan p:n estimaattoriksi, voimme todeta, etté
X 1 1
E(—) =—FEX)=—-np=p.
n

Sanomme, ettd X/n on harhaton estimaattori. UJ

4.1.2 Ehdollinen odotusarvo

Koska f(x | A) on todennikdisyysfunktio (ks. identiteetti (3.2.3)), niin sen
avulla voidaan médritelld odotusarvo. Jos Y _|z|f(z | A) < oo, niin X:n
ehdollinen odotusarvo ehdolla A on

(4.1.6) E(XX|A) =) zf(z]A).

xT

Esimerkki 4.6 Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1,N) ja A ={w|a < X(w) <
b}, 1 <a<b< N, kuten Esimerkissd 3.7. Nyt X:n ehdollinen odotusarvo
ehdolla A on

E(X|A):fo(x|A):be_1 _axb

- a+1 2

O

Ehdollisen odotusarvon ja odotusarvon vélilli on olemassa seuraavassa
lauseessa esitetty erittédin térked yhteys.

Lause 4.2 Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) ja olkoon A sel-
lainen tapahtuma, etta P(A) P(A¢) > 0. Silloin

E(X)=PA)E(X | A)+ P(A) E(X | A°).
Todistus. Seurauslauseen 2.1 mukaan

P(X=z)=P{X =z}NA)+ P{X ==x}n A9
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ja ehdollisen todennikoisyyden méaaritelméan nojalla
P{X=z}nA)=PA)PX==z|A
ja
PH{X =z} NA°) = P(A°) P(X =z | A°).
Tasta seuraa, ettd
fla) = P(X =x) = P(A)f(x | A) + P(A°) f(x | A%).
Siksi

E(X)=> af(x)=PA)Y af(z|A)+PA)) zf(x| A
— P(A)E(x | A) + P(A°) E(x | A°),

niinkuin vaitettiin. ]

Jos joukkokokoelma {A4;;i > 1} muodostaa otosavaruuden € osituksen
(ks. alaluku 1.3.2), niin voidaan todistaa seuraava yleinen tulos:

B(X) =} P(A) B(X | Ay,

Alaluvussa 1.3.2 tarkasteltiin vain &érellisid osituksia. On syytd huomata,
ettd joukkokokoelma {A;;¢ > 1} voi olla numeroituvasti ddreton. Koska
{A;;i > 1} on :n ositus, niin

(i Q A=,

(11) Az N Aj = @, kun ¢ §£ j, ja
(iii) P(4;)>0,i> 1.

4.1.3 Varianssi

Varianssin laskemiseksi tarvitaan funktion h(X) = X? odotusarvo (Vertaa
Lauseen 4.1 kohta 2). Odotusarvoa E(X?) sanotaan satunnaismuuttujan X
2. momentiksi. Vastaavasti odotusarvo E(X) on X:n 1. momentti. Ennen
varianssin madrittelyd esitetdiin muutamia jatkossa tarkeitd aputuloksia.

Apulause 4.1 Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja'Y on 2. momentti
ja ¢ € R on wvakio. Silloin odotusarvot

(4.1.7) E[(cX)?, E[(X+Y)?], EX), E{) ja EXY)

ovat olemassa.
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Todistus.

1. Koska E[(cX)?] = ¢* E(X?) ja E(X?) on oletuksen mukaan olemassa,
niin E[(cX)?] on olemassa.

2. Koska 0 < (X+Y)? =2(X?+Y?)—(X—Y)? < 2(X?24+Y?) ja oletuksen
mukaan F(X?+ Y?) = E(X?) + F(X?) on olemassa, niin Lauseen 4.1
(kohta 3) mukaan E[(X + Y)?] on olemassa.

3. Koska 0 < (| X| —|Y])?> = |X|* + |V — 2| X||Y], niin niin Lauseen 4.1
(kohta 3) mukaan
1
E(XY]|) < 3 E(X?+Y?),

joten E(XY') on olemassa.
0J

Lause 4.3 (Cauchyn ja Schwarzin epdyhtil6) Jos satunnaismuuttugilla
X ja'Y on 2. momentti, niin

(4.1.8) [B(XY)2 < B(X?) B(Y?).

Yhtisuuruus on voimassa jos ja vain jos P(aX + bY = 0) = 1, joillain
a,b € R, joista ainakin toinen poikkeaa nollasta.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd £(X?) # 0. Koska oletuksen mukaan E(X?)
ja E(Y?) ovat olemassa, niin Apulauseen 4.1 mukaan myos E(XY) on ole-

massa. Merkitiifin nyt ¢ = E(XY)/E(X?). Silloin
2 _ peyy _ LEXY)P
0 Bl(Y ~eXP) = B(Y?) - i

mistd viite seuraa. Yhtdsuuruus on voimassa silloin ja vain silloin kun
PY—-cX=0)=1.

(2) Jos E(X?) =0, niin P(X =0) = 1. Silloin P(XY =0) =0ja BE(XY) =
0, joten epayhtdlo (4.1.8) pitdd triviaalisti paikkansa. O

Yhtasuuruus (4.1.8):ssé vallitsee silloin, kun a X = —bY (todennékdisyy-
delld 1). Silloin Y = —3X, jos b # 0. Epéyhtélossd (4.1.8) pitee siis yhté-
suuruus, kun X ja Y ovat lineaarisesti riippuvia. Epayhtalo (4.1.8) voidaan
lausua my6s muodossa

[E(XY)| < B(XY]) < VE(X?)VE(Y?).

Maiéaritelmé 4.2 (Varianssi) Jos satunnaismuuttujalla X on 2. momentti
E(X?), niin silld on odotusarvo px ja X:m varianssi on

(4.1.9) ox = Var(X) = E[(X — ux)?.
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Merkintdjen ux ja 0% sijasta kiiytimme tavallisesti lyhyempié versioita p
ja 02, jos sekaannuksen vaaraa ei ole. Odotusarvon lineaarisuutta soveltaen
voidaan todeta, etti

E[(X — p)*) = B(X? = 2puX + 11*)
= B(X?) = 2uE(X) + 12
= B(X?) — 24 + 112,
joten
(4.1.10) o2 = Var(X) = E(X?) — > = E(X?) — [E(X)]2.

satunnaismuuttujan X hajonta ox = y/Var(X). Odotusarvon mééritelmésta
ja identiteetistd (4.1.10) saamme erittdin kiyttokelpoisen tuloksen:

(4.1.11) Var(cX) = ¢* Var(X), E(X?) = p* 4 Var(X).

Esimerkki 4.7 Lasketaan diskreettid tasajakaumaa Tasd(1, N) noudatta-
van satunnaismuuttujan varianssi. Esimerkin 4.3 mukaan

B0X) = % B - (N+1)£52N+1)'

Soveltamalla kaavaa (4.1.10) saadaan

Var(X) = B(X?) — [B(X)]?

(N+1D@RN+1) (N+1\* N -1
6 2 12

4.1.4 Kovarianssi ja korrelaatio

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja Y on 2. momentti. Silloin odo-
tusarvot E(XY) ja E[(X — px)(Y — uy)] ovat olemassa Apulauseen 4.1
nojalla.

Maiéaritelmé 4.3 (Kovarianssi) Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi
oxy madritelladn odotusarvona

(4112) O'XY:COV(X,Y) :E[(X—Mx)(Y—My)]
= E(XY) — pxpy-

Kovarianssin avulla voidaan sitten méaéaritelld korrelaatiokerroin.

Maiéaritelmé 4.4 (Korrelaatiokerroin) Satunnaismuuttujien X ja Y kor-
relaatiokerroin

(4.1.13) pxy = Cor(X,Y) = XY
Ox0Oy
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Sanomme, ettd X ja Y ovat positiivisesti (negatiivisesti) korrelotuneita,
jos pxy >0 (< 0). X jaY eivit korreloi (korreloimattomia), jos pxy = 0.

Apulause 4.2 (Summan varianssi) Oletetaan, etti satunnaismuuttugilla
X ja'Y on varianssi. Silloin

1. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

2. Jos satunnaismuuttujalla X1, Xs, ..., X, on vartanssi, niin
(41.14) var(z Xi) =3 Con(X, X))
i=1 i=1 j=1
= Var(X;) + Y > Cov(X;, X;).
i=1 i=1 j#i

Todistus. Todistetaan 1. kohta. Maéritelmédn mukaan
Var(X +Y) = E[X +Y — (ux + py)]?
ja
(X +Y = (ux + py)* = [(X = px) + (V= )
= (X = pux)* + (Y = py)* +2(X = px) (Y = py),
missd px = E(X) ja uy = E(Y). Odotusarvon lineaarisuuden nojalla
EX+Y — (ux + py)]* = B(X — px)* + BE(Y — py)?

+2E[(X = px)(Y — py )]
= Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).

Kaava (4.1.14) voidaan todistaa induktiolla. O

4.2 Satunnaismuuttujan funktio

Lauseen 4.1 kohdassa 2 esitetdén satunnaismuuttujan X funktion odotusarvo
X:n jakauman avulla. Jos Y on X:n funktio, voidaan Y:n todennikéisyys-
jakauma johtaa X:n jakaumasta. Olkoon Y = h(X) satunnaismuuttujan X
funktio ja Sy satunnaismuuttujan Y arvoalue. Jos A C Sy, niin

P(Y € A) = P(h(X) € A).

Esimerkki 4.8 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoalue on
S ={-1,0,1,2} ja todennédkdisyysfunktio méaaritellasin seuraavasti:

x: —1 0 1 2
fx(x): 02 03 04 0.1
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Jos Y = X2 niin Y todenniikdisyysfunktio on

y: 0 1 4
fry): 03 0.6 0.1

Nyt siis esimerkiksi P(Y = 1) = P(X = -1)+ P(X =1) =02+ 04 =
0.6. Y:n todennakoéisyysfunktion méarittdminen X :n todennékoisyysfunktion
avulla on suoraviivainen, vaikkakin joskus ty6lds prosessi.

Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = g(X) = (X — ux)* = (X —
0.4)%, misséi px = 0.4. V:n todenniikdisyysfunktio on

v: 1.96 0.16 0.36 2.56
fy(v): 02 03 04 0.1

ja B(V) = B[(X — 0.4)?] = Var(X). O

Olkoot Sy ja Sy satunnaismuuttujien X ja Y otosavaruudet (arvoalueet).
Silloin funktio h(x) méirittelee kuvauksen

h: Sx — Sy.
Maaritellddn joukon A alkukuva kuvauksessa h seuraavasti:
(4.2.1) h~'(A)={z € Sx | h(z) € A}.

Joukko A voi olla my6s yhden pisteen muodostama joukko eli A = {y}.
Silloin

' ({y}) ={z € Sx | h(z) =y}

Tisséi tapauksessa merkitsemme h™!(y) merkinnidn h='({y}) sijasta. Huo-
maa, ettd h~'(y) on edelleen monen pisteen joukko, jos on useita sellaisia
X:n arvoja z, ettd h(z) = y. Jos on vain yksi sellainen z, ettd h(z) = y,
niin 27! (y) on yhden pisteen muodostama joukko {z} ja kirjoitamme silloin

hi(y) ==

4.3 Satunnaismuuttujien identtisyys

Mairitelma 4.5 satunnaismuuttujat X ja Y ovat identtisesti jakautuneet
eli noudattavat samaa jakaumaa, jos jokaiselle tapahtumalle A C € pitee

P(X e A)=P(Y € A).

Kun X ja Y noudattavat samaa jakaumaa, merkitddn X ~ Y. Jos X ~ Y,
niin siitd ei seuraa, ettd X ja Y ovat sama satunnaismuuttuja. Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat identtiset (X = Y) eli samat, jos ne on mééritelty
samassa otosavaruudessa 2 ja X (w) = Y (w) kaikilla w € Q.
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Esimerkki 4.9 Esimerkissid 2.7 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa ja
médriteltiin satunnaismuuttuja X = ’kruunujen lukuméérd’. Maaritelladn
my0s satunnaismuuttuja Y = ’klaavojen lukumaira’. Merkitddn R = "kruunu’
ja L = ’klaava’. Satunnaismuuttujilla X ja Y on sama jakauma, mutta

X # Y, silld esimerkiksi X(RRL) = 2 # Y(RRL) = 1. Satunnaismuut-
tujien X ja Y maédritelmistd seuraa, ettd X +Y = 3. X +Y on vakio toden-
nikoisyydelld 1: P(X +Y =3) = 1. O

Satunnaismuuttujan jakauma voidaan luonnehtia kertyméfunktion avul-
la.

Lause 4.4 Seuraavat kaksi vditetta ovat yhtdapitdvdt:
1. Satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat samaa jakaumaa.

2. Fx(x) = Fy(x) kaikilla x € R, missi Fx on X:n ja Fy on Y :n kerty-
mdfunktio.

Kun X ja Y ovat diskreettejd, niin X ~ Y jos fx(z) = fy(z) kaikilla
r e R.

Esimerkki 4.10 Heitetdéin harhatonta lanttia 4 kertaa. Olkoon kruunun to-
dennékoisyys p. X ja Y on méiritelty samoin kuin Esimerkissa 4.9. Mika on
tapahtuman {X = Y} todennikéisyys? Tapahtuma {X =Y} on

{w|X(w) =Y (w)} = {RRLL, LRRL, LLRR, LRLR, RLLR, RLRL}.

Jokaisen yksittiisen alkeistapahtuman (jonon) todenniksisyys on p?(1 — p)?

ja jonoja on (;‘) = 6 kappaletta, joten

4
PX =) = ()0 - o
Milloin X ~ Y? Koska
4 T 4—x
fx(x) = p*(1—p)* 7, xr=0,1,2,3,4
T
ja
4
= (D)a=pr 01234
niin fx(z) = fy(z) kaikilla x = 0,1, 2, 3,4 jos ja vain jos p = % Siis X ~ Y,

kun p = % 0]

4.4 Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Maarittelimme tapahtumien riippumattomuuden alaluvussa 3.1.2. Tarkaste-
lemme nyt satunnaismuuttujien riippumattomuutta.
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4.4.1 Kaksi satunnaismuuttujaa

Midritelmi 4.6 (Satunnaismuuttujien riippumattomuus) Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat riippumattomat jos

(4.4.1) P(X €AY eB)=P(X €A PY €B)

kaikilla joukoilla A C R ja B C R.

Merkinta P(X € A, Y € B) on lyhennys merkinnésta P({X € A} N{Y €
B}). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat siis riippumattomat, jos tapahtumat
{X € A} ja {X € B} ovat riippumattomat kaikilla A C R ja B C R.

Jos X ja Y ovat diskreettejd, niin riippumattomuuden méaritelméan no-
jalla

(4.4.2) PX =2Y =y)=PX =2)P(Y =y) = fx(2)fr(y)

kaikilla z,y € R, missd fx(z) on X:n ja fy(y) on Y:n todennékoisyysfunk-
tio. Diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman todennakoi-
syysfunktio maaritellaén:

(4.4.3) PX =Y =y)= fxy(z,y)

kaikilla z,y € R. Huomattakoon, ettd fyy(z,y) > 0 tdsmilleen silloin, kun
(x,y) € Sx x Sy ja muutoin fxy(x,y) = 0. Diskreetit satunnaismuuttujat
X ja Y ovat riippumattomat silloin ja vain silloin kun

(4.4.4) fxy(r,y) = fx(@)fr ()

kaikilla z,y € R.

Lause 4.5 Jos X ja Y ovat riippumattomat, niin U = g(X) ja V= h(Y)
ovat riippumattomat, missi g(x) on pelkdstadn x:n (ts. X :n arvojen) funktio
ja h(y) pelkdstian y:n funktio.

Todistus. Mééritellddn A, = {z | g(z) = u}ja A, = {y | h(y) = v}.
Silloin kaikilla u ja v

PU=u,V =v)=Plg(X)=u,h(Y)=1]
=P(X Au, YeA,)
=P(XeA,)PY €A) (X ja Y riippumattomat)
= P(U u) P(V =),

joten U ja V ovat riippumattomat. 0]
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Madritelma 4.6 pitad tdsmailleen paikkansa vain diskreeteille satunnais-
muuttujille. Koska yleisessd tapauksessa kaikki €2:n osajoukot eivit ole ta-
pahtumia, niin silloin on rajoituttava sopivasti maariteltyyn €2:n osajoukko-
kokoelmaan. Yhtélo (4.4.1) pitdd myos paikkansa, jos toinen oikean puolen
tekijoistd on nolla. Huomaa, ettd P(X € A) = 0 tarkoittaa, ettd {w | X(w) €
A} = 0. Silloin

{XeAYeB={w|Xw) eA}n{w|Y(w)e B} =0,
joten P(X € A, Y € B) =0.

Identiteettia (4.4.4) voidaan myos pitda diskreettien satunnaismuuttu-
jien X ja Y riippumattomuuden maéritelméanad, silla siitd seuraa identiteet-

ti (4.4.1). Jos valitaan kaksi mielivaltaista numeroituvaa joukkoa A C R ja
B C R seki oletetaan (4.4.4), saadaan

P(XeAYeB) =) Y P(X=uz,Y=y)

x;€Ay;EB

=S S P(X=x)P(Y =y;)  [(4.4.4)
x;€Ay;EB

=Y P(X=u)) P =y
;€A y;€B

=P(X € A)PY € B).

Né&in olemme todenneet, ettd ehdot (4.4.1) ja (4.4.4) ovat yhtépitavét.

Tamén luvun alussa madritelty tapahtumien riippumattomuus on itse
asiassa satunnaismuuttujien riippumattomuuden erikoistapaus. Olkoon 4
tapahtuman A ja Ip tapahtuman B indikaattorifunktio. Huomaa, ettd I4 ja
Iz ovat satunnaismuuttujia. Koska indikaattorifunktio saa vain arvot 1 tai 0,
niin esimerkiksi

{]Azl}:A ja {[A:O}:AC.
Jos 14 ja Ip ovat riippumattomat, niin
(4.4.5) PIs==x,Ip=y)=Pls=x)P(lg=vy)

kaikilla z,y € R. Nyt siis {4 = z} on joko A, A¢ tai () ja {Ip = y} on
joko B, B¢ tai (). Tastd seuraa mm. tapahtumien A ja B riippumattomuuden
madritelma

P(A,B)=P(ANB) = P(A) P(B).
Lisdksi saadaan identiteetit
P(AN B¢ = P(A) P(B°),
P(A°N B) = P(A°) P(B),
P(A°N B°) = P(A°) P(B°).

Lauseen 3.1 nojalla jokainen néisté identiteeteistd kelpaa A:n ja B:n riippu-
mattomuuden maéritelmaksi.
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4.4.2 Useita satunnaismuuttujia

Satunnaismuuttujat Xy, ..., X, ovat riippumattomat, jos

(44.6) P(X;€ A, Xo€Ay,..., X, €A

=P(X; € A)P(Xy € Ay)---P(X,, € Ay)
kaikilla (sopivasti valituilla) joukoilla A; C R, 1 < i < n. Jos Xy, ...,
X,, ovat diskreettejé, niin (4.4.6) pitdd paikkansa kaikille joukoille A; C R,
1 <7 < n. Yleisessd tapauksessa on A;:t (1 < ¢ < n) valittava niin, etti
joukot {X; € A;} = {w | Xi(w) € A, } ovat tapahtumia. Huomaa, ettd riip-

pumattomien satunnaismuuttujien Xy, ..., X,, jokainen osajono X; ..., X;,

on riippumaton |1 < k <nja {i,...,ix} C {1,...,n}|. Jos esimerkiksi X7,
X5 ja X3 ovat riippumattomat, niin myos X; ja X ovat riippumattomat.
Tama ndhdaén, kun valitaan A3 = R. Silloin {X3 € R} = Q ja

{X1 c Al,XQ c AQ,X3 S R} = {X1 c Al} N {X2 S AQ} N«
= {X1 c Al,Xg c Ag},

joten identiteetin (4.4.6) mukaan

P(Xl € A, X5 € Ag) = P(Xl S Al)P(X2 S Ag) P(Q)
= P(Xl S Al)P(X2 S Ag)

4.5 Suurten lukujen laki

Riippumattomat, samoin jakautuneet satunnaismuuttujat (rsj).

Riippumattomien satunnaismuuttujien jono Xp, X, ... (dérellinen tai dére-
ton) on samoin jakautunut, jos jokaisella jonon satunnaismuuttujalla on sa-
ma jakauma. Sanomme lyhyesti, ettd jono Xi, Xo,... on rsj. Silloin jonon

satunnaismuuttujilla on sama kertyméafunktio F', joten
P(Xy <z)=F(z) kaikilla z € R.

Jos siis yhden satunnaismuuttujan X, odotusarvo on y ja varianssi o2, silloin
niiden kaikkien kaikkien odotusarvo on pu ja varianssi o2.

Lause 4.6 (Markovin epdyhtild) Olkoon X > 0 epdnegatiivinen satun-
natsmuuttuja. Silloin
E(X
P(X >a) < ( ), kun a > 0.
a

Todistus. Olkoon /4 joukon A = {w | X(w) > a} indikaattorifunktio |ks.
(2.5)]. Koska sekéi indikaattorifunktio ettd X ovat epénegatiiviset ja [, +
I4c = 1, niin

X:[AX—I—IAcXZIAXZCLIA.
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Viimeinen epéyhtélo seuraa siitd, ettd X (w) > a ja I[4(w) = 1, kun w € A.
Jos taas w ¢ A, niin I4(w) = 0, joten I4(w)X (w) = I4(w)a = 0. Keskiarvon
monotoonisuuden (Lause 4.1, 3. kohta) ja lineaarisuuden (1. kohta) nojalla
saadaan

E(X)>FE(als) =aFE(Iy) =aP(X € A)=aP(X > a),

koska tapahtumat {X € A} ja {X > a} ovat mééritelmin mukaan ekviva-
lentteja. 0]

Markovin epdyhtélon avulla on helppo todistaa erittdin kdyttokelpoinen
Tsebysevin epdyhtdlo.

Lause 4.7 (T8ebySevin epiyhtild) Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka

keskiarvo on p ja varianssi o*. Silloin

2
2. haikilla e > 0.

(4.5.1) P(IX —ul 2 ¢) < 2

Todistus. Miiritelliin satunnaismuuttuja Y = h(X) = (X —u)? ja valitaan
a=¢?>0.Koska Y > 0ja E(Y) = 0%, seuraa TsebySevin epiyhtild (4.5.1)
suoraan Markovin epiyhtalosta. 0]

Lause 4.8 (Riippumattomat satunnaismuuttujat, tulon odotusarvo)
Olkoot satunnaismuuttujat X ja 'Y riippumattomat.

1. Jos E(X) ja E(Y) ovat olemassa, niin E(XY) = E(X) E(Y).
Olkoot satunnaismuuttujat X1, Xo, ..., X, rippumattomat.

2. Jos satunnaismuuttujilla X, Xo, ..., X, on odotusarvo, niin

E(XiXs--- X,) = E(X1) E(Xz) - E(X,).

Todistus. 1. Odotusarvon méaaritelman mukaan

E(XY)=Y > ayP(X =z,Y =y)

= Z Z ryP(X =2)P(Y =vy) | X ja Y riippumattomat|
z oy

=[S epx =] [Surer =)

— E(X)E(Y).

Koska > o P(X = z) ja ) yP(Y = y) suppenevat itseisesti odotusarvo-
jen olemassaolon nojalla, pitda 3. yhtdsuuruus paikkansa ja my6s odotusar-
von E(XY') olemassaolo seuraa odotusarvojen E(X) ja E(Y) olemassaolosta.

Kohta 2. voidaan todistaa soveltamalla toistuvasti 1. kohdan tulosta. [J
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Apulause 4.3 (Summan varianssi, riippumattomat SM:t) Oletetaan,
ettd X1, Xo, ..., X, ovat ritppumattomat ja niilld on varianssi. Silloin

Cov(X;, X;) =0, i,
ja
Var(X; + Xo + - - -+ X,,) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,).
Todistus. Jos i # j, niin
Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X;) E(X;)
= E(X;) E(X;) — E(X;) E(X;) =0,
koska X;:n ja Xj:n riippumattomuuden nojalla £(X,;X;) = E(X;) E(X;) = 0.

Summan varianssin Var(}_ , X;) lauseke seuraa nyt suoraan Apulausees-
ta 4.2. U

Apulause 4.4 (Otoskeskiarvon odotusarvo ja varianssi) Olkoot X1, X,
..., X,, RSJ satunnaismuuttujat, joiden keskiarvo on u ja varianssi o*. M-
ritellddn satunnaismuuttujat

_ Sn
Silloin

— (72

E(S,) = nu, Var(S,) = no?, E(X,) = pu, Var(X,) = —.

n

Voimme nyt todistaa TsSebySevin epidyhtidlon avulla ns. heikon suurten
lukujen lain (HSLL).

Lause 4.9 (Heikko suurten lukujen laki (HSLL)) Olkoon X, Xs, ...,
X, ddreton RSJ satunnaismuuttujien jono, jossa jokaisen satunnaismuuttu-
jan keskiarvo on u ja varianssi 2. Olkoon S, = X; + X + -+ X,, ja

X, =2
n

Silloin jokaisella € > 0,
P(| X, —p| >¢)—0, kun n — oo.

Todistus. Apulauseen 4.4 ja TSebySevin epdyhtdlon mukaan
2
— o
P(X, —ul>e —.
(Fn—nlze) < S
Kun n — oo, niin 0?/(ne?) — 0, joten
P(IX, —pl =€) = 0.
Néiin on lause todistettu. 0

Heikko suurten lukujen laki sanoo, ettd otoskeskiarvo lihenee todenn-
koisyyden mielessd todellista keskiarvoa, kun otoskoko kasvaa.
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4.6 Generoivat funktiot ja momentit

4.6.1 Momentit

Erds tapa luonnehtia satunnaismuuttujan jakaumaa, on laskea jakauman mo-
mentit. Ne maaritelliin odotusarvon avulla.

Maaritelma 4.7 Olkoon r positiivinen kokonaisluku. Jos odotusarvo
a, = E(X")

on olemassa, se on satunnaismuuttujan X (tai X:n jakauman) r. momentti.
Vastaavasti Xm r. keskusmomentti on

Hr = E[(X - ,U)TL
missd p = E(X) = a.
Momenttia «, kutsutaan joskus myos origomomentiksi. Jakauman kes-

kiarvo on siis 1. origomomentti ja varianssi 2. keskusmomentti. Satunnais-
muuttujan X tekijamomentit g., r = 1,2, ... maaritellidn seuraavasti:

g =EXD=EXX-1)- (X -r+1)].
Ensimmiiset kaksi tekijimomenttia ovat
g1=E(X)=a1=0p,
92 = E[X(X = 1)] = E(X* - X) = B(X*) - E(X) = az — pu.
Koska 0? = ap — 2, niin

0® = go+ 1 — .

4.6.2 Momenttifunktio

Esittelemme nyt uuden todennikéisyysjakaumaan liittyvin funktion, mo-
mentteja generoivan funtion, jota kutsutaan lyhyesti momenttifunktioksi (mf).
Momenttifunktio tarjoaa erddn yleisen menetelméan momenttien laskemisek-
si, vaikka se ei aina ole siihen tarkoitukseen helpoin tai tehokkain menetelma.
Momenttien laskemista tarkeimpéad on se, ettd jakaumat voidaan luonnehtia
kitevéisti momenttifunktion avulla (mikiili se on olemassa).

Maaritelmi 4.8 Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f(x).
Reaalimuuttujan ¢ funktio
M(t) = E(e)
on satunnaismuuttujan X (tai Xm jakauman) momenttifunktio (mf), jos
odotusarvo
E(eX) = {ZZ el f(x;) diskreetti satunnaismuuttuja

7 e f(z)dx, jatkuva satunnaismuuttuja

on olemassa jollain avoimella vililla —a < t < a, missd a > 0.
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Maaritelmén perusteella on selvii, etta
M(0) = Zf(a:z) = 1,kun X diskreetti ja M(0) = / f(z)dz =1,

kun X on jatkuva. Olkoon S = {x1, zo,...}. Silloin
Mx(t) = " f(z1) + e f(z) + -+,
missi e*:n kertoimet
flxy) = P(X = xp), k=1,2,...

ovat todenn#koisyyksid. Olkoon f(x) satunnaismuuttujan X todennikoisyys-
funktio, g(y) satunnaismuuttujan Y todennékoisyysfunktio ja S = {ay, as, ...}
X:n ja Y:n yhteinen arvoavaruus. Jos

Mx(t) = My(t), kaikilla ¢, —h <t < h,
niin matemaattisen analyysin teorian nojalla

flax) = g(ar), k=1,2,...

Jos siis kahdella satunnaismuuttujalla on sama momenttifunktio, niin niilla
taytyy olla sama jakauma. Olkoon Fx(u) X:m ja Fy(u) Y:n kertyméfunk-
tio. Esitetddn nyt momenttifunktion yksikésitteisyytta koskeva tulos lauseen
muodossa.

Lause 4.10 Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y momenttifunktiot Mx(t)
ja My (t). Jos Mx(t) = My(t) kaikilla t jossain nollan ympdristossa, niin
Fx(u) = Fy(u) kaikilla u:n arvoilla eli X :1ld ja Y :lla on sama jakauma.

Esimerkki 4.11 Jos X ~ Ber(p), niin
M(t) = B(e™) = e"'p+eg=e'p+q.
missd ¢ =1 — p. O]

Lause 4.11 Olkoot X ja Y riippumattomat satunnaismuuttujat, joiden mo-
menttifunktiot ovat Mx(t) ja My (t). Silloin satunnaismuuttujan Z = X +Y
momenttifunktio on

(4.6.1) My(t) = My (t) My (t).

Todistus. Koska e’ on pelkiistiéin z:n (X:n arvojen) funktio ja e’ pelkis-
tiadn y:n funktio, niin Lauseen 4.5 mukaan X ja e ovat riippumattomat.
Viite

E(etZ) _ E[et(X—i-Y)] _ E[etXetY] _ E(etX) E(etY>

seuraa sitten suoraan Lauseesta 4.8. ]
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Usean satunnaismuuttujan tapauksessa on voimassa vastaava tulos.

Seuraus 4.1 Olkoot X1, Xs, ..., X, rippumattomat satunnaismuuttujat,
joiden momenttifunktiot ovat Mx,(t), i = 1,2,... n. Silloin summan

Sp=X1+Xo+--+ X,
momenttifunktio on
Mg, (t) = My, (t)Mx,(t) - - - Mx, (t).

Jos momenttifunktio M(¢) on olemassa vililli (—h, h), niin momentti-
funktiolla on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessd ¢ = 0. Kun identi-
teetti

(4.6.2) M(t) =) e f(x)

zeSs

derivoidaan puolittain, voidaan oikea puoli derivoida termeittdin ja yhté-
suuruus sdilyy. Derivoimalla lauseke (4.6.2) puolittain muuttujan ¢ suhteen
saadaan

M(tY = 3 wet” f(x),

€S

M) = 3 e f(x)

€S

ja jokaisella positiivisella kokonaisluvulla r

M) = "ae' f(x).

zeS

Sijoittamalla t = 0 saadaan

M(0) =) zf(x) = E(X),

zeS

M(0)" =Y a*f(x) = B(X?)
ja yleisesti
M) = "a" f(z) = B(X").

Erityisesti
p=MOY ja o®=M(0) — [M(0)]2

Lause 4.12 Olkoon Mx(t) satunnaismuuttujan X momenttifunktio ja Y =
aX + b, missi a ja b ovat annettuja reaaliarvoisia vakioita. Silloin My (t) =

e Mx (at).
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Lause 4.13 (Lévyn jatkuvuuslause) Olkoon X, Xs, ... jono satunnais-
muuttujia, joiden kertymdafunktiot ovat Fx,, Fx,, ... ja vastaavasti moment-
tifunktiot Mx, (t), Mx,(t),.... Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertymd-
funktio on Fx ja momenttifunktio Mx(t). Jos n:n kasvaessa rajatta

My, (t) — Mx(t)
kaikilla t:n arvoilla jossain nollan ympdristéssi (—h,h), h > 0, niin silloin

lim Fx,(z) = Fx(x)

n—oo

kaikissa pisteissa x, joissa Fx(x) on jatkuva.

Satunnaismuuttujien momenttifunktioiden suppenemisesta seuraa siis sa-
tunnaismuuttujien kertyméfunktioiden suppeneminen. Tall6in sanomme, et-
td satunnaismuuttujat X, Xs, ... suppenevat jakaumamielessa kohti satun-
naismuuttujaa X.

4.6.3 Todennikdisyydet generoiva funktio (tgf)

Diskreetin satunnaismuuttujan X todennikoisyydet generoiva funktio (tgf)
G(t) maaritelldén seuraavasti:

G(t) = E(tY) = Z faa)t™.

Néhddén helposti, ettd G(1) = > 7, f(z;) = 1. Sarja suppenee ainakin sil-
loin, kun [¢t| < 1. Kun sarja derivoidaan termeittiin, saadaan

G'(t) = Z i f ()%

Jos G(t) on olemassa jollain valillda (—h — 1,h 4+ 1), A > 0, niin

ja yleisesti
GO =EXN) =E[X(X=1) (X —r+1)]

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r. Todennikoisyydet generoiva funktio
liittyy ldheisesti momenttifunktioon, silld

G(et) = B(etX) = M(2).
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4.7 Kokeiden yhdistiminen ja tulomallit

Tarkastellaan nyt satunnaiskokeita & ja &, joiden otosavaruudet ovat vas-
taavasti €1 ja (9. Olkoot satunnaiskokeisiin liittyviit todennikoisyysjakau-
mat {p;} ja {¢:} i = 1,2,... Tarkastelemme seuraavassa vain numeroituvia
otosavaruuksia. Yhdistetddn kokeet siten, ettd tehdain kokeet & ja &. Mer-
kitdan yhdistettya koetta & x &£;. Yhdistetyn kokeen tulos esitetddn jarjes-
tettynd parina (w;,w;), missd w; € €y on kokeen & tulos ja w; € Qy on
kokeen & tulos. Yhdistetyn kokeen otosavaruus on siis otosavaruuksien {2, ja
Qs karteesinen tulo Oy x Qy = { (wi,w;) | wi € Q) ja w; € sy }. Vastaavalla
tavalla voidaan yhdistdd useampiakin kokeita.

Madrittelemme nyt yhdistettyyn kokeeseen & x &, liittyvan todennékoi-
syysjakauman ; x Qq:s8a. Kokeet ovat riippumattomat jos ja vain jos

(4.7.1) Plw;,wj) = pig;

kaikilla w; € € ja w; € €y, missd p; = p(w;) on w;:n todenndkdisyys €2;:ssd ja
¢; = p(wj) on w;m todenndkdisyys Qq:ssd. Selvistikin P(w;, w;) > 0 kaikilla
(wi,w;) € Qy x Qy. Koska > p;= > ¢; =1, niin

wi €Ll w;j €N
Z P(wi,Wj): Z Zpin:(Zpi)<Z qj)zl.
(wi,w; ) €N X2 Wi €N wi €N w; €N w; €N

Identiteetti (4.7.1) siis madrittelee todennikoisyysjakauman 1 x Qy:ssa. Sita
kutsutaan yhdistetyn kokeen & x &; tulomallikss.

Riippumattomat toistot

Tulomallin tirked erikoistapaus saadaan toistamalla n kertaa koe &, jonka
otosavaruus on (). Téllaista koetta sanotaan toistokokeeksi ja sitd merkitaén
E". Yhdistetyn kokeen otosavaruus on €2 x €2 x - - - X ), jonka alkeistapaukset
ovat muotoa w = (wy,ws, . ..,w,), Missd w; on 7. toiston tulos. Olkoon p(w)
satunnaiskokeeseen & liittyvissi otosavaruudessa {2 mairitelty jakaumafunk-
tio. Toistokokeeseen £" liittyvd jakaumafunktio méaéritelliin seuraavasti:

p(w) = p(wi)p(wa) - - - p(wn).

Bernoullin koe

Bernoullin koe (nimetty James Bernoullin mukaan) on koe, jossa on tasmaél-
leen kaksi tulosvaihtoehtoa. Usein toista tulosvaihtoehtoa kutsutaan onnis-
tumiseksi (O) ja toista epdonnistumiseksi (E), joten Bernoullin kokeen otos-
avaruus ) = {O, E}. Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jekaumaa,
kun

(4.7.2)

] 1, todennikdisyydelld P(O) = p;
10, todennikdisyydelld 1 — p,
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missd 0 < p < 1. My6s satunnaismuuttujan arvoa X = 1 kutsutaan onnis-
tumiseksi ja p:td onnistumistodennékoisyydeksi. Vastaavasti arvoa X = 0
kutsutaan epdonnistumiseksi. Huomaa, ettd X on ’onnistumisen’ indikaatto-
rifunktio. Bernoullin kokeen riippumattomat toistot muodostavat Bernoullin
toistokokeen.

Esimerkki 4.12 Esimerkissd 2.7 heitetdin harhatonta lanttia 3 kertaa. Yh-
dessd lantin heitossa otosavaruus 2 = {R, L}. Voidaan sopia esimerkiksi, etta
kruunu (R) on onnistuminen ja klaava (L) on epdonnistuminen. Vastaavan
Bernoullin jakaumaa noudattavaan satunnaismuuttujaan liittyvd otosava-
ruus S = {1,0}. Lantin heitto on Bernoullin koe. Tehd&én kolme riippuma-
tonta Bernoullin koetta. Tahan yhdistettyyn kokeeseen liittyva otosavaruus
on SxSxS = {(sy,s92,53) | s; € S} ={111,110,101,100,011,010,001, 000}.

O]

Kun toistetaan Bernoullin koe n kertaa (riippumattomat toistot), ovat ko-
keen mahdolliset tulokset n:n pituisia 1:n ja 0:n muodostamia jonoja. Tyy-
pillinen jono on muotoa 111011000...110, jonka todennakoisyys on

ppp(1 — p)p(1 —p)(1 — p)ppp - - - pp(1 — p) = p* (1 — p)" ",

missd k on onnistumisten lukuméiré ja n — k epdonnistumisten lukuméara.
Erilaisten mahdollisten jonojen lukuméara on 2".

Binomijakauma voidaan maaritella Bernoullin toistokokeen avulla. Ol-
koon Xy, Xs,..., X, samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien riippumat-
tomien satunnaismuuttujien jono, missid P(X; = 1) = p ja P(X; = 0) =
1—p=g¢q,i=1,2,...,n. Silloin E(X;) = p ja Var(X;) = pg. Onnistumisten
lukumaé&éara n:ssi riippumattomassa Bernoullin kokeessa on

X=X +Xs+ -+ X,

Miké on todennikoisyys, ettd onnistumisia on z (0 < z < n) kappaletta? Jos
jonossa on tésmilleen x ykkostd, niin jonon todennékdisyys on p*(1 —p)"~*.
Tallaisia jonoja on yhteensé (Z) kappaletta. Onnistumisten lukumééra n:ssa
Bernoullin kokeessa noudattaa binomijakaumaa

n T n—x
f(x) = ( )p (1—=p)" 7,
T
missa siis f(z) = P(X = z).
Onnistumisten lukuméaran otoskeskiarvo on

Se on onnistumisten suhteellinen frekvenssi n:ssé riippumattomassa Bernoul-
lin kokeessa, esimerkiksi kruunujen suhteellinen frekvenssi lantin heitossa.

Apulauseen 4.4 mukaan E(X,) = p ja Var(X,,) = pg/n. HSSL:n mukaan
P(IXy —p|>¢) =0
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kaikilla € > 0, kun n kasvaa. Kruunujen suhteellinen frekvenssi ldhenee p:téa
todennédkoisyyden mielessé, kun heittojen méira kasvaa. Bernoulli todisti té-
man tuloksen 1713. Tulosta kutsutaan hidnen mukaansa Bernoullin suurten
lukujen laiksi. Ensimmaéisessd luvussa tarkasteltiin suhteellisen frekvenssin
raja-arvoa todennakoisyyden tulkintana ja erdédnlaisena perusteluna toden-
nikoisyydelle. Nyt ndemme, ettd tdma suhteellisen frekvenssin raja-arvotulos
on yksi todennikoisyyslaskennan perustuloksista.

Satunnaismuuttujien tunnusluvut: Yhteenveto

Satunnaismuuttujat

e Odotusarvo

E(X)=) X(w)P({w}),

we

E(X)=) x,P(X =),

T, €S

missd S on X:n arvojoukko.

E(X) on todennikéisyyksilld painotettu X:n arvojen keskiarvo.
e Odotusarvon lineaarisuus
EX+Y)=EX)+EY) ja E(cX)=cE(X), missi c on vakio.
e Varianssi
Var(X) = B(X — p)? = B(X?) — i, p= E(X).
e Lineaarinen muunnos ¢X + b
E(cX +b)=cE(X)+b, Var(cX +0b)=c*Var(X), bja cvakioita.
e Cauchyn ja Schwarzin epayht&lo
[E(XY)]? < BE(X?) E(Y?).
o Kovarianssi
Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E(XY) — pxpy,

missd puy = E(X) ja uy = E(Y).
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e Summat
Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y) + 2 Cov(X,Y),
Var (Z XZ-) = Var(X;) + Y ) Cov(X;, X;).
i=1 i=1 i#j

e Identtiset jakaumat. Diskreeteilld satunnaismuuttujilla X ja Y on sama
jakauma, jos niilld on sama arvoalue S ja kaikilla v € S

e Samat satunnaismuuttujat. X ja Y ovat identtiset, jos X (w) = Y (w) kai-
killaw € Q. Jos P(X =Y) =1, niin X =Y (X ja Y diskreetteji).

e Riippumattomuus. X ja Y ovat riippumattomat, jos
P(Xe€AYeB)=P(Xe€APY €B)
kaikilla A C Sx ja B C Sy.

Jos X ja Y ovat riippumattomat, niin

1) g(X) ja h(Y) ovat riippumattomat,
2) B(XY) = B(X) B(Y),

3) Cov(X,Y) =0,

4) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

e Markovin epayhtilo

E(X
P(X >a) < ( ), missd X >0 jaa > 0.
a
e TSebySevin epiyhtalo
o2
PIX —plz )< T,

missi € > 0, u = F(X), 02 = Var(X).
e Otoskeskiarvo

— 1

0.2

E(X,) =u ja Var(X,) = o

jos BE(X;)=pjaVar(X;)=0%i=1,2,...,n

e Suurten lukujen laki (heikko): P(|X, — u| >¢) — 0, kun n — oo ja X|,
Xo, ..., X, ovat riippumattomat ja noudattavat samaa jakaumaa.
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Generoivat funktiot ja momentit

e Satunnaismuuttujan momentit

X:n r. momentti = E(X"),
r. keskusmomentti =FEX —p),
r. tekijimomentti —EX"=EX(X-1)---(X —r+1)).

e Momenttifunktio

Myx(t) = E(e™); t € (—a,a), a>0.

e Summan Z = X + Y momenttifunktio Mz(t) = Mx(t)My(t), jos X ja Y
ovat riippumattomat.

e . momentti. Momenttifunktion r. derivaatta pisteessi ¢t = 0 on 7. mo-
mentti: M(0)") = B(X").

e Todenn#koisyydet generoiva funktio

G(t) = E(tY), X on diskreetti.

e r. tekijimomentti. G:n r. derivaatta pisteessd t = 1 on X:n r. tekijamo-
mentti: G (1) = E[X™].

o G(t) vs. M(t): G(e) = E(eX) = M(t).

Harjoituksia

1. Oletetaan, ettd P(X =0) =1— P(X =1) ja F(X) = 3 Var(X). Laske
P(X =0).

2. Olkoon satunnaismuuttujan X todennékoisyysfunktio

) = FHLE

Laske F(X), E(X?) ja E(3X% —2X +4).
3. Olkoon h(z) = (z — b)?, missi b ei ole X:n funktio. Milld bm arvolla
odotusarvo E[(X — b)?] saavuttaa miniminsi, kun oletetaan, ettd odo-

tusarvo on olemassa. (Vihje: Tarkastele funktiota g(b) = E[(X — b)?] =
E(X?) - 20 E(X) + b*)

4. Olkoon Q = {wy,ws, w3} ja P(w;) = P(w2) = P(w3)
satunnaismuuttujat X, Y ja Z seuraavasti:

= —1,0,1.

5. Madritelliian

X(w) =1, X(ws2) = 2, X(ws3) = 3,
Y(wl) = 2, Y(u)g) = 3, Y(u)g) = 1,
Z(wy) = 3, Z(wy) =1, Z(ws) =2



Harjoituksia 105

5.

10.

(a) Osoita, ettd satunnaismuuttujilla X, Y ja Z on sama todenndkoi-
syysjakauma.

(b) Mé&éritd satunnaismuuttujien X + Y, Y + 7, X + 7 ja
(c) satunnaismuuttujien /(X2 +Y?)Z ja Z/|X — Y| todennikdisyys-

jakauma.

Tarkastellaan Esimerkin 2.10 tilannetta, jossa Pekka ja Paavo pelaavat
"kruunua ja klaavaa” (satunnaiskévely, n = 20).

(a) Mikd on todennikoisyys, ettd Pekka on 5 heiton jélkeen voitolla
yvhden euron, 10 heiton jilkeen 2 euroa, 20 heiton jélkeen 2 euroa?

(b) Miké on Pekan voiton odotusarvo 20 heiton sarjassa?

(c) Jos Pekka on 5. heiton jilkeen voitolla euron, miki on Pekan voiton
odotusarvo 20. heiton jilkeen?

Tarkastellaan Tehtévin 5 pelid simuloimalla (n = 20).

(a) Miki on todennékéisin voittosumma? Epatodennékoisin voittosum-

ma? Hahmottele voittosumman todennékoisyysjakauma.

(b) Kuinka usein Pekka on voitolla pelin aikana? Hahmottele tdmén
satunnaismuuttujan todennékoisyysjakauma.

. Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1, N) noudattaa diskreettia tasajakaumaa.

(a) Jos E(z) = 6, niin mitd on Var(X)?
(b) Olkoon X ~ Tasd(3,8). Laske E(X) ja Var(X).

. Suuressa tehtaassa sattuu 5:n paivin jakson aikana 3 onnettomuutta.

Oletetaan, ettii kaikki mahdolliset 5% erilaista 3:n onnettomuuden sijoit-
tumista 5:n paivan jaksolle ovat yhtd todennékoisia.

Olkoon Y = {Onnettomuuspéivien lukuméira jakson aikana} ja X nii-

den piivien lukumééri, jolloin onnettomuuksia ei satu.

(a) Maarita satunnaismuuttujan X =5 — Y todennékoisyysfuntio.

(b) Laske E(X) ja Var(X).

. Olkoot X ja Y riippumattomat kokonaislukuarvoiset satunnaismuuttu-

jat, joilla on sama todennékoisyysfunktio fx(n) = fy(n) = p,, n > 1.
Laske todennékoisyydet P(X =Y) ja P(X <Y).

A, B ja C' ampuvat maaliin 20 laukausta. Yhden laukauksen osumisto-
dennikoisyys on A:lla 0.4, B:1ld 0.3, C:114 0.1 ja laukaukset ovat toisis-
taan riippumattomat. Olkoot X 4, Xp ja X vastaavasti A:n, B:n ja C:n
osumien lukumairit ja X osumien kokonaism&ara.
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(a) Madrittele X riippumattomien satunnaismuuttujien summana ja
laske sen avulla X:n odotusarvo ja varianssi.

(b) Maarita TsebySevin epéyhtalon avulla vili, jolle osumien kokonais-
méird osuu vihintdén todennikaisyydelld 3.

11. Olkoot X ja Y sellaiset satunnaismuuttujat, ettd F(X) = ux, E(Y) =
py, Var(X) = 0%, Var(Y) = o2 ja p = Cor(X,Y). Kéytetiiin satun-
naismuuttujan Y arvioimiseen regressioennustetta YV =a+ BX, missé
a ja (8 ovat vakioita. Ennusteen keskineliGvirhe méaritelladn

MSE(Y) = E([Y — (o + 8X)]?).
(a) Osoita laskemalla, etta
MSE(Y) = [y — (o + Bjux)J? + Var(Y — 5X).

(b) Valitse edellisessi MSE(Y):D lausekkeessa o = py — Bux ja niyta,
ettd silloin

MSE(Y) = (Box — poy)* + o7 (1 = p°).
(¢c) Padttele nyt, etti MSE(Y) saavuttaa miniminsi o2 (1 — p?), kun
a = py — Bux ja 8= poy/ox.

12. Olkoon X sellainen diskreetti satunnaimuuttuja, ettd sen todenn#koi-
syysfunktio on P(X = x;) = p;, @ > 1 ja 2. momentti E(X?) = Y p;a?
i

on olemassa. Olkoon A = {i | |z;| > ¢}, missd € > 0.

(a) Osoita, ettd

P(|X|>¢) = ZpZJaEX2 >Zp2“

€A i€A
(b) 32 piaf = 3 pie®
i€A i€A
(¢) ja lopuksi P(|X|>¢) < E(X?)/e?



Luku 5

Diskreetteja yksiulotteisia
jakaumia

Diskreetti satunnaismuuttuja méériteltiin alaluvussa 2.6.1. Olemme jo edel-
lisissd luvuissa késitelleet hypergeometrista jakaumaa (alaluku 2.7.1), bino-
mijakaumaa (alaluvut 2.9 ja sen erikoistapauksena Bernoullin jakaumaa seka
diskreettid tasajakaumaa (alaluku 2.14), jotka kaikki ovat esimerkkejd dis-
kreeteistd jakaumista.

5.1 Diskreetti satunnaismuuttuja

Otosavaruudessa €2 méadritellyn diskreetin satunnaismuuttujan X arvojoukko
S C R on numeroituva ja P(X € S) = 1. Joukon S pisteilld on positiivinen
todennékoisyys ja ne ovat X:n kertyméfunktion F' hyppypisteitd ja ndiden
pisteiden todennikoisyydet ovat F:n hyppyja.

Madritelldan nyt yksinkertainen hyppyfunktio e(x) seuraavasti:

e(z) = {1, x> 0;

0, x<0.

Olkoon X:n arvoalue S = {1,2,3,...} ja P(x = i) = p;, i > 1. Silloin X:n
kertyméfunktio F'(X) voidaan kirjoittaa muodossa

(5.1.1) F(x) :Zpie(x—z').

Vaikka usein tarkastelemme vain kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia,
se ei ole oleellinen rajoitus. Olkoon S* = {x1,xs,z3,...} diskreetin satun-
naismuuttujan arvojoukko. Silloin joukkojen S ja S* vélilla on bijektiivinen
vastaavuus g(z;) =i ja P(X = ;) = P(g(X) = i), joten voimme aina tar-
vittaessa siirtyd tarkastelemaan vastaavaa kokonaislukuarvoista satunnais-
muuttujaa.

107
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Esimerkki 5.1 Yksinkertaisin satunnaismuuttuja X on sellainen, jonka ar-
voalue S = {c} on yksi piste, jolloin P(X = ¢) = 1. Silloin X:n kertymé-

funktio on
1, =z>c¢
Flx)=clz—c)=<" -7
() ( ) {O, T < c.

Olkoon Y:n todennikéisyysfunktio

Py=1)=1 PY =2) =

=35

Silloin Y:n kertymafunktio on

O
F(x) Fy(y)
1+ 1+ —
% € —
[
{ x S —t f f Y
1 1 2 3

Kuvio 5.1. Funktioiden F(z) = e(z — 1) ja Fy(y) kuvaajat.

Esimerkki 5.2 Hatussa on N arpalippua, jotka on numeroitu juoksevasti
ykkosestd lahtien. Valitaan hatusta arpa satunnaisesti palauttaen n kertaa
ja merkitdin valittujen arpojen numerot muistiin. Olkoon X suurin valittujen
arpojen numeroista. Silloin P(X < r) = (r/N)" ja

PX=r)=P(X<r)—P(X<r—1)
) ()

Maaritelman mukaan X:n odotusarvo on

E(X)=N"Y [r"—(r—1)"r
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5.2 Bernoullin kokeet ja binomijakauma

Alaluvussa 2.9 binomijakauma esiteltiin tarkastelemalla otantaa palauttaen
ja alaluvussa 4.7 binomijakauma liitettiin Bernoullin kokeisiin. Bernoullin koe
on satunnaiskoe, jolla on tdsmélleen kaksi toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa (onnistuminen ja epdonnistuminen  lyhyesti O ja E). Esimerkiksi
mielipidetiedustelussa henkilo kannattaa tai ei kannata ehdokasta, laatukont-
rollissa tuote on virheetén tai viallinen, hoidon tuloksena potilas paranee tai
el parane.

Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jakaumaa, kun
1 todennikoisyydelld
(5.2.1) X = R
0 todenndkoisyydella 1 — p,

missd 0 < p < 1. Nyt siis X on 'onnistumisen’ indikaattorifunktio. Onnistu-
mistodennékdisyys on P(X = 1) = p ja vastaavasti epdonnistumisen toden-
nikoisyys on P(X = 0) = 1 — p, jota merkitddn usein ¢ = 1 — p. Bernoullin
jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi ovat
E(X)=p ja  Var(X)=pqg,

silla

E(X)=p-14+q-0=p, EX*)=p - 1°+q-0°=p
ja

Var(X) = B(X?) — [E(X)]* = p —p* = p(1 — p) = pg.
Merkitsemme X ~ Ber(p), kun X noudattaa Bernoullin jakaumaa, jonka

odotusarvo on p.
Jos X ~ Ber(p), niin X:m kertyméfunktio on

F(r)=(1-p)e(z) +pe(z —1).
Yleisesti X:n r. momentti
EX")=(1-p)-0"+p-1"=p

on téssd tapauksessa hyvin helppo laskea. Bernoullin jakauman Ber(p) mo-
menttifunktio on

M(t) = E(e™) = P(X = 0)e'’ + P(X = 1)e'!
=(1—p)+pe' =1+pe"—1),
joka on madritelty kaikilla t € R.
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Esimerkki 5.3 (Sabharwal 1969). Olkoon n:mn Bernoullin kokeen jonossa
Xi, Xo, ..., X, onnistumistodennékdisyys P(O) = p ja vastaavasti P(E) =
1 — p (E = epdonnistuminen). Olkoon Y,, tapahtuman OE (osajono) esiin-
tymisten lukuméira koejonossa. Mikd on téallaisten osajonojen lukuméarin
odotusarvo E(Y,)? Méaritellddn ensin uusi satunnaismuuttuja

L, jos X; =0 ja Xy = E;

0  muulloin,

Zi = h(X;, Xip1) = {

kun i =1,2,...,n — 1. Silloin

n—1
Yo=Y 7
i=1
ja
n—1
EY, =) E(Z)
i=1
n—1
=> p(1—p)=(n—1)p(1—p).
=1
Jos esimerkiksi p = % jan =101, niin
—1
BY,) =" —=2.

O

Tehddédn n riippumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa onnistumis-
todennikodisyys on p. Olkoon ¢. Bernoullin kokeen tulos satunnaismuuttuja
X, joka saa arvon 1 tai 0. Silloin koesarjan tulos on riippumattomien samaa
Bernoullin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien jono X1, Xo, ..., X,
missd P(X; =1) =pja P(X;=0)=¢q,7=1,2,...,n. Kun koe on tehty, tu-
los voisi olla esimerkiksi 111011000 . .. 110. Téllaisen tuloksen todenndkéisyys
(ennen koetta) olisi

ppp(1 — p)p(1 —p)(1 — p)ppp - - - pp(1 — p) = p*(1 — p)" ",

missd, k on onnistumisten lukuméard ja n — k epdonnistumisten lukumaa-
rd. Olkoon X onnistumisten lukumééra n:ssi riippumattomassa Bernoullin
kokeessa. Alaluvussa 4.7 totesimme, ettd X noudattaa binomijakaumaa pa-
rametrein n ja p. Silloin merkitdéin X ~ Bin(n,p). Binomijakauman toden-
nikoisyysfunktio on

(5.2.2) flz) = (Z)pz(l —p)"T 2=0,1,2,...,n.

Esitetdan nyt edelld mainittu binomijakauman luonnehdinta Bernoullin ko-
keiden avulla lauseen muodossa. Jatkossa oletetaan, ettd Bernoullin kokeet
ovat toisistaan riippumattomat, vaikkei oletusta erikseen mainittaisikaan.
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Lause 5.1 Tehdddn n riipumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa on-
nistumistodenndakoisyys on p. Olkoon X onnistumisten lukumddrd. Silloin

X ~ Bin(n, p).

Todistus. Koska X on onnistumisten lukumé&ara n:ssi riipumatomassa Ber-
noullin kokeessa, niin X = X;+Xy+---4+X,,, missd X; ~ Ber(p) = Bin(1, p),
1 =1,2,...,n ovat riippumattomat ja noudattavat samaa Bernoullin jakau-
maa. Merkitddn nyt X = 5, ja

Sn:X1+X2++Xn: n—1+ X,.

Todistamme viitteen induktiolla.

Kun n = 1, niin oletuksen mukaan X = X; ~ Ber(p) = Bin(1,p), joten
viite pitdd paikkansa tapauksessa n = 1. Teemme nyt induktio-oletuksen
Sp—1 ~ Bin(n — 1, p) ja ndytdmme, ettd S, ~ Bin(n, p).

Tapahtuma {S,_1 + X, = k} voidaan lausua yhdisteena

{Sn—l +Xn — ]{7} - {Sn—l - ]{?, Xn - 0} U {Sn—l — ]{Z - 1, Xn — 1},

missd {S,—1 =k, X,, =0} ja {S—1 = k — 1, X, = 1} ovat erillisid tapahtu-
mia. Silloin yhteenlaskusdinnon nojalla

P(Sp1+Xn=k)=P(Sp1 =k, Xp=0)+ P(Sy1 =k—1, X, = 1).

Satunnaismuuttujat S,_; ja X,, ovat oletuksen mukaan riippumattomat, jo-
ten

P(Sy 1+ X, = k)
= P(Sy_1 = k) P(X = 0) + P(Spy =k — 1) P(X,, = 1)

n—1 el n—1 _ ..
= PrA=p)" M- p) + P =)
k kE—1
( ) )p( p) +<k_1)p( p)
(") G- ()ra-
missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, etti ("gl) + (Zj) (Z) |Pascalin
kolmio|. Néin on lause todistettu. O

Esimerkki 5.4 Eriddn kasvin siementen itdmistodennékoisyydeksi on ilmoi-
tettu 0.8. Siemenen itdminen on téssd "onnistuminen” ja itdmistodennakai-
syys on onnistumistodennikoisyys. Jos kylvetdan 10 siementi ja siementen
itimistapahtumat ovat toisistaan riippumattomat, niin kylvod voidaan pitaa
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kymmenena riippumattomana Bernoullin kokeena, joissa onnistumistoden-
nikoisyys on 0.8. Silloin itdvien siementen lukumédrd X ~ Bin(10,0.8), eli

10
x

f(f)z( )0.8“"3-0.210‘9”, z=0,1,...,10.

Miki on todennédkoisyys, ettd vihemmaén kuin 9 jyvid itdd? Todennékoisyys

10
P(X<9)=P(X<8=1-Y P(X=k)
k=9
=1-10-0.8°-0.2 — 0.8 = 0.6242.

O

Laskemme usein muotoa P(X < z) olevia todennékdisyyksid, kuten edel-
lisessi esimerkissd. Todennikoisyydet P(X < x) méérittelevit jakauman
kertyméafunktion

F(z) = P(X <ux).

Kertymafunktio méariteltiin alaluvussa 2.6.1. Binomijakauman kertymafunk-

tion arvot pisteissa x = 0,1,...,n ovat
— (1 n—k
Flo =3 ()=
k=0

Lause 5.2 Jos X ~ Bin(n, p), niin

1. X:n todenndikiisyysfunktio f(x) on

f(z) = (Z)px(l—p)”_:‘”, x=0,1,2,....,n

kaikilla n € N ja kaikilla p € [0, 1];

2. X:n kertymdfunktio F(y) on

n

P =3 (M) et o)

=0
kaikilla y € R, missd e(y) on hyppyfunktio;

3. X :n odotusarvo, varianssi ja momenttifunktio ovat

p,  Var(X) =np(1l - p),

p=FEX)=n
= (1 —p+peh)", —00 < t < 0.

M(t) = E(etX)
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Todistus. 1. Binomijakauman todennékoisyysfunktio johdettiin Lauseen 5.1
todistuksessa.

2. Odotusarvo ja varianssi. Koska X = X+ X5+ -+ X, on riippumat-
tomien Bernoullin muuttujien X; ~ Ber(p) summa, niin

E(X)=E(X)) + E(Xy) + -+ E(X,,)
=p+p+-+p=np

ja
Var(X) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,)
=p(l—p)+p(l—p)+ - +p(l—p)=np(l—p).

3. Momenttifunktio on

M(t) = E(e™)
— E(et(X1+X2+---+Xn)) — (o XrHtXat i)

— E(etXleth . _etXn)

= E(e"™) E(e?) - E(e),

missd viimeinen yhtésuuruus seuraa lauseista 4.5 ja 4.8. Koska X; ja X (i #
§) ovat riippumattomat, niin e’Xi ja e'*s ovat riippumattomat (Lause 4.5) ja
riippumattomien satunnaismuuttujien X1 /X2 e tulon odotusarvo
on yksittéisten tulon tekijéiden odotusarvojen tulo (Lause 4.8). Koska

My, (t) = E(e™) =1 —p+ pe’, 1=1,2,...,n,

niin
M(t) = (1 —p+ peh)” kaikilla ¢ € R.

Momenttifunktio itse asiassa maéarittelee yksikésitteisesti todennikoisyys-
funktion (Lause 4.10). Ndytdmme kuitenkin vield eksplisiittisesti, ettd bino-
mitodennakoisyydet méaarittelevat todennikoisyysfunktion. Koska Binomi-
lauseen 2.6 perusteella

p+(1-pl"= i (Z)pxu —p) =1

=0

kaikilla p € [0, 1], niin todennékoisyydet f(x;n,p) = (:)px(l — p)"~" maa-
ritteleviit todennakéisyysfunktion kaikilla p € [0,1] ja n > 1. Huomaa myos,
etta
M(0) = (1 —p+pe)" =[p+(1-p)]"
U

Seuraus 5.1 Jos X; ~ Bin(ny,p) ja Xo ~ Bin(ne, p) ovat riippumattomat,
niin X1 + X ~ Bin(ny + ng, p).
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Todistus. Koska Lauseen 5.2 mukaan X;m momenttifunktio on (1 — p +
peh)™ ja Xo:n momenttifunktio on (1 — p + pe’)"2, niin satunnaismuuttujan
X1 + X5 momenttifunktio on Lauseen 4.11 mukaan (1 — p + pe')™*"2. Mut-
ta Lauseen 5.2 perusteella (1 — p + pe")™ ™2 on binomijakuman Bin(n; +
ng,p) momenttifunktio. Téstd seuraa momenttifunktion yksikésitteisyyden
(Lause 4.10) nojalla, ettd X; + Xo ~ Bin(ny + na, p). O

Seurauslauseen 5.1 todistuksessa on kiytetty esimerkin vuoksi yleistd mo-
menttifunktiotekniikkaa. Téssd tapauksessa tulos saadaan kuitenkin helposti
turvautumatta noin voimakkaisiin menetelmiin. Koska X esittad onnistumis-
ten lukuméaraa nq:ssd Bernoullin kokeessa ja X5 onnistumisten lukumadrai
ng:ssa kokeessa, missd p on jokaisen kokeen onnistumistodennikoisyys, niin
riippumattomien satunnaismuuttujien X; ja X, summa X; + X, esittda on-
nistumisen lukumairaé (nq + ng):ssa kokeessa. Tamén perusteella saadaan
tulos X7 + Xy ~ Bin(n; + no, p). Analyyttisesti tulos voidaan tarkistaa las-
kemalla lauseke

P(X1+Xo=k)=> P(Xy =i, Xy =k —i)
=0
= P(X;=i)P(Xy =k —1i)
=0

s nq i ny—i No k—i no—k+1
— 1— 1 1_ 2
> (Z.)p( p) (k_i)p (1-p) ,

=0

n2

k_i) = 0 kaikilla £ — ¢ > ny. Téstd seuraa

P(Xl + X, = ]{:) = pk(l — p)”H—nz—k Z <721) (knj Z)
i=0

Soveltamalla hypergeometrista identiteettid (ks. Lause 2.7)

(") =% ()02

saadaan kaivattu tulos.

missa (

5.2.1 Jakauman symmetria
Symmetriaan perustuvaa argumentointia voidaan usein hyddyntdd todenné-

koisyyksien laskemisessa.

Symmetria pisteen suhteen. Jos P(X =b+z) = P(X = b—z) kaikilla
x, niin X:n jakauma on symmetrinen pisteen b suhteen. Satunnaismuuttuja X
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0.20 + 0.20 +
0.15 + 0.15 +
0.10 + 0.10 +
0.05 + ‘ [ 0.05 + ‘
fopatp? I | > x 1 I I Lbeb> X
4 8 12 16 4 8 12 16
(a) (b)

Kuvio 5. . Binomijakauman kuvaajat, kun (a) X ~ Bin(16,0.75)
(b) X ~ Bin(16,0.50).

on symmetrinen b:n suhteen jos ja vain jos X — b on symmetrinen origon
suhteen. Silloin
P(X<b—z)=P(X>b+x).

Esimerkiksi binomijakauma Bin(16,0.50) on symmetrinen pisteen 8 suh-
teen, mutta binomijakauma Bin(16,0.75) ei ole symmetrinen (Kuvio 5.4).
Binomijakaumassa Bin(16,0.50) on

P(X=8+4z)=P(X=8-1)
kaikilla x. Silloin jokaista a € R kohti

P(X <8—a)=P(X >8+a).

5.3 Odotusaikojen jakaumat

Monissa sovelluksissa on kiinnostuksen kohteena odotusaika siihen hetkeen,
ettd jokin tietty tapahtuma sattuu. Téssa alaluvussa kisitellddin Bernoullin
kokeisiin ja yksinkertaiseen satunnaisotantaan liittyvid odotusaikatehtévia.

5.3.1 Odotusajat Bernoullin kokeissa

Tarkastellaan riippumattomien samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien sa-
tunnaismuuttujien jonoa X, Xo,..., X,, missi X; ~ Ber(p). Mééritelladn
satunnaismuuttujat S,, ja W, seuraavasti:

Sp=X1+Xo+ -+ X,,

W, = r:4dn onnistumiseen tarvittavien yritysten maara.

Jos ajattelemme, ettd yhteen Bernoullin kokeeseen kuluu yhden yksikon pi-
tuinen aika, niin S,, vie n aikayksikkdd. Nyt siis W, on r:n onnistumisen
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saavuttamiseen tarvittava aika eli odotusaika ja sen mahdolliset arvot ovat
r,r+ 1, r+2, .... Tiedimme, ettd S, ~ Bin(n,p), mutta mikd on W,.:n
jakauma?

Esimerkki 5.5 Heitetdén harhatonta lanttia, kunnes saadaan kruunu (R).
Olkoon W tarvittavien heittojen lukumééra. Tapahtuma {W; = x} sattuu
vain silloin, kun (z — 1):114 ensimmaéiselld heitolla on saatu pelkkid klaavoja
(L) ja x. heitolla saadaan kruunu:

LLL...L R.
—_—
x — 1 kertaa

Tasta seuraa, etta

P(lel’): 1’21,2,....

2_5’3’

Satunnaismuuttujan W, odotusarvo on méaéritelmén mukaan

=z
(5.3.1) E(W) = ; L
Tieddmme, etta
- 1
(5.3.2) pr:1+p+p2+p3+~-~:?p, kun |p| < 1.

=0
Kun derivoimme sarjan (5.3.2) termeittéin, saamme

[e.e]

(533) 0+ 1+2p+3p°+-- =) (z+1)p" =

z=0

1
—_—, kun [p| < 1.
(1-p)?

Koska sarjan (5.3.2) suppenemissidde on 1, suppenee derivointioperaation tu-
loksena saatu sarja (5.3.3) arvoilla [p| < 1. Sijoittamalla p = 1 sarjaan (5.3.3)

saadaan
o 1 X
Hl=) =4
>e+n(3) =4

=0

joka voidaan esittdd muodossa

1) = 2 saadaan kaavasta (5.3.2). Nyt siis odotusar-

missé summa oo (
vo (5.3.1) on 2.
Jos kruunun todennékéisyys on p, niin silloin
PWi=z)=1-p)(l—p)--(1-p)p=(1-p)"'p

(. ~/

-~

x — 1 kertaa
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ja

WK

EWy) =) z(l—p) 'p=p> (x+1)(1-p)*

1 1

1-Q-p p

missd sarjan summa saadaan (5.3.3):n avulla. Satunnaismuuttuja Wj on siis
kruunun tai yleisemmin ’onnistumisen’ odotusaika. Jakaumaa

r=1

I
S

(5.3.4) PW,=z)=(1-p)"'p, r=1,2,...

kutsutaan geometriseksi jakaumaksi. Todennakdisyydet (5.3.4) todellakin maa-
rittelevit jakauman, koska

f:P(Wl zx)Zi(l—p)m”p:p-i(l—p)mZP%=1-

O

Tapahtuma {W, = z} sattuu, kun (z — 1):ssd ensimmaéisessé kokeessa on
saatu r — 1 onnistumista ja x. kokeessa saadaan onnistuminen:

OOEOE...EO
_—
z — 1 koetta, {:v koe,
r—1 onnistumista, r. onnistuminen

kokeiden jérjestys
mielivaltainen

Nyt siis {W,, = 2z} = {S,-1 =r—1, X, = 1}. Koska X;:t (i = 1,2,...,x)
ovat riippumattomat, niin myos S,_; ja X, ovat riippumattomat. Silloin

(5.3.5) P(W,=x)=P(S,.1 =r—1)P(X, =1)

koska S,_1 ~ Bin(z — 1, p). Todennékoisyydet (5.3.5) médrittelevit ns. ne-
gatiivisen binomijakauman. Soveltamalla identiteettia |ks. (2.4.5)]

()-(2)

P(W, = 1) = gp(sm s

saadaan

Toinen usein kidyttokelpoinen identiteetti on

P(W, >x) = P(S, <r).
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5.3.2 Geometrinen jakauma ja
negatiivinen binomijakauma

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa
parametrein 7 ja p, jos

-1
(5.3.6) P(sz)z(I )pr(1—p)r—", r=rr+lr+2,.. ..

r—1

Merkitsemme silloin

X ~ NBin(r, p).

Edellisessé pykildssid huomasimme, ettid odotusaika W, ~ NBin(r,p). Kun
r = 1, sanomme negatiivista binomijakaumaa geometriseksi jakaumaksi. Geo-
metrisen jakauman todennédkéisyysfunktio on siis

(5.3.7) f(z) =p(1 —p)* 1, r=1,2,3....

Kun siis X ~ NBin(1,p), niin X:n noudattaa geometrista jakaumaa para-
metrilla p. Merkitsemme silloin X ~ Geo(p).

Lause 5.3 Oletetaan, etti X ~ NBin(r,p).

1. Funktio (5.3.6) on negatiivisen binomijakauman todenndkdisyysfunktio
kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla v ja kaikilla 0 < p < 1 ja

2.
BX)=" Var(x) = T(lp; D),
M(t) = Be¥) = — 2¢) t < —log(1—p).

Todistus. Johdamme ensin negatiivisen binomijakauman momenttifunktion
suoraan médritelmin nojalla. Koska M(t) = E(e'), niin momenttifunktio
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on

[e.e]

P = e (1 -

roo r T_'_y_l r
pzet(y+)( o )p(l—p)y
y=0

> -1
e S (T

y=0 4
= e Soereny (Y-
y=0 J

=ple” ; Cf) [—(1 = p)e]”

pre"[1—(1—p)e] " = l%y

Binomisarja > 7 (_y’") [—(1—p)e']” suppenee (Lause ??), kun (1 —p)e’ < 1,
joka on yhtépitéva epdyhtédlon ¢ < —log(1 — p) kanssa.

Koska M (0) = 1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r (r € N) ja kaikilla
0 < p < 1, niin (5.3.6) on todenn#koisyysfunktio kaikilla » € N ja kaikilla
0 < p < 1. Odotusarvo ja varianssi saadaan laskemalla ensin M (¢):n 1. ja 2.

derivaatta ja niiden avulla

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M(0)]>.

Seuraus 5.2 Jos X ~ Geo(p), niin X ~ NBin(1,p) ja

1. funktio (5.3.7) on geometrisen jakauman todenndkéisyysfunktio kaikilla
0<p<liyja

1—p
p2

Y

E(X)=-,  Var(X)=

M(t) = E(eX) = ﬁ, t < —log(1 — p).

Olkoon Y epdonnistumisten lukumaéra Bernoullin toistokokeessa, ennen
kuin saadaan r. onnistuminen. Koska r. onnistumiseen tarvittavien yritysten
méérd W, ~ NBin(r, p), niin

Y=W,-r ja EY)=EW,)—r=——r=
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Y'm varianssi on tietysti sama kuin W,:m varianssi. Nyt siis P(Y = y) =
P(W, =r+y) kaikillay =0,1,2, .. ..
Nimitys "negatiivinen binomijakauma” on peréiisin esitystavasta

r —r r —r r - -r
L=y = -l = 3 (V) e,
o\ Y
y
mistd saadaan todennakoisyydet P(W, = y+r), y = 0,1,2,.... Merkinta
(_yr) on maaritelmansid mukaan

()-S5 1)

missa r > 0 ja y > 0 ovat kokonaislukuja.

Esimerkki 5.6 Geometrisella jakaumalla ja negatiivisella binomijakaumalla
on tiarked merkitys esimerkiksi jonoteoriassa. Oletetaan, ettd joukko asiakkai-
ta jonottaa padsya palvelutiskille. Olkoon todennikdéisyys p, ettd jokaisella
pienelld aikavililld tulee 1 uusi asiakas (0 uutta asiakasta todennikdisyydella
1 — p = q). Silloin seuraavan asiakkaan odotusaika W ~ Geo(p). Todenné-
koisyys P(W > k), ettid seuraavan k:n aikayksikon aikana ei tule asiakasta,
on

PW>k=> ¢ 'p=dp+w+dp+ )
j=k+1

=q¢"=1-P(W <k).

OJ
Geometrisen jakauman kertyméafunktio on siis
k
F(k)=P(W <k)=>Y (1-p)'p
i=1
=1-P(W>k)=1-¢"
missid ¢ = 1 —pja k = 1,2,.... Geometrisen jakauman kertymifunktion

arvot saadaan geometrisesta sarjasta, josta jakauman nimi tulee.

Usein oletetaan, ettd myos asiakkaan palvelemiseen kiytetty aika (palve-
luaika) noudattaa geometrista jakaumaa. Palveluajan jakaumalla on tietysti
yleensd eri parametrin p arvo kuin palvelun odotusajan jakaumalla. Geo-
metrisella jakaumalla on "unohtamisominaisuus”, joka havaitaan laskemalla
seuraava ehdollinen todennikoisyys:

PW >k+s) ¢ |
(5.3.8) PW>k+s|W>k)= POV SH & =q°.
Nyt siis todennékoisyys, ettd asiakkaan palveleminen kestdi vield s aikayk-
sikkdd, ei riipu siitd, kuinka kauan héntad on jo palveltu. Onneksi kuitenkin
kiytdnnossi palveluaika ei aina tdysin noudata geometrista jakaumaa.
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Esimerkki 5.7 Banachin tulitikkuongelma. Piippua polttelevalla mate-
maatikolla oli tapana pitda yksi tulitikkulaatikko oikeassa ja yksi vasemmas-
sa taskussa. Joka kerta tikkua tarvitessaan han valitsi taskun tdysin satun-
naisesti, joten kummankin taskun valintatodennékoisyys on % Tarkastellaan
tapahtumaa, ettd matemaatikko huomaa laatikon olevan tyhji. Oletetaan,
ettd kummassakin laatikossa oli alunperin N tikkua. Mikd on todennikoi-
syys, etté toisessa laatikossa on tésmalleen k tikkua (k =0, 1,..., N) silloin,
kun matemaatikko havaitsee toisen laatikon olevan tyhja?

Olkoon A tapahtuma, ettd matemaatikko huomaa oikeanpuoleisen laati-
kon olevan tyhja ja samalla vasemman taskun laatikossa on k tikkua. Tapah-
tuma voi sattua tdsmaélleen silloin, kun oikeanpuoleisen taskun laatikosta va-
litaan tikku (N+1). kerran ja yhteensa valintoja on tehty N+1+ N —k kappa-
letta. Teemme siis valintoja palauttamatta. Molemmissa laatikoissa on N tik-
kua, joten tapahtuma A on ekvivalentti tapahtuman {Wy,, = N+1+N—k}
kanssa. Saamme kaavalla (5.3.6) todennédkdisyydeksi

IN — k 1 2N—k+1
e =1 = () ()

Koska myos todennékoisyys, ettd vasemmanpuoleinen laatikko huomataan
tyhjéksi ja oikeanpuoleisessa on k tikkua, on P(Wy,1 = N+ 1+ N —k), niin
vastaus kysymykseen on

IN — 1 2N—k
ST O IO

5.3.3 Odotusajat perikkiisotannassa

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita. Valitaan populaatios-
ta perakkiisotos. Kaytetdan nyt apuna uurnamallia. Olkoon uurnassa a wval-
koista palloa ja b mustaa palloa eli yhteensid a + b = N palloa. Poimitaan
satunnaisvalinnalla palloja uurnasta yksitellen. Maéritellidn satunnaismuut-
tujat

Sy, = valkoisten pallojen (onnistumisten) lukumé&éra
n:ssa ensimmaisessa nostossa;

W, = r:n valkoisen pallon saamiseksi tarvittavien nostojen maéra.

Jos ajatellaan, ettd nostoon menee yksi aikayksikkd, niin W,. on r:n valkoisen
pallon saamiseksi tarvittava odotusaika.

Jos otanta tehdain palauttaen, niin peridkkiiset nostot ovat riippumatto-
mia Bernoullin kokeita, joissa onnistumistodennékoisyys on p = a/N. Tés-
sd tapauksessa voidaan suoraan soveltaa edelli esitettyjd Bernoullin kokeita
koskevia tuloksia.
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Kun otanta tehddin palauttamatta, perdkkiiset nostot eivit ole riippu-
mattomia, koska valkoisten pallojen suhteellinen osuus uurnassa riippuu sii-
td, mitd sieltd on jo valittu. Alaluvussa 2.7.1 osoitimme, ettd .S, noudattaa
hypergeometrista jakaumaa, kun otanta tehddén palauttamatta (ks. myos
alaluku 3.3.3). Silloin

(2) G=s)
(5.3.9) P(S,=x) = %,
kun x = 0,1,...,n. Mikd on todenndkoisyys, ettd saamme x. nostossa r.

valkoisen pallon?
Tapahtuma {W, = z} sattuu tésmélleen silloin, kun z — 1 ensimmaéisessé
nostossa on saatu r — 1 valkoista ja x. nostossa saadaan valkoinen:

o»0<Q33~-Qj://—TE?0<Q~-OJ

Valittu « — 1 palloa, x. valinta, Uurnassa jaljella
joista valkoisia r — 1; r. valkoinen N — x + 1 palloa, joista
valintajdrjestys mielivaltainen valkoisia a — r + 1.

Voimme siis kirjoittaa {W, =z} = {S,-1 =7 — 1, X, = 1}, missd S,_; ~
HGeo(z — 1, N,a/x) |ks. Esimerkki 4.4 ja (4.1.5)] ja X, = 1, kun valitaan
valkoinen pallo x. nostossa. Tésta seuraa, etta

(5.3.10) PW,=12)=P(Sy1 =7 —1,X, = 1)
—P(S, =r—1)P(X,=1|S, =r—1)

_()ED) a-r+1
(Y)  N-az+l

r—1

kan z =r,r+1,...,N.
Todennékaisyys (5.3.10) voidaan kirjoittaa lausekkeena

N—

T — 1) (a_;‘f)
_ R

r=1 ()

joka on negatitvisen hypergeometrisen jakauman todennakoisyysfunktio. Kos-

ka (m_l) = £(f), niin

r—1 T

(5.3.11) P(W, =z) = (

P 0 e
STy e

PW,.=1z)=

missd S, ~ HGeo(x, N,a/N). Vastaavanlainen tulos saatiin otannassa pa-
lauttaen. Samoin on jilleen helppo ndhda, etté

P(W,.>z)=P(S, <r).
Merkitéén W, ~ NHGeo(r, N, p), missd p = a/N.
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5.3.4 Hypergeometrinen jakauma ja
negatiivinen hypergeometrinen jakauma

Olemme esitelleet hypergeometrisen jakauman tarkastelemalla otantaa pa-
lauttamatta (alaluku 2.7.1). Jakauman avulla voidaan siis ratkaista otan-
taan liittyvid todennakoisyystehtavia. Hypergeometrisen jakauman moment-
tifunktiolla M (t) ei ole olemassa siistid lauseketta, vaikka se tietysti voidaan
lausua maaritelminsi mukaan ddrellisend summana, koska satunnaismuut-
tujan arvojoukko on ddrellinen. Hypergeometrisen jakauman odotusarvon ja
varianssin laskeminen ei myoskddn ole aivan helppo tehtéava.

Olemme merkinneet populaation alkioiden lukuméaraa N = a + b, joista
a kappaletta on tyyppid A ja b kappaletta tyyppid B. Esimerkiksi tuotepo-
pulaatiossa on a viallista. Tyyppid A olevien alkioden suhteellinen osuus on
p = a/N. Tyyppid A olevan alkion valinta on “onnistuminen” ja tyypin B
valinta “epdonnistuminen”. Valitaan populaatiosta n:n alkion otos palautta-
matta. Olkoon X onnistuneiden valintojen lukumé&ara otoksessa. On selvii,
ettd 0 < X < n. Koska populaatiossa on pN kappaletta tyyppid A olevia
alkioita ja (1 —p)N kappaletta tyyppia B, niin X < pN jan—X < (1—p)N.
Siksi X:n arvoalue S on ehdon

max{0,n — (1 —p)N} <z < min{n,pN}

toteuttavien kokonaislukujen x joukko.
Kun X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n, N, p), niin Xm
todennékoisyysfunktio on

()2

)
Huomattakoon, ettd todennékdisyys (5.3.12) on mééritelty myos arvoilla x ¢
S, mutta silloin f(z) = 0.

(5.3.12) flzx)=P(X =z2) = res.

Lause 5.4 Oletetaan, etti X ~ HGeo(n, N,p). Silloin

N —n
N -1

E(X)=np ja Var(X) = np(1 —p).

Todistus. Hypergeometrisen jakauman odotusarvo laskettiin esimerkissa 4.4
ja alaluvussa 3.3.3. Varianssi voidaan laskea vastaavalla tavalla. 0]

Lause 5.5 Oletetaan, etti Y ~ NHGeo(r, N, p). Silloin

rN(N+1)(1—p)(Np+1—r)
(Np+1)2(Np +2)

N+1
E(Y):r-NptLl ja  Var(Y) =
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Mainitsimme jo alaluvussa 2.9.1, ettd binomijakaumaa voidaan kiyttaa
hypergeometrisen jakauman likiarvona, kun N on suuri. Erityisesti, kun N
on ddretodn tai hyvin suuri (verrattuna otoskokoon), on yhdentekevii, kéyte-
taanko otantaa palauttaen vai palauttamatta. Oletetaan nyt, etté

Xy ~ HGeo(n, N, p) ja X ~ Bin(n,p).

Kun parametrit n ja p ovat annettuja vakioita ja N kasvaa rajatta, voimme
osoittaa, ettd X:n jakauma ldhestyy X:n jakaumaa. Silloin siis

Xy % X, kan N — oo.

Koska X ~ Bin(n, p), niin
XN i> Bin(nup)v

eli Xy:n jakauma ldhestyy binomijakaumaa, jonka parametrit ovat n ja p.
Sanomme myos, ettd X y:n jakauma suppenee kohti X:n jakaumaa N:n kas-
vaessa. Kutsumme X:n jakaumaa Xy:n asymptoottiseksi jakaumaksz.
Lauseen 4.4 mukaan satunnaismuuttujilla on sama jakauma, jos niilla on
sama kertyméfunktio. Voimme nyt tarkastella satunnaismuuttujien jonoa

(Xy; N=1,2,...} = X1, Xo,...
ja vastaavaa kertyméfunktioiden jonoa

(Fyi N=1,2,..Y=F.F, ...,
missd Fy(z) on Xx:n kertyméfunktio.

Maaritelmi 5.1 Jono { Xy; N = 1,2,...} suppenee jakaumaltaan kohti
satunnaismuuttujaa X, jos

lim Fy(z) = F(z)

—00
kaikissa pisteissid x € R, joissa X:n kertyméfunktio F'(z) on jatkuva.
Diskreettien satunnaismuuttujien tapauksessa voidaan helposti todistaa

tulos, joka osoitaa, etti suppenemista jakaumamielessi voidaan tarkastella
yhtd hyvin myos todennikoisyysfunktioiden avulla.

Lause 5.6 Olkoon { Xy; N =1,2,...} sellainen epanegatiivisten kokonais-
lukuarvoisten satunnaismuuttujien jono, ettd X n:n todenndkdisyysfunktio on
fn(k), N=1,2,.... Olkoon X epinegatiivinen kokonaislukuarvoinen satun-
naismuuttuja, jonka todenndkdisyysfunktio on f(k). Silloin

Xy =5 X & lim fu(k) = f(k)

kaikilla epinegatiivisilla kokonaisluvuilla k.
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Todistus. Jitetddn harjoitustehtaviksi. O]

Lause 5.7 Jos Xy ~ HGeo(n, N, p), niin
Xy -5 Bin(n,p), kun N — oc.

Todistus. Kiytetddn lausetta 5.6 ja osoitetaan, ettd P(Xy = k) = fy(k) —
f(k) kaikilla epanegatiivisilla kokonaisluvuilla k£, kun N — oo. Yksityiskoh-
dat jatetddn lukijan pohdittavaksi. 0]

5.3.5 Tasajakauma

Diskreetti tasajakauma esiteltiin ensimmaéisen kerran alaluvussa 2.14. Satun-
naismuuttuja X, jonka arvoavaruus on S = {1,2,..., N}, noudattaa dis-
kreettid tasajakaumaa, jos

N?
Silloin merkitdan X ~ Tasd(1,2,...,N), missi N > 1 on annettu positiivi-
nen kokonaisluku. Jos X ~ Tasd(1,2,..., N), niin

B(X) = % ja Var(X) = (N“i;N_l).

5.4 Poissonin jakauma

Satunnaismuuttuja X, jonka todennikdéisyysfunktio on

—A)\x
(5.4.1) f(a:):ex' . 2=0,1,...

noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A > 0, joka on Poissonin jakau-
man odotusarvo. Silloin merkitain

X ~ Poi(\).

Poissonin jakaumalla on runsaasti sovelluksia eri aloilla. Sitd voidaan kiyttiaa
my0s binomijakauman Bin(n, p) likiarvona, kun n on suuri ja p pieni. Silloin

siis patee
T x!

Lause 5.8 Olkoon X ~ Poi(\). Silloin

1. funktio (5.4.1) on Poissonin jakauman todenndkoisyysfunktio kaikilla
A >0 ja
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p=EX)=A\, Var(X) = A,
M(t) = E(e") = exp(Xe’ — \).

Todistus. Sovelletaan eksponenttifunktion sarjakehitelmaé
)\SE

x!l’

[e.e]

(5.4.2) exp()\) = e)‘ — Z

z=0

1. Ensinnékin f(z) > 0 kaikilla x = 0,1,2, ..., ja eksponenttifunktion sarja-
kehitelmén (5.4.2) perusteella

S e AN A A
f(x)zz " =e Zg:e_ezl.
=0 =0 ’ =0 ’

2. Johdetaan ensin momenttifunktion M (¢) lauseke:

o0

)\IE
_ XN E T -
M(t) = E(et ) = et Ee

=0

= e exp(Ae’) = exp(Ae’ — N).

Odotusarvo ja varianssi saadaan sitten laskemalla M (¢):n 1. ja 2. derivaatta
ja soveltamalla identiteetteja

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M(0)]>. -

Riippumattomien Poissonin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
summa noudattaa myos Poissonin jakaumaa.

Lause 5.9 Olkoot Xy, X, ..., X, riippumattomat ja X; ~ Poi()\;), i =
1,2,...,n. Olkoon Y = X1+ Xo+---+ X,,. Silloin
Y ~ Poi()),

missa A = Y \;.

=1

Todistus. Seurauslauseen 4.1 mukaan

My (1) = [T Mx (@)
— HGXP(Az‘et — \i) = exp[(e’ — 1)),

n
missd A = > \;. Lauseesta 4.10 seuraa sitten viite Y ~ Poi(\). O
i=1
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Jos riippumattomat X;, X, ..., X,, noudattavat samaa Poissonin jakau-
maa Poi(A), niin Lauseen 5.9 mukaan niiden summa ¥V = X7+ Xo+---+ X,
noudattaa Poissonin jakaumaa Poi(n)\). Poissonin jakauma on hyvé binomi-
jakauman Bin(n, p) likiarvo silloin, kun n on suuri ja p pieni.

Kun X ~ Bin(n,p), niin binomitodennékoisyys on

(5.4.3) f(x;n,p) = (Z)px(l —p)" Y xr=0,1,...,n.

Annetaan nyt p:n riippua n:std ja merkitddn lausekkeessa (5.4.3) p = p,.
Valitaan erityisesti

Tarkastellaan nyt binomijakaumien jonoa
Bin(1,p1), Bin(2,p2), Bin(3,ps),...

ja vastaavaa satunnaismuuttujien X7, Xy, X3, ... jonoa, missi X,, ~ Bin(n, p,),
n > 1. Nyt siis

(5.4.4) P(X, =a) = (Z) (%)x <1 - %)n_x 0<z<n

Merkitéén todennikoisyyttéd (5.4.4) lyhyesti b, (n)
Kiinnitetdan nyt = ja annetaan n:n kasvaa rajatta. Osoittautuu, etté b, (n)
suppenee kaikilla . Valitaan ensin x = 0. Silloin saamme

(5.4.5) lim by(n) = lim (1 — 5)n =e

n— o0 n—oo n

Se on erés keskeinen eksponenttifunktioon liittyva kaava, joka pitéisi analyy-
sin kurssien perusteella muistaa. Tulos (5.4.5) saadaan esimerkiksi Taylorin
sarjan

o pn
log(1 —p) = _Zﬁ

=1

3

avulla, kun sijoitetaan p = %:

A\ A AN A3
4. —— ] = — ) = ...
(5.4.6) log<1 n) nlog(l n) n( s v B )
— N
1/ X
— a2y,
n<2+3n+ )

Kun n — oo, niin L (% + 2 +.-+) — 0 ja siksi log(1 — 2)" — —\.
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Lasketaan seuraavaksi b, (n):n raja-arvo, kun z > 0. Tarkastellaan perak-
kiisten binomitodennikoisyyksien suhdetta

)2 - )0

missa =%
n

—1ljal-— % — 1, kun n — oo. Téasté seuraa, etta

. bx—i—l (n> )\
5.4.7 1 -
(5.4.7) e o) T +1

Kun ldhdetdén tuloksesta (5.4.5) ja kdytetddn hyviksi raja-arvoa (5.4.7),
saadaan

A

lim by (n) = 1 lim by(n) = Ae™?,
A
o) =3 Jim bin) = 75
A AF
lim b,(n) = = lim b, y(n) = ———e*
Nim b (n) = 7 Jim by (n) = 5——e
Olemme siis niyttaneet, etti
: ATy
(5.4.8) lim b;(n) = —e™7,
n— o0 xZ:

missd raja-arvo on P(X = z), kun X ~ Poi()A). Tulos (5.4.8) tunnetaan
Poissonin raja-arvolakina.

Satunnaismuuttujat noudattavat samaa jakaumaa, kun niilli on sama
kertyméfunktio (Lause 4.4). Jos diskreetit satunnaismuuttujat noudattavat
samaa jakaumaa, niin niilld on sama todennikoisyysfunktio. Jos satunnais-
muuttujan X, jakauma ldhenee X:n jakaumaa n:n kasvaessa rajatta, niin
X,:n todennikoisyysfunktio lahenee X :n todennékéisyysfunktiota, mikéili ja-
kaumat ovat diskreettejd (Lause 5.6). Vaikka edelld olemmekin johtaneet
Poissonin raja-arvolain (5.4.8), esitetddn tulos vield Poissonin lauseena.

Lause 5.10 (Poissonin lause) Olkoon X,, ~ Bin(n,p). Silloin
X, -5 Poi()),
kun n — oo siten, ettdi np = \.

Todistus. Koska np = A, voimme merkitd p = \/n. Todistus perustuu
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Lauseeseen 5.6. Jos X,, ~ Bin(n,p), niin
(5.4.9)

Fe(@) = (n) ( %> ) %)
T -0

ja

lim (1 — i) =1.
n—oo n

Niisté tuloksista yhdessi raja-arvon (5.4.5) kanssa seuraa

) e AN
nh—>nolo fx (@) = x!

Satunnaismuuttujan X, jakauma ldhestyy siis Poissonin jakaumaa Poi()),
kun n — oo. 0

Poissonin jakaumaa sanotaan usein harvinaisten tapahtumien laiksi. T4-
mé luonnehdinta perustuu edellisessi lauseessa esitettyyn ominaisuuteen. Jos
tehddan suuri méaara riippumattomia Bernoullin kokeita, joissa onnistumisto-
dennékoisyys on hyvin pieni, niin silloin Lauseen 5.10 mukaan onnistumisten
lukumé&édra noudattaa likimain Poissonin jakaumaa. Esimerkiksi suuri maira
ihmisid on paivittdin alttiina liikenneonnettomuuksille. Yksittdisen henkilon
todennékoisyys (onnistumistodennékoisyys!) joutua onnettomuuteen on pie-
ni, mutta onnettomuuksille alttiina olevien henkildiden lukuméaéra n on suuri.
Silloin onnettomuuksien lukumééra noudattaa likimain Poissonin jakaumaa.

Lause 5.11 Olkoot X ja 'Y sellaiset risppumattomat satunnaismuuttujat, et-
ti X ~ Poi(\1) ja Y ~ Poi(Ay). Silloin X:n ehdollinen jakauma ehdolla
X 4+Y on binomijakauma.

Todistus. Olkoot m ja n sellaiset epdnegatiiviset kokonaisluvut, ettd m < n.
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Silloin

P(X=m,X+Y =n)

P(X+Y =n)

_ P(X=m,Y =n—m)
P(X+Y =n)
:P(x:m)P(Y:n—m)

P(X+Y =n)

e M /mb)e 2 Ay /(n — m)]
e~ (MtA2) (A + \y)"/n!

(A

N (m) ()\1 + )\2)"

-Gw) (-53w)
m) \ A1+ Ao AL+ Ao

on binomitodennékoisyys kaikilla m = 0,1, ..., n. Ndin on lause todistettu.

O

Lauseella 5.11 on tarked merkitys esimekiksi frekvenssiaineistojen analyy-
sissa.

Esimerkki 5.8 Tiedetdan, ettd auto-onnettomuuksien lukuméara aikayksi-
kosséd (esimerkiksi kuukaudessa) noudattaa Poissonin jakaumaa. Tarkastel-
laan erdélla tieosuudella lokakuussa sattuvien onnettomuuksien lukuméaraa.
Aikaisempien tilastojen perusteella voidaan olettaa, ettd auto-onnettomuuk-
sien lukumaéra Z kyseiselld tieosuudella (kuukaudessa) noudattaa Poissonin
jakaumaa Poi(\). Onnettomuudet luokitellaan mahdollisten henkilévahinko-
jen mukaan vakaviin ja lieviin (jokainen onnettomuus kuuluu toiseen niista
luokista). Vakavien onnettomuuksien lukuméédrd X ~ Poi()\;) ja lievien lu-
kuméérd Y ~ Poi()\y). Lisiksi X ja Y ovat toisistaan riippumattomat. Koska
Z=X+Y niin E(Z)=E(X)+ E(Y) eli A = A\ + \o.

Tutkijat valitsivat poliisin tiedostoista satunnaisesti valitun kuukauden
(vuonna 2003) onnettomuudet. He havaitsivat onnettomuuksien lukumé&érak-
si 120 (n = 120), mutta he eivit olleet vield luokitelleet onnettomuuksia. Mi-
td jakaumaa noudattaa vakavien onnettomuuksien lukuméara? Lauseen 5.11
perusteella

P(X = Z =120) = 1—

m =0,1,...,120. Vakavien onnettomuuksien lukuméaira noudattaa siis bino-

mijakaumaa Bin(lQO, /\1’:3/\2 ) Aikaisempien onnettomuustilastojen perusteel-

la voimme arvioida parametrit A\; ja A9, joiden avulla saamme estimaatin pa-
rametrille /\1’:)\2. Kun tutkijat olivat luokitelleet nuo 120 onnettomuutta, ai-
neistossa havaittiin 15 vakavaa onnettomuutta. Koska F(X | Z = 120) = Ay,

niin havainnon 15 pitéisi osua "melko 1dhelle” arvoa A;. 0]
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5.5 Poissonin prosessi

5.5.1 Laskuriprosessi

Stokastinen prosessi { N(t), t > 0} on laskuriprosessi, jos N(t) on ajankoh-
taan ¢ mennessi sattuneiden "tapahtumien” lukumaara.

Esimerkki 5.9 Seuraavassa luetellaan esimerkkeji laskuririprosesseista.

1. Jos N(t) on annetulla tieosuudella hetkeen ¢ mennessi sattuneiden on-
nettomuuksien lukumééré, niin { N(¢), ¢ > 0} on tapahtumaan "on-
nettomuus” liittyva laskuriprosessi.

2. Olkoon N(t) palvelutiskille tulleiden asiakkaiden lukuméérd hetkeen ¢
mennessi. Tapahtuma on “asiakkaan tulo palvelutiskille” ja { N (t), ¢ >

0 } on tapahtumaan liittyvé laskuriprosessi.

3. N(t) on vuoden alusta hetkeen ¢ mennessi syntyneiden lasten luku-
madrd kaupungissa A.

4. N(t) on jalkapallojoukkueen A tekemien maalien lukumédrd kauden
alusta ajankohtaan ¢t mennessi.
O

Laskuriprosessin tulee toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
1. N(t) > 0.
2. N(t) € N, eli N(t) on kokonaislukuarvoinen.

3. Jos s < t, niin N(s) < N(t).

B

. Kun s < t, niin N(t) — N(s) on vililla (s, t] sattuneiden tapahtumien
lukumaara.

Laskuriprosessi on riippumattomien lisiysten prosessi, jos erillisilla aikavi-
leilld sattuvien tapahtumien lukuméariat ovat riippumattomat. Esimerkiksi
satunnaismuuttujat N(2) ja N(10) — N(2) ovat riippumattomat, jos N ()
on riippumattomien lisdysten laskuriprosessi. Laskuriprosessin lisdykset ovat
stationaariset, jos milla tahansa vililld sattuvien tapahtumien lukumaéairian
jakauma riippuu vain vélin pituudesta. Jos N(¢) on stationaarinen laskuri-
prosessi, niin satunnaismuuttujilla N(t2) — N(¢1) ja N(t2+s) — N(t; + s) on
sama jakauma kaikilla véleilla (¢1,t5] ja (¢ +s,t2 + s], missd to > ¢ ja s > 0.
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5.5.2 Poissonin prosessin mairitely

Poissonin prosessi on yksi tarkeimpié laskuriprosesseja. Se méaaritellddan seu-
raavasti:

Maaritelmi 5.2 Laskuriprosessi { N(¢), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.
2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukuméara jokaisella h:n pituisella vililla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on Ah:

P[N(h+t)—N(t):x]:e_’\h()\$L')w, r=0,1,...

kaikilla h,t > 0.

Laskuriprosessin osoittaminen Poissonin prosessiksi Maéritelméan 5.2 avul-
la saattaa olla hankalaa. Ei ole mitdin yksinkertaista keinoa tarkistaa esi-
merkiksi ehdon 3 patevyyttd. Siksi esitetddn vield toinen mééritelma, jonka
avulla voi olla helpompaa tunnistaa prosessi. Voidaan osoitaa, ettd maéritel-
méit 5.2 ja 5.3 ovat yhtapitavit.

Maaritelmi 5.3 Laskuriprosessi { N(¢), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.

2. Prosessin lisdykset ovat stationaariset ja riippumattomat.
3. P(N(t+h) = N(t)
4. P(N(t+h) — N(t) > 2) = o(h).

1) = Ah+ o(h).

Madritelméssé 5.3 kiytetddn merkintdd o(h). Sanomme, ettd funktio f(-) =

o(), jos

. f(h)

lim —= = 0.

h—0 h
Esimerkki 5.10 Tielitkenneonnettomuudet. Havainnoidaan esimerkiksi
jollain tieosuudella sattuvien auto-onnettomuuksien lukuméaridsa. Onnetto-
muuksien maira noudattaa tavallisesti varsin hyvin Poissonin prosessia. [

Tarkastellaan nyt hieman ldhemmin Poissonin prosessin oletuksia. Olete-
taan, ettd onnettomuuksien lukuméaré erddlld tieosuudella noudattaa aika-
valilla (0,7) Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on \. Aikavéli voi olla
esimerkiksi ruuhka-aika tiettynd perjantai-iltapdivina klo 15 19 ja tieosuus
jokin ulosmenotie. Oheisessa kuviossa on havaitut onnettomuudet merkitty
aika-akselille.
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Tarkasteluvili (0, 7] on jaettu viiteen yhtd pitkddn osaviliin, joiden pituu-
det ovat T'/5. Nyt esimerkiksi 1. osavililld sattuneiden onnettomuuksien lu-
kuméérd on N(t;) — N(0) = N(t1), joka on siis hetkeen ¢ mennessi sat-
tuneiden onnettomuuksien lukumaéédrd. Kuvioon 5.3 on piirretty prosessin
{N(t), t € (0,T]} realisaatio, missi havaintoina ovat kyseiset onnettomuu-
det.

N(t)
51 —
4 [ S
4 >
T — N(t)
t1 to tg ty4 ts =T

Kuvio 5.3. Poissonin prosessin { N(t), ¢ € (0,7} erdén realisaation
kuvaaja.

Madritelmén 5.3 oletuksen 2 mukaan lisdykset N(t;) — N(0), N(t2) —
N(t1), N(t3) — N(t2), N(ts) — N(t3) ja N(t5) — N(t4) ovat riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa. Maaritelméan 5.3 oletukset 3 ja 4 tarkoittavat,
ettd tapahtumat (onnettomuudet) sattuvat yksittdin ja samalla intensiteetil-
14 koko tarkastelujakson ajan. Koska tapahtumat ovat erillisid pisteiti, niin
aina voidaan valita niin hienojakoinen vilin ositus, ettd kullakin osavalilla
on korkeintaan 1 tapahtuma. Jos tarkastelemassamme esimerkkitapauksessa
valitaan osavélin pituudeksi 7'/20, sattuu tésséd osituksessa kullekin osavilille
korkeintaan 1 tapahtuma. Riippuen tietysti kulloisestakin havaintojaksosta,
kuinka hienojakoinen ositus tarvitaan.

0 too =T

20

Todennédkoisyys, ettd T /n:n pituiselle osavilille sattuu havainto, on M&&ri-
telmén 5.3 oletuksen 3 mukaan

(s D) o] T of2).
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Vastaavasti todennékoisyys, ettd osavililld sattuu enemmaén kuin yksi ha-
vainto, on havidvan pieni, silli Maaritelméan 5.3 oletuksen 4 mukaan

P[N(tJr %) SN > 2] _ 0(%)

Voimme siis olettaa, ettd kullakin osavalilld sattuu vain 0 tai 1 tapahtumaa,
kun n on riittdvin suuri.
Maaritelladn nyt satunnaismuuttujat

XZ-:N<E) _N(M), i=12...n.

n n

Muuttujia X; voidaan kisitelld toisistaan riippumattomina Bernoullin jakau-
maa noudattavina satunnaismuuttujina:

XZ-NBer<)\—T), 1=1,2,...,n.
n

Koko vililld (0, 7] havaittujen tapahtumien lukumé&éra on
5%::;¥1+'A&‘+"'+_X%a

joka noudattaa binomijakaumaa Bin(n, ’\TT) Koska E(S,) = n - )‘TT = \T
kaikilla n € N, niin E(S,,) = AT, kun n — co. Voimme siis soveltaa Poisso-
nin lausetta (Lause 5.10), jonka mukaan S, noudattaa Poissonin jakaumaa
Poi(AT"), kun n kasvaa rajatta. Néin esimerkiksi todennékoisyys, etté vélilla
(0,7 sattuu = onnettomuutta, on

e—AT(Ajvx
x! ’

P(N(T)=z) =

Todennikoisyys riippuu vain vilin pituudesta 7' ja intensiteetista A\ > 0.

5.5.3 Satunnaistapahtumat tila-avaruudessa

Poissonin prosessilla mallinnetaan myd6s ilmiéita, jotka tapahtuvat satunnai-
sesti tila-avaruudessa. Silloin Maaritelméan 5.3 ehdot voidaan luonnehtia seu-
raavasti:

1. Ruppumattomuus. Erillisilld alueilla sattuvien tapahtumien lukumé&éa-
rat ovat riippumattomat.

2. Yksittaisyys. Todennakoisyys, ettd alueella sattuu enemmén kuin yksi
tahtuma, on havidvin pieni.

3. Homogeenisuus. Tapahtumat sattuvat samalla intensiteetilla koko tar-
kasteltavalla alueella.
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Tarkastellaan esimerkiksi Poissonin prosessia tasossa. Silloin todennakoisyys,
ettd pinta-alaltaan A:n kokoisella alueella sattuu = tapahtumaa, on

—AA x
e AA
fA(x):#, x=0,1,...,
x!
missd A on tapahtumien lukuméiran odotusarvo yhté pinta-alayksikkoa koh-
ti. Jos Poissonin prosessia noudattavat tapahtumat sattuvat kolmiulotteises-
sa avaruudessa, niin silloin V:n kokoiseen tilaan osuu z tapahtumaa toden-
nakaoisyydella
e\ T
e AV
fv(x)zi( >, r=0,1,...,
x!
missid A on tapahtumien lukuméérin odotusarvo yhtéd tilavuus-yksikkoa koh-
ti.

Esimerkki 5.11 Leipomo valmistaa suuren erdn pullataikinaa, josta teh-
dain rusinapullia. Leipuri haluaa, ettd ainakin 95 % pullista sisaltdé vihin-
tddan 2 rusinaa. Kuinka monta rusinaa pullaa kohti pitéisi sekoittaa taiki-
naan?

Olkoon pullan tilavuus V' = 1. Kun rusinat sekoitetaan hyvin taikinaan,
on kaikilla pullilla sama todenn#koisyys siséltdéd rusinoita (homogeenisuus).
Koska taikina on suuri, ovat eri pulliin sattuvien rusinoiden lukumaéérat toi-
sistaan riippumattomat. Todennékoisyys, ettd pieneen pullaan sattuu enem-
mén kuin yksi rusina, on hyvin pieni.

Tassa tilanteessa on kyse Poissonin prosessista 3-ulotteisessa tila-avaruu-
dessa. Pullassa on z rusinaa todennikoisyydella

e AN

f(z) = . x=0,1,2,...

ja ainakin 2 rusinaa todennékéisyydella
PX>2)=1-P(X <2
=1-PX=0)—-P(X=1)
=1—e?—e N\
Leipuri vaatii, etta
l—e*—e )\ >0.95

Epéayhtalo toteutuu, kun A > 4.74, joten rusinoita on sekoitettava taikinaan
5 rusinaa pullaa kohti. [

5.5.4 Symmetrinen jakauma

Symmetriaan perustuvaa argumentointia voidaan usein hyodyntaa todenné-
koisyyksien laskemisessa.
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Symmetria pisteen suhteen. Jos P(X =b+z) = P(X = b—z) kaikilla
x, niin X :n jakauma on symmetrinen pisteen b suhteen. Satunnaismuuttuja X
on symmetrinen b:n suhteen jos ja vain jos X — b on symmetrinen origon
suhteen. Silloin

PX<b—z)=P(X >b+x).

0.20 + 0.20 +
0.15 + 0.15 +
0.10 + 0.10 +
0.05 1 ‘ ‘ 0.05 1 ‘ ‘
ettt L] > x 1 ] [ Lt X
4 8 12 16 4 8 12 16
() (b)

Kuvio 5.4. Binomijakauman kuvaajat, kun (a) X ~ Bin(16,0.75)
(b) X ~ Bin(16,0.50).

Esimerkiksi binomijakauma Bin(16,0.50) on symmetrinen pisteen 8 suh-
teen, mutta binomijakauma Bin(16,0.75) ei ole symmetrinen (Kuvio 5.4).
Binomijakaumassa Bin(16,0.50) on

P(X=8+4z)=P(X=8-1)
kaikilla x. Silloin jokaista a € R kohti

P(X <8—a)=P(X >8+a).

Diskreetit jakaumat: Yhteenveto

Bernoulli f(z) =p"(1—p)t7, x=0,1
Ber(p) E(X)=p,  Var(X)=p(1-p)
M(t) =1—p+ pe

Binomi f(x) = <n)px(1 —p)" 7, r=0,1,...,n
Bin(n, p) v
E(X)=np,  Var(X)=np(1l - p)

M(t) = (1 —p+ pe')"



Yhteenveto

Negatiivinen
binomi
NBin(r, p)

Geometrinen

Geo(p)

Hypergeometrinen
HGeo(n, N, p)

Negatiivinen
hypergeometrinen
NHGeo(r, N, p)

Poisson
Poi(\)
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fla) = (f ~ i)p’"(l -p)"" w=rr+l
B(X) =2, Var(X) - T(lp; r)
M(t) = |+ (Ilje_ p)et] . t<—log(l—p)
flx)y=p(l—p)™", =123,
B(X) = %, Var(X) = 1p_2p
M(t) = — (];eip)ew t < —log(1— p)
to =) ey e
(n) n—X<N-Np

B(X)=np, Var(X) = T np(1 — p)
f(x):<f:i)(1(va_§), x=rr+1,...,N
B(X)=r- 1]\;;111

_r(1=p)N(N+1)(Np+1—r)
Vel = T DRV 9
f(fb’):e_x!)\x, r=0,1,...
E(X) =\, Var(X) = A

M(t) = exp(Xe’ — \), —00 <t < 0

Poissonin prosessi. Laskuriprosessi { N(t), ¢ > 0}, jonka intensiteetti \.

1. N(0) = 0.

2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukumaéaéra jokaisella ¢:n pituisella vililli noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on At:

PIN(t+s)—N(s)=z]=e

kaikilla s,¢ > 0.

(A

U r=0,1,...
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Harjoituksia

1. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on Sy = {zi, 25} ja
todennékoisyysfunktio P(X = z;) =p, P(X =z2) =1 —p.
(a) Laske E(X7), r=1,2ja
(b) Var(X).
(c) Maaritd X :m momenttifunktio.
2. Olkoon X ~ Ber(p) ja Y sellainen satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko

on Sy = {y1,y2} ja todennékoisyysfunktio P(Y = y;) = p, P(Y = ya) =
1 — p. Lausu Y satunnaismuuttujan X avulla.

3. Heitetdéin lanttia n kertaa (n riippumatonta Bernoullin koetta). Olkoon
kruunun (R) todenn#kéisyys p ja X toistosten RR lukumééra heittosar-
jassa.

(a) Mita on E(X)? Mikd on E(X):m arvo, kun kun n = 2007
(b) Laske Var(X).

(c) Mité on toistosten RRRR lukuméirin odotusarvo?
(Vihje: Katso Esimerkki 5.2.)

4. Jos X noudattaa binomijakaumaa, jonka odotusarvo on 6 ja varianssi
2.4, niin mitd on P(X = 5)7?

5. Hatussa on NV yhdestd lihtien juoksevasti numeroitua arpalippua. Vali-
taan hatusta n:n arvan satunnaisotos palauttamatta (ks. Esimerkki 5.2).
Olkoon X suurin valittujen arpalippujen jirjestysnumeroista.

(a) Piirrd X:n todennékoisyys- ja kertyméfunktion kuvaajat, kun N =
100 ja n = 10.

(b) Piirrd X:n odotusarvon kuvaaja n:n funktiona, kun N = 100.

6. Valitaan satunnaisesti ja toisistaan riippumatta 2000 pistettd yksikko-
neliostd { (z,y) |0 <2 <1, 0 <y <1} Olkoon Z yksikkGympyraén
{(z,y) | 2* + y*> < 1} osuvien pisteiden lukuméira.

(a) Mita jakaumaa Z noudattaa?
(b

) Laske Z:n odotusarvo ja hajonta.
(¢) Satunnaismuuttujan 2 odotusarvo?
)

500
(d) Generoi 2000 satunnaislukuparia. Madritd Z:m arvo ja laske sen
avulla mm likiarvo.

7. Erdiseen 90:n virheettomén kiannykan tuote-erdin oli sekaantunut 10
viallista. Valitaan tastd 100:n kdnnykan joukosta 30 kdnnykan otos pa-
lauttamatta. Olkoon X viallisten lukumaééra otoksessa.
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(a) Madrita X:n todennikoisyysfunktio.
(b) Laske P(X = 10).

(c) Valitaan kinnykoitéd testaukseen satunnaisotannalla yksitellen pa-
lauttamatta, kunnes kaikki vialliset on 16ydetty. Olkoon Y tarvitta-
vien testien lukumaédri. Laske P(Y > 20), eli todennikdisyys, etti
tarvitaan ainakin 20 testii.

8. Heitetdéin harhatonta lanttia, kunnes havaitaan toistos RR (kaksi kruu-
nua perikkiin). Olkoon X tarvittavien heittojen lukumé&érd. Olkoon
fn n. Fibonaccin luku, joka méaritellidn siten, ettd f; = fo = 1 ja

fo=fo1+ faoo,n=23,4,....

(a) Osoita, ettd X:n todennikéisyysfunktio on

_ fm—l
2z 7

f(zx) x=2,3,4,...

(b) Osoita tuloksen

avulla, ettd Y 2, = 1.

(c) Osoita, ettd E(X) = 6.
(d) Osoita, ettd E[X(X —1)] =52 ja Var(X) = 22.

(e) Simuloi X:n arvoja ja tarkastele, vastaavatko simuloinnin tulokset
teoreettisia tuloksia.

9. Erddssid vaalissa 4000:sta ddnestdjastd 100 kannatti ehdokasta A. Jos
valitaan 50 alkion otos d&nestdjistd esitutkimukseen, niin milld toden-
nikdoisyydelld haastatelluista korkeintaan 5 kannattaa A:ta?

10. Yritykseen tulee lahetys, joka sisaltdaa 1000 varaosaa. Tarkistussuunnitel-
man mukaan n = 100 satunnaisesti valittua (palauttamatta) varaosaa on
tarkistettava. Tuote-erd hyviksytain, jos tarkistuksessa ei 16ydy kahta
viallista enempéa. Mikd on todennékoisyys, ettd tuote-erd hyviksytdan?
Laske todennéakdisyys

(a) hypergeometrisen jakauman avulla.

(b) Laske sitten sama todenn#koisyys kiyttden hypergeometrisen ja-
kauman likiarvona binomijakaumaa

(c) ja Poissonin jakaumaa.

11. Oletetaan, ettd X ~ Poi(A). Osoita, ettd E(X) = A ja Var(X) = A.
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12.

13.

14.

15.

16.

Luku 5. Diskreetteji yksiulotteisia jakaumia

Leipomossa valmistetaan suuri taikina, josta tehddin rusinaleivoksia.
Leipoyrittdja haluaa, ettd 95 % leivoksista sisiltda ainakin 2 rusinaa.
Kuinka monta rusinaa leivosta kohti hdnen pitdi sekoittaa taikinaan?

Laboratoriohiiriin ruiskutetaan kahta eri liuosta. Ensimmaéisessa liuok-
sessa on keskiméaérin ¢ kappaletta C-tyypin organismeja millitrassa ja
toisessa liuoksessa keskiméérin d kappaletta D-tyypin organismeja mil-
litrassa. Organismit ovat jakautuneet nesteeseen tiysin satunnaisesti. Jo-
kaiseen hiireen ruiskutetaan kumpaakin liuosta yksi millitra. Hiiri sdilyy
hengissé jos ja vain jos kummassakaan ruiskeessa ei ole yhtddn organis-
mia.

(a) Milla todennékdisyydella hiiri jaa eloon?

(b) Milld todennékoisyydelld kuolleista hiirista 16ytyy molempia orga-

nismeja?’

(Vihje: Kéytéd Poissonin jakaumaa.)

Tehtaalla sattuu keskiméaérin 1.5 onnettomuutta kuukaudessa. Maarita
seuraavien tapahtumien todennékoisyydet:

(a) Ei onnettomuuksia tammikuussa,

(b) yhteensé nelja onnettomuutta helmikuussa ja maaliskuussa,

(c) ainakin yksi onnettomuus vuoden jokaisena kuukautena.
(Vihje: Kéytéd Poissonin jakaumaa.)

Olkoot X ja Y toisistaan riippumattomat Poissonin jakaumaa noudat-
tavat satunnaismuuttujat. Olkoon E(X) =1 ja E(Y) = 2.

(a) Laske todennikdisyys P(X +Y) = 5.

(b) Milld kokonaislukuarvolla n todennékdisyys P(X +Y) = n saavut-
taa maksiminsa?

(¢) Lausu todennikdisyys P(X +Y) = 5 satunnaismuuttujien X ja Y
todennékoisyysfunktioiden avulla.

Kirjassa on 200 sivua. Painovirheiden lukumééara jokaisella sivulla nou-
dattaa Poissonin jakaumaa, jonka keskiarvo on 0.01. Painovirheiden lu-
kumaérit eri sivuilla ovat toisistaan riippumattomat.

(a) Miké on virheettomien sivujen lukuméérian odotusarvo ja hajonta?

(b) Kirjan oikolukija havaitsee minkd tahansa annetun virheen toden-
nakoisyydella 0.9. Mikd on oikolukijan havaitsemien virheellisten
sivujen lukumé&aran odotusarvo?



