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Luku 5

Diskreetteja yksiulotteisia
jakaumia

Diskreetti satunnaismuuttuja méériteltiin alaluvussa 2.6.1. Olemme jo edel-
lisissd luvuissa késitelleet hypergeometrista jakaumaa (alaluku 2.7.1), bi-
nomijakaumaa (alaluvut 2.9 ja sen erikoistapauksena Bernoullin jakaumaa
seké diskreettid tasajakaumaa (alaluku 2.14), jotka kaikki ovat esimerkkeja
diskreeteistd jakaumista.

5.1 Diskreetti satunnaismuuttuja

Otosavaruudessa €2 méadritellyn diskreetin satunnaismuuttujan X arvojoukko
S C R on numeroituva ja P(X € S) = 1. Joukon S pisteilld on positiivinen
todennékoisyys ja ne ovat X:n kertyméfunktion F' hyppypisteitd ja ndiden
pisteiden todennikoisyydet ovat F:n hyppyja.

Madritelldan nyt yksinkertainen hyppyfunktio e(x) seuraavasti:

e(z) = {1, x> 0;

0, x<0.

Olkoon X:n arvoalue S = {1,2,3,...} ja P(x = i) = p;, i > 1. Silloin X:n
kertyméfunktio F'(X) voidaan kirjoittaa muodossa

(5.1.1) F(x) :Zpie(x—z').

Vaikka usein tarkastelemme vain kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia,
se ei ole oleellinen rajoitus. Olkoon S* = {x1,xs,z3,...} diskreetin satun-
naismuuttujan arvojoukko. Silloin joukkojen S ja S* vélilla on bijektiivinen
vastaavuus g(z;) = i ja P(X = z;) = P(g(X) = i), joten voimme aina tarvit-
taessa siirtyi tarkastelemaan vastaavaa kokonaislukuarvoista satunnaismuut-
tujaa.
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108 Luku 5. Diskreetteji yksiulotteisia jakaumia

Esimerkki 5.1 Yksinkertaisin satunnaismuuttuja X on sellainen, jonka ar-
voalue S = {c} on yksi piste, jolloin P(X = ¢) = 1. Silloin X:n kertymé-

funktio on
1, =z>c¢
Flx)=clz—c)=<" -7
() ( ) {O, T < c.

Olkoon Y:n todennikéisyysfunktio

Py=1)=1 PY =2) =

=35

Silloin Y:n kertymafunktio on

O
F(x) Fy(y)
1+ 1+ —
% € —
[
{ x S —t f f Y
1 1 2 3

Kuvio 5.1. Funktioiden F(z) = e(z — 1) ja Fy(y) kuvaajat.

Esimerkki 5.2 Hatussa on N arpalippua, jotka on numeroitu juoksevasti
ykkosestd lahtien. Valitaan hatusta arpa satunnaisesti palauttaen n kertaa
ja merkitdin valittujen arpojen numerot muistiin. Olkoon X suurin valittujen
arpojen numeroista. Silloin P(X < r) = (r/N)" ja

PX=r)=P(X<r)—P(X<r—1)
) ()

Maaritelman mukaan X:n odotusarvo on

E(X)=N"Y [r"—(r—1)"r
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5.2 Bernoullin kokeet ja binomijakauma

Alaluvussa 2.9 binomijakauma esiteltiin tarkastelemalla otantaa palauttaen
ja alaluvussa 4.7 binomijakauma liitettiin Bernoullin kokeisiin. Bernoullin
koe on satunnaiskoe, jolla on tdsmaélleen kaksi toisensa poissulkevaa tulosvai-
htoehtoa (onnistuminen ja epdonnistuminen  lyhyesti O ja E). Esimerkiksi
mielipidetiedustelussa henkilé kannattaa tai ei kannata ehdokasta, laatukon-
trollissa tuote on virheeton tai viallinen, hoidon tuloksena potilas paranee
tai ei parane.

Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jakaumaa, kun
1 todennikoisyydelld
(5.2.1) X = R
0 todenndkoisyydella 1 — p,

missd 0 < p < 1. Nyt siis X on 'onnistumisen’ indikaattorifunktio. Onnistu-
mistodennékdisyys on P(X = 1) = p ja vastaavasti epdonnistumisen toden-
nikoisyys on P(X = 0) = 1 — p, jota merkitddn usein ¢ = 1 — p. Bernoullin
jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi ovat
E(X)=p ja  Var(X)=pqg,

silla

E(X)=p-14+q-0=p, EX*)=p - 1°+q-0°=p
ja

Var(X) = B(X?) — [E(X)]* = p —p* = p(1 — p) = pg.
Merkitsemme X ~ Ber(p), kun X noudattaa Bernoullin jakaumaa, jonka

odotusarvo on p.
Jos X ~ Ber(p), niin X:m kertyméfunktio on

F(r)=(1-p)e(z) +pe(z —1).
Yleisesti X:n r. momentti
EX")=(1-p)-0"+p-1"=p

on téssd tapauksessa hyvin helppo laskea. Bernoullin jakauman Ber(p) mo-
menttifunktio on

M(t) = E(e™) = P(X = 0)e'’ + P(X = 1)e'!
=(1—p)+pe' =1+pe"—1),
joka on madritelty kaikilla t € R.
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Esimerkki 5.3 (Sabharwal 1969). Olkoon n:mn Bernoullin kokeen jonossa
Xi, Xo, ..., X, onnistumistodennékdisyys P(O) = p ja vastaavasti P(E) =
1 — p (E = epdonnistuminen). Olkoon Y,, tapahtuman OE (osajono) esiin-
tymisten lukuméira koejonossa. Mikd on téallaisten osajonojen lukuméarin
odotusarvo E(Y,)? Méaritellddn ensin uusi satunnaismuuttuja

1, jos X; =0 ja Xi11 = E;

0  muulloin,

Zi = h(X;, Xip1) = {

kun i =1,2,...,n — 1. Silloin

n—1
Y, =Y Z
=1
ja
n—1
EY, =) E(Z)
-
=> p(1—p)=(n—1)p(1—p).
=1

Jos esimerkiksi p = % jan =101, niin

1
BY,) =" —=2.

O

Tehdain n riippumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa onnistumis-
todennékoisyys on p. Olkoon 2. Bernoullin kokeen tulos satunnaismuuttuja
X;, joka saa arvon 1 tai 0. Silloin koesarjan tulos on riippumattomien samaa
Bernoullin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien jono Xy, Xo, ..., X,
missa P(X; =1)=pja P(X;=0)=¢q,i=1,2,...,n. Kun koe on tehty, tu-
los voisi olla esimerkiksi 111011000 ..110. T&llaisen tuloksen todennékoisyys
(ennen koetta) olisi

ppp(1 = p)p(1 = p)(1 = p)ppp- - - pp(1 = p) = p*(1 = p)" ",
missd k on onnistumisten lukuméiré ja n — k epdonnistumisten lukuméara.
Olkoon X onnistumisten lukumédra n:ssd riippumattomassa Bernoullin ko-
keessa. Alaluvussa 4.7 totesimme, ettd X noudattaa binomijakaumaa parame-
trein n ja p. Silloin merkitédén X ~ Bin(n, p). Binomijakauman todennékoisyys-
funktio on

(5.2.2) f(z) = (Z)pm(l )T 2 =0,1,2,...,n.

Esitetdan nyt edelld mainittu binomijakauman luonnehdinta Bernoullin kokei-
den avulla lauseen muodossa. Jatkossa oletetaan, ettd Bernoullin kokeet ovat
toisistaan riippumattomat, vaikkei oletusta erikseen mainittaisikaan.
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Lause 5.1 Tehdddn n riipumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa on-
nistumistodenndakoisyys on p. Olkoon X onnistumisten lukumddrd. Silloin

X ~ Bin(n,p).

Todistus. Koska X on onnistumisten lukumééara n:ssa riipumatomassa Bernoullin
kokeessa, niin X = X; + Xo + --- + X,,, missd X; ~ Ber(p) = Bin(1,p),

1 =1,2,...,n ovat riippumattomat ja noudattavat samaa Bernoullin jakau-
maa. Merkitddn nyt X = .5, ja

Sn:X1+X2++Xn: n—l_'_Xn-

Todistamme viitteen induktiolla.

Kun n = 1, niin oletuksen mukaan X = X; ~ Ber(p) = Bin(1, p), joten
viite pitdd paikkansa tapauksessa n = 1. Teemme nyt induktio-oletuksen
Sp—1 ~ Bin(n — 1,p) ja ndytamme, ettd S, ~ Bin(n, p).

Tapahtuma {S,_1 + X, = k} voidaan lausua yhdisteena

{Sn—l +Xn — ]{7} - {Sn—l - ]{?, Xn - 0} U {Sn—l — ]{Z - 1, Xn — 1},
missd {S,—1 =k, X,, =0} ja {S-1 = k — 1, X, = 1} ovat erillisid tapahtu-
mia. Silloin yhteenlaskusddnnon nojalla

P(Sp1+Xn=k)=P(Sp1 =k, X, =0)+ P(Sy1 =k —1, X, = 1).

Satunnaismuuttujat S,,_; ja X, ovat oletuksen mukaan riippumattomat,
joten

P(Sp-1+ X, =k)
= P(S,-1=k)P(X,, =0)+ P(S,-1 =k —1)P(X,, =1)

n—1 o n—1\ . e
= PP =p)" M1 - p) + P 1= p)"Fp
k kE—1
n—1y 4 —k n—1\ , —k
= 1 —p)» 1 — p)"
( k )p( p) +<k_1)p( p)
n—1 n—1 i _k ny\ g —k
(") G- = ()=
missd viimeinen yhtisuuruus seuraa siité, etti (";1) + (Zj) (Z) [Pascalin
kolmio|. Néin on lause todistettu. UJ

Esimerkki 5.4 Eridin kasvin siementen itimistodennakoisyydeksi on ilmoitet-

tu 0.8. Siemenen itdminen on téissad "onnistuminen” ja itdmistodennékoisyys

on onnistumistodennikoisyys. Jos kylvetddn 10 siementa ja siementen itdmistapah-
tumat ovat toisistaan riippumattomat, niin kylvod voidaan pitdd kymme-
nend riippumattomana Bernoullin kokeena, joissa onnistumistodennékoisyys

on 0.8. Silloin itdvien siementen lukumédrd X ~ Bin(10,0.8), eli

f@) = (10

) )o.gf -0.2107 r=0,1,...,10.
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Mika on todennékdisyys, ettd vihemman kuin 9 jyvia itdd? Todenndkoisyys

10
P(X<9)=P(X <8 =1-) P(X=k)
k=9
=1-10-0.8°-0.2 — 0.8 = 0.6242.

O

Laskemme usein muotoa P(X < z) olevia todennékdisyyksid, kuten edel-
lisessi esimerkissd. Todennikoisyydet P(X < x) méérittelevit jakauman

kertymafunktion
F(z) = P(X <ux).

Kertymiéfunktio méiariteltiin alaluvussa 2.6.1. Binomijakauman kertyméfunk-

tion arvot pisteissa x = 0,1,...,n ovat
F(z) = i M) ),
k=0 k

Lause 5.2 Jos X ~ Bin(n, p), niin

1. X:n todenndkdisyysfunktio f(x) on

T

f(z) = (")pm P 2 =0,1,2,...,n

kaikilla n € N ja kaikilla p € [0, 1];

2. X:n kertymdafunktio F(y) on

n

F =3 (M) et o)

=0
kaikilla y € R, missd e(y) on hyppyfunktio;

3. X :n odotusarvo, varianssi ja momenttifunktio ovat

p,  Var(X)=mnp(l-p),

p=FEX)=n
= (1 —p+peh)", —00 <t < 00.

M(t) = E(etX)

Todistus. 1. Binomijakauman todennékdéisyysfunktio johdettiin Lauseen 5.1
todistuksessa.

2. Odotusarvo ja varianssi. Koska X = X; + X5+ .-+ X,, on riippumat-
tomien Bernoullin muuttujien X; ~ Ber(p) summa, niin

E(X) = B(X\) + E(X3) +- -+ E(X,)
=p+p+-tp=np
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ja
Var(X) = Var(X;) 4+ Var(X3) + - - - + Var(X,,)
=p(l—p)+p(1—p)+---+p(l—p)=np(l-p).
3. Momenttifunktio on

M(t) = E(etX)

(et (X1+X24- +Xn)> — E(etX1+tX2+---+tXn)
(etXl tXo tXn)
(etXl) ( tXQ) . _E(etxn)7

missd viimeinen yhtésuuruus seuraa lauseista 4.5 ja 4.8. Koska X; ja X (i #
J) ovat riippumattomat, niin e*Xi ja e’*s ovat riippumattomat (Lause 4.5) ja
riippumattomien satunnaismuuttujien X1 /X2 e tulon odotusarvo
on yksittéisten tulon tekijéiden odotusarvojen tulo (Lause 4.8). Koska

My, (t) = E(e™) =1 —p+ pe’, 1=1,2,...,n,

niin
M(t) = (1 —p+ pe")" kaikilla ¢ € R.
Momenttifunktio itse asiassa maéarittelee yksikésitteisesti todennikoisyys-
funktion (Lause 4.10). Niytdmme kuitenkin vield eksplisiittisesti, ettd bi-

nomitodennéikoisyydet méarittelevit todennakoisyysfunktion. Koska Binomi-
lauseen 2.6 perusteella

[p+(1—p)" = Zn: (Z)px(l -p)" =1

=0

kaikilla p € [0, 1], niin todennékdisyydet f(z;n,p) = ( )p (1 —p)"~* maarit-
televiit todennikoisyysfunktion kaikilla p € [0,1] ja n > 1. Huomaa my0s,
etta
M(0) = (1 —p+pe)' =[p+(1-p)]"
([

Seuraus 5.1 Jos X; ~ Bin(ny,p) ja Xo ~ Bin(ng, p) ovat riippumattomat,
niin Xy + Xo ~ Bin(n; + na, p).

Todistus. Koska Lauseen 5.2 mukaan X;:n momenttifunktio on (1 —p +
pe’)™ ja Xo:n momenttifunktio on (1 — p + pe')"2, niin satunnaismuuttujan
X1 + X5 momenttifunktio on Lauseen 4.11 mukaan (1 — p + pe')™*+"2. Mut-
ta Lauseen 5.2 perusteella (1 — p + pe’)"™2 on binomijakuman Bin(n; +
ng, p) momenttifunktio. Téstd seuraa momenttifunktion yksikésitteisyyden
(Lause 4.10) nojalla, ettd X; + X5 ~ Bin(ny + ng, p). O
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Seurauslauseen 5.1 todistuksessa on kiytetty esimerkin vuoksi yleistd mo-
menttifunktiotekniikkaa. Téssd tapauksessa tulos saadaan kuitenkin helposti
turvautumatta noin voimakkaisiin menetelmiin. Koska X esittad onnistumis-
ten lukuméaraa nq:ssd Bernoullin kokeessa ja X5 onnistumisten lukumadraé
nq:ssa kokeessa, missd p on jokaisen kokeen onnistumistodennédkoisyys, niin
riippumattomien satunnaismuuttujien X; ja X, summa X; + X5 esittda on-
nistumisen lukumairaé (nq + ng):ssa kokeessa. Tamén perusteella saadaan
tulos X; + Xo ~ Bin(n; 4 ng, p). Analyyttisesti tulos voidaan tarkistaa laske-
malla lauseke

ny
P(X1+Xo=k)=> P(X; =i, Xy =k —i)

=0

:ip(xl = i) P(Xy =k — i)

— (1 i m—if T —i no—k+i
=) (.1)1)(1—19)1 (kQ.)p'“ (1 —p)rt,
—~\1 — 19
ng.

k_l) = 0 kaikilla & — 7 > no. Tasta seuraa

- [n n
P(X1+ Xy = k) = p"(1 —p)"”"z_kz < Z-l) (k _2 z)
i=0

Soveltamalla hypergeometrista identiteettid (ks. Lause 2.7)

(") =5 (6

saadaan kaivattu tulos.

missa (

5.2.1 Jakauman symmetria

Symmetriaan perustuvaa argumentointia voidaan usein hyddyntdd toden-
nikoisyyksien laskemisessa.

Symmetria pisteen suhteen. Jos P(X =b+z) = P(X = b—z) kaikilla
x, niin X :n jakauma on symmetrinen pisteen b suhteen. Satunnaismuuttuja X
on symmetrinen b:n suhteen jos ja vain jos X — b on symmetrinen origon
suhteen. Silloin
PIX<b—z)=P(X>b+x).

Esimerkiksi binomijakauma Bin(16,0.50) on symmetrinen pisteen 8 suh-
teen, mutta binomijakauma Bin(16,0.75) ei ole symmetrinen (Kuvio 5.4).
Binomijakaumassa Bin(16,0.50) on

P(X=8+4z)=P(X=8-1x)
kaikilla x. Silloin jokaista a € R kohti
P(X <8—a)=P(X >8+a).
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0.20 + 0.20 +
0.15 + 0.15 +
0.10 + 0.10 +
0.05 + ‘ [ 0.05 + ‘
fopatp? I | > x 1 I I Lbeb> X
4 8 12 16 4 8 12 16
(a) (b)

Kuvio 5.2. Binomijakauman kuvaajat, kun (a) X ~ Bin(16,0.75)
(b) X ~ Bin(16,0.50).

5.3 Odotusaikojen jakaumat

Monissa sovelluksissa on kiinnostuksen kohteena odotusaika siithen hetkeen,
ettd jokin tietty tapahtuma sattuu. Téassd alaluvussa kisitelladn Bernoullin
kokeisiin ja yksinkertaiseen satunnaisotantaan liittyvid odotusaikatehtévia.

5.3.1 Odotusajat Bernoullin kokeissa

Tarkastellaan riippumattomien samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien sat-
unnaismuuttujien jonoa X, Xo,..., X,, missi X; ~ Ber(p). Mééritelladn
satunnaismuuttujat S,, ja W, seuraavasti:

Sp=X1+Xo+ -+ X,,

W, = r:dén onnistumiseen tarvittavien yritysten maara.

Jos ajattelemme, ettd yhteen Bernoullin kokeeseen kuluu yhden yksikon pi-
tuinen aika, niin S,, vie n aikayksikkoa. Nyt siis W, on r:n onnistumisen
saavuttamiseen tarvittava aika eli odotusaika ja sen mahdolliset arvot ovat
r,r+ 1, r+2 .... Tieddimme, ettd S, ~ Bin(n,p), mutta mikd on W,:n
jakauma?

Esimerkki 5.5 Heitetdén harhatonta lanttia, kunnes saadaan kruunu (R).
Olkoon W tarvittavien heittojen lukuméira. Tapahtuma {W; = x} sattuu
vain silloin, kun (z — 1):114 ensimmaéiselld heitolla on saatu pelkkid klaavoja
(L) ja x. heitolla saadaan kruunu:

LLL...L R.
—_—

x — 1 kertaa

Tasta seuraa, etta
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Satunnaismuuttujan W; odotusarvo on maaritelmian mukaan

=z
(5.3.1) E(W,) = ; L
Tieddmme, etta
- 1
(5.3.2) pr:1+p+p2+p3+~-~zfp, kun |p| < 1.

=0
Kun derivoimme sarjan (5.3.2) termeittéin, saamme

[e.9]

(533) 0+1+2p+3p°+-- =) (z+1)p" =

z=0

1
: kun [p| < 1.
(1—p)?
Koska sarjan (5.3.2) suppenemissidde on 1, suppenee derivointioperaation tu-
loksena saatu sarja (5.3.3) arvoilla |p| < 1. Sijoittamalla p = % sarjaan (5.3.3)

saadaan
o 1 X
Hl=) =4
>e+n(3) =4

=0

joka voidaan esittdd muodossa
= - = — 2=4
2r(a) 2la) =%r(a) v2=

missid summa Y o (3)" = 2 saadaan kaavasta (5.3.2). Nyt siis odotusar-

2
vo (5.3.1) on 2.
Jos kruunun todennédkdisyys on p, niin silloin
PWi=a)=1-p)(l-p)---(L-—p)p=(1-p)'p

(. ~/
-~

x — 1 kertaa

ja

E(W,) =

WE

z(1—p)"p=p) (x+1)(1-p)

1 1

1-0=-pP »p
missd sarjan summa saadaan (5.3.3):n avulla. Satunnaismuuttuja Wj on siis
kruunun tai yleisemmin ’onnistumisen’ odotusaika. Jakaumaa

(5.3.4) PW,y=z)=(1—-p)" 'p, r=12...

r=1

]

kutsutaan geometriseksi jakaumaksi. Todenndkdisyydet (5.3.4) todellakin maarit-
televit jakauman, koska

ZP(WlZ:B)ZZ(l—p)m‘lp:p-Z(l—p)m:p-%:1.
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Tapahtuma {W, = z} sattuu, kun (x — 1):ssd ensimmaéisessé kokeessa on
saatu r — 1 onnistumista ja x. kokeessa saadaan onnistuminen:

OOEOE...EO
_—
z — 1 koetta, {:v koe,
r—1 onnistumista, r. onnistuminen

kokeiden jérjestys
mielivaltainen

Nyt siis {W, = 2} = {S,-1 =r —1, X, = 1}. Koska X;:t (i = 1,2,...,2)
ovat riippumattomat, niin myos S,_; ja X, ovat riippumattomat. Silloin

(5.35) P(W,=a) = P(Sy 1 =r—1)P(X, = 1)
(0 ) wre= (D e n

r—1 r—1

koska S,_1 ~ Bin(z—1, p). Todennakéisyydet (5.3.5) méérittelevit ns. negati-
wvisen binomijakauman. Soveltamalla identiteettid [ks. (2.4.5)]

(-0

P(W, = 1) = gp(sm = 7).

saadaan

Toinen usein kiyttokelpoinen identiteetti on

PW, >z)=P(S; <r).

5.3.2 Geometrinen jakauma ja
negatiivinen binomijakauma

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatitvista binomijakaumaa
parametrein 7 ja p, jos

r—1
r—1

(5.3.6) P(X =2 = < )p’"(l—p)x_r, r=rr+1r+2,....

Merkitsemme silloin
X ~ NBin(r, p).

Edellisessé pykilidssid huomasimme, ettid odotusaika W, ~ NBin(r,p). Kun
r = 1, sanomme negatiivista binomijakaumaa geometriseksi jakaumaksi. Ge-
ometrisen jakauman todennékoisyysfunktio on siis

(5.3.7) f(z) =p(1 —p)* 1, r=1,2,3....

Kun siis X ~ NBin(1, p), niin X:n noudattaa geometrista jakaumaa parametril-
la p. Merkitsemme silloin X ~ Geo(p).
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Lause 5.3 Oletetaan, ettd X ~ NBin(r, p).

1. Funktio (5.3.6) on negatiivisen binomijakauman todenndkoisyysfunktio
kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla v ja kaikilla 0 < p < 1 ja

2.
B(X) = ]f), Var(X) = T(lp; P
M(t) = E(e") = = E];ei);)eqw t < —log(1—p).

Todistus. Johdamme ensin negatiivisen binomijakauman momenttifunktion
suoraan médritelmin nojalla. Koska M(t) = E(e'), niin momenttifunktio
on

[e.e]

Be™) =2 e (f:i)ﬂ(l —p)

=T

roo r T_'_y_l r
p Zet(y+)( . )p (1-p)

y=0

> —1
e S (T

y=0 4

_ e iet%—m ()=

y
=p'e” ; (Z) [—(1—p)e]”

r tr t] T pet '
preflt = (=] = ll—(l—p)et] '
Binomisarja > 7 (_y’") [—(1—p)e']” suppenee (Lause ??), kun (1 —p)e’ <1,
joka on yhtépitava epayhtédlon ¢ < —log(1 — p) kanssa.

Koska M (0) = 1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r (r € N) ja kaikilla

0 < p < 1, niin (5.3.6) on todenn#koisyysfunktio kaikilla » € N ja kaikilla
0 < p < 1. Odotusarvo ja varianssi saadaan laskemalla ensin M (¢):n 1. ja 2.
derivaatta ja niiden avulla

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M(0)]>.

Seuraus 5.2 Jos X ~ Geo(p), niin X ~ NBin(1,p) ja

1. funktio (5.3.7) on geometrisen jakauman todenndkéisyysfunktio kaikilla
0<p<liyja
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1—p
p2

E(X)=-,  Var(X)=

Y

M(t) = E(eX) = ﬁ, t < —log(1 — p).

Olkoon Y epdonnistumisten lukumaéra Bernoullin toistokokeessa, ennen
kuin saadaan r. onnistuminen. Koska r. onnistumiseen tarvittavien yritysten
méérd W, ~ NBin(r, p), niin

1 —
Y=W,—r ja E(Y):E(Wr)—rzf—m%.

Y'm varianssi on tietysti sama kuin W,:m varianssi. Nyt siis P(Y = y) =
P(W, =r+y) kaikillay =0,1,2, .. ..
Nimitys "negatiivinen binomijakauma” on peréiisin esitystavasta

S

Ta-r,

1=pr~p‘r=pr[1—(1—p)]_T=pTZ(

mistd saadaan todennakoisyydet P(W, = y+r), y = 0,1,2,.... Merkinta
(_yr) on madritelméansid mukaan

()-S5l )

missa r > 0 ja y > 0 ovat kokonaislukuja.

Esimerkki 5.6 Geometrisella jakaumalla ja negatiivisella binomijakaumalla
on tarked merkitys esimerkiksi jonoteoriassa. Oletetaan, ettd joukko asiakkai-
ta jonottaa padsya palvelutiskille. Olkoon todennikdéisyys p, ettd jokaisella
pienelld aikavélilld tulee 1 uusi asiakas (0 uutta asiakasta todennékoisyydel-
14 1 — p = g). Silloin seuraavan asiakkaan odotusaika W ~ Geo(p). Toden-
nikoisyys P(W > k), ettéd seuraavan k:n aikayksikon aikana ei tule asiakasta,
on

PW>k=> ¢ 'p=dp+wp+dp+ )
j=k+1

—¢"=1-PW < k).

Geometrisen jakauman kertyméfunktio on siis
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missd ¢ = 1 —p ja k = 1,2,.... Geometrisen jakauman kertymaéafunktion
arvot saadaan geometrisesta sarjasta, josta jakauman nimi tulee.

Usein oletetaan, ettd myos asiakkaan palvelemiseen kiiytetty aika (palvelu-
aika) noudattaa geometrista jakaumaa. Palveluajan jakaumalla on tietysti
yleensad eri parametrin p arvo kuin palvelun odotusajan jakaumalla. Ge-
ometrisella jakaumalla on "unohtamisominaisuus”, joka havaitaan laskemalla
seuraava ehdollinen todennakoisyys:

PW >k +s) _qk+s 5

(5.3.8) POV > ks | W > k) = —par—p= = T = o

Nyt siis todenndkdisyys, ettd asiakkaan palveleminen kestdd vield s aikayk-
sikkod, ei riipu siitd, kuinka kauan hénta on jo palveltu. Onneksi kuitenkin
kiaytdnnossi palveluaika ei aina tdysin noudata geometrista jakaumaa.

Esimerkki 5.7 Banachin tulitikkuongelma. Piippua polttelevalla matemaatikol-
la oli tapana pitda yksi tulitikkulaatikko oikeassa ja yksi vasemmassa taskus-

sa. Joka kerta tikkua tarvitessaan hin valitsi taskun tdysin satunnaisesti,

joten kummankin taskun valintatodennékoéisyys on % Tarkastellaan tapah-

tumaa, ettd matemaatikko huomaa laatikon olevan tyhji. Oletetaan, ettd
kummassakin laatikossa oli alunperin N tikkua. Mikd on todennékdisyys, et-

td toisessa laatikossa on tésmélleen k tikkua (k = 0,1,..., N) silloin, kun
matemaatikko havaitsee toisen laatikon olevan tyhja?

Olkoon A tapahtuma, ettd matemaatikko huomaa oikeanpuoleisen laatikon
olevan tyhja ja samalla vasemman taskun laatikossa on k tikkua. Tapahtuma
voi sattua tdsmalleen silloin, kun oikeanpuoleisen taskun laatikosta valitaan
tikku (IV+1). kerran ja yhteensa valintoja on tehty N 41+ N —k kappaletta.
Teemme siis valintoja palauttamatta. Molemmissa laatikoissa on N tikkua,
joten tapahtuma A on ekvivalentti tapahtuman {Wy,1 = N +1+ N — k}
kanssa. Saamme kaavalla (5.3.6) todennédkdisyydeksi

IN — k 1 2N —k+1
e == () ()7

Koska myos todennékoisyys, ettd vasemmanpuoleinen laatikko huomataan
tyhjéksi ja oikeanpuoleisessa on k tikkua, on P(Wy,1 = N+1+ N —k), niin
vastaus kysymykseen on

IN — 1 2N—k
ST L IO

5.3.3 Odotusajat perikkiisotannassa

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita. Valitaan populaa-
tiosta perikkiisotos. Kiytetddn nyt apuna uurnamallia. Olkoon uurnassa a
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valkoista palloa ja b mustaa palloa eli yhteensd a + b = N palloa. Poimitaan
satunnaisvalinnalla palloja uurnasta yksitellen. Maaritellaan satunnaismuut-
tujat

S,, = valkoisten pallojen (onnistumisten) lukumé&éra
n:ssa ensimmaisessa nostossa;

W, = r:n valkoisen pallon saamiseksi tarvittavien nostojen maéra.

Jos ajatellaan, ettd nostoon menee yksi aikayksikkd, niin W,. on r:n valkoisen
pallon saamiseksi tarvittava odotusaika.

Jos otanta tehdain palauttaen, niin peridkkiiset nostot ovat riippumatto-
mia Bernoullin kokeita, joissa onnistumistodennikéisyys on p = a/N. Téssé
tapauksessa voidaan suoraan soveltaa edelld esitettyji Bernoullin kokeita
koskevia tuloksia.

Kun otanta tehdain palauttamatta, perakkiiset nostot eivét ole riippumat-
tomia, koska valkoisten pallojen suhteellinen osuus uurnassa riippuu siité,
mitd sieltd on jo valittu. Alaluvussa 2.7.1 osoitimme, ettd S, noudattaa

hypergeometrista jakaumaa, kun otanta tehddén palauttamatta (ks. myos
alaluku 3.3.3). Silloin

a\ (N—a
() Gr)
N )
()
kun x = 0,1,...,n. Mikd on todenndkoisyys, ettd saamme x. nostossa 7.
valkoisen pallon?

Tapahtuma {WW, = z} sattuu tdsmailleen silloin, kun = — 1 ensimmaéisessé
nostossa on saatu r — 1 valkoista ja z. nostossa saadaan valkoinen:

(5.3.9) P(S, =) =

RN
0000 @ Ce0 e

Valittu « — 1 palloa, z. valinta, Uurnassa jaljella
joista valkoisia r — 1; r. valkoinen N — x + 1 palloa, joista
valintajirjestys mielivaltainen valkoisia a — r + 1.

Voimme siis kirjoittaa {W, =z} = {S,-1 =7 — 1, X, = 1}, missd S, 1 ~
HGeo(z — 1, N,a/x) |ks. Esimerkki 4.4 ja (4.1.5)] ja X, = 1, kun valitaan
valkoinen pallo z. nostossa. Tésta seuraa, ettd

(5.3.10) PW,=2)=P(S,.1=r—1,X,=1)
=P(S, 1=r—1)PX,=1|S,=r—1)

_ (DG a-rn
(L) N-wt+l

z—1

kan z =7r,r+1,..., N.
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Todennékdisyys (5.3.10) voidaan kirjoittaa lausekkeena

(5.3.11) pov. =2y = (2~ 1 )
B ' =1 )

joka on negatiivisen hypergeometrisen jakauman todennédkoisyysfunktio. Kos-

ka (m_l) = £(f), niin

r—1 T

P(W, :x):f.w:fp(g —r)
T T (];7) n T Y
missi S, ~ HGeo(z, N, a/N). Vastaavanlainen tulos saatiin otannassa palaut-

taen. Samoin on jilleen helppo ndhda, etté
P(W, >x) = P(S, <r).
Merkitéén W, ~ NHGeo(r, N, p), missd p = a/N.

5.3.4 Hypergeometrinen jakauma ja
negatiivinen hypergeometrinen jakauma

Olemme esitelleet hypergeometrisen jakauman tarkastelemalla otantaa palaut-
tamatta (alaluku 2.7.1). Jakauman avulla voidaan siis ratkaista otantaan liit-
tyviad todennédkoisyystehtavid. Hypergeometrisen jakauman momenttifunkti-
olla M (%) ei ole olemassa siistid lauseketta, vaikka se tietysti voidaan lausua
madritelmansd mukaan ddrellisend summana, koska satunnaismuuttujan ar-
vojoukko on &irellinen. Hypergeometrisen jakauman odotusarvon ja vari-
anssin laskeminen ei mydskdédn ole aivan helppo tehtava.

Olemme merkinneet populaation alkioiden lukuméérda N = a + b, joista
a kappaletta on tyyppia A ja b kappaletta tyyppid B. Esimerkiksi tuotepop-
ulaatiossa on a viallista. Tyyppid A olevien alkioden suhteellinen osuus on
p = a/N. Tyyppid A olevan alkion valinta on “onnistuminen” ja tyypin B
valinta “epdonnistuminen”. Valitaan populaatiosta n:n alkion otos palautta-
matta. Olkoon X onnistuneiden valintojen lukumééra otoksessa. On selvid,
ettd 0 < X < n. Koska populaatiossa on pN kappaletta tyyppid A olevia
alkioita ja (1 —p)N kappaletta tyyppia B, niin X < pN jan—X < (1—p)N.
Siksi X:n arvoalue S on ehdon

max{0,n — (1 —p)N} <z < min{n,pN}

toteuttavien kokonaislukujen x joukko.
Kun X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n, N, p), niin Xm
todennékoisyysfunktio on

()2

)
Huomattakoon, ettd todennékdisyys (5.3.12) on mééritelty myos arvoilla x ¢
S, mutta silloin f(z) = 0.

(5.3.12) flz)=P(X =z) = zes.
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Lause 5.4 Oletetaan, etti X ~ HGeo(n, N,p). Silloin

N —n
N -1

E(X)=np ja Var(X) = np(1 —p).

Todistus. Hypergeometrisen jakauman odotusarvo laskettiin esimerkissi 4.4
ja alaluvussa 3.3.3. Varianssi voidaan laskea vastaavalla tavalla. 0]

Lause 5.5 Oletetaan, etti Y ~ NHGeo(r, N, p). Silloin

N+1 rN(N+1)(1—p)(Np+1—r)

EY)=r- Np+1 jo Varll) = (Np+1)*(Np+2)

Mainitsimme jo alaluvussa 2.9.1, ettd binomijakaumaa voidaan kdyttaa
hypergeometrisen jakauman likiarvona, kun N on suuri. Erityisesti, kun /N on
ddreton tai hyvin suuri (verrattuna otoskokoon), on yhdentekevid, kiytetaanko
otantaa palauttaen vai palauttamatta. Oletetaan nyt, etté

Xy ~ HGeo(n, N, p) ja X ~ Bin(n, p).

Kun parametrit n ja p ovat annettuja vakioita ja N kasvaa rajatta, voimme
osoittaa, ettd X :n jakauma ldhestyy X:n jakaumaa. Silloin siis

Xy LX, kun N — oo.
Koska X ~ Bin(n, p), niin
XN i> Bin(nvp)>

eli Xy:n jakauma ldhestyy binomijakaumaa, jonka parametrit ovat n ja p.
Sanomme myos, ettd X y:n jakauma suppenee kohti X:n jakaumaa N:n kas-
vaessa. Kutsumme X:n jakaumaa Xy:n asymptoottiseksi jakaumakss.
Lauseen 4.4 mukaan satunnaismuuttujilla on sama jakauma, jos niilla on
sama kertyméfunktio. Voimme nyt tarkastella satunnaismuuttujien jonoa

{Xy; N=1,2,...} = X1, Xy, ...
ja vastaavaa kertyméfunktioiden jonoa

{Fy; N=1,2,...} = F,F,, ...,
missd Fy(z) on Xx:n kertyméfunktio.

Maaritelmi 5.1 Jono { Xy; N = 1,2,...} suppenee jakaumaltaan kohti
satunnaismuuttujaa X, jos

lim Fy(x) = F(x)

N—oo

kaikissa pisteissd x € R, joissa X kertyméfunktio F'(x) on jatkuva.
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Diskreettien satunnaismuuttujien tapauksessa voidaan helposti todistaa
tulos, joka osoitaa, etti suppenemista jakaumamielessi voidaan tarkastella
yhtd hyvin myos todennikoisyysfunktioiden avulla.

Lause 5.6 Olkoon { Xy; N =1,2,...} sellainen epanegatiivisten kokonais-
lukuarvoisten satunnaismuuttujien jono, ettd X n:n todenndkdisyysfunktio on
fn(k), N=1,2,.... Olkoon X epinegatiivinen kokonaislukuarvoinen satun-
naismuuttuja, jonka todenndkdisyysfunktio on f(k). Silloin

Xy 5 X & lim fu(k) = f(k)
katkilla epanegatiivisilla kokonaisluvuilla k.

Todistus. Jéitetddn harjoitustehtéiviksi. O

Lause 5.7 Jos Xy ~ HGeo(n, N, p), niin
Xy 4, Bin(n,p), kun N — oc.

Todistus. Kiytetdédn lausetta 5.6 ja osoitetaan, ettd P(Xy = k) = fy(k) —
f (k) kaikilla epanegatiivisilla kokonaisluvuilla k, kun N — oo. Yksityiskoh-
dat jatetddn lukijan pohdittavaksi. O]

5.3.5 Tasajakauma

Diskreetti tasajakauma esiteltiin ensimmaisen kerran alaluvussa 2.14. Satun-
naismuuttuja X, jonka arvoavaruuson S = {1,2,..., N}, noudattaa diskreet-
tia tasajakaumaa, jos

Na
Silloin merkitddn X ~ Tasd(1,2,...,N), missd N > 1 on annettu positiivi-
nen kokonaisluku. Jos X ~ Tasd(1,2,...,N), niin
N +1 (N+1)(N—-1)

E(X) —5— ja Var(X) = 1 .

5.4 Poissonin jakauma

Satunnaismuuttuja X, jonka todennakoisyysfunktio on

Az
(5.4.1) fla) =2 ; . 2=0,1,...

noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A > 0, joka on Poissonin jakau-
man odotusarvo. Silloin merkit&din

X ~ Poi(\).
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Poissonin jakaumalla on runsaasti sovelluksia eri aloilla. Sitd voidaan kiayttaa
my6s binomijakauman Bin(n, p) likiarvona, kun n on suuri ja p pieni. Silloin

siis patee
ny ., S e "P(np)”®
T x!

Lause 5.8 Olkoon X ~ Poi(\). Silloin

1. funktio (5.4.1) on Poissonin jakauman todenndkoisyysfunktio kaikilla
A>0 ja

p=EX)=A\, Var(X) = A,

M(t) = E(e™) = exp(Ae’ — )).
Todistus. Sovelletaan eksponenttifunktion sarjakehitelmai
A A
(5.4.2) exp(\) =e" = Z —

1. Ensinnékin f(z) > 0 kaikilla z = 0,1,2,..., ja eksponenttifunktion sar-
jakehitelmén (5.4.2) perusteella

0 X —A\a X
Zf(l’)zzex!)\ Ze_AZ%:e_AeAzl.
=0 =0 =0

2. Johdetaan ensin momenttifunktion M () lauseke:

= e exp(Ae’) = exp(Ae’ — N).

Odotusarvo ja varianssi saadaan sitten laskemalla M (¢):n 1. ja 2. derivaatta
ja soveltamalla identiteetteja

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M(0)]*. .

Riippumattomien Poissonin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
summa noudattaa myos Poissonin jakaumaa.
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Lause 5.9 Olkoot X1, Xo, ..., X, riippumattomat ja X; ~ Poi()\;), i =
1,2,...,n. Olkoon Y = X1 + Xo+---+ X,,. Silloin

Y ~ Poi(\),
missi A = > \;.
i=1
Todistus. Seurauslauseen 4.1 mukaan

My (t) = H My, (t)

- HGXP()\iet — i) = exp[(e’ — 1),

n

missd A = > \;. Lauseesta 4.10 seuraa sitten viite Y ~ Poi(\). O
i=1

Jos riippumattomat X;, X, ..., X,, noudattavat samaa Poissonin jakau-

maa Poi(A), niin Lauseen 5.9 mukaan niiden summa ¥V = X7+ Xo+-- -+ X,
noudattaa Poissonin jakaumaa Poi(n)\). Poissonin jakauma on hyvé binomi-
jakauman Bin(n, p) likiarvo silloin, kun n on suuri ja p pieni.

Kun X ~ Bin(n, p), niin binomitodennékdisyys on

(5.4.3) f(z;m,p) = (Z)pm(l —p)" 7, x=0,1,...,n.

Annetaan nyt p:n riippua n:std ja merkitdin lausekkeessa (5.4.3) p = p,.
Valitaan erityisesti

Tarkastellaan nyt binomijakaumien jonoa
Bin(1,p1), Bin(2,p2), Bin(3,ps),...

ja vastaavaa satunnaismuuttujien X7, X5, X3, ... jonoa, missi X,, ~ Bin(n,p,),
n > 1. Nyt siis

(5.4.4) P(X, =) = (Z) (%)x (1 . %)H 0<z<n

Merkitéén todennékoisyyttd (5.4.4) lyhyesti b, (n)
Kiinnitetdan nyt = ja annetaan n:n kasvaa rajatta. Osoittautuu, etté b, (n)
suppenee kaikilla z. Valitaan ensin z = 0. Silloin saamme

(5.4.5) lim by(n) = lim (1 — 5)n =e

n—oo n—o0 n
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Se on erds keskeinen eksponenttifunktioon liittyva kaava, joka pitdisi ana-
lyysin kurssien perusteella muistaa. Tulos (5.4.5) saadaan esimerkiksi Tay-
lorin sarjan

o0 pn
log(1—p) == —
n=1

avulla, kun sijoitetaan p = 2

n'

=-A L + Al +
N n\2 3n ’
Kun n — oo, niin %(’\; + g +---) — 0 jasiksi log(1 — 2)" — =\,
Lasketaan seuraavaksi b, (n):n raja-arvo, kun = > 0. Tarkastellaan perdkkais-
ten binomitodennikdisyyksien suhdetta

boi(n) _n—x (AN (] _A N (n-ua LA -
b.(n) x+1\n n) —x+1\ n n) ’
missd *—*

—1ljal-— % — 1, kun n — oo. Téasté seuraa, ettd

. bx-i—l (TL) )\
4. | = .
(5.4.7) )

Kun ldhdetdén tuloksesta (5.4.5) ja kdytetddn hyviksi raja-arvoa (5.4.7),
saadaan

lim b;(n) = % lim by(n) = Ae™?,

)\2
i bafr) = 5 Jmn bifo) = 5
lim b,(n) lim b,_;(n) A
im b,(n) = — lim b,_1(n) = ——e™ "
oo T oo TT1 1-2--.1
Olemme siis niyttaneet, etti
. ATy
(5.4.8) lim b,(n) = —e ",

n—00 x!

missd raja-arvo on P(X = z), kun X ~ Poi()A). Tulos (5.4.8) tunnetaan
Poissonin raja-arvolakina.

Satunnaismuuttujat noudattavat samaa jakaumaa, kun niilli on sama
kertyméfunktio (Lause 4.4). Jos diskreetit satunnaismuuttujat noudattavat
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samaa jakaumaa, niin niilld on sama todennakoisyysfunktio. Jos satunnais-
muuttujan X,, jakauma lihenee X:n jakaumaa n:n kasvaessa rajatta, niin
X,,:n todennédkoisyysfunktio lahenee X:n todenndkoisyysfunktiota, mikéli jakau-
mat ovat diskreettejd (Lause 5.6). Vaikka edelld olemmekin johtaneet Pois-
sonin raja-arvolain (5.4.8), esitetdén tulos vield Poissonin lauseena.

Lause 5.10 (Poissonin lause) Olkoon X,, ~ Bin(n,p). Silloin
X, -5 Poi(\),
kun n — oo siten, ettdi np = \.

Todistus. Koska np = A, voimme merkitd p = \/n. Todistus perustuu
Lauseeseen 5.6. Jos X,, ~ Bin(n, p), niin

(5.4.9)

fx,(z) = (Z) <%)x (1 ) %)n_x
503 e ()
) I

Kiintealld x:n arvolla

NEEREE
pm(1-7) =1

Niista tuloksista yhdessi raja-arvon (5.4.5) kanssa seuraa
e M\

z!

ja

n—oo
Satunnaismuuttujan X, jakauma ldhestyy siis Poissonin jakaumaa Poi()),
kun n — oo. 0

Poissonin jakaumaa sanotaan usein harvinaisten tapahtumien laiksi. Tama
luonnehdinta perustuu edellisessi lauseessa esitettyyn ominaisuuteen. Jos
tehddan suuri méard riippumattomia Bernoullin kokeita, joissa onnistumis-
todennédkoisyys on hyvin pieni, niin silloin Lauseen 5.10 mukaan onnistu-
misten lukuméaira noudattaa likimain Poissonin jakaumaa. Esimerkiksi suuri
madra ihmisid on paivittdin alttiina liikenneonnettomuuksille. Yksittiisen
henkilon todenn#koisyys (onnistumistodennékoisyys!) joutua onnettomuu-
teen on pieni, mutta onnettomuuksille alttiina olevien henkil6iden lukumaéra
n on suuri. Silloin onnettomuuksien lukuméara noudattaa likimain Poissonin
jakaumaa.
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Lause 5.11 Olkoot X ja 'Y sellaiset risppumattomat satunnaismuuttujat, et-
ti X ~ Poi(\) ja Y ~ Poi(A\y). Silloin X:n ehdollinen jakauma ehdolla

X 4+Y on binomijakauma.

Todistus. Olkoot m ja n sellaiset epénegatiiviset kokonaisluvut, ettd m < n.
Silloin

P(X=m,X+Y =n)

PX=m|X+Y=n)=

P(X+Y =n)

_ P(X=m,Y =n—m)
P(X+Y =n)
:P(x:m)P(Y:n—m)

P(X+Y =n)

e M (AT /ml)e™ 2 [Ny /(n — m)!]
e~ (M2 (A + )" /n!

) AP

N (m) ()\1 + )\2)”

() (5)
m) \ A1+ Ao AL+ Ao

on binomitodennikoisyys kaikilla m = 0,1, ..., n. Ndin on lause todistettu.
O

Lauseella 5.11 on tédrked merkitys esimekiksi frekvenssiaineistojen analy-
ysissa.

Esimerkki 5.8 Tiedetddn, ettd auto-onnettomuuksien lukuméaédrd aikayk-
sikossé (esimerkiksi kuukaudessa) noudattaa Poissonin jakaumaa. Tarkastel-
laan erddlla tieosuudella lokakuussa sattuvien onnettomuuksien lukuméaraa.
Aikaisempien tilastojen perusteella voidaan olettaa, ettd auto-onnettomuuk-

sien lukumaéra Z kyseiselld tieosuudella (kuukaudessa) noudattaa Poissonin
jakaumaa Poi(\). Onnettomuudet luokitellaan mahdollisten henkilévahinko-

jen mukaan vakaviin ja lieviin (jokainen onnettomuus kuuluu toiseen néista
luokista). Vakavien onnettomuuksien lukuméérd X ~ Poi();) ja lievien lukuméaéra
Y ~ Poi(\y). Lisdksi X ja Y ovat toisistaan riippumattomat. Koska Z =

X +Y niin E(Z) =E(X)+ E(Y) eli A = A\ + Xo.

Tutkijat valitsivat poliisin tiedostoista satunnaisesti valitun kuukauden
(vuonna 2003) onnettomuudet. He havaitsivat onnettomuuksien lukumé&érak-
si 120 (n = 120), mutta he eivit olleet vield luokitelleet onnettomuuksia. Mité
jakaumaa noudattaa vakavien onnettomuuksien lukuméaira? Lauseen 5.11 pe-
rusteella

P(X = Z =120) = 1—
( m| 0) (m)<>q+)\2) ( )\1+>\2) ’
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m = 0,1,...,120. Vakavien onnettomuuksien lukumé&ari noudattaa siis bi-
nomijakaumaa Bin(120, /\1):/\2). Aikaisempien onnettomuustilastojen perus-

teella voimme arvioida parametrit A\; ja Ao, joiden avulla saamme estimaatin
parametrille /\1):)\2. Kun tutkijat olivat luokitelleet nuo 120 onnettomuutta,
aineistossa havaittiin 15 vakavaa onnettomuutta. Koska E(X | Z = 120) =

A1, niin havainnon 15 pitéisi osua "melko ldhelle” arvoa A;. O]

5.5 Poissonin prosessi

5.5.1 Laskuriprosessi

Stokastinen prosessi { N(t), ¢ > 0} on laskuriprosessi, jos N(t) on ajanko-
htaan £ mennessi sattuneiden "tapahtumien” lukumaéara.

Esimerkki 5.9 Seuraavassa luetellaan esimerkkejé laskuririprosesseista.

1. Jos N(t) on annetulla tieosuudella hetkeen ¢ mennessi sattuneiden on-
nettomuuksien lukumééré, niin { N(¢), ¢ > 0} on tapahtumaan “on-
nettomuus” liittyva laskuriprosessi.

2. Olkoon N(t) palvelutiskille tulleiden asiakkaiden lukumééra hetkeen t
mennessd. Tapahtuma on “asiakkaan tulo palvelutiskille” ja { N (¢), t >
0} on tapahtumaan liittyva laskuriprosessi.

3. N(t) on vuoden alusta hetkeen ¢ mennessi syntyneiden lasten lukumé&éra
kaupungissa A.

4. N(t) on jalkapallojoukkueen A tekemien maalien lukumééard kauden
alusta ajankohtaan ¢ mennessa.

O

Laskuriprosessin tulee toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
1. N(t) > 0.

2. N(t) € N, eli N(t) on kokonaislukuarvoinen.

3. Jos s < t, niin N(s) < N(t).

4. Kun s < t, niin N(t) — N(s) on vililla (s, t] sattuneiden tapahtumien
lukumaara.

Laskuriprosessi on rippumattomien lisaysten prosessi, jos erillisilla aikavéleil-
14 sattuvien tapahtumien lukumaérat ovat riippumattomat. Esimerkiksi sat-
unnaismuuttujat N(2) ja N(10) — N(2) ovat riippumattomat, jos N(t) on ri-
ippumattomien lisdysten laskuriprosessi. Laskuriprosessin lisdykset ovat sta-
tionaariset, jos milla tahansé vililla sattuvien tapahtumien lukuméérin jakau-
ma riippuu vain vilin pituudesta. Jos N(¢) on stationaarinen laskuriprosessi,
niin satunnaismuuttujilla N(t3) — N(¢1) ja N(ta +s) — N(t; + s) on sama
jakauma kaikilla véleilla (1, ts] ja (t; + s, t2 + s], missd to > t; ja s > 0.
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5.5.2 Poissonin prosessin mairitely

Poissonin prosessi on yksi tarkeimpié laskuriprosesseja. Se méaaritellddan seu-
raavasti:

Maaritelmi 5.2 Laskuriprosessi { N(¢), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.
2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukuméara jokaisella h:n pituisella vililla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on Ah:

P[N(h+t)—N(t):x]:e_’\h()\$L')w, r=0,1,...

kaikilla h,t > 0.

Laskuriprosessin osoittaminen Poissonin prosessiksi Maéritelméan 5.2 avul-
la saattaa olla hankalaa. Ei ole mitdan yksinkertaista keinoa tarkistaa es-
imerkiksi ehdon 3 patevyytta. Siksi esitetddn vield toinen maaritelmé, jonka
avulla voi olla helpompaa tunnistaa prosessi. Voidaan osoitaa, ettd maaritelméat
5.2 ja 5.3 ovat yhtapitavit.

Maaritelmi 5.3 Laskuriprosessi { N(¢), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.

2. Prosessin lisdykset ovat stationaariset ja riippumattomat.
3. P(N(t+h) = N(t)
4. P(N(t+h) — N(t) > 2) = o(h).

1) = Ah+ o(h).

Madritelméssé 5.3 kiytetddn merkintdd o(h). Sanomme, ettd funktio f(-) =

o(), jos

. f(h)

lim —= = 0.

h—0 h
Esimerkki 5.10 Tielitkenneonnettomuudet. Havainnoidaan esimerkiksi
jollain tieosuudella sattuvien auto-onnettomuuksien lukuméaridsa. Onnetto-
muuksien maira noudattaa tavallisesti varsin hyvin Poissonin prosessia. [

Tarkastellaan nyt hieman ldhemmin Poissonin prosessin oletuksia. Olete-
taan, ettd onnettomuuksien lukuméara eraélla tieosuudella noudattaa aikavalil-
14 (0,7") Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Aikavéli voi olla es-
imerkiksi ruuhka-aika tiettynd perjantai-iltapaivana klo 15 19 ja tieosuus
jokin ulosmenotie. Oheisessa kuviossa on havaitut onnettomuudet merkit-
ty aika-akselille.
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Tarkasteluvili (0,7] on jaettu viiteen yhtd pitkdén osavéliin, joiden pitu-
udet ovat 7'/5. Nyt esimerkiksi 1. osavililld sattuneiden onnettomuuksien
lukuméédrd on N(t;) — N(0) = N(¢1), joka on siis hetkeen ¢ mennessi sat-
tuneiden onnettomuuksien lukumaéédrd. Kuvioon 5.3 on piirretty prosessin
{N(t), t € (0,T]} realisaatio, missd havaintoina ovat kyseiset onnetto-
muudet.

N(t)
51 —
4 [ S
4 >
T — N(t)
t1 to tg ty4 ts =T

Kuvio 5.3. Poissonin prosessin { N(t), ¢ € (0,7} erdén realisaation
kuvaaja.

Madritelmén 5.3 oletuksen 2 mukaan lisdykset N(t;) — N(0), N(t2) —
N(t1), N(t3) — N(t2), N(ts) — N(t3) ja N(t5) — N(t4) ovat riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa. Maaritelméan 5.3 oletukset 3 ja 4 tarkoittavat,
ettd tapahtumat (onnettomuudet) sattuvat yksittdin ja samalla intensiteetil-
14 koko tarkastelujakson ajan. Koska tapahtumat ovat erillisid pisteiti, niin
aina voidaan valita niin hienojakoinen vilin ositus, ettd kullakin osavalilla
on korkeintaan 1 tapahtuma. Jos tarkastelemassamme esimerkkitapauksessa
valitaan osavélin pituudeksi 7'/20, sattuu tésséd osituksessa kullekin osavilille
korkeintaan 1 tapahtuma. Riippuen tietysti kulloisestakin havaintojaksosta,
kuinka hienojakoinen ositus tarvitaan.

0 too =T

20

Todennéakoisyys, etta T'/n:n pituiselle osavilille sattuu havainto, on Maaritelmén 5.3
oletuksen 3 mukaan

(s D) o] T of2).
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Vastaavasti todennikoisyys, etti osavililla sattuu enemman kuin yksi havain-
to, on havidvan pieni, silli Mairitelméan 5.3 oletuksen 4 mukaan

P[N(tJr %) SN > 2] _ 0(%)

Voimme siis olettaa, ettd kullakin osavalilld sattuu vain 0 tai 1 tapahtumaa,
kun n on riittdvin suuri.
Maaritelladn nyt satunnaismuuttujat

XZ-:N<E) _N(M), i=12...n.

n n

Muuttujia X; voidaan kisitelld toisistaan riippumattomina Bernoullin jakau-
maa noudattavina satunnaismuuttujina:

XZ-NBer<)\—T), 1=1,2,...,n.
n

Koko vililld (0, 7] havaittujen tapahtumien lukumé&éra on
5%::;¥1+'A&‘+"'+_X%a

joka noudattaa binomijakaumaa Bin(n, ’\TT) Koska E(S,) = n - )‘TT = \T
kaikilla n € N, niin E(S,) = AT, kun n — oco. Voimme siis soveltaa Pois-
sonin lausetta (Lause 5.10), jonka mukaan S,, noudattaa Poissonin jakaumaa
Poi(AT"), kun n kasvaa rajatta. Néin esimerkiksi todennékoisyys, etté vélilla
(0,7 sattuu = onnettomuutta, on

e—AT(Ajvx
x! ’

P(N(T)=z) =

Todennikoisyys riippuu vain vilin pituudesta 7' ja intensiteetista A\ > 0.

5.5.3 Satunnaistapahtumat tila-avaruudessa

Poissonin prosessilla mallinnetaan myo6s ilmioité, jotka tapahtuvat satunnais-
esti tila-avaruudessa. Silloin Maaritelméan 5.3 ehdot voidaan luonnehtia seu-
raavasti:

1. Ruppumattomuus. Erillisilld alueilla sattuvien tapahtumien lukuméarit
ovat riippumattomat.

2. Yksittaisyys. Todennakoisyys, ettd alueella sattuu enemmén kuin yksi
tahtuma, on havidvin pieni.

3. Homogeenisuus. Tapahtumat sattuvat samalla intensiteetilla koko tarkasteltaval-
la alueella.
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Tarkastellaan esimerkiksi Poissonin prosessia tasossa. Silloin todennakoisyys,
ettd pinta-alaltaan A:n kokoisella alueella sattuu = tapahtumaa, on

—AA x
fA(z)zﬂ, x=0,1,...,
x!
missd A on tapahtumien lukuméirin odotusarvo yhta pinta-alayksikkod ko-
hti. Jos Poissonin prosessia noudattavat tapahtumat sattuvat kolmiulotteises-
sa avaruudessa, niin silloin V:n kokoiseen tilaan osuu x tapahtumaa toden-
nakaéisyydella
e ANV (\V)?

fole)=——>=  ==01..,

missd A on tapahtumien lukuméirian odotusarvo yhté tilavuus-yksikkoa ko-
hti.

Esimerkki 5.11 Leipomo valmistaa suuren erdn pullataikinaa, josta tehdaan
rusinapullia. Leipuri haluaa, ettd ainakin 95 % pullista sisaltda vahintain 2
rusinaa. Kuinka monta rusinaa pullaa kohti pitiisi sekoittaa taikinaan?

Olkoon pullan tilavuus V' = 1. Kun rusinat sekoitetaan hyvin taikinaan,
on kaikilla pullilla sama todenn#koisyys siséltdéd rusinoita (homogeenisuus).
Koska taikina on suuri, ovat eri pulliin sattuvien rusinoiden lukumaéaérat toi-
sistaan riippumattomat. Todennikoisyys, ettd pieneen pullaan sattuu enem-
mén kuin yksi rusina, on hyvin pieni.

Tassa tilanteessa on kyse Poissonin prosessista 3-ulotteisessa tila-avaru-
udessa. Pullassa on x rusinaa todennikdisyydella

e A\

f(z) = U x=0,1,2,...

ja ainakin 2 rusinaa todennédkéisyydelld
PX>2)=1-P(X <2
=1-PX=0)-P(X=1)
—1—e*—e M\
Leipuri vaatii, etta
1—e ™ —e ™\ >0.95.

Epéayhtalo toteutuu, kun A > 4.74, joten rusinoita on sekoitettava taikinaan
5 rusinaa pullaa kohti. [

5.5.4 Symmetrinen jakauma

Symmetriaan perustuvaa argumentointia voidaan usein hy6dyntdd toden-
nikoisyyksien laskemisessa.
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Symmetria pisteen suhteen. Jos P(X =b+z) = P(X = b—z) kaikilla
x, niin X :n jakauma on symmetrinen pisteen b suhteen. Satunnaismuuttuja X
on symmetrinen b:n suhteen jos ja vain jos X — b on symmetrinen origon
suhteen. Silloin

PX<b—z)=P(X >b+x).

0.20 + 0.20 +
0.15 + 0.15 +
0.10 + 0.10 +
0.05 1 ‘ ‘ 0.05 1 ‘ ‘
ettt L] > x 1 ] [ Lt X
4 8 12 16 4 8 12 16
(a) (b)

Kuvio 5.4. Binomijakauman kuvaajat, kun (a) X ~ Bin(16,0.75)
(b) X ~ Bin(16,0.50).

Esimerkiksi binomijakauma Bin(16,0.50) on symmetrinen pisteen 8 suh-
teen, mutta binomijakauma Bin(16,0.75) ei ole symmetrinen (Kuvio 5.4).
Binomijakaumassa Bin(16,0.50) on

P(X=8+4z)=P(X=8-1)
kaikilla x. Silloin jokaista a € R kohti

P(X <8—a)=P(X >8+a).

Diskreetit jakaumat: Yhteenveto

Bernoulli f(z) =p"(1—p)t7, x=0,1
Ber(p) E(X)=p,  Var(X)=p(1-p)
M(t) =1—p+ pe

Binomi f(x) = <n)px(1 —p)" 7, r=0,1,...,n
Bin(n, p) v
E(X)=np,  Var(X)=np(1l - p)

M(t) = (1 —p+ pe')"
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e s r—1 _
Negatiivinen f(x) = < 1)p’"(l —p)* r=rr+1,...
binomi "
NBin(r, p) B(X) = f’ Var(X) = r(1 ;p)
p p
+ r
pe
M(t) = t < —log(1—
0= =] r<-saop
Geometrinen f(z) =p(1 —p)“ !, r=1,2,3,
Geo(p 1 1—
®) E(X)==,  Var(X)=—~
p p
pe'
M(t) = t < —log(l—
0= t<—logi-p)
)
Hypergeometrinen f(z)= —"“—=—"=, X <pN ja
HGeo(n, N, p) (n) n—X<N-Np
N —
B(X)=np,  Var(X) = np(l - p),
N —1
N—x
Negatiivinen flz) = (I B 1) (va_r) , r=rr+1,...,N
h . r=1/ (y.)
ypergeometrinen Np
NHGeo(r, N, p) N+1
Y E(X)=r
(X)=r 31
Var(X) = r(l—=p)N(N+1)(Np+1—r)
(Np+1)*(Np +2)
Az
Poisson f(z) = A , x=0,1,...
Poi(\) !
E(X) =\, Var(X) =\
M(t) = exp(Xe’ — \), —00 <t < 0

Poissonin prosessi. Laskuriprosessi { N(t), ¢ > 0}, jonka intensiteetti \.

1. N(0) = 0.

2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukumaéaéra jokaisella ¢:n pituisella vililli noudattaa Pois-

sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on At:

(A

PIN(t+s)— N(s) =a] =e " ~——, r=0,1,...

kaikilla s,¢ > 0.

z!
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Harjoituksia

1. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on Sy = {zi, 25} ja
todennékoisyysfunktio P(X = z;) =p, P(X =z2) =1 —p.
(a) Laske E(X7), r=1,2ja
(b) Var(X).
(c) Maaritd X :m momenttifunktio.
2. Olkoon X ~ Ber(p) ja Y sellainen satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko

on Sy = {y1,y2} ja todennékoisyysfunktio P(Y = y;) = p, P(Y = ya) =
1 — p. Lausu Y satunnaismuuttujan X avulla.

3. Heitetdéin lanttia n kertaa (n riippumatonta Bernoullin koetta). Olkoon
kruunun (R) todenn#kéisyys p ja X toistosten RR lukumééra heittosar-
jassa.

(a) Mita on E(X)? Mikd on E(X):m arvo, kun kun n = 2007
(b) Laske Var(X).

(c) Mité on toistosten RRRR lukuméirin odotusarvo?
(Vihje: Katso Esimerkki 5.2.)

4. Jos X noudattaa binomijakaumaa, jonka odotusarvo on 6 ja varianssi
2.4, niin mitd on P(X = 5)7?

5. Hatussa on NV yhdestd lihtien juoksevasti numeroitua arpalippua. Vali-
taan hatusta n:n arvan satunnaisotos palauttamatta (ks. Esimerkki 5.2).
Olkoon X suurin valittujen arpalippujen jirjestysnumeroista.

(a) Piirrd X:n todennékoisyys- ja kertyméfunktion kuvaajat, kun N =
100 ja n = 10.

(b) Piirrd X:n odotusarvon kuvaaja n:n funktiona, kun N = 100.

6. Valitaan satunnaisesti ja toisistaan riippumatta 2000 pistettd yksikkoneliosta
{(z,y) |0 <z <1, 0<y <1} Olkoon Z yksikkdympyridn { (x,y) |
22 4+ y? < 1} osuvien pisteiden lukumiiré.

(a) Mita jakaumaa Z noudattaa?
(b

) Laske Z:n odotusarvo ja hajonta.
(¢) Satunnaismuuttujan 2 odotusarvo?
)

500
(d) Generoi 2000 satunnaislukuparia. Madritd Z:m arvo ja laske sen
avulla mm likiarvo.

7. Erdiseen 90:n virheettomén kiannykan tuote-erdin oli sekaantunut 10
viallista. Valitaan tasta 100:n kinnykén joukosta 30 kinnykén otos palaut-
tamatta. Olkoon X viallisten lukumé&irid otoksessa.
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(a) Madritd X:n todennikoisyysfunktio.
(b) Laske P(X = 10).

(c) Valitaan kiinnykoité testaukseen satunnaisotannalla yksitellen palaut-
tamatta, kunnes kaikki vialliset on 16ydetty. Olkoon Y tarvittavien
testien lukumééra. Laske P(Y > 20), eli todennékdisyys, ettd tarvi-
taan ainakin 20 testié.

8. Heitetdéin harhatonta lanttia, kunnes havaitaan toistos RR (kaksi kru-
unua perikkiin). Olkoon X tarvittavien heittojen lukuméérd. Olkoon
fn n. Fibonaccin luku, joka méaritellidn siten, ettd f; = fo = 1 ja
fn = fn_1‘|—fn_2, n:3,4,....

(a) Osoita, ettd X:n todennikéisyysfunktio on

_ fm—l
2z 7

f(zx) x=2,3,4,...

(b) Osoita tuloksen

avulla, ettd Y 2, = 1.

(c) Osoita, ettd E(X) = 6.
(d) Osoita, ettd E[X(X —1)] =52 ja Var(X) = 22.

(e) Simuloi X:n arvoja ja tarkastele, vastaavatko simuloinnin tulokset
teoreettisia tuloksia.

9. Erddssid vaalissa 4000:sta ddnestdjastd 100 kannatti ehdokasta A. Jos
valitaan 50 alkion otos d&nestdjistd esitutkimukseen, niin milld toden-
nikdoisyydelld haastatelluista korkeintaan 5 kannattaa A:ta?

10. Yritykseen tulee lahetys, joka sisaltdaa 1000 varaosaa. Tarkistussuunnitel-
man mukaan n = 100 satunnaisesti valittua (palauttamatta) varaosaa on
tarkistettava. Tuote-erd hyviksytain, jos tarkistuksessa ei 16ydy kahta
viallista enempéa. Mikd on todennékoisyys, ettd tuote-erd hyviksytdan?
Laske todennéakdisyys

(a) hypergeometrisen jakauman avulla.

(b) Laske sitten sama todenn#koisyys kdyttden hypergeometrisen jakau-
man likiarvona binomijakaumaa

(c) ja Poissonin jakaumaa.

11. Oletetaan, ettd X ~ Poi(A). Osoita, ettd E(X) = A ja Var(X) = A.
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12. Leipomossa valmistetaan suuri taikina, josta tehd&din rusinaleivoksia.
Leipoyrittdja haluaa, ettd 95 % leivoksista sisiltda ainakin 2 rusinaa.
Kuinka monta rusinaa leivosta kohti hdnen pitdi sekoittaa taikinaan?

13. Laboratoriohiiriin ruiskutetaan kahta eri liuosta. Ensimmaéisessa liuok-
sessa on keskiméaérin ¢ kappaletta C-tyypin organismeja millitrassa ja
toisessa liuoksessa keskiméérin d kappaletta D-tyypin organismeja mil-
litrassa. Organismit ovat jakautuneet nesteeseen tdysin satunnaisesti.
Jokaiseen hiireen ruiskutetaan kumpaakin liuosta yksi millitra. Hiiri séi-
lyy hengissd jos ja vain jos kummassakaan ruiskeessa ei ole yhtdén or-
ganismia.

(a) Milla todennékdisyydella hiiri jaa eloon?
(b) Milld todennékoisyydelld kuolleista hiirista l16ytyy molempia organ-
ismeja?

(Vihje: Kéytéd Poissonin jakaumaa.)

14. Tehtaalla sattuu keskimédrin 1.5 onnettomuutta kuukaudessa. Maarita
seuraavien tapahtumien todennékoisyydet:
(a) Ei onnettomuuksia tammikuussa,
(b) yhteensé nelja onnettomuutta helmikuussa ja maaliskuussa,

(c) ainakin yksi onnettomuus vuoden jokaisena kuukautena.
(Vihje: Kéytéd Poissonin jakaumaa.)

15. Olkoot X ja Y toisistaan riippumattomat Poissonin jakaumaa noudat-
tavat satunnaismuuttujat. Olkoon E(X) =1 ja E(Y) = 2.

(a) Laske todennikdisyys P(X +Y) = 5.

(b) Milld kokonaislukuarvolla n todennékdisyys P(X +Y) = n saavut-
taa maksiminsa?

(¢) Lausu todennikdisyys P(X +Y) = 5 satunnaismuuttujien X ja Y
todennékoisyysfunktioiden avulla.

16. Kirjassa on 200 sivua. Painovirheiden lukuméaara jokaisella sivulla nou-
dattaa Poissonin jakaumaa, jonka keskiarvo on 0.01. Painovirheiden lukumaarat
eri sivuilla ovat toisistaan riippumattomat.

(a) Miké on virheettomien sivujen lukuméérian odotusarvo ja hajonta?

(b) Kirjan oikolukija havaitsee minkd tahansa annetun virheen toden-
nakoisyydella 0.9. Mikd on oikolukijan havaitsemien virheellisten
sivujen lukumé&aran odotusarvo?



