Matemaattinen tilastotiede
6. harjoitukset, 50. vko 2006

6.1. Osoita oikeaksi viitteet:
(a) Jos (X,Y) ~ No(uy, pa, 02,02, p), niin (U, V) ~ Ny(0,0,1,1, p),
missid U = (X — p1) /o1 ja V = (X — ps)/oo.
(b) Jos (U, V) ~ Ny(0,0,1,1, p), niin (X,Y) ~ Ny(u1, pto, 02, 03, p).

Ratkaisul. Mééritelméin 7.6 mukaan (X,Y") ~ No(juy, p2, 03, 05, p), jos
se voidaan lausua muodossa

X =y = 01\/1 = p*Zy + po1Zs,
Y — po = 0325,

mikd on yhtapitavéad sen kanssa, etta
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Edella Z; ja Z, ovat riippumattomat ja noudattavat standardimuo-
toista normaalijakaumaa N(0,1) sekd o; > 0, 0o > 0 ja |p| < 1. Siis
médritelmén 7.6 mukaan

(X> Y) ~ N2(M1>M2>U%>U§>p) = (Ua V) ~ N2(0a0> 1, lap)
Ratkaisu2. (1) Jos (X,Y) ~ Ny(uy, iz, 03,02, p), niin
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missé
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Sijoitetaan x = p1 + oyu ja y = ps + o9v lausekkeeseen (0.0.1). Muun-
noksen Jacobin determinantti J on
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6.2.

missé
(u? — 2puv + v?),

Quv) =

joten (0.0.2) on N(0,0, 1,1, p):n tiheysfunktio.

(2) Jos (U, V) ~ Ny(0,0,1,1, p), niin (U, V):n tiheysfunktio on (0.0.2).
Kun siihen sijoitetaan u = (x — p1)/o1 ja v = (y — p2) /oy ja lasketaan
muunnoksen Jacobin determinatti
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saadaan sijoituksen jélkeen tiheysfunktio (0.0.1). Siis (X,Y") ~ No(p1, 2, 0%, 03, p).

Oletetaan, ettéd satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat normaalijakau-
maa Ny(0,0,1,1, p). Maaritellidin U = X +Y ja V = X — Y. Osoita,
ettd (ks. Esimerkki 7.11, s. 203)

(a) U jaV noudattavat normaalijakaumaa N (0, 0,2(1+p), 2(1—p), 0).

(b) U ja V ovat riippumattomat.

(c) U~N(0,2(14p)jaV ~ N(0,2(1— p).

Ratkaisu. (a) Muunnoksen u =  + y, v = x — y kdénteismuunnos on

U+ v U—7
xr= =
5 Y 5
jonka Jakobiaani on
11 1
J:‘Q 2 — _
1 1 :
3 2 2
Koska
1 2 2
T,Y) = ———€X 7 — 2pry +
ja
1 U+v u—v
fU,V(uaU):ifX,Y( 5 ' 9 )
1 1 1 uU+v. u+v, ,uU—"uv U—10.,
= - — —2
1 1 1
= ——— expl——— (1 — p)u? + (1 + p)v?
o Sl (1= A+ (1 )
1 1. u? v?
exp{— I

T 2n 20+ p)2(1 - p) 2[2(1+/)) )

joten (U, V) ~ Ny(0,0,2(1+ p),2(1 — p),0).



(b)
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joten U ja V ovat riippumattomat.
(¢) Koska fy(u) on N[0, 2(1 + p)|m tiheysfunktio ja fi(v) on N[0, 2(1 — p)]:n
tiheysfunktio, niin U ~ NJ[0,2(1 + p)] ja V ~ N|0,2(1 — p)].



