Matemaattisen tilastotieteen perusteet
5. harjoitukset, 49. vko 2008

5.1. Henkilén verenpaine X kotimittarilla mitattuna noudattaa normaalija-
kaumaa X ~ N(u,20?). Terveysasemalla mitattuna verenpaine ¥ nou-
dattaa normaalijakaumaa N(u,o?). Jos X ja Y ovat riippumattomat,
laske todennékoisyys , ettd keskiarvo (X +Y)/2 poikkeaa odotusarvosta
1 korkeintaan puolitoista hajontaa.

5.2. Riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat normaalija-
kaumaa X ~ N(uy,0?) ja’Y ~ N(po, 03). Méiritelldin satunnaismuut-
tujat U = aX +bjaV =cY +d, missi a, b, c ja d ovat vakioita.

(a) Osoita momenttifunktion avulla, etta
U ~ N(apy + b, (ao1)?), 'V ~ N(cug + d, (cop)?).

(b) Maéritd U:m ja V:n yhteisjakauman momenttifunktio.
(c) Osoita edellisten kohtien avulla, ettd U ja V' ovat riippumattomat.
5.3. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat kaksiulotteista

normaalljakaumaa No(pu1, pto, 0%, 02, p). Osoita, etti E(XY) = pypus +
poios. (Vihje: Voit kiyttiad esimerkiksi Médritelméa 7.9)

5.4. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat kaksiulotteista
normaalijakaumaa Ny(uy, 2, 0%, 05, p), missi u; = 70, s = 80,07 =
100,02 = 169 ja p = 5/13. Laske

(a) E(Y|X =T72).
(b) Var(Y|X = 72).
(c) P(Y <84|X =T72).

(Sovella sivulta 208 Lauseen 7.9 tuloksia).

5.5. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat kaksiulotteista
normaalijakaumaa Ny(u1, ii2, 03,03, p), missi gy = 3.2, po = 12,07 =
1.44,02 = 16 ja p = 0.7.

(a) Maarita X:n ja Y:n jakaumat ja

(b) Y:n ehdollinen jakauma ehdolla X = 3.8.

(c¢) Laske E(X|Y = 10) ja Var(X|Y = 10) sekd

(d) todennékoisyydet P(0.8 < X < 4.2), P(Y > 14) ja

(e) P(X >32|Y =10), P(Y < 12|X = 3.8)



(Sovella sivulta 208 Lauseen 7.9 tuloksia).

5.6. Riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat normaalija-
kaumaa X ~ N(u1,0%) ja Y ~ N(us,o3).
(a) Madrita satunnaismuuttujan X — Y jakauma.
(b) Laske todennékéisyys P(X > Y) (Riippuu parametreista ji1, jiz, 03, 03).
(c) Pééttele, ettd P(X >Y) = 0.5, jos py = fio.

5.7. Riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat normaalija-
kaumaa N(0,1) ja

1 1
U= 5(X+Y) V=X -Y),

(a) Madritd U:n ja V' yhteisjakauman tiheysfunktio fi v .

(b) Péiittele yhteisjakauman tiheysfunktiosta fi; v reunajakaumien ti-
heysfunktiot fy ja fy integroimatta.

(c) Totea, ettd U ja V ovat riippumattomat.

5.8. Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa standardimuotoista normaalijakau-
maa N(0,0,1,1;p) [X ~N(0,1), Y ~N(0, 1) ja Cor(X,Y) = pl.

(a) Laske odotusarvo E[(X — aY — b)?], missd a ja b ovat vakioita
(Vihje: Lausu [(X —aY) —b)]? = (X —aY)? — 2b(X — aY) + b?).

(b) Merkitéén g(a,b) = E[(X — aY — b)%. Milld a:n ja b arvoilla
funktio ¢(a,b) saavuttaa miniminsa?



