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Luku 1

Johdanto

1.1 Miksi monimuuttujamenetelméat?

Monimuuttujainen aineisto syntyy, kun jokaisesta tilastoyksikosta tarkastel-
laan useita eri ominaisuuksia samanaikaisesti. Aineistossa on siis tyypillisesti
useita muuttujia, jotka on saatu yhdestd tai useammasta otoksesta tai ko-
keesta. Perusopinnoissa jokainen on taatusti jo tutustunut monimuuttujai-
seen ainistoon, koska tilastolliset aineistot ovat paasaintoisesti monimuuttu-
jaisia. Esimerkiksi muuttujien vélisten korrelaatioiden samanaikaista tarkas-
telua voi jo pitdd monimuuttujaisena analyysina. Toisaalta tavallista regres-
sioanalyysia ei pidetd varsinaisena monimuuttujamenetelméné, vaikka se-
littavia muuttujia olisikin useita. Monimuuttujaisessa regressiossa on myos
useita selitettdvid muuttujia.

Jotkin monimuuttujaisen anyysin kysymykset ovat vastaavien yhden muut-
tujan ongelmien suoria yleistyksié, kun taas toiset esiintyvit vain monimuut-
tujaisissa tutkimusasetelmissa. Samaa voidaan sanoa myos itse monimuuttu-
jaiseen analyysiin kiytettivistd menetelmistd. Esimerkiksi tavallinen ¢-testi
voidaan voidaan suoraviivaisesti yleistds monimuuttujaiseksi testiksi. Sen si-
jaan padkomponenttien méarittdminen voi tulla kyseeseen vain monimuut-
tujaisessa aineistossa.

1.2 Tarvittavat esitiedot

Kurssilla edellytetiaén, ettd matriisilaskennan perusteet ovat hallinnassa. Esi-
merkiksi kurssi Matriisilaskentaa tilastotieteilijoille antaa riittavit perusval-
miudet. Laskentaan kurssilla kdytetdan R-ohjelmistoa. Monimuuttulame-
netelmien kannalta hyodyllisid R-kirjastoja ovat esimerkiksi MASS, Mva,
Mvtnorm ja Multiv.
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1.3 Joitakin monimuuttujaisia ongelmia

1.

Tuttujen yhden muuttujan analyysien yleistdminen monimuuttujaisik-
si. Esimerkiksi ¢-testi, regressioanalyysi ja varianssianalyysi.

. Aineiston moniulotteisuuden pienentédminen. Jos aineistossa on esimer-

kiksi joukko voimakkaasti keskenddn korreloituneita muuttujia, voi-
daan osa niistd ehkid poistaa menettdméttd oleellisesti informaatiota,
tai ne voidaan esittdd muutaman muun muuttujan avulla. Esimerkiksi
padkomponenntianalyysi ja faktorianalyysi ovat téllaisia menetelmié.

Erotteluanalyysi. Tietyn potilasjoukon epéillain sairastavan tautia A.
Heille tehdéén joukko laboratoriokokeita. Kokeiden tulosten perusteel-
la pyritddn muodostamaan diagnostinen s&dinto, joka mahdollisimman
hyvin erottelee tautia A sairastavat. Erotteluanalyysi tarjoaa keinoja
hyvien erottelusdantojen muodostamiseksi.

Ryhmittelyanalyysi/luokittelu

Kanooniset korrelaatiot.



Luku 2

Monimuuttujainen
havaintoaineisto

2.1 Keskiarvovektorit

Olkoon otoksessa n yksilod ja jokaisesta yksilostd on mitattu muuttujat
Y1,Y2, - - -, Yp. Havaintovektoreita merkitdén yq,y2,...,yn, missd 7. havain-
tovektori on

Yi1

Yi2

y: = .

Yip

Aineiston havaintomatriisin

yll Yyir Y12 ..o Y15 --- Yip
Y2 Y21 Y22 .- Y25 .- Y2p
Y: -, = ) . ° -
Yi Yir Y2 .-+ Yij .- Yip
Yn Ynl Yn2 -+ Ynj --- Ynp

riveind ovat havaintovektorit transponoituina. Ensimmaéinen alaindeksi 7 viit-
taa tilastoyksikkoon ja toinen indeksi j viittaa muuttujaan: y;; on i. tilasto-
yksikon mittaluku j. muuttujalla.

Muuttujan y; otoskeskiarvo on §j; = % >oisq yij. Esimerkiksi §; on nmn en-
simmaéisen muuttujan havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo, g on toisen
muuttujan keskiarvo ja niin edelleen. Muuttujien y1,y2, ..., y, otoskeskiarvo
on keskiarvovektori

Y1

1 ¢ Y2

y=—-Yvi=]|"
ni=

Yp
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Taulukko 2.1 FIRMAT-aineisto. Yhdysvaltojen 10 suurimman teollisuus-
yrityksen tulokset vuodelta 1978

Yritys yy=varat* yo=nettotulot* ys3=porssiarvo*
G.M. 26.7 3.3 15.8
Exxon 38.4 2.4 19.5
Ford 19.2 1.7 8.4
Mobil 20.6 1.0 8.2
Texaco 18.9 0.9 94
Std. Oil 14.8 1.0 7.6
IBM 19.0 2.7 12.6
Gulf 14.2 0.8 7.3
G.E. 13.7 1.1 5.9
Chrysler 7.7 0.2 2.9

*miljoonia dollareita
Lahde: "Fortune 500", Fortune, 97, 238-272, May 8, 1978.

Matriisimerkinnoin otoskeskiarvovektori voidaan lausua

7= 1y, (2.1.1)
n
missi 1, = (1,1,...,1) on n x 1l-vektori. Havaintomatriisi FIRMAT on
10 x 3-matriisi
26.7 3.3 15.8
384 24 19.5
19.2 1.7 84
206 1.0 8.2
1189 09 94
s~ | 148 10 7.6 |
19.0 2.7 12.6
14.2 0.8 7.3
13.7 1.1 5.9
77 02 29

jonka 3. havainto on esimerkiksi y3 = (19.2,1.7,8.4)".

Esimerkki 2.1 Oheisessa R-esimerkissé luetaan Taulukon 2.1 havaintomat-
riisi tiedostosta firmat.dat ja tallennetaan se tyotilaan nimelld "firmat".
Sen jélkeen tehd&ddn aineistosta numeerinen yhteenveto.

firmat<-read.table("C:\\Kurssit\\Mmm\\mmmO3\\Datat\\firmat.dat",
header = T)

firmat
varat ntulot parvo
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G.M. 26.7 3.3 15.8

Exxon 38.4 2.4 19.5

Ford 19.2 1.7 8.4

Mobil 20.6 1.0 8.2

Texaco 18.9 0.9 9.4

Std.0il 14.8 1.0 7.6

IBM 19.0 2.7 12.6

Gulf 14.2 0.8 7.3

G.E. 13.7 1.1 5.9

Chrysler 7.7 0.2 2.9

summary (firmat)

varat ntulot parvo

Min. : 7.70 Min. :0.200 Min. : 2.900
1st Qu.:14.35 1st Qu.:0.925 1st Qu.: 7.375
Median :18.95 Median :1.050 Median : 8.300
Mean :19.32 Mean :1.510 Mean : 9.760
3rd Qu.:20.25 3rd Qu.:2.225 3rd Qu.:11.800
Max. :38.40 Max. :3.300 Max. :19.500

Huomattakoon, ettd apply-funktiolla voidaan havaintoaineistosta laskea kdtevisti
erilaisia tunnuslukuja. Seuraavassa lasketaan esimerkiksi muuttujien keskiarvot
ja minimit.

col.means <- apply(firmat, 2, mean)
col.means

varat ntulot parvo

19.32 1.51 9.76

col.min<- apply(firmat, 2, min)
col.min
varat ntulot parvo

7.7 0.2 2.9

Seuraavassa lasketaan muuttujien keskiarvot matriisioperaationa.

yks<-rep(1,10)

yks
(111111111111
yks<-as.matrix(yks)
dim(yks)

#[11 10 1
Y<-as.matrix(firmat)
dim(Y)



6 LUKU 2. MONIMUUTTUJAINEN HAVAINTOAINEISTO

[1] 10 3
n<-dim(Y) [1]
t (V) %*%hyks/n

[,1]
varat 19.32
ntulot 1.51
parvo 9.76

2.2 Kovarianssi- ja korrelaatiomatriisimatriisi

Otoskovarianssimatriisi 8 = (s;;) on p :n muuttujan variansseista ja kova-
riansseista muodostettu matriisi

S11 S12 ... Sip
S — S91 S22 ... 82p
Spl Sp2 ... Spp
Muuttujan y; otosvarianssi
1 7 _ _
sii =87 = i — i)+ (y2i — 97 + -+ (Yni — 50)°)
1 & .9
T on—1 Z(ykz’ — ¥i)
k=
n
= - nyz

missé y; on . muuttujan otoskeskiarvo. Huomaa, ettéd varianssi on lausuttu
otoshajonnan eli standardipoikkeaman

8i = V/Sii
neliond. Muuttujien y; ja y; vilinen otoskovarianssi on

n

Sij = ) (ki — Tj)

= [( i) (W15 — U5) + -+ (Yni — i) (Ynj — 75)]

nyzy])
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Havaintovektoreiden avulla lausuttuna

S =55k —Y)k—¥)
= L (yky) — nyy').

Muuttujien y; ja y; vélinen korrelaatiokerroin on

Si]‘
= . 2.2.2
Tij 55 ( )

Otoskorrelaatiomatriisi on muodoltaan vastaava kuin otoskovarianssimatrii-
si, mutta nyt kovarianssien paikalla ovat korrelaatiot:

1 ro ... Tlp
21 1 - T2p
R =
p1 Tp2 ... 1

Kuten yhtdlostd (2.2.2) ndhdaan, korrelaatiomatriisi saadaan laskettua
kovarianssimatriisista. Kovarianssimatriisi saadaan annetusta korrelaatiomat-
riisista, mikéli hajonnat tunnetaan. M&iritelldan

D, = diag(s1,s2,...,5p)
S1 0 0
0 59 0
0 O Sp
Silloin
R =D,!SD,!
ja
S =D,RD;.

Esimerkki 2.2 Tarkastellaan nyt lyhyesti kovarienssien ja korrelaatioiden
laskemista.

Lasketaan ensin kovarianssimatriisi

cov(firmat)

varat ntulot parvo
varat 70.410667 5.8731111 39.065333
ntulot 5.873111 0.9698889 4.114889
parvo 39.065333 4.1148889 24.056000
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ja sitten korrelaatiomatriisi

cor(firmat)

varat ntulot parvo
varat 1.0000000 0.7107028 0.9492063
ntulot 0.7107028 1.0000000 0.8518937
parvo 0.9492063 0.8518937 1.0000000

Yksittdiset kovarianssit tai korrelaatiot saadaan viittaamalla
kyseisten muuttujien nimiin, kuten esimerkiksi

cov(varat,ntulot); cor(ntulot,parvo)
[1] 5.873111
[1] 0.8518937.

Korrelaatiomatriisista (tai kovarianssimatriisista) saadaan yksittdinen alkio
kayttamalld tavanomaista matriisien indeksointia. Muuttujien varat jantulot
vélinen korrelaatio tulostetaan seuraavasti:

cor(firmat) [1,2]
[1] 0.7107028.

Lasketaan sitten varianssit ja hajonnat:
S<-cov(firmat)
diag(S)

varat ntulot parvo
70.4106667 0.9698889 24.0560000

sqrt(diag(S))
varat ntulot parvo
8.3911064 0.9848294 4.9046916

2.3 Graafinen esitys

Seuraavassa tarkastellaan joitain monimuuttujaisen aineiston graafisia esi-
tyksid. Erds graafinen yhteenveto saadaan komennolla boxplot (firmat), jo-
ka tulostaa muuttujien boxplot-kuvion.

Muuttujien kaikki parittaiset pisteparvet saadaan komennolla pairs.
Esimerkiksi pairs(firmat) tulostaa pisteparvet
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2.4 Muuttujaryhmien keskiarvovektorit ja
kovarianssimatriisit

Usein tutkimuksissa on kaksi tai useampia muuttujaryhmid, joiden vilisid
riippuvuuksia halutaan tutkia. Esimerkiksi aineistossa HINNATR on annet-

tu joidenkin elintarvikkeiden keskihinnat 25:ss& Yhdysvaltain kaupungissa.
Elintarvikkeista kaksi on hedelmid (appelsiini, tomaatti) ja muut ovat leipé,
hampurilainen ja maito. Merkitdan néitd muuttujia y; =leipé, yo—hampurilainen,
ys—maito sekd z;—appelsiini ja rzo—tomaatti. Muuttuja on siis ositettu kah-
teen osavektoriin y ja x ja

Y1

Y2

Y\ _ y

< 3

T1

€2
Yleisessd tapauksessa merkitdan ¢. ositettua havaintovektoria
Yi1
Yi2
<yi> — | Y| =12, n,

X

kun muuttujia on yhteensi p + ¢ kappaletta. Esimerkissd p = 3 ja ¢ = 2.
Otoskeskiarvo ja otoskovarianssimatriisi ovat nyt muotoa

Y1
Y2

ja
S — (Syy Syw)
S:Dy S:I::I: ’
missd Sy, on p X p-matriisi, Sy; on p X g, Szy on g X p ja Sz on g X q. Koska

S on symmetrinen, niin
_al
Szy = Syg-
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Korrelaatiomatriisi R voidaan tietysti osittaa vastaavalla tavalla. Silloin

R R
R — vy yr) ,
( ny Rxm

missd osamatriisien Ryy, Ryz, Ryy ja Ry, dimensiot ovat samat kuin vastaa-
vien kovarianssimatriisien.
Jos muuttujista muodostetaan k£ osajoukkoa, niin ositettuna havainto-
vektori y on
y1
y2
y = .

Yk

Vektorissa y; on p; muuttujaa, yo :ssa on p. muuttujaa ja y :ssa on pg
muuttujaa siten, ettd p; +pa + ...+ pr = p. Otoskeskiarvovektori ja otosko-
varianssimatriisi ovat

yi

Yo

y = .

Yk

ja

Si1 Si2 ... S
S: S‘21 S-22 P S-Qk
Sk1 Sk2 .- Sk

Esimerkiksi osamatriisi S1; on osavektoreiden y; ja yj vélinen kovarianssi-
maftriisi.

Esimerkki 2.3 Lasketaan Hinnatr-aineistosta muuttujaryhmien sisdiset ja

vdliset korrelaatiot. Matriisit Ry, Ryz ja Ry, saadaan komennoilla cor (hinnatr[,1:31),
cor (hinnatr[,4:5]) ja cor(hinnatr[,1:3],hinnatr[,1:3]). Komennois-

sa havaintomatriisia (R:n data frame) on kisitelty matriisina. Oheisessissa

laskelmissa on ensin tulostettu kymmenen ensimméisen kaupungin hinnat ja

laskettu sitten keskiarvovektorit y’ ja x’ sekd matriisit Ryy, Ryy ja Ryg.

hinnatr[1:10,]
leipa hampuril voi appels tomaatti

Anchorage 70.9 135.6 155.0 63.9 100.1
Atlanta 36.4 111.5 144.3 53.9 95.9
Baltimore 28.9 108.8 151.0 47.5 104.5
Boston 43.2 119.3 142.0 41.1 96.5
Buffalo 34.5 109.9 124.8 35.6 75.9
Chicago 37.1 107.5 145.4 65.1 94.2
Cincinnati 37.1 118.1 149.6 45.6 90.8
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Cleveland 38.5 107.7 142.7 50.3 83.2
Dallas 35.5 116.8 142.5 62.4 90.7
Detroit 40.8 108.8 140.1  39.7 96.1

apply(hinnatr([,1:3], 2, mean)

leipa hampuril voi
38.44167 112.24583 144.21292

apply(hinnatr[,4:5], 2, mean)

appels tomaatti
51.73750 89.75833

cor (hinnatr[,1:3])

leipa hampuril voi
leipa 1.0000000 0.6490532 0.3301770
hampuril 0.6490532 1.0000000 0.2447778
voi 0.3301770 0.2447778 1.0000000

cor (hinnatr[,4:5])

appels tomaatti
appels 1.0000000 0.1333844
tomaatti 0.1333844 1.0000000

cor (hinnatr[,1:3] ,hinnatr([,4:5])
appels tomaatti
leipa 0.3187031 0.3620681
hampuril 0.1908956 0.5557993
voi 0.2351424 0.4361291

Matriisimerkinnoin tama ositettu korrelaatiomatriisi on muotoa

1.0000 0.6491 0.3302 | 0.3187 0.3621
0.6491 1.0000 0.2448 | 0.1909 0.5558
R_(Ryy Rym>_ 0.3302 0.2448 1.0000 | 0.2351 0.4361
|
|

TY Ry
0.3187 0.1909 0.2351
0.3621 0.5558 0.4361

1.0000 0.1334
0.1334 1.0000
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2.5 Muuttujien lineaariset yhdisteet

Monimuuttujamenetelmissé tarkastellaan usein muuttujien y1, yo, ..., yp li-
neaarisia yhdisteitd. Téssd pykélassa esitetddn lineaaristen yhdisteiden kes-
kiarvoja, variansseja ja kovariansseja koskevat perustulokset, jotka ovat jat-
kossa varsin kayttokelpoisia.

Olkoot ay,as, ... ,a, vakiota ja tarkastellaan muuttujien yi,y2,...,yp
lineaarista yhdistetta

zZ=01y1+ays + ...+ apyp = a'y,

missd a = (a1,a2,... ,a,)" on kerroinvektori ja y = (y1,y2,... yp) on p-
ulotteinen muuttujavektori. Tamé muuttujien yi,ys,... , ¥y, lineaarinen yh-
diste maarittelee uuden muuttujan z. Kertomalla havaintovektori y; kerroin-
vektorilla a saadaan muuttujan z 7. havaintoarvo

zip = 01Yyi +agyi2 + ...+ apYip
= ay;, i=12,...,n
Muutujan z keskiarvo on arvojen z; = a'yy,29 = a'ys,...,z, = a'y, kes-
kiarvo tai keskiarvojen ¢i,¥2,...,¥yp lineaarinen yhdiste eli

1 n
7= Z z; = a'y, (2.5.3)

=1
missd y on havaintovektoreiden yq,yo, ..., y, otoskeskiarvo. Vastaava yhden
muuttujan tulos on zZ = afj, missd z; = ay;, ¢+ = 1,2,...,n. Havaintomatriisin

Y avulla lausuttuna lineaarisen yhdisteen muodostama uusi muuttuja on

z = Ya,
missi
21 a:y1 Yii Y12 --- Yip
z — Z:2 _ a :}’2 2 Y = 3{21 y?2 y?p
Zn a'yn Ynl Yn2 - Ynp

Muutujan z otosvarianssi saadaan laskemalla z :n arvojen z; = a'yq, 29 =

a'ys,...,z, = a'y, varianssi tai kiyttadméilla hyviksi havaintovektoreiden
Y1,¥2,...,¥n otoskovarianssimatriisia S:
1 n
2 =\2 l
s, = z; — Z)" = a'Sa. 2.54
S PICEL (25.4)

Yhden muuttujan y tapauksessa s2 = a2s?, missi s

zi=ay, t=12,...,n.

2 on y :n varianssi ja
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Nelissummana varianssi s2 ei voi olla negatiivinen. Siksi s2 > 0 ja vas-

taavasti a’Sa > 0 kaikilla vektorin a arvoilla. Tésta seuraa, ettd S on epéne-
gatiivisesti definiitti. Jos muuttujat ovat jatkuvia ja lineaarisesti riippumat-
tomia sekd n — 1 > p, niin S on positiivisesti definiitti (todenn#koisyydelld

1).

Maéritellddn nyt lineaariset yhdisteet 21 = aly = a11y1 + a12y2 + ... +
a1pyp ja zo = aby = ag1y1+axnys+...+azyyy, missi a; = (a11,a12,...,01p)
ja as = (a21,0a22,...,a2) ovat kaksi eri vakiovektoria. Muuttujien z; ja 2o
otoskovarianssi on

82,2, = A} Sas. (2.5.5)

Tulosten (2.5.4) ja (2.5.5) nojalla z; :n ja z5 :n vélinen otoskorrelaatio on

/
‘ S
Poy = B 2% (2.5.6)

Ve, \/(alSan)(a5Say)

Esitetddn nyt lineaariset yhdisteet z1 ja zo 2 X p—matriisin

/
A= (a)
a
(2)= ()
VA = = '
z9 a2y

a’1>
(%

Kahden muuttujan havaintoarvot z; = Ay;, ¢ = 1,2,...,n saadaan siis
lineaarisena muunnoksena p—ulotteisista havainnoista yi,y2,...,¥n-
Muuttujan z = (21, z2) otoskeskiarvo voidaan laskea y :n avulla:

_ ;o
- ()
_ A1\ - _ aAs
= (a)v=2v

Vastaavasti z :n otoskovarianssimatriisi on

2
S, - Szt Sziz
A 2
3§2Z1 Sz?
_ [ajSa; aj;Sap
a,Sa; a)Sa,

avulla 2 x 1—vektorina:

> = ASA'.

Tulokset

z = Ay
S, = ASA’
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ovat jatkossa erittdin hyodyllisia. Ne pitavit paikkansa yleisesti k:lle lineaari-
selle yhdisteelle z; = aly,zo = aby,..., 2z, = a,y, jolloin A = (aj,az...a;)’
on k X p-matriisi. Vastaava tulos pdtee hieman yleisemmaille lineaariselle

muunnokselle
z;i=Ay;+b; 1=1,2,...,n, (2.5.7)
missd b = (b1, b, . .., bp)" on vakiovektori. Otoskeskiarvovektori ja kovarians-
simatriisi ovat
z=Ay+b (2.5.8)
S, = ASA'. (2.5.9)

Esimerkki 2.4 Olkoon p = 2. Silloin y = (y1,%2)’, 2 = a1y1 + a2y ja
S — <811 812> ,
S21 S22
missé s19 = s91. Laskemalla todetaan, etté
2 S11 812 a1
s: = (a1,a
Y (a1,a2) (821 822> <G2>
= (a1511 + ags12,a1512 + azs2)

2 2
= ajs11 + 2a1a9512 + a55922.

Jos esimerkiksi kovarianssimatriisi
2 1
s=(1 3)
tunnetaan, niin muuttujan z = by; + 10y, varianssi
§2=5%.242-5-10-1+10%-3 = 255
voidaan laskea tuntematta lainkaan havaintomatriisia Y. O

Esimerkki 2.5 Tarkastellaan vield Hinnatr-aineistoa. Muodostetaan elin-
tarvikkeista kaksi erilaista koria, joissa toisessa on suhteellisesti enemmén
leipdtuotteita ja toisessa taas suhteellisesti enemmén hedelmia. Muodoste-
taan uudet muuttujat z; ja zo siten, ettd z; on 1. korin hinta ja z9 on 2.
korin hinta. Vektori a; siséltdé eri tuotteiden suhteelliset osuudet 1. korissa
ja ag suhteelliset osuudet 2. korissa.

al<-c(1/5,2/5,1/10,1/10,1/5)
a2<-c(1/5,1/10,2/10,3/10,1/5)

Muutetaan hinnatr sekd al ja al matriisiksi.
Y<-as.matrix(hinnatr)
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al<-as.matrix(al)
a2<-as.matrix(a2)

Muodostetaan muuttujat zl ja z2.
z1<-Y%x%al; z2<-Y¥%*%a2

Sama voidaan tehdd yhdell&d matriisioperaatiolla, kunhan ensin on muodostetaan
tarvittava kerroinmatriisi A.

A<-rbind(t(al),t(a2))
Z<-Y%*%t (A)

Seuraavassa muodostetaan uusi havaintomatriisi hinnat, jossa havaintomat-
riisin hinnatr muuttujien lisdksi on uudet muuttujat z; ja zo.

hinnat<-transform(hinnatr,zl1=Y%x*%al,z2=Y%*%a2)
Muuttujien z; ja zo kovarianssimatriisi havaintomatriisista laskettuna on

cov(hinnat[,6:7])

zl z2
z1 55.12915 38.53941
z2 38.53941 34.69713

Koska 21 ja z9 ovat havaintomatriisin hinnatr muuttujien tunnettuja lineaa-
rikombinaatioita, niin niiden kovarianssimatriisi on

AY*xYcov(hinnatr) %*%t (A)

[.1] [,2]
[1,] 55.12915 38.53941
[2,] 38.53941 34.69713

2.6 Kokonaisvaihtelun mittoja

Kovarianssimatriisi sisdltdd muuttujien varianssit ja kovarianssit, joten sen
avulla saa kokonaiskuvan aineiston muuttujien vaihtelusta. Usein tata vaih-
telua halutaan kuvata yhdelld tunnusluvulla. Tavanomaisimmat monimuut-
tujaisen aineiston kokonaisvaihtelun mitat ovat yleistetty varianssi ja koko-
naisvarianssi. Yleistetty varianssi on kovarianssimatriisin S determinantti ja
kokonaisvarianssi on kovarianssimatriisin jalki:

Yleistetty otosvarianssi = |S|
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ja
Otoksen kokonaisvarianssi = s7 + s3 + ... + s; = tr(S).
Olkoot A1 > A9 > ... > A, kovarianssimatriisin S ominaisarvot. Koska

S on epénegatiivisesti definiitti, niin sen ominasiarvot ovat epédnegatiiviset.
Matriisin determinatti on sen ominaisarvojen tulo, joten

S| = MAa... Ay

Yleistetylld varianssilla on geometrinen tulkinta. Muodostetaan S:n avulla
p-ulotteinen hyperellipsoidi

(y-9)'S 'y -3) =k (2.6.10)

jonka keskipiste on otoskeskiarvo y. Ellipsoidin pddakselien puolikkaiden pi-
tuudet ovat kA1, VEN2,...,\/kX, ja pidakselit ovat ominaisarvoja vas-
taavien ominaisvektorien suuntaiset. Ellipsoidin tilavuus on c(p, k)/[S] =
c(p, k)v/MA2. .. Ap, missd vakio ¢(p, k) riippuu vain muuttujien lukuméérés-
td p ja annetusta vakiosta k. Ellipsoidin tilavuus riippuu siis yleistettysta
varianssista |S|. Jos A, = 0, niin |S| = 0. Silloin joidenkin muuttujien vélilla
on lineaarinen riippuvuus, joten havaintomatriisin aste onkin vain p— 1. Tés-
si tapauksessa hyperellipsoidi (2.6.10) on kokonaan jossain p — 1-ulotteisessa
aliavaruudessa ja ellipsoidin tilavuus on "litistynyt" nollaksi. Eras tapa "rat-
kaista" tdma& pulma on poistaa jokin tai joitain muuttujia aineistosta siten,
ettd muuttujien vililla ei ole endd lineaarisia riipuvuuksia. Kovarianssimat-
riisin ja korrelaatiomatriisin vélisen yhteyden nojalla

S| :3%3%...312,|R|.

Mité pienempi siis |R| on, sitd pienempi on kokonaisvarianssia (mikéli va-
rianssit pysyvit muuttumattomina).

Kokonaisvarianssi tr(S) = s +s3+...+ s?, on siis yksinkertaisesti yksit-
tdisten muuttujien varianssien summa. Tamé vaihtelun mitta ei ota muut-
tujien valistd riippuvuutta lainkaan huomioon. Edelld mainittujen mittojen
suuret arvot tarkoittavat havaintojen y; suurta vaihtelua keskiarvon y ym-
périll&.

Esimerkki 2.6 Tarkastellaan nyt havaintoaineiston Hinnatr muuttujien ko-
konaisvaihtelua.

S<-cov(hinnatr)
Muuttujien varianssit ovat

diag(S)
leipa hampuril voi appels tomaatti
69.99906 135.33042 85.13557 69.87288 54.74341
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ja kokonaisvarianssi on niiden summa
sum(diag(S))
[1] 415.0813.

Yleistetty varianssi on
det (S)
[1] 822907260,

varianssien tulo
prod(diag(8))
[1] 3084885998

ja korrelaatiomatriisin determinantti on
det (cor (hinnatr))
[1] 0.2667545

Kovarianssimatriisin ja korrelaatiomatriisin vdlisen yhteyden nojalla
voidaan todeta, ettd yleistetty varianssi det(S) on edellisten tulo, eli

prod(diag(S))*det(cor(hinnatr))
[1] 822907260

Muodostetaan nyt hinnatr-aineistoa muuttujien lineaarinen yhdiste,
jonka kerroinvaktori on

al<-c(1/5,2/5,1/10,1/10,1/5)

Y<-as.matrix(hinnatr)

al<-as.matrix(al)

Lis&t&8n tidmi muuttuja havaintoaineistoon ja lasketaan yleistetty
varianssi.

hinnat<-transform(hinnatr,z1=Y%*%al)
det (cov(hinnat))

[1] -1.230630e-05

round (det (cov(hinnat)),4)

(1] O

Yleistetty varianssi on 0 (laskennassa péésty neljéin desimaalin tarkkuuteen),
koska muuttuja z1 on muiden muuttujien lineaarinen yhdiste. Havaintomat-
riisi ja kovarinassimatriisi eivit ole siis tdysasteisia.

Sen sijaan hinnat-aineiston kokonaisvarianssi

sum(diag(cov(hinnat)))
[1] 470.2105
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on suurempi kuin hinnatr-aineiston kokonaisvarianssi
sum(diag(cov(hinnatr)))
[1] 415.0813

Niiden kahden mitan kiyttdytyminen on siis keskenédén ristiriitaista, mutta
tieddmme siihen syyn. ]

Annamme yleistetylle varianssille vield toisenkin geometrisen tulkinnan.
Olkoot y1 ja yo annetut keskistetyt havaintovektorit ja olkoon niiden vélinen
kulma «a. Skaalataan vektorit jakamalla ne luvulla /n — 1. Tarkastellaan

suunnikasta, jonka kyljet ovat \/;%1 ja \/3;171 Suunnikaan ala A on
A (||Y1||H};2||sma)2‘ (2.6.11)
n—

Tama ala on samalla muuttujien y; ja ys kovarianssimatriisin determinat-
ti. Yleisessd p:n muuttujan tapauksessa yleistetty varianssi on vastaavalla
tavalla p-ulotteisessa avaruudessa maaritellyn suuntaissdrmion tilavuus.

2.7 Havaintojen esittiminen uusien akselien suh-
teen

Monimuuttujaisissa tekniikoissa havainnot usein esitetdin uuden koordinaa-
tiston suhteen. Oletetaan, ettd tarkasteltavat koordinaatistot ovat ortonor-
maalisia. Olkoot e; = (1,0)" ja e = (0,1)’ luonnolliset kantavektorit, jotka
esittévat vastaavia akseleita z; ja xs. Vektorit e; ja es ovat ortonormaa-
liset, sillé ||e1]| = [lez]| = 1 ja ejes = 0. Esittdkoon vektori a = (aq,as)
(havainto)pistetta A, joten

a=aje; + ases.

Muodostetaan nyt uudet koordinaattiakselit kiertdmélla akseleita x1 ja xo
vastapéividn kulman 6 verran. Merkitddn uusia akseleita z7 ja z5. Olkoon
a* = (a},a3) pisteen A koordinaattiesitys akselistossa z7 ja x5 (piste A

pysyy paikallaan). On helppo osoittaa, etté

a* = < cos 0 ‘””9> a. (2.7.12)

—sin@ cos0

Yleisesti, koordinaatiston kierto saadaan aikaan kertomalla koordinaattivek-
tori ortogonaalisella matriisilla P. Matriisi P on ortogonaalinen, jos P'P =
PP' =1
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Harjoituksia

1. Laske FIRMAT-aineistosta (Yhdysvaltain 10 suurinta yritysta 1978)
keskiarvovektori seké kovarianssi- ja korrelaatiomatriisit. Muodosta kor-
relaatiodiagrammit.

2. Totea FIRMAT-aineistosta saatuja lukuarvoja kiyttien, ettd esimer-
kiksi
(a) rig = J12 jargy = 2.
(b) Tee sijoitukset (mittayksikon muunnokset) y; := 2y1, y2 := 39 ja
ys = dys, kun y;=varat, yo=tulot ja ys=arvo. Mitd ovat muunnettu-
jen muuttujien hajonnat, kovarianssit ja korrelaatiot?

(c) Laske s,, kun z = 2y; + 3ys + 5ys.

3. Olkoon havaintomatriisi

-1 3 -2
Y:(z i 2).
5 2 3
(a) Keskistd ja

(b) standardoi havainnot.
(c) Laske S:n determinantti |S| (yleistetty varianssi).

S1 0 0
D=0 s, 0],
0 0 S3

misséd s; on 4. (1 = 1,2,3) muuttujan hajonta.
(a) Niytd, ettdi S = DRD ja R = D 'SD !, kun R on korrelaatio-

matriisi ja
stt00 0
D' = ( 0 syt 0 )
0 0 s3'

on D :n kiddnteismatriisi.
(b) Lausu S:n determinantti hajontojen ja R:n determinantin avulla.
(c) Tarkista tulos 3. tehtdvin datan avulla.

4. Merkitdan

5. Olkoon a' = (a1, az,as3), missi a; = %ja as = a3z = i. Laske muuttujan
z = a'y = a1y1 + azy2 + asys
(a) keskiarvo ja
(b) varianssi 3. tehtdvin aineistosta.

6. Piirrd 3. tehtdvén aineistosta
(a) pisteparvi (y;1,v2), i = 1,2,3 seki
(b) keskistettyjen ja
(c) standardoitujen havaintojen pisteparvi koordinaatistoon.
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7. Osoita, ettéd

8.

10.

11.

12.

(a) z=2ay ja
(b) s2 =a'Sa, kun z; = a'y;,i = 1,2,...,n.

=

Maéaritellddn lineaariset yhdisteet

21 =y +y2+ys3
zo = 2y1 — 3y2 + 2y3
23 = —y1 — 2y2 — 3y3.

Lausu
(a) z ja S, y:n kovarianssimatriisin avulla.
(b) Lausu R, kovarianssimatriisin S, avulla.

. Laske LUU-aineistosta

(a) ¥, S ja R seké
(b) [8] ja tr(S).

read.table(" ... \\tilasto\\mmm\\Datat\\Luu.txt", header = T, skip=3)

Merkitain POJAT-aineiston ensimmaéisten poikien pain mittoja y =
(y1,y2)" ja toisten poikien vastaavia mittoja x = (x1,z2)’

(a) Laske keskiarvot ja lausu ne ositettuna vektorina Y

(b) Laske kovarianssimatriisi ja lausu se ositettuna

S S
S — vy yr) )
(Sxy Sxm

-1 3
Y:(2 4).
5 2

Osoita laskemalla, ettd kaava (2.6.11) pitd4 téssé tapauksessa paikkan-
sa (Osoita: |S| = suunnikkaan ala). Hahmottele suunnikas.

Olkoon havaintomatriisi

(a) Pisteiden A ja B koordinaatit ortogonaalisten akseleiden z; ja xo
suhteen ovat A : (3,—2); B : (5,1)". Jos akseleita kierretdin
20° vastapdivaan, niin mitkd ovat A:n ja B:n koordinaatiti uusien
akselien z] ja x5 suhteen.

(b) Pisteen A koordinaatit ortogonaalisten akseleiden 1 ja o suh-
teen (5,1)". Kierretdén akseleita myotapéivain kulman 6 verran.

Pisteen A koordinaatit uusien kierrettyjen akselien suhteen ovat
(3.69,3.93). Laske 6.
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2.8 Aineistot

FIRMAT
HINNATR
LUU
POJAT
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Luku 3

Paakomponenttianalyysi

3.1 Johdanto

Pédkomponenttianalyysissa pyritddn l6ytaméaan pienehkd maars alkuperais-
ten muuttujien lineaarisia yhdisteité, jotka selittdvit mahdollisimman paljon
muuttujien kokonaisvaihtelusta. Haluamme esimerkiksi asettaa oppilaat jar-
jestykseen matematiikan, fysiikan ja kielten arvosanojen perusteella. Tavan-
omainen tapa on kiyttad vertailuperusteena oppiaineiden arvosanojen arit-
meettista keskiarvoa, joka on erds muuttujien lineaarinen yhdiste. Selvim-
mét erot oppilaiden vilille saadaan kuitenkin kiyttamalld keskiarvon sijasta
aineistosta méadritettyd ensimmaistd pddkomponenttia.

Usein padkomponenttianalyysia kiytetddn muiden analyysien apuna vé-
hentdméin tutkittavien muuttujien lukumééraéd. Esimerkiksi regressioana-
lyysissa voi olla (1) liian monta selittivdd muuttujaa suhteessa havaintojen
lukumaéraédn tai (2) selittdjit ovat voimakkaasti korreloituneita. Téllaisissa
tapauksissa padstdan usein luotettavampiin tuloksiin valitsemalla selittéjiksi
vahdinen maird pasdkomponentteja.

3.2 Paiakomponenttianalyysin perusteet

Havaintomatriisissa
Yir Y12 - Yip y,1
Yo1 Y22 - Yp yl2
Y = . . . . = .
nxp X : . : X
Ynl Yn2 -+ Ynp y;

on n:n havaintovektorin otos, josta lasketaan y ja S. Jos muuttujat yi,
Y2, ..., Yp ovat korreloituneita, havaintojen pisteparvi ei ole koordinaattiak-
selien suuntainen. Padkomponenttianalyysissa etsitdan pisteparven luonnol-
liset akselit siten, ettéd origo on pistessad y ja akselit ovat parven suuntaisia.
Keskistetyt havainnot ovat muotoa y —y.

25
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Esimerkiksi aineistossa ASANAT on 30 oppilaan englannin (y), ruot-
sin (y2), algebran (y3), geometian (y4), fysiikan (y5) ja saksan (yg) arvo-
sanat. Tavallisesti kokonaissuorituksia vertaillaan arvosanojen aritmeettisen

keskiarvon
11’ ! + ! +...+ !
v = — = — —_ P -
6 y 6 Y1 6 Y2 6 Ye

perusteella. Aritmeettisessa keskiarvossa painotetaan kaikkia aineita yhtéd
paljon eli arvosanojen kerroinvektori a = %(1, 1,1,1,1,1)". Luovumme nyt
tastd rajoitteesta ja tarkastelemme kaikkia painotettuja keskiarvoja.

Tarkastelemme kysymystd: Mikd on se arvosanojen painotettu keskiar-
vo, jolla on suurin otosvarianssi? Olkoon kerroinvektorin a; pituus kiinni-
tetty ykkoseksi (aja; = 1). Ensimméinen paidkomponentti z; = ajy on sel-
lainen muuttujien y1,...,y, lineaarinen yhdiste (aja; = 1), jolla on suurin
varianssi. ASANAT-aineistossa

71 = 0.486y; + 0.351ys + 0.396ys + 0.5901, + 0.344y5 + 0.133ys,

missé kerroinvektori aj = (0.486,0.351,0.396,0.590,0.344,0.133) painottaa
eri oppiaineita eri tavoin. Koska kerroinvektorin a; alkiot ovat positiivisia,
voidaan 1. pddkomponentti muuntaa painotetuksi keskiarvoksi jakamalla ker-
toimet aqq,...,a16 kertoimien summalla (Painotetussa keskiarvossa kertoi-
met ovat positiivisia ja niiden summa on 1). Saatu painotettu keskiarvo on

wy = 0.211y; + 0.153ys + 0.172y5 + 0.257y, + 0.149ys5 + 0.058ys.

Arvosanojen aritmeettisen keskiarvon otoshajonta si, = 0.688 on selvisti
painotetun keskiarvon w; otoshajontaa s,, = 0.764 pienempi.

Otoksesta y1, yo, ..., yn voimme laskea keskiarvon y ja kovarianssimat-
riisin S. Padkomponentit lasketaan kovarianssimatriisista. Koska havaintoai-
neiston siirtdminen eli saman vakiovektorin lisidminen kaikkiin havaintovek-
toreihin ei vaikuta kovarianssimatriisiin, tarkastellaan keskistettyja havain-
tojayr —y¥,y2—Y, ..., yn — y. Pddkomponentit maarittiavat keskistetylle
aineistolle uudet koordinaattiakselit (paaakselit) ja saadut uudet muuttujat
(paakomponentit) ovat korreloimattomia. Merkintojen yksinkertaistamiseksi
oletetaan téssé luvussa havainnot keskistetyiksi. Mikéli tarve vaatiin, merki-
taan kuitenkin y; — y.

Taulukossa 3.1 on ASANAT-aineiston 20 oppilaan arvosat, arvosanojen
aritmeettiset keskiarvot wyg,, ensimmaéinen péddkomponentti z; ja siitd muo-
dostettu painotettu keskiarvo w;. Huomattakoon, ettd paddkomponentit on
laskettu koko aineiston (30 oppilasta) kovarianssimatriisista. Taulukon kol-
me viimeistd muuttujaa ovat arvosanojen lineaarisia yhdisteitd, joiden ker-
toimille on asetettu tiettyja reunaehtoja. Keskiarvomuuttujien wg, ja w;
kertoimien summa on yksi, kun taas padkomponenttien kertoimien neliéiden
summa, on yksi (kerroinvektorin pituus = 1).
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Taulukko 3.1. ASANAT-aineiston 20 oppilaan ar-
vosat, arvosanojen aritmeettiset keskiarvot wyg,, en-
simmainen padkomponentti z; ja painotettu kes-
kiarvo wj.

Engl.Ruotsi Alg. Geom. Fys. Saksa wg, 21 wy

7 9 8 8 7 7T 783 014 T7.73
8 8§ 8 10 9 8 8.67 227 8.66
8 9 9 6 8 7 800 0.18 7.75
7 8§ 8 6 6 8 733 -1.60 6.98
10 9 8 6 7 9 833 0.68 7.97
9 79 9 9 7 850 2.08 8.58
9 9 9 7T 6 8 817 071 798
8 8 10 8 8 8 850 154 834
9 9 9 7 10 9 9.00 221 8.64
10 9 8 T T 8 833 114 8.17
7 7T 7 4 7 8 6.83 -3.19 6.29
) 6 8 6 7 6 6.50 -3.20 6.28
8 7T 7 6 8 9 767 -1.04 T7.22
7 7 8 6 6 7 7.00 -2.09 6.77
9 8§ 7 9 7 7 800 0.95 8.09
9 9 9 8 8 7 850 1.85 848
7 8§ 7 5 6 8 7.00 -2.59 6.55
9 10 10 8 8 8 9.00 273 8.86
9 8§ 6 6 9 7 767 -0.53 745
10 10 10 8 8 9 933 335 9.13

Tarkastellaan ensin kahden muuttujan lineaarista yhdistetta

Z = a1y + a2y2
= a'y.
Muuttujan z varianssi on
2 2.2 2.2
s, = a1s] + a355 + 2a1a2512
2
. 51 5192 a1
= (a1,a2) >
591 82 a9
= a'Sa,

missé siis

2
a S S

a= ! , S= ! 122 ,  S12 = S21,
a2 $21  S3

$11 on yp:n varianssi ja so2 on yo:n varianssi. Padkomponenttianalyysissa et-
sitdin sellaisia kertoimien aq ja as arvoja, etti z:n varianssi s2 maksimoituu.
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Varianssia s2 voidaan kasvattaa rajatta, mikili a;:n ja as:mn arvoille ei panna
z J ) J p
ylarajaa. Siksi kerroinvektorin pituus normeerataan ykkoseksi:

lall = /a3 + a3 = 1.

z = 0.6y; + 0.8y2

Esimerkiksi

on normeerattu lineaarinen yhdiste, silli 0.62 4+ 0.8 = 1. Témin rajoitteen
vallitessa maksimointitehtava

max s2 = max a'Sa
llal|=1 llaf|=1

on ratkaistavissa yksikéasitteisesti.

Esimerkki 3.1 Tarkastellaan havaintoaineistoa Pojatl, jossa on annettu
25 perheen 1. pojan péén pituus ja leveys (mm) téysikasvuisena. Méérite-
tadn tasté aineistosta padkomponentit. Lasketaan ensin kovarianssimatriisin
ominaisarvot ja ominaisvektotrit.

S<-cov(pojati[,1:2])
S.eigen<-eigen(S,T)
P<-S.eigen$vectors
p

plevl ppitil
ppitl -0.8249295 0.5652357
plevl -0.5652357 -0.8249295

1<-S.eigen$values
1
[1] 131.5183 18.1350

Matriisin P = (p1, p2) ensimméinen sarake p; on suurimapaan ominaisar-
voon A1 = 131.5183 liittyvd ominaisvektori ja p2 on ominaisarvoon g =
18.1350 liittyvd ominaisvektori. Matriisi A on ortogonaalinen, eli pip1 =
pop2 = 1 ja pip2 = 0. Merkitdén nyt A = P’ y; =plevl, yo =ppitl ja
y = (y1,y2). Silloin paakomponentit mééritelldan yhtalsllolla z = Ay tai

!

Z1 — aly
!

Z2 = agy,

missé z; on 1. padkomponentti ja z9 on 2. paddkomponentti. Muuttujat z; ja
29 sisdltévit ns. padkomponettipisteet. Esimerkiksi z;; = ajy; on i. havain-
non pistemééra (arvo) 1. padkomponentilla ja z;o = aby; on 7. havainnon pis-
temaara (arvo) 2. padkomponentilla. Kertoimien a; alkioita kutsutaan usein
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Kuva 3.1: Paan pituuden ja leveyden seka niistd laskettujen padkomponent-
tien pisteparvet. Aineistona 25 perheen 1. poikalapset.
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latauksiksi. Esimerkiksi a;; on muuttujan ppitl ja a9 muuttujan plevl
lataus 1. padkomponentilla.
Tehd&in nyt padkomponenttianalyysi komennolla princom.

Akselien kierto saadaan aikaan kertomalla havaintovektorit yq, yo, ...,
Yo ortogonaalisella matriisilla A

z; = Ay;.

Koska A on ortogonaalinen (A’A = 1), pisteet y; ja z; ovat samalla etéisyy-
delld origosta:

z;7; = (Ay;) (Ay;) = y;A'Ay; = yiyi.

Nyt halutaan 16ytaa sellainen ortogonaalinen matriisi A , ettd muunnoksessa

pXp
z = Ay syntyvit muuttujat zi, z2,..., 2z, ovat korreloimattomia. Silloin z:n
otoskovarianssimatriisi on muotoa
szl (; 0
0 s 0
Sz = .ZI
0 0 52,
Koska toisaalta S, = ASA’, niin
sgl 0 0
0 s ... 0
ASA' = . . o, (3.2.1)
o 0 ... sgp

missd S on y:n otoskovarianssimatriisi. On siis 16ydettdvd ortogonaalinen
matriisi, joka diagonalisoi S:n. Symmetristen matriisien ominaisarvotehtavin
ratkaisua koskevien tulosten perusteella tiedetédén, ettd S:n diagonalisoivan
ortogonaalisen matriisin A rivit ovat S:n normeerattuja ominasivektoreita.
Matriisin ASA' diagonaalielementit yhtdlossd (3.2.1) ovat S:n ominaisar-
vot. Padkomponentit ovat siis alkuperéisten muuttujien y’ = (y1,%2,...,Yp)
lineaariset yhdisteet

7 =aly
zo = aby
(3.2.2)

ol
Zp _pYa
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joiden kertoimet aj, ag, ..., a, ovat S:n normeerattut ominaisvektorit ja
ominaisarvot A1, Ag, ..., A, ovat padkomponenttien z1, 22, ..., 2, varianssit:
2 .
S5 = Ai-

Ominaisarvot ja ominaisvektorit saadaan ratkaisemalla yhtalo
(S—AI)a=0.

Suurimpaan ominaisarvoon Ap liittyvé ominaisvektori a; on siis 1. padkom-
ponentin z; = a)y kerroinvektori.

X

3.3 Paakomponenttipistemaarat

Péadkomponenttien z;, 2 =1, 2, ..., p arvoja sanotaan myos padkomponent-
tipistemaariksi. Padkomponentit ovat keskistettyind muuttujia ja ne ovat
muotoa

z; = a;' (y - Y)a
missd y = (71,52, ... ,Jp)". Silloin esimerkiksi k. tilastoyksikon arvo 1. paa-
komponentilla on

zp1 = ay(yr —y) = alyx — ary.

Esimerkki 3.2 Tehddin nyt aineistosta pojatl pidkomponenttianalyysi
komennolla princom.

library(help=Mva)
pojat.pka<-princomp(pojati)
pojat.pka

Call:

princomp(x = pojatl)

Standard deviations:
Comp.1 Comp. 2
11.236441 4.172481

2 variables and 25 observations.
summary (pojat.pka) # Kokeile myds plot(pojat.pka)

Importance of components:

Comp.1 Comp.2
Standard deviation 11.23644 4.1724812
Proportion of Variance 0.87882 0.1211801
Cumulative Proportion  0.87882 1.0000000
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Peruskomennot princomp(pojatil) ja summary (princomp(pojatil)) tulosta-
vat vain analyysin keskeisimmaén asian: padkomponenttien hajonnat ja paa-
komponentin varianssin suhteellisen osuuden kokonaisvarianssista. Kompo-
nentit esitetadn jarjestyksessa niiden varianssien suuruuden mukaan. Analyy-
sin tulosta on kuitenkin mahdollista tarkastella limmin. Katsotaan komen-
non names (pojat.pka) avulla, mitd analyysiin liittyvéin laskennan tuloksia
on kiytettavissa.

names (pojat.pka)
[1] "sdev" "loadings" '"center" "scale" "n.obs" "scores" "call"
pojat.pka$loadings

Loadings:

Comp.1 Comp.2
ppitl -0.825 0.565
plevl -0.565 -0.825

pojat.pka$scores[1:5,]

Comp.1 Comp.2
-6.548742 -0.21628175
-6.457046 6.99423778

5.657202 -0.09413264
1.181165 -3.08830848
12.042792 0.37940663

(G2 GV O R

Edelld on tulostettu esimerkin vuoksi lataukset eli pddkomponenttien ker-
roinvektorit a; = (—0.825, —0.565)" ja as = (0.565, —0.825)" seki, paikom-
ponenttipistemaarat (5 ensimmaéistd havaintoa). Péddkomponenttipistemai-
rien korrelaatiodiagrammit saadaan komennolla plot(pojat.pka$scores).

O

Esimerkki 3.3 Tarkastellaan nyt ARVOSANAT-aineistoa, jossa on 30 op-
pilaan kuuden oppiaineen arvosanat. Kovarianssimatriisi on

1.334 0.628 0.345 0.528 0.369 0.417
0.628 0.892 0.414 0.338 0.191 0.274
0.345 0414 1.172 0.483 0.414 0.138
0.528 0.338 0.483 1.955 0.321  —0.072
0.369 0.191 0.414 0.321 1.357  —0.043
0.417 0.274 0.138 —-0.072 —-0.043 0.861

Paidkomponenttien varianssit ovat
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Z1 z2 Z3 Z4 zZ5 Z6
Varianssi 3.085 1493 1.239 0.840 0.537 0.378
Prosentteina 40.746 19.710 16.360 11.097  7.092 4.995
Kumulatiivinen 40.746 60.456 76.816 87.913 95.005 100.000

Kokonaisvarianssi on

A = 7.572.

|
R

6
> s

-
Il
_
-
Il
_

asanat.pka

15 2.0

Variances

1.0

0.5

0.0
L

I T T T T 1
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6

Kuva 3.2: Asanat-aineiston pddkomponenttien varianssit pylvisdiagrammina
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3.4 Paikomponenttien maarittiminen
Muuttujien y1, y2, ..., yp lineaarinen yhdiste on muotoa
z=ay =aiy1 + agy2 + ... + apy,y

ja
Z=a1y1+ ...+ aplp

sekd z:n otosvarianssi

s? = a'Sa,

missé ¥1,...,Yp ovat alkuperdisten havaintojen otoskeskiarvoja ja S otos-
PXp

korrelaatiomatriisi. Olkoon v = b’y jokin toinen muuttujien yi, yo, ..., yp
lineaarinen yhdiste. Silloin muuttujien z ja v otoskovarianssi on

S, = a'Shb.
3.4.1 Otoksesta laskettu 1. pddkomponentti
Ensimmainen padkomponentti

21 = anyi +apy2+...+apyp
= ayy

on se muuttujien y1,. .., ¥y, lineaarinen yhdiste, jonka otosvarianssi on suurin.

Kerroinvektorin pituus on kiinnitetty ykkoseksi (aja; = 1). Ensimméinen
padkomponentti toteuttaa siis epdyhtéalon

var(z;) = a}Sa; > var(z) = a’Sa,
olipa lineaarisen yhdisteen z = a’y ykkdsen pituinen kerroinvektori a valittu
miten tahansa.
3.4.2 1. paddkomponentti

Toinen ottoksesta laskettu padkomponentti on se muuttujien yy,...,y, line-
aarinen yhdiste

Zo = G21Y1 T a2y2 + ...+ axplyp

!
= agy,

jonka otosvarianssi on suurin ensimmaisen padkomponentin kanssa korre-
loimattomien lineaaristen yhdisteiden joukossa. Toinen padkomponentti to-
teuttaa siis epayhtilon

var(ze) = a,Sag > var(z) = a’Sa
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ehdolla, ettéd cov(z1,z2) = ajSag = 0 ja a'a = ala; = abay = 1. Toinen pai-
komponentti selittdd mahdollisimman paljon siitd vaihtelusta, joka jaa en-
simmadiseltd padkomponentilta selittdmétta. Vastaavasti ¢. paddkomponentti

Zi = Gity1 + Gi2y2 + ... + aipyp = a%y

selittdd mahdollisimman paljon siitd kokonaisvarianssista, joka ja& ¢ — 1:1t4
ensimmaiseltd padkomponentilta selittadmatta.

3.5 Paikomponenttien laskeminen

Voidaan osoittaa, etté

max a’'Sa=\; >0
a’a=1

on S:n suurin ominaisarvo ja maksimi saavutetaan, kun a = a; on suurim-
paan ominaisarvoon liittyvd normeerattu ominaisvektori. Niin siis 1. paa-
komponentti on

zZ1 = a’ly.

Péiakomponentit voidaan laskea ratkaisemalla ominaisarvotehtéva

Sa = )a.
Merkitédén S:n ominaisarvoja A, Ag,..., A, (suuruusjérjestyksessi) ja vas-
taavia ominaisvektoreita aj,as,...,a,. Silloin 4. pddkomponentti on

Zi = a;y = ai1y1 + appy2 + ... + aipYp

ja sen varianssi
2 _ 4! Y.
sy, = a;Sa; = ;.

on S:n ¢. ominaisarvo.
Ominasiarvoyhtilon

Sa=Xa& |S—AL|=0

ratkaisuna saadaan p ei-negatiivista ominaisarvoa Ay, Ag, ..., A, ja niitd
vastaavat p ortonormaalista ominaisvektoria aj, as, ..., a,. Ominaisvekto-
. . . . ! . .. ! .
rien ortonormaalisuus tarkoittaa, ettd a;a; = 0, kun 4 # j ja a;a; = 1. Siis
esimerkiksi
!
2
aISal = >\1 =Sy

on 1. padkomponentin varianssi, ja yleisesti

2

’
aiSai = )\1 = Szi'

Kuten edelld on todettu, . padikomponentin mairittadvan lineaarisen yhdis-
teen kertoimet ovat kovarianssimatriisin S 4. ominaisvektorin a; alkioita.
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Merkitain
A = (aj,ag,...,a,)".
Silloin saadaan
At 0 0
asa’= |0 A T |=A&s S=AAA.
0 0 X

Matriisi A on siis diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot ovat S:n ominai-
sarvoja. Kokonaisvarianssi on

trS2811+822+...+3pp:tr(A'AA) =trA=X+X+...+
Suhdelukua
Ak
PYIEID R W

kiytetddn mittaamaan k. pddkomponentin selittdmé&a osuutta kokonaisvaih-
telusta. Pyrkimyksend on, ettd suurehkoilla p:n arvoilla pari kolme ensim-
maista komponenttia selittéisi 80-90 % kokonaisvaihtelusta.

k=1,2,...,p

3.6 Tulkinta korrelaatioiden avulla

Paidkomponenttien 21, 22, ..., 2p ja alkuperédisten muuttujien yi, yo, ..., ¥p
véliset korrelaatiot saattavat olla tulkinnan kannalta hyodyllisid. Maaritel-
mén mukaan

cov(2i, Yr)

T (e - var(ug)
cov(a’iy, e'ky)

Vi - /Skk

a,Se;,
Vi Sk
)\ia;ek
Vi sk
Vi ag

)
Sk

missi e, = (0,...,0,1,0,...,0) on k. kantavektori ja cov(z;, yx)" merkitsee
zin ja yi:n vilistd kovarianssia.
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Esimerkki 3.4 Lasketaan pojatl-aineistosta alkuperdisten muuttujien ja
padkomponenttien viliset korrelaatiot.

cor(pojat.pka$scores,pojatl)

ppitl plevl
Comp.1 -0.9691225 -0.8791906
Comp.2 0.2465796 -0.4764703

Huomataan, ettd 1. komponetti korreloi voimakkaimmin muuttujan ppitl
kanssa. Tosin my0s muuttuja plevl on tirked muuttuja 1. komponetissa. 2.
komponetin tirkein muuttuja on plevl.

Ohessa muuttujien ja pddkomponenttien véliset korrelaatiot asanat-aineistosta.

cor (asanat .pka$scores,asanat)

engl ruotsi alg geom fys
Comp.1 -0.7385948 -0.6530032 -0.64285889 -0.74106056 -0.51799531
Comp.2 0.4469060 0.4143482 0.05458564 -0.59205963 -0.01413796
Comp.3 0.1838501 0.1569885 -0.25469752 0.28767344 -0.79678061
Comp.4 -0.3282820 0.1284623 0.69734869 -0.06427443 -0.27415837
Comp.5 -0.1431818 -0.4004759 0.01730113 0.10455859 0.10770589
Comp.6 -0.3044367 0.4476310 -0.17968722 0.04974864 0.09928880

asanat.pka$loadings

Loadings:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6
engl -0.486 0.423 0.191 -0.414 -0.226 -0.572
ruotsi -0.351 0.320 0.133 0.132 -0.516 0.687

alg -0.396 -0.248 0.824 -0.316
geom -0.590 -0.678 0.361 0.200 0.113
fys -0.344 -0.834 -0.348 0.171 0.188
saksa -0.133 0.507 0.241 0.783 0.229

Nahd&an, ettd 1. pddkomponentissa kaikki muuttujat, saksaa lukuunotta-
matta, ovat jokseenkin yhtd térkeitd. Toisessa komponentissa ovat taas tar-
keimpié englanti, ruotsi, geometria ja saksa. Lataukset heijastelevat samaa
kaavaa: 1. komponentin lataukset painottavat viittd ensimmaéistd muuttujaa
melko tasaisesti, vain saksalla on selvisti pienempi lataus. d

Esimerkki 3.5 Tarkastellaan nyt aineistoa Osakkeet. Siinéd tarkastellaan
viiden eri osakkeen tuottoa New Yorkin poérssissd tammikuun 1975 ja jou-
lukuun 1976 vélisend aikana. Tuotto on médritellddn siten, ettd perjantain
hinnasta porssin sulkeutuessa vihennetdin vastaava edellisen perjantain hin-
ta ja erotus jaetaan edellisen perjantain hinnalla. Aineistossa on 100:n viikon
tuotot.

O O O O O

saksa

.25194077
.66763357
.28941042
.04177957
.61831494
.15157171
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osakkeet[1:5,]
Allied.Ch DuPont U.Carbide Exxon Texaco
1 0.000000 0.000000 0.000000 0.039473 0.000000
2 0.027027 -0.044855 -0.003030 -0.014466 0.043478
3 0.122807 0.060773 0.088146 0.086238 0.078124
4 0.057031 0.029948 0.066808 0.013513 0.019512
5 0.063670 -0.003793 -0.039788 -0.018644 -0.024154
diag(cov(osakkeet))
Allied.Ch DuPont U.Carbide Exxon Texaco

0.0016299269 0.0012293651 0.0015560763 0.0008023323 0.0007587370

Edella on tulostettu esimerkiksi viiden ensimmaéisen viikon tuotot ja lasket-
tu muuttujien varianssit. Nahdaan, ettd varianssit ovat suurinpiirtein samaa
kertaluokkaa ja kaikki muuttujat on selkedsti mitattu samalla yksikolla. Ha-
jontaa onkin téssd perusteltua kiyttad mittayksikkona.

cor (osakkeet)

Allied.Ch DuPont
Allied.Ch 1.0000000 0.5769308
DuPont 0.5769308 1.0000000
U.Carbide 0.5086555 0.5983817
Exxon 0.3867206 0.3895188
Texaco 0.4621781 0.3219545

U.Carbide
0.5086555
0.
1
0
0

5983817

.0000000
.4361014
.4256266

Exxon Texaco
0.3867206 0.4621781
0.3895188 0.3219545
0.4361014 0.4256266
1.0000000 0.5235293
0.5235293 1.0000000

Osakkeiden tuotot korreloivat varsin selvisti keskenddn. Sen sijaan perak-
kéisten 100:n viikon tuotot nayttévat oleva jokseenkin riippumattomat toi-
sistaan. Seuraavassa on laskettu Allied Chemicalsin osakkeen viikkotuottojen
autorrelaatiot aina viiden viikon viiveeseen asti. Autokorrelaatiot ovat varsin

pienié.

library(ts)

osakk.akor<-acf (Allied.Ch,lag.max = 5,plot=F)
> osakk.akor$act

b b 1

[,1]
[1,] 1.00000000
[2,] -0.01670283
[3,] -0.04418965
[4,1] 0.09274225
[5,]1 -0.04325547
(6,1 -0.01700809
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3.7 Paikomponenttien laskeminen korrelaatiomat-
riisista

Esimerkin 3.5 aineistossa havaintoarvo y;; on j. yhtion osakkeen tuotto vii-
kolla 2 New Yorkin porssissi. Esimerkissd muuttujien lukuméird p on 5 ja
yhtiot ovat: Allied Chemical (1), DuPont (2), Union Carbide (3), Exxon (4)
ja Texaco (5). Jokaisesta yhtiosta on kiytettavissd n = 100 havaintoa, joten
havaintomatriisin koko on 100 x 5.

Olkoot vy, vg, ..., v, standardoituja muuttujia ja
Ykj — Yj
vy = 2 ‘ j
Sj
missd 7 = 1,2, ..., pjak =1, 2, ..., n standardoituja havaintoja. Jos
v = (v1,v2,... ,vp)" on standardoitujen muuttujien vektori ja V standardoi-

tujen havaintojen havaintomatriisi, niin korrelaatiomatriisi voidaan kirjoit-
taa muodossa
1

pPXp n—1

V'V.

Merkitadn ominaisarvoja ja ominaisvektoreita samoin kuin kovarianssimat-
riisin tapauksessa. R:n ominaisarvot ovat A1, A2, ..., Ay ja ominaisvektorit
aj, ag, ..., a,. Huomattakoon, ettd otoskovarianssimatriisista S ja otoskor-
relaatiomatriisista R lasketut paddkomponentit eivit ole samoja.
Otoskorrelaatiomatriisista laskettu 7. pddkomponentti on

/ .
Zi = ;V = a;1V1 + @202 + ... + GipUp, 1=1,2,...,p,

missd a; on R:n 4. ominaisarvoon liittyvd normeerattu ominaisvektori. Sa-
malla tavalla kuin otoskovarianssimatriisin tapauksessa

var(z) = s2, =ajRa; = X;, i=1,...,p
ja
cov(zi,25) =0, i #j.
Standardoitujen muuttujien kokonaisvarianssi on
tr(R) :>\1+>\2+...+>\p:p
ja korrelaatiokerroin

Taiwr = @iV A, 1=1,2,...,p.

Esimerkki 3.6 Tehdddn nyt padkomponenttianalyysi aineiston Osakkeet
korrelaatiomatriisin perusteella.
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osakkeet .pka<-princomp (osakkeet,cor=T)
summary (osakkeet . pka)
Importance of components:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
Standard deviation 1.6901150 0.8995104 0.7348756 0.67182459 0.58566358
Proportion of Variance 0.5712978 0.1618238 0.1080084 0.09026966 0.06860037
Cumulative Proportion 0.5712978 0.7331216 0.8411300 0.93139963 1.00000000

Ensimmiéinen paakomponentti selittda noin 57% kokonaisvaihtelusta.

osakkeet.pka$loadings

Loadings:
Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
Allied.Ch -0.464 0.241 -0.613 -0.381 0.453

DuPont -0.457 0.509 0.178 -0.211 -0.675
U.Carbide -0.470 0.261 0.337 0.664 0.396
Exxon -0.422 -0.525 0.539 -0.473 0.179
Texaco -0.421 -0.582 -0.434 0.381 -0.387

cor (osakkeet ,osakkeet .pka$scores)

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
Allied.Ch -0.7834383 0.2166542 -0.4507341 -0.2562064 0.2654851
DuPont -0.7725126 0.4579390 0.1307274 -0.1419682 -0.3953120
U.Carbide -0.7943196 0.2343861 0.2476899 0.4461625 0.2317504
Exxon -0.7126819 -0.4724837 0.3961083 -0.3176426 0.1050956
Texaco -0.7120944 -0.5237309 -0.3186520 0.2561130 -0.2269242

Esimmaisesséd padkomponentissa kaikkia muuttujia painotetaan yhta paljon
ja kaikki muuttujat ovat siind jokseenkin yhté térkeitd. Se on siis erdanlai-
nen markkinakomponentti. Kun porssi on nousussa, ndmé kaikki osakkeet
tuottavat. O

3.8 Populaation paidkomponentit

Olkoon y = (y1,¥2,... ,Yp)' satunnaisvektori, jonka kovarianssimatriisi
011 012 ... O1p
cov(y) =z =| 7T T
Opl1 Op2 .. 0-1-7]7

missé siis cov(y;,y;) = 0;j. Jos T tunnetaan, niin populaation padkompo-
nentit voidaan laskea aivan samalla tavalla kuin otoskovarianssimatriisista
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S. Korvataan siis edelld esitetyissa kaavoissa S teoreettisella kovarianssimat-
riisilla 3. Merkitdédn 3:n ominaisarvoja ja ominaisvektoreita

MZY22 -2 Ja a0, 0.

Populaation padidkomponentit ovat

21 = a'ly = o1y + oy + ...+ apYp

Z2 = aéy = Q21Y1 + ay2 + ...+ axnplyp

Zp = Oé;,y = ap1y1 + ap2y2 + ...+ QppYp
ja

varz; = 7;
COV(zZ‘,Zj) = 0, 1#]
(3.8.3)

seké

Ok Qi
Pziye = NG T o
Kaytianndssd X on tuntematon ja sen estimaattina kiytetdan otoskovarians-
simatriisia S.

3.9 Mittayksikon vaikutus paakomponentteihin

Kovarianssimatriisiin perustuvan paidkomponenttianalyysin tulos poikkeaa
usein perusteellisesti korrelaatiomatriisiin perustuvan analyysin tuloksesta.
On aina tehtévikohtaisesti padtettdavd, kumpi ldhestymistapa valitaan. On
siis muistettava, ettd kyseessd on kaksi tdysin eri analyysia. Muuttujien
mittayksikon valinta vaikuttaa ratkaisevasti pddkomponenttianalyysin tu-
lokseen. Muuttujat on yleenséd jarkevdd standardoida, jos niiden varians-
sit poikkeavat radikaalisti toisistaan tai muuttujat eivit ole yhteismitallisia.
Muuttuja, jonka varianssi on paljon suurempi muiden muuttujien varianssia,
saattaa dominoida tuloksia pelkistdin tdméin ominaisuuden perusteella.

Esimerkki 3.7 Madritetddn paikomponentit kovarianssimatriisista

1 4
E:<4 100)

ja siité lasketusta korrelaatiomatriisista

(1 04
P=\ 04 1 |
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit kovarianssimatriisista 3 ovat

vi = 100.16 a; = (0.040,0.999)'
vy = 0.84 ay = (0.999, —0.040)'

Vastaavasti korrelaatiomatriisista p lasketut ominaisarvot ja ominaisvektorit

ovat
v =14 o] = (0.707, 0.707)’
v2 = 0.6 a’2 = (0.707, —0.707)’

O

Esimerkki 3.8 Generoidaan 100 havaintoa normaalijakausta N(0,I3), mis-
sé I3 on 3 x 3-identiteettimatriisi. Lasketaan havaintojen kovarianssimatrii-
sista ominaisarvot.

X<-matrix(rnorm(300) ,nrow=100)
cov(X)

[,1] [,2] [,3]
[1,] 0.86892072 -0.01302330 -0.04564921
[2,] -0.01302330 0.97154678 0.09172346
[3,] -0.04564921 0.09172346 1.02315548
eigen(cov(X))
$values
[1] 1.1011227 0.9080082 0.8544921

Populaation kovarianssimatriisin ominaisarvot ovat ykkosid, mutta aineistos-
ta lasketut estimaatit poikkeavat kohtalaisen paljon teoreettisista arvoista,
vaikka otoskoko on 100. ]

3.10 Montako padkomponenttia tarvitaan?

Kaytannosséd padkomponentit lasketaan otoksen kovarianssimatriisista S tai
korrelaatiomatriisista. Otosvaihtelun vuoksi A; ja a; poikkeavat vastaavista
populaation suureista. Ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden otosjakaumat
ovat vaikeita johtaa.

Voidaan osoittaa, ettd suurilla n:n arvoilla likimain

Vi — %) ~ N(0,29%), i=1,2,....,p
ja
cov(Ai, Aj) = 0.

Suurten otosten 100(1 — «)%:n luottamusvéli on

A <7 < A

1+za/2/n - l—z%\/Q/n’
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missd za on normaalijakauman (1—3)100%-piste. Samanaikaiset Bonferroni-

luottamusvilit m:lle A;:lle saadaan korvaamalla z%—prosenttipisteet zﬁ:llé.
Ei ole olemassa mitddn yleisesti hyviaksyttyd menettelyd méaérittas sopi-

va padkomponenttien lukumé&ira. Esimerkiksi seuraavia kriteereitd voidaan

kéyttas.

1) Valitaan paakomponentit, joita vastaavat ominaisarvot ovat tilastollisesti

merkitsevia.

_ P

2) Valitaan komponentit, joiden varianssit ovat suurempia kuin A = > A\/p.
i=1

3) Otetaan mukaan niin monta komponenttia, ettd merkittivd osa kokonais-

vaihtelusta (esim. 80 %) saadaan selitettys.

4) Etsitdén "pienten" ja "suurten" ominaisarvojen vilinen raja. Pienid vas-

taavat komponentit jatetddn pois.

Harjoituksia

1. Laske FIRMAT aineistosta padkomponentit. Tulkitse tulos.

2. FIRMAT-aineisto. Lausu 1. padikomponentin varianssi alkuperéisten muut-
tujien varianssien ja kovarianssien avulla. Mitkd termit selittavit suurimman
osuuden varianssista?

3. Méiritd padkomponentit OSAKKEET-aineistosta (kurssimuutokset 100
viikon ajalta). Tulkitse tuloksia.

4. Maarita padkomponenttien lausekkeet sekd kovarianssimatriisista

1 4
S = (4 100)

1 04
R= (0.4 1 )

5. Laske pdidkomponentit korrelaatiomatriisista

R:(;g)

6. Kerro FIRMAT aineistossa tulot-muuttuja kymmenelld ja tee sitten péa-
komponenttianalyysi kovarianssimatriisin perusteella. Vertaa tulosta alkupe-
rdisten muuttujien padkomponenttianalyysiin.

7. Tarkastele FIRMAT-aineistoa. Laske

(a) kovarianssimatriisi seka

(b) kokonaisvarianssi ja yleistetty varianssi.
(c) Kirjoita padkomponenttien lausekkeet seki

ettd korrelaatiomatriisista
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(d) pasakomponenttien varianssit ja kokonaisvarianssi.

8. FIRMAT-aineisto. Piirra
(a) muuttujien véliset korrelaatiodiagrammit seké
(b) pasakomponenttien viliset korrelaatiodiagrammit.

9. Tee CENSUS-aineistolle korrelaatiomatriisiin perustuva paikomponent-
tianalyysi. Paljonko 2 ensimmaéista pddkomponenttia selittédvat kokonaisvaih-
telusta? Vertaile tuloksia kovariansimatriisiin perustuvan analyysin tulok-
siin. Miké on mittayksikon vaikutus pddkomponentteihin?

(2

padkomponentit. Paljonko 1. pddkomponentti selittdéd kokonaisvaihtelusta?

10. Laske kovarianssimatriisin

11. Tee POJAT-aineiston 1. poikien padn mitoille padkomponenttianalyysi.
Miten tulkitset tuloksen?

12. Tee POJAT-aineistosta myos 2. pojille padkomponenttianalyysi. Vertaile
1. ja 2. poikien tuloksia. Tee analyysi myds koko aineistolle. Miten nyt tulos
tulkitaan?

13. Tarkastele ASANAT-aineistossa erilaisia "hyvyysindekseja" (aritmeetti-
nen keskiarvo, padkomponentit). Piirrd kahden ensimmaéisen paikomponen-
tin korrelaatiodiagramma. Tulkitse tulos.
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Taulukko 3.1: ASANAT-aineiston 20 oppilaan arvo-
sat, arvosanojen aritmeettiset keskiarvot wg,, en-
simméinen padkomponentti z; ja painotettu kes-
kiarvo wjy.

Engl.Ruotsi Alg. Geom. Fys. Saksa wg, 21 w1

7 9 8 8 7 7T 783 0.14 7.73
8 8 8 10 9 8 8.67 227 8.66
8 9 9 6 8 7 800 0.18 7.75
7 8 8 6 6 8 7.33 -1.60 6.98
10 9 8 6 7 9 833 0.68 7.97
9 7T 9 9 9 7 850 2.08 8.58
9 9 9 7 6 8 817 0.71 7.98
8 8 10 8 8 8 850 1.54 8.34
9 9 9 7 10 9 9.00 221 8.64
10 9 8 T 7 8 833 1.14 8.17
7 T T 4 7 8 6.83 -3.19 6.29
5 6 8 6 7 6 6.50 -3.20 6.28
8 7T 7 6 8 9 7.67 -1.04 7.22
7 7 8 6 6 7 7.00 -2.09 6.77
9 8 7 9 7 7 800 0.95 8.09
9 9 9 8 8 7 850 1.85 8.48
7 8 7 5 6 8 7.00 -2.59 6.55
9 10 10 8 8 8 9.00 2.73 8.86
9 8 6 6 9 7T 7.67 -0.53 7.45
10 10 10 8 8 9 933 335 9.13

Aineistot

ASANAT

CENSUS

OSAKKEET
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Luku 4

Multinormaalijakauma

4.1 Multinormaalijakauman tiheysfunktio
4.1.1 Normaalijakauman tiheysfunktio

Jos y ~ N(p,0?), niin sen tiheysfunktio on

1
f(y) = 5 e,(y7#)2/20.2, —00 < Y < 00.
o

4.1.2 Multinormaalijakauma

Y1
Josy = y:Q ~ N, (p, 2), niin y:n tiheysfunktio on
Yp
]. 7A2/2

9(y) = WEQ )

missé p on muuttujien lukuméara ja termi
A?=(y —p)'S"(y — )

on y:n ja wu:n vilinen Mahalanobiksen etiisyys.

4.1.3 Yleistetty varianssi

Kovarianssimatriisin 3 determinantti |2| on muuttujien yi, yo, ..., yp yleis-
tetty varianssi. Esimerkiksi

2
Ul g192

2

2
o 0109
= |, P = otedn - )
g12 0'2

2
pPo102 g5

on 2—ulotteisen normaalijakauman yleistetty varianssi, kuny = (gl > ,var(y;) =
2

a?, i=1,2jacov(yi,y2) = o12.

47
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4.1.4 Standardoitu normaalijakauma

Standardoidun normaalijakauman z ~ N(0, 1) tiheysfunktio on

1 22
zZ) = e 2 —00 <z <00
f( ) \/ﬂ ?
ja standardoidun p—ulotteisen normaalijakauman z ~ N,(0,I,) tiheysfunktio
on

1 efz’z/2

4.2 Multinormaalijakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien ominaisuuksia

Olkoon y ~ N,(p, X):

4.2.1 Lineaarinen yhdiste
(a) Jos a = (aj,as,... ,a,) on vakiovektori, niin
a'y = a1y1 + agy2 + ... + apy, ~ N(a'p,a'Ea),

(b) Jos A on tdysasteinen vakiomatriisi, niin
qxp
Ay ~ N,(Apu, ASA').

4.2.2 Standardoidut muuttujat
Olkoon z ~ N,(0,I,) ja ¥ = TT’ positiivisesti definiitti matriisi. Silloin
pXp

y=Tz+p~ Ny(p, 2).

Jos vaaditaan, ettd T on positiivisesti definiitti yldkolmiomatriisi, niin X =
TT' on ns. Choleskyn hajotelma. Vastaavasti pitdé paikkansa, etti,

y =572+ p~ Ny, ), (4.2.1)

- 11, 1 . e
missd ¥ = ¥2X?2 ja X2 on X:n symmetrinen neliéjuuri.

4.2.3 Y?’—jakauma
Jos z ~ N,(0,1,), niin
z'z:z%—l—z%—i—...—i—zg ng.

Sanomme, ett# z'z noudattaa y?—jakaumaa vapausastein p. Jos y ~ N, (u, 2),
niin (4.2.1):n avulla on helppo néyttda, etta

y—w)Z ' y—p~x
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4.2.4 Reunajakaumat

Olkoon y1 = (y1,y2,... ,yr)" r—ulotteinen ja y2 = (Yr+1,Yr+2,--- ,¥p) (p—
r)—ulotteinen satunnaisvektori.

(a) Josy = <§1> ~ N,(p, X), missé
2

I 3 23‘12)
H (Hz) (221 PP}
E(y1) = py, cov(y1) = Exn, cov(y1,y2) = T2, E(y2) = ps ja cov(yz) =
rx1 rXr
222, niin
y1 ~ Ne(py,211) ja y2 ~ Np—p(phe, Z22).

(b) Erityisesti jokainen y:mn alkio y;, 4 = 1, 2, ..., p noudattaa normaalija-
kaumaa,

yi ~ N (i, 0ii).

Olkoon havaintovektori ositettu osavektoreihin y ja x siten, ettd
f@)-(2) » (-2 2
X j1. X Emy Yo

4.2.5 Riippumattomuus

(a) Jos 3y, =0, niin y 1 x (riippumattomia).
(b) Jos 0;; = 0, niin y; L y;.

4.2.6 Ehdollinen jakauma
VAT Hry Sy 2yw>}
)~ )-(Gz s

niin y|x = a, y:n ehdollinen jakauma ehdolla x = a, noudattaa multinor-
maalijakaumaa parametrein

Jos

Blylx = a) = p, + 5,2, (a — p,) (4.2.2)

ja
cov(ylx =a) = Yyy — Eylzm_g}zxy' (4.2.3)
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4.2.7 Satunnaisvektorien summan jakauma

Olkoot y ja x p x 1-vektoreita ja toisistaan riippumattomia. Silloin

y+x ~ Np(“y+um72yy+2mm)
y—x ~ Np(Ny_Hzazyy+2xm)

Esimerkki 4.1 Ehdollinen jakauma. Tarkastellaan kaksiulotteista normaa-

lijakaumaa )
(2) =) (2 )]
x . Opy Of

Olkoon ¥ = TT’ kovarianssimatriisin ¥ Choleskyn hajotelma. Silloin

(=% )G+ ()

missi <§1> ~ N5(0,I5). Saamme yhtaloparin
2
y = t11z1 +tize + py
T = to929 + lUg-

Olkoon z = a annettu. Silloin

zg = t2_21 (a — pz)

ja
y =tz + t12t2_21(a — Uy
) + py-Ehdollisensatunnaismuuttujony |x = a jokauman parametrit
ovat
E(yle = a) = py + tiaty (a — pa)
ja

var(y|z = a) = t3,.

Choleskyn hajotelman nojalla

<t%1 + t12 t12t22> _ < O'; Uy:z:)
t1aton 12, owy 02 )

joten
o
E(ylz = a) = py + —5(a — )
0.1'
ja
2
2 Oyx
ar(ylz = a) = - =,
var(yls = a) = o2 — 24

T
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4.3 Multinormaalijakauman parametrien estimoin-
ti

Olkoon yi, y2, ..., ¥n otos Np(p, X):sta, ts.

i.i.d.
Yi,¥2,---,¥n ~ Np(NaE)

Merkintd i.i.d. (independent, identically distributed) tarkoittaa, ettd satun-

naisvektorit y; noudattavat samaa jakaumaa ja ovat riippumattomia.

4.3.1 Parametrien g ja ¥ suurimman uskottavuuden esti-
maatit

Parametrien g ja ¥ suurimman uskottavuuden estimaatit ovat

L=y (4.3.4)
ja
~ 1
_ - R _ !
= - Z_EZI(yz y)(yi —¥)
n—1

= S 4.3.5
s, (43.5)

missii S = 15 3 (yi —¥)(yi — ¥)'-

4.3.2 Multinormaalijakauman uskottavuusfunktio (likelihood—
funktio)

Olkoon
ii.d.
yi,¥2,.--5¥Yn ~ Np(l"'a 2)

Silloin satunnaisvektoreiden y; (7 =1, 2, ..., n) tiheysfunktio on

1

ﬁe—%(yrﬂ)’z’l(yrﬂ)‘
L

flyj;m,2) =

Otoksen y1, y2, ..., yn yhteisjakauman tiheysfunktio

n
1
f(YIaY2,---,y |[1:,2) = [,
' 1wy
1 —3 2 Vi-W)'E"Hyi—p)
ez T (4.3.6)
(2m) 2 |22

e~ 3 (Yj—M)’E’l(Yj—H)}
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4.3.3 Suurimman uskottavuuden estimointi

Suurimman uskottavuuden estimoinnissa sijoitetaan havaintoarvot yi, ya,

.., Yn yhteisjakauman tiheysfunktioon ja maksimoidaan niin saatu uskot-
tavuusfunktio parametrien suhteen. Arvot p = p ja ¥ = s, jotka maksi-
moivat uskottavuusfunktion, ovat p:n ja 3:n suurimman uskottavuuden es-
timaatit. Kun havainnot oletetaan annetuiksi, niin otoksen yhteisjakauman
tiheysfunktio on parametrien suhteen uskottavuusfunktio ja sitd merkitdan

L(Haz) = f(YI,YZa s aynal-"az)

Uskottavuusfunktio L on siis parametrien p ja X funktio ja y1, y2, ..., ¥n
ovat annettuja havaintoja.

Parametrien g ja X suurimman uskottavuuden estimaatit @ ja 3 toteut-
tavat yhtalon

max L(p, ) = L(f, B).

)

Funktio (4.3.6) saavuttaa maksiminsa, kun eksponentissa oleva lauseke
n

Y yi— )= yi—w).

i=1

minimoidaan. Merkitdan nyt

A*(pu, ) = Z(yz' — W)= (yi — ) (4.3.7)

Koska 3 (yi — ) = 0, niin
=1

A (p, Z) = Zn:(yz- —¥)E Ny —§) +nF - w)'ETF - )
=1

Koska X ja vastaavasti ! ovat positiivisesti definiitteji, niin

n(y—p)'= (y—p >0 (4.3.8)

kaikilla y — g # 0. Siksi (4.3.8) saavuttaa miniminsd (= 0), kun pu = y.
Uskottavuusfunktio

1 1 A2
Lp,B)=—— ¢ 38 (%)
) = amym(mnE
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riippuu p:sté vain eksponentin —%AQ(M, ¥) kautta. L(p, X) on eksponentin
—$A?(p, 2) suhteen kasvava funktio. Kun L(p, ¥) maksimoidaan pm suh-
teen, haetaan eksponentin —iAZ?(p, ) maksimikohta, joka on A%(p,=)m
minimikohta. L(p,X) riippuu siis p:std vain termin n(y — p)’' S~y — p)
kautta. Nyt

n(y—p)'SHy—p) >0, p#y
ja

(G- (y—pm=0pu=y.

Voimme siis paitella, etta

max L(u, %) = L(§. 3)

kaikilla positiivisesti definiiteilld X:n arvoilla. Siksi &t = y on g:n suurimman
uskottavuuden estimaatti.
Maksimoidaan sitten funktio

1 -3 i(}’i_g)lzil(yi_g)

L(l“l‘72) = (27r)np/2|2|n/26 =

matriisin 3 suhteen. Voidaan osoittaa, etta

~

max L(p, ) = Lk, ),

missa

> =

SEES

Yyi—-yyi—y) = S.
i—1

4.3.4 Estimaattoreiden y ja S jakaumat

Estimaattorit y ja S ovat parametrien p ja X tyhjentdvid otosfunktioista,
kun yi, y2, ..., yn on otos normaalijakaumasta N,(u, X).

(a) Otos normaalijakaumasta.

2. (n —1)S noudattaa Wishartin jakaumaa vapausastein n — 1.

3. ¥y ja S ovat riippumattomat.

(b) Kun y1, y2, ..., yn on otos ei-normaalisesta populaatiosta, jonka odo-
tusarvo on p ja kovarianssimatriisi 3, niin suurilla n:n arvoilla

y ~ Np(p,%/n)

likimain. Tamé& on keskeisen rajavdittdméan monimuuttujainen versio.



o4 LUKU 4. MULTINORMAALIJAKAUMA

4.4 Joitakin jakaumatuloksia
4.4.1 Suurten lukujen laki

Suurten lukujen laki. Olkoon y1, yo, ..., y, otos samasta jakaumasta (y;:t
riippumattomia). Jos E(y;) = p on olemassa, silloin kaikilla e > 0 otoskoon
n kasvaessa

P(ly — pll > ) = 0.

Suurten lukujen lain mukaan y on suurella todennékéisyydelld "1ahelld" odo-
tusarvoa g, kun n on suuri.

4.4.2 Keskeinen rajaviittima

Olkoon y1, ya, -- ., Yn Otos samasta yksiulotteisesta jakaumasta, jonka odo-
tusarvo p = E(y;) ja 0 = var(y;) ovat olemassa. Silloin jokaista annettua (3
kohti

(S <) > 2,
1

.2
kun n kasvaa. Funktio ®(8) = [ Vi dz on normeeratun normaalija-
—00

kauman kertyméfunktio.
Monimuuttujaisen keskeisen rajavaittdman mukaan

VA — ) = %Zw W

noudattaa likimain jakaumaa N, (0, ¥) suurilla n:m arvoilla, kun yq, yo, ...,
yn on otos p-ulotteisesta populaatiosta (normaalijakautunut), jonka odo-
tusarvo p = E(y;) ja kovarianssimatriisi ¥ = cov(y;) ovat olemassa.

4.4.3 Normaalijakaumaan liittyvid jakaumia

x?—jakauma ja Wishart—jakauma ovat normaalijakaumaan liheisesti liittyvis
jakaumia.

x’—jakauma

Jos z; ~ N(0,1),4=1,2, ..., n, niin

Jos esimerkiksi y; ~ N (u,0?), niin

n L 9 n
Z(yzaﬂ) :ZZ?NX%-
i=1

i=1
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Jos p:n paikalle sijoitetaan gy, niin

z":(yz_—g)2 - (n7—21)32 ~ Xn-1-

=1 g g
Wishartin jakauma

Wishartin jakauma on y?-jakauman moniulotteinen yleistys:

n
> (yi—w)(yi — ) ~ Wy(n, ), (4.17)
i=1

kun yi, y2, ..., ¥n on otos Np(u,X):sta. Kun odotusarvo p lausekkees-

sa (4.17) korvataan otoskeskiarvolla 7, noudattaa satunnaismatriisi edelleen
Wishartin jakaumaa

Z(yi - S’)(yz - }_’), ~ Wp(n - 17 2)7 (418)
mutta vapausasteet vihenevit yhdella.

4.5 Jakaumahypoteesin tutkiminen

Multinormaalisuuden toteamiseksi on olemassa monia graafisia menetelmia

ja testejd. Olkoot y1, y2, ..., ¥y, p—ulotteisia havaintoja. Silloin voidaan tie-
tysti tutkia jokaisen yksittdisen muuttujan y; normaalisuutta. Vaikka jo-
kainen y;, ¢ = 1, 2, ..., p olisi normaalisti jakautunut, ei p—ulotteinen

y valttamétta ole normaalisti jakautunut. Vaikka 2—ulotteisen ja vield 3—
ulotteisenkin jakauman tuottamia pisteparvia voidaan vield tutkia havain-
nollisesti, on moniulotteisten havaintojen jakautuneisuuden tutkiminen ylei-
sesti ottaen vaikeaa.

4.5.1 Yksiulotteinen normaalisuus

Esitdmme téssd vain yhden graafisen menettelyn normaalisuuden toteami-
seksi, vaikka menetelmid onkin runsaasti.

Q—Q—kiyra

Q—-Q—kayrilla vertaillaan otoksesta laskettuja kvantiileita vastaaviin popu-
laation kvantiileihin. Otoskvantiilien laskemista varten havainnot y, yo, ...,
Yn jarjestetdén ja merkitdén jarjestettyd otosta y(y, Y@y, ---5 Ym), Jossa
Y1) S Y@y < - < Y- Jérjestyksessd i. havainto y(;) on i/n otoskvantiili.

1
Luvun i/n sijasta kiytetdén usein lukua ZTQ (jatkuvuuskorjaus).
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Arvoihin (7 — %) /n liittyvéit populaation kvantiilit ¢; mééritelldén stan-
dardoidun normaalijakauman avulla seuraavasti

- 1
Z—_
Q(qi) =Py <qi) = n2-

Sen jélkeen piirretdéin pisteparvi (gi, y(;)). Syntyvin Q-Q-kiyrén tulisi olla
lineaarinen, jos otos on normaalinen.

Normaalinen Q-Q pisteparvi ja Q—-Q suora

Otoskvantiilit
190 200

180

170

I I I I I
-2 -1 0 1 2

Teoreettiset kvantiilit

Kuva 4.1: P4én pituuden Q-Q pisteparvi ja Q-Q suora, kun on aineistona
25 perheen 1. poikalasten paan pituudet.

4.5.2 Multinormaalisuuden tutkiminen

Multinormaalisuuden tarkistaminen on vaikea tehtédvi. Monia menetelmié
on esitetty, mutta tdysin tyydyttiavia keinoa ei ole tarjolla. Téssd esitetddn
vain erds tapa tarkastella multinormaalisuutta. Olkoon y p-ulotteinen sa-
tunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on u ja kovarianssimatriisi 3. Erés tapa
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médritelld multinormaalijakauma on seuraava: Jos a'y ~ N(a'u,a’Xa) kai-
killa p x 1-vektorin a arvoilla, niin y ~ Np(u, 2).

Olkoon y1, yo, ..., ¥ tarkasteltava otos. Valitaan nyt useita a:n arvoja
a=ay a=1,2, ..., m Kertomalla havainnot y1, y9, ..., y, suuntavek-
torilla a, saadaan satunnaismuuttujat v; = aly;, i = 1, 2, ..., n. Néiden

v—arvojen tulisi noudattaa l-ulotteista normaalijakaumaa. Valitaan useita
vektoreita a, ja tutkitaan v—arvot Q—Q—kayralla.
Multinormaalisuutta voidaan tarkastell myos Mahalanobisin etiisyyksien

Dzz(yl_y)ls_l(}’z_y)a 'L.:]-727"'7n

avulla. Voidaan osoittaa, etta

nDZ-2
U = 7V
(n—1)?
noudattaa beta-jakaumaa, kun y; noudattaa normaalijakaumaa. Arvojen
u1, U9, ..., u, perusteella voidaan laatia beta-jakaumaan perustuva @ — @

pisteparvi. Pisteiden epélineaarinen ryhmitys viittaisi siithen, ettd havainnot
eivit noudata multinormaalijakaumaa. On myds olemassa maksimiarvoon
D(Qn) = max Di2 perustuva normaalisuustesti.

Harjoituksia

1. Olkoon

'ssii—l'aZ‘—41
HSsA =g ) == 1y2)-

(a) Laske ¥:n Choleskyn hajotelma ¥ = TT’, missi T on ylikolmio-
matbriisi.
(b) Kirjoita y1:n ja yo:n lausekkeet, kun y = Tz+ p jaz ~ No(0,Is),
missi z' = (21, 22).
2. (Jatkoa edelliseen) Kirjoita auki y:n tiheysfunktio z:n avulla, kun
z=T '(y - p)

3. Oletetaan, etti y ~ N3(p, Z), missi p = (1 1 2) ja

4 6 10
Y= ( 6 58 29) .
10 29 38

Olkoon yo = <y2> . Laske
Y3

(a) E(y2ly1 =2)
(b) cov(yalyr = 2).
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. Simuloi 10, 30 ja 100 alkion otokset normaalijakaumasta N3(u,X),

misséd parametrien p ja 3 arvot ovat samat kuin tehtivissa 3. Laske
otoskeskiarvot ja otoskovarianssit.

. Oletetaan, ettd y; = <2> Y2 = (i) Y3 = <?> y Y4 = <§> on otos

normaalijakaumasta No(p, X). Maarad parametrien p ja ¥ suurimman
uskottavuuden estimaatit.

. Olkoon y1,yo,...,y20 otos normaalijakaumasta Ng(w, X). Maarittele

seuraavat jakaumat:

(a) Satunnaismuuttujan (y; — p)' 2~ (y1 — p) jakauma.
(b) Satunnaismuuttujan y jakauma.

(c) Satunnaismuuttujan /n(y — ) jakauma.

. Sijoita suurimman uskottavuuden estimaatit fi ja 3 uskottavuusfunk-

tioon ja n#yté, ettd p-ulotteisen normaalijakauman uskottavuusfunk-
tion maksimi on

(27r)np/2 |f;|n/2'

L(jt,3) =

. Satunnaisvektorit y1, yo, y3 ja y4 ovat riippumattomat ja noudattavat

normaalijakaumaa N3(pu, ).
(a) Mita ovat satunnaisvektorien

1 1 1 1 1 1 1

1 .
vy = ZYI — Z}’2 + ZY3 — Z}’4 Ja vy = ZYI + Z}’2 - ZY3 — Zyzl

jakaumat?
(b) Maarita satunnaisvektorin

jakauma.

. Tarkastellaan kahden muuttujan ¥, yo normaalijakumaa, jonka odo-

tusarvo E(y1) = p1 = 0, E(y2) = pe = 2, var(y1) = o1 = 2,
var(ys) = 092 = 1 ja muuttujien vélinen korrelaatio p1o = 0.5.

(a) Kirjoita kyseinen kahden muuttujan normaalijakauman tiheysfunk-
tio.

(b) Miki on funktion (y — p)'S !(y — p) = 1 kuvaaja? (y1 ja yo
reaalimuuttujia)l
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10. Satunnaisvektori y noudattaa normaalijakaumaa N3(u,X) paramet-

rein
-3 1 -2 0
pu=1_ 1 axX=1-2 5 0].
4 0 0o 2

Mitks seuraavista satunnaismuuttujista ovat riippumattomat?

a) y1 ja yo,
b) y1 ja ys,

(
(

yr\ .
© (") jaws
(d) 2(y1 +y3) ja ys,
(e) y2 ja yo — 21 — ys.

11. Olkoon jakauma sama kuin tehtévissa 9. Maarita
(a) y1:n ehdollinen jakauma, kun y9 = a on annettu.
(b) y2:n ehdollinen jakauma, kun y; = a ja y3 = b.

12. Tutki Pojataineistosta, noudattavatko 1. poikien padn mitat 2-ulotteista
normaalijakaumaa.
(a) Piirrda @ — Q-pisteparvet ja suorat yksittaisistd muuttujista.
(b) Tarkastele samalla tavalla pddkomponenttien jakaumia.
(c) Tutki jakautuneisuutta myos havaintojen Mahalanobisin etéisyyk-

sien D; avulla.

13. Oletetaan, ettd y ~ N3(p, X), missi

3 6 1 -2
p=1), ==[1 13 4.
4 —2 4 13

(a) Maarita satunnaismuuttujan z = 2y; — y2 + 3ys jakauma ja

(b) satunnaismuuttujien z1 = y1 + y2 + y3 ja 20 = y1 — y2 + 2y3
yvhteisjakauma.

(c) Mikd on yo:n jakauma,
(d) yi:n ja y3:n yhteisjakauma?
(e) yi:m,ysm ja %(3/1 + y2):n yhteisjakauma?
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Luku 5

Monimuuttujaisia testeja

5.1 Monimuuttujaiset vai yhden muuttujan testit

Olkoon y1, y2, ..., yn p—ulotteinen otos populaatiosta, jonka odotusarvo on
v ja kovarianssimatriisi 3. Testataan esimerkiksi hypoteesia

Hy: p=py vs. Hyi: p#py,

Ho1 H1

Cw Ho2 C g . 2
missé gy = ) on jokin vektorin g = | . | annettu arvo. Seuraavassa

Hop Hp

yleistetddn tutut keskiarvotestit moniulotteiseen tapaukseen.

5.2 Keskiarvon p testaus, kun 3 tunnetaan
5.2.1 Yhden muuttujan testin Hy: p = pyo

Testataan
Ho: p=po vs. Hi: p# po.

Olkoon y1, y2, ..., Yn ~ N(it,0?), missi 02 tunnetaan. Silloin

Y — o Y — Ho
= = ~ N(0,1 2.1
z . NG (0,1), (5.2.1)

jos Hy on tosi. Vastaavasti
2 Y—HNZ (YT a2 2
z (0/\/5) —n( . )—nA X1-

Vaikka havainnot eiwdt olisikaan perdisin normaalijakaumasta, niin keskeisen
rajavaittdman mukaan

Y — Ho
o/vn

noudattaa suurilla n:n arvoilla likimain normaalijakaumaa N(0, 1).

61
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5.2.2 Monimuuttujainen testi Hy: p = py, kun ¥ tunnetaan

Olkoon yi, y2, ..., ¥n otos Np(p,X):sta, missi 3 tunnetaan. Testataan
hypoteesi
231 o1
2 Ho2
Hy : | = : vs. Hi: p# pyg,
Hop Hop

missé fig;:t ovat annettuja. Jos Hp on tosi, niin y ~ Np(po, %E) ja

2 = om) () )
= nA?=n(y — pe) =T — po) ~ X (5.2.2)

Jos X on tuntematon, niin ¥ voidaan korvata S:114 lausekkeessa (5.2.2). Sil-
loin silloin testisuure ei ené# noudata x?-jakaumaa. Tosin n(y — pg)'S 1 (y —
o) noudattaa likimain jakaumaa y?-jakaumaa vapausastein p, kun n on suu-
ri verrattuna p:n arvoon.

5.3 Keskiarvotesti, kun ¥ tuntematon

5.3.1 Yhden muuttujan t—testi

Olkoon y1, Y2, - - ., Yn Otos N(u,0?), missi o on tuntematon. Kiytetiin pu:n
ja o?:n estimaattoreita § ja s. Testin

Hy: p=pp vs. Hy: p=pp

testisuureena kaytetdan

s/\/n s
Jos Hy on tosi, niin
t~1tn—1

eli t noudattaa t-jakaumaa vapausastein n — 1.

5.3.2 Hotellingin T-testi, kun ¥ tuntematon ja Hy: pu = p,

Olkoon yi, y2, ..., ¥n otos Np(u,X):sta, missé p ja ¥ tuntemattomia.
Parametrien p ja X estimaatit ovat ¥ ja S. Yhden muuttuja testisuure (5.3.3)
voidaan kirjoittaa muodossa

(i — )2
2= PO g ) (s7) 5 o).
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Voidaan osoittaa, ettd moniulotteisessa tapauksessa -testisuureen vastine on

T? = n(y — 1o)'S™'(F — o)- (5.3.4)

On helppo huomata, ettd T2 saadaan z?:sta korvaamalla ¥ estimaatillaan
S. Pelkistddn timéi huomio ei tietenkidn ole perustelu sille, ettd T2 olisi
hyvi testisuure. Hotelling (1931) johti T%:n jakauman, jota kutsutaan hiinen
mukaansa Hotellingin T?-jakaumaksi. T?—jakauman parametrit ovat p ja n—
1 ja merkitdin T2 ~ TpZ,n—l- Nollahypoteesi = pg (vs. Hy @ p # pg)
hyldtidn, jos T2 > Topn—1 eli T?m arvo ylittdd T2-jakauman kriittisen
arvon riskitasolla a.

Jos y ~ Np(p,X), niin z = a'y ~ Np(a’'u,a’Xa). Silloin muuttujan z:n
otoskeskiarvo ja varianssi ovat

z=ay ja s =aSa,
missd ¥ ja S ovat moniulotteisten parametrien p ja X estimaatit. Nollahypo-
teesin p = p, vallitessa E(z) = a’p, ja t-testisuure hypoteesin a’'p = a’p,
testaamiseksi on

a'(§ — o)
t(a) = ———=. 5.3.5
(®) =" /arsa/m (5:3.5)
Tavallisessa 2-puolisessa t-testissi nollahypoteesi a’'p = a’py hylatdén riski-
tasolla «, kun
nfa’(y — po)l?

> t?
a’'Sa

a/2(n - 1)7

missé £, /2(n — 1) on ¢(n — 1)-jakauman (1 — «/2)100%:n piste.

Jos nollahypoteesi a’'p = a’p, hyldtddn, niin otosinformaatio on risti-
riidassa oletuksen E(z) = a'p, kanssa. Koska a on annettu vakiovektori,
seuraa hypoteesin a’p = a’p, hylkddmisestd, ettd myos hypoteesi p = p,
on hylattéva. Jos oletetaan esimerkiksi, etté

]

Silloin moniulotteinen hypoteesi u = p, ei pida paikaansa. Jos a on muotoa
a = (a1, az,0), niin kaikki yksiulotteiset hypoteesit a’p = a’p, pitévat aina
paikkansa. Jos sen sijaan a = (a1, a2, ag), missd a3 # 0, niin silloin hypoteesi
a'u = a'p, ei pidi paikkaansa. On siis selviifi, ettd testin tulos riippuu
ratkaisevasti myos kerroivektorin a valinnasta.

Erés ilmeinen ratkaisu on valita yhtélossd (5.3.5) a siten, ettd ¢(a) saa
mahdollisimman suuren arvon. Siind tapauksessa otosinformaation ja hypo-
teesin poikkeama on mahdollisimman suuri. Merkitddn néin saatavaa testi-
suusetta T2, joten
nfa’(y — po))?

o S (5.3.6)



64 LUKU 5. MONIMUUTTUJAISIA TESTEJA

Vektorin a pituus ei vaikuta 72:n arvoon, ainoastaan sen suunta. Voidaan
osoittaa, ettd maksimi saavutetaan, kun a oc S™1(7j — ). Silloin

T? =n(y — po)'S™ My — 1o),

kuten yhtélossa (5.3.4). Testisuure (5.3.4) voidaan johtaa myos uskottavuus-
suhdetestina.
Kun n > p, niin

T? = n(y — po)'S™H (¥ — 1o)

noudattaa Hotellingin T%-jakaumaa Ty, (%), missi

02 = n(p — po)'S (1 — po)-
Nollahypoteesin g = p, vallitessa §2 = 0, joten silloin

2 2
T ~ Tp,nfl'

Jos T? noudattaa T?-jakaumaa vapausastein p ja f, eli
2 2
" ~Tpy,
niin silloin

(f-p+1)

pf
eli %TQ noudattaa F-jakaumaa vapausastein p ja f — p + 1. Tarkas-

T? ~F(p,f —p+1), (5.3.7)

teltavan T-jakautuneen satunnaisvektorin pituus méiirittis p:m arvon ja f
riippuu havaintojen ja estimoitavien parametrien lukumé&arastd. Néin siis
Hotellingin T2-testi voidaan tehdd F-jakauman avulla. Hypoteesia p =
testattaessa f =mn — 1, joten silloin

(n—p)

HﬁjﬁT%ympn—m. (5.3.8)

5.3.3 Luottamusvailit

Jos oletetaan, ettd p on havaintojen oikea (tuntematon) odotusarvo, niin
(??7):n mukaan

(n—p)T?

HPW—U

< Fy(lp,n—p)l=1-—aq, (5.3.9)
josta seuraa

WFa(p,n -pl=1-qa. (5.3.10)
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Havaituilla y:n ja S™':n arvoilla voidaan hakasulkeissa oleva epdyht#lo kir-
joittaa p:n funktiona muodossa

p(n—1)

(n—p) Fa(p,n —p). (5.3.11)

n(y —p)'S7HF —m) <
Epéyhtalon (5.3.11) maarittelemi alue on g 100(1 — «) prosentin luot-
tamusalue. Alue on hyperellipsoidi, jonka keskipiste on pisteessi u = y.
Téallaista moniulotteista aluetta saattaa olla vaikea tarkastella, kun p > 2.

Vaihtoehtoinen tarkastelu perustuu sithen havaintoon, ettd ¢(a)mn mak-
simi (vrt. yht#ld (5.3.6) noudattaa T2:jakumaa. Silloin yhtélén (5.3.10) mu-
kaan

nla (5 — )P _ pn—1)

i a'Sa n—p) LePn—pl=1-a (5.3.12)

Siksi yhtilo

_ n—1 52
Pla'(y - o) < 22"V R (pn—p) %] =1 -0,
(n—p) n
missi s2 = a’Sa, pit#id paikkansa kaikilla vektorin a valinnoilla. Tapahtumat
(= 5 _pln—1) 33
_ B JFR.(pn—p2
[a'(y — mo)]” < (=) (o, —p)
ja
(< p(n—1) 1/2 Sa
_ LAY _ e
|a (y l’l’O)| < [ (n_p) Oz(pan p)] \/’f_l

ovat yhtépitivat, ja jalkimméinen tapahtuma voidaan kirjoittaa muodossa

Sa

— _ S
a'y — Ko Jn <a'p<ay+ Ka/2\/—j—la

p(n—1)
(n—p)

missd Ky /o = | Fo(p,n — p)]*/2. Siksi jokaista havaittua y ja S kohti,

a'y+ K, /23—‘; kaikilla a (5.3.13)

NG

on a'p:n samanaikaisten luottamusvélien joukko, kun luottamustaso on 100(1—

a)%.

5.4 Riippuvat otokset

5.4.1 Yhden muuttujan tapaus

Monissa sovelluksissa otokset eivét ole riippumattomia, vaan kahden eri otok-
sen havainnoilla on tietty luonnollinen vastaavuus. Esimerkiksi tilastoyksi-
koihin sovelletaan kaksi eri kisittelya ja . tilastoyksikon tulos 1. kisittelysséa
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on y; ja 2. kisittelyssid z;. Silloin mittaluvuilla on luonnollinen vastinpa-
ri. Alkuperédinen kahden otoksen tilanne voidaan palauttaa yhteen otokseen
siitymaélla tarkastelemaan erotuksia. Asetelma olisi siis seuraava:

Taulukko 5.1 Riippuvien otosten testiasetelma.

Pari Kasittely 1 Kaésittely 2 d; = y; —

1 Y1 1 dq
2 Y2 T2 d2
n Yn, In dyp

Saadaksemme t-testin tarvitsemme tietoa y:n ja z:n yhteisjakaumasta.
Oletetaan, etté

(1) ~ Nt )

2
missd g = (y, )’ ja B = (;y ?;). Silloin d; = y; — z; ~ N(py —
yr T

bz 05), missé 03 = 02 + 02 — 20;. Lasketaan otoksesta

1 n

> (di — d)>.

Hypoteesin Ho : py = g (tai pg = 0) testaamiseksi kiytetddn suuretta
_d
 sa/yn

t (5.4.14)

joka on t,,_1, mikdli Hy on tosi.

5.4.2 Monimuuttujaiset riippuvat otokset

Asetelma on sama kuin yhden muuttujan tapauksessa, mutta havainnot ovat
p:n muuttujan vektoreita. Olkoon y; ensimmaiisesté otoksesta ja x; toisesta,
1 =1, 2, ..., p. Silloin meilld on seuraava asetelma:

Taulukko 5.2 Riippuvien otosten monimuuttujainen testiasetelma.

Pari Kasittely 1  Kaésittely 2 d; =y; — x;
1 Y1 X1 d,
2 y2 X2 d:

n Yn Xn d,
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Hypoteesin Hy : py; = 0 testaamiseksi lasketaan

_ 1 1 n _ _
d==>di ja S;= > (di —d)(d; —d)
i n—1:=
Saadaan testisuure S
_ —1_
1 =d'(=%) d=nD? (5.4.15)
n

missi D? = (_i’Sgl(_i. Hy hyldtidn, kun 72 > To%’p’nfl. Jos otokset ovat
riippuvia, pitdisi kiyttid testid (5.4.15). Riippumattomien otosten T2 testi
ei ole téssd tapauksessa yhtd voimakas.

5.5 Keskiarvon rakenteen testaaminen

Pykélassa 5.3.2 tarkasteltiin hypoteeseja, jotka spesifioivat keskiarvon téy-
dellisesti. Samalla tekniikalla on mahdollista testata hypoteeseja, jotka spe-
sifioivat keskiarvovektorin komponenttien vélille joitakin relaatioita.
Tarkastellaan esimerkiksi tilannetta, jossa jokaselta yksikoltd mitataan
sama muuttuja eri olosuhteissa. Tehdaan esimerkiksi jokin psykologinen tes-
ti eri ajankohtina tai mitataan jonkin suorituksen tulos vuorokauden eri ai-
koina, sanokaamme p:né eri ajankohtana. Erds kiinnostava hypoteesi voisi

olla Hy : p1 = pa... = py. Hypoteesi siis véittdd, ettd kaikkien muuttu-
jien keskiarvot ovat yhtd suuret. Hypoteesi voidaan myos esittds esimerkiksi
muodossa Hy : p1 = pj, j =2,... = pp. Matriisimuodossa
HO : C[,L = 0,

missa

1 -1 0 0

1 0 -1 0

C=1. . : :
1 0 o0 ... -1

on (p — 1) x p-matriisi. Nollahypoteesin vallitessa
Cy ~ N,_1(Ch, CEC),
joten Hy voidaan testata Hotellingin T2-testisuureella
T? = ny'C'(CSC’')~'Cy, (5.5.16)

missé téytyy olla n > p—1. Kun nollahypoteesi on tosi, niin 7% ~ Tp2_1 (n—1),
joten
n—p+1

F=-Dm-1

T? ~F(p—1,n—p+1).
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5.6 Kahden keskiarvon vertailu

5.6.1 Kahden otoksen t—testi

Olkoon y11, Y12, - - -, Yin, 0tos N(p1,02) jayor, y22, - - - , Y2n, otos N(uz, 02):sta.
Oletetaan, etti otokset ovat riippumattomia ja 0? = 02 = o on tuntematon.
Lasketaan otoksista 41, #2 ja nelibsummat

n1

SS1 = > (yy—)’=(m—1)s] ja
]n:21

S8y = > (y2j — 42) = (ng — 1)s5.
=2

Yhdistetty (pooled) varianssi

82 _ SSl—l-SSQ _ (m —1)8%4—(%2—1)8%.
pl ny +no — 2 ni +ng — 2

s;l on o2:n harhaton estimaattori.
Testauksessa

Ho: pyr=pe  vs. Hy: pg # po

testisuure _ _
p= Y2 (5.6.17)

~ tnytns—2,
s /L L
pl ni no

kun Hy on tosi. Hy hylatdén, kun |¢f] > ts nitn,—2. Huomaa, etté

spiv/1/n1 4+ 1/ng on hajonnan oy, _y, estimaatti.

5.6.2 Monimuuttujainen 2—otoksen 7T°-testi

Testataan hypoteesi
Ho: py=mpy vs. Hi: py# po.

Olkoon y11, Y12, « -+, Yiny ~ Np(pe1, 1) jayor, yo2, - -, ¥Y2n, ~ Np(tg, Bo).
Oletetaan, ettéd otokset ovat toisistaan riippumattomat ja 3; = ¥y = X on

ni n2
tuntematon. Lasketaan y1 = Y yij/n1, Y2 = Y. y2;/n2 seki nelidsumma-
=1 j

j=1
matriisit
ni
Wi = D (yy—5)Fy —¥1) = (1 —1)S,
i=1
Jn2

Wy = > (y25 —¥2)(y2 — ¥2) = (n2 — 1)Ss.
j=1
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33:n harhaton yhdistetty estimaattori on Matriisi

1
S, = — (W +W
pl n1+?2_2( 1+ Ws)

- m[(m —1)S1 + (n2 — 1)Sy).

on 3:n harhaton estimaattori. Sitd sanotaan myos yhdistetyksi estimatto-
riksi, koska se on muodostettu yhdistdmalld kahden eri otoksen informaatio.
Yhden muuttujan tapauksessa

ning  _

t? = (71 — §2) (sp) " (71 — Ba)-

ni + no

Tama voidaan jélleen yleistdd p:n muuttujan tapaukseen sijoittamalla yhden
muuttujan testisuureeseen (y; — y2):mn paikalle y; — yo ja sgl:n paikalle Sp;.
Silloin saadaan testisuure

nin2

T2_

= Y1 Y'Sy 3 -y (5.6.18)

Testisuure noudattaa T?—jakaumaa vapausastein p ja n; + no — 2, kun Hj :
1 = o on tosi. Hypoteesi voidaan jélleen testata F'-testilld, silla

ni+mny—p-—1
p(ny +ng — 2)

T? ~ F(p,ny +ny —p — 1). (5.6.19)

5.6.3 Uskottavuussuhteeseen perustuva testaus

Olkoon y1, y2, ..., ¥n otos N,(p, X):sta. Uskottavuusfunktio saadaan otok-
sen yhteisjakauman tiheysfunktiosta, kun sitd tarkastellaan parametrien funk-
tiona.

L(p, Z3y1,y2,-5¥n) = flyumB)flysm,2) ... f(ynipm, X)
1 3 2 (i~ W)=y )
— _e =1 (5.6.20)
(v2r)m (V=)

NE

missd siis

1
(V2m)P/[3))
Olemme jo aikaisemmin todenneet, ettd pm ja X:mn suurimman uskottavuu-

den estimaatit ovat g =y ja X = ”Tfls. Sijoittamalla ndméa arvot uskotta-
vuusfunktion lausekkeeseen saadaan funktion maksimiarvo

f(y], u, 2) = 6_%(}’]‘_“),271(}’]‘_”’),,

1 _np
2

max L ,2 = —wp = €
T8> (b %) (2m) % | Z|n/2
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= vakio X |i‘|7%
Hypoteesin

vallitessa
1 5 D i) ST (v — k)
——F— w € .
(V20 F[S|F
Koska keskiarvo on kiinnitetty arvoon g = py, niin
1 np

max L(py, X)) = ———=7€ 2,
N T

L(l"'()v 2) =

missé

Uskottavuussuhde on silloin
mSXL(HOaE) _ ( b] >5
P

max L(p, %)

Wilksin lambda

2 _ |3
|20l
uskottavuussuhteen kanssa yhtéapitava testisuure. Voidaan myos osoittaa, et-
té )
2 T -1
Av = (1+ — 1) :

missi, T? = n(y —pg)'S ™ (y — o) on Hotellingin T?. Uskottavuussuhteeseen
perustuva lihestymistapa johtaa Hotellingin 7% testiin my&s kahden otoksen
tapauksessa testattaessa hypoteesia Hy: p; = po.

Uskottavuussuhteeseen perustuva teniikka tarjoaa yleisen menetelmén
testisuureen johtamiseksi. Oletetaan, ettd ®g jokin parametriavaruuden @
osajoukko. Testataan hypoteesia

Hy: 8 €@y vs. H1:0€®0.
Suurimman uskottavuuden testi hylkdd Hy:n, jos

max L(0)
_ 0O,
~ max L(0)
0cO®

A <,

missd ¢ on sopivasti valittu vakio.
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5.7 Yksittidisten muuttujien testaaminen, kun H,
on hylitty T°—testilli

Jos hypoteesi Hy : p; = po hylétédén, niin p;; # p;p ainakin yhdelld i:n
arvolla ¢ = 1, 2, ..., p. Mutta siitd huolimatta ei ole mitddn takeita, etté
mikddn hypoteeseista Hy : ;1 = pio yksittiin testattuina tulisi hylatyksi.
Tarkastellaan lineaarista yhdistetts z = a'y ja testisuuretta

Ha)= 22 (5.7.21)

Ao 12
(nl T n2)82

Jos Hy: py = po hylétaén, niin Hy : a’p; = a’py hyldtaén ainakin yhdelld
a:n arvolla testisuureen (5.7.21) perusteella.

Lineaarisen yhdisteen ominaisuuksien nojalla z = a'y ja s? = a'Sya,
missd S, on yhdistetty otoskovarianssimatriisi. Testisuure (5.7.21) voidaan
siis kirjoittaa muodossa

a'y; —a'y
t(a) — Y1 Y2

ni4ns \ o/
( ns )a Spa

(5.7.22)

Jotta loydetddan a:mn arvo, joka johtaa Hpy:n hylkddmiseen, maksimoidaan
t?(a) vektorin a suhteen. Niin 16ydetiisin #(a):n maksimaalinen itseisarvo.
Maksimi saavutetaan, kun

a=8"(y1 —y2) (5.7.23)

Kun a = S;ll(yl — y2), niin funktiota z = a'y kutsutaan erottelufunktioksi.

Jos T?testi hylkiii hypoteesin p; = po, niin erottelufunktiota a'y kiyt-
tden hypoteesi Hy : a'm; = a'u, hyldtddn. Sen jilkeen voidaan tutkia
yksittaisten kertoimien a; suuruutta, joka kertoo y;:n tarkeydestd Hy:n hyl-
kaamisessa.

5.8 Kovarianssirakenteen testaus

5.8.1 Hypoteesi H,: ¥ =0’

Kovarinssimatriisia 3 koskeva oletus ¥ = ¢%I on tavanomainen esimerkiksi
regresioanalyysin yhteydessd. Tarkastellaan siis nollahypoteesin Hy : X =
oI testaamista, kun vaihtoehtoinen hypoteesi on H; : ¥ # ¢%I. Olkoon
Y1,¥2;---,¥n otos normaalijakaumasta N,(p,X). Uskottavuussuhde hypo-
teesin Hy : ¥ = o021 testaamiseksi on

US = [%W? (5.8.24)
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On osoitettu, ettéd
—21log(US)  noudattaa likimain x?(v), (5.8.25)

kun n on suuri, missd v on parametrien kokonaisméaéard vihennettynd Hy:n
vallitessa estimoitujen parametrien lukumaéaarélla ja log on luonnollinen loga-
ritmi. Matriisissa 2 on p(p+1)/2 parametria ja estimoitaessa o> menetetiin
yksi vapausaste, joten téssd v =p(p+1)/2 — 1.

5.8.2 Kovarianssimatriisien yhtdsuuruuden testaus

Nollahypoteesi k:n populaation kovarianssimatriisien yhtdsuuruuden testaa-
miseksi on muotoa
Hg : 21 = 22 = ... = Ek (5826)

Erikoistapaus Hy : X1 = 39 saadaan valitsemalla k£ = 2. Tehdadn populaa-
tioista riippumattomat otokset ja olkoot otoskoot mq,ns,...,nk. Testisuu-
reen muodostamiseksi lasketaan

B i Y G R A

M ;
|Spl|y/2

missd v; =n; — 1, v = 25:1 v, S; on 7. otoksesta laskettu otoskovarianssi-
maftriisi ja

k
Spi = ZVZ'SZ'/I/.
i=1
Silloin
—2(1 —¢)log(M)  noudattaa likimain x*[(k — 1)p(p 4+ 1)/2], (5.8.27)

misséa i
_ 1 1. 2p2+3p—1
e=Q - Pty T—

i=1 "t

!

5.8.3 Riippumattomuuden testaus

Oletetaan, etté

<§;> ~ p—l—q(l"a z)a

X 212)
Y= .
<221 pI

Uskottavuussuhdetesti hypoteesille Hy : 319 = 0 hylkdd Hy:n vaihtoehtoa
H,: X5 # 0 vastaan suurilla testisuureen

missé

|S11][S22]

—2log(US) = nlog( S|

)



5.8. KOVARIANSSIRAKENTEEN TESTAUS

Si1 S12>
S = .
<521 Soo

1S11][S22]
S|

arvoilla, missé

Bartlett on osoittanut, etta
—(n—1—(p+q+1)/2)log(

kun n — (p + ¢) on suuri.

73

) noudattaa likimain  x?(pq),

(5.8.28)



