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Luku 6

Varianssianalyysi

6.1 Johdanto

Regressioanalyysissa tarkastellaan selitettavan muuttujan riippuvuutta yhdesta
tal useammasta selittavasta muuttujasta. Varianssianalyysissa asetelma on sa-
mankaltainen kuin regressioanalyysissa, mutta varianssianalyysi eroaa tavallisesta
regressioanalyysista ainakin kahdessa suhteessa:
1) Selittavéit muuttujat ovat luokittelutason muuttujia (esimerkiksi sukupuo-
li, laji, tuotemerkki).
2) Vaikka selittdjat olisivatkin kvantitatiivisia, ei varianssianalyysissa oleteta
mitaan riippuvuuden luonteesta.
Varianssianalyysissa tutkitaan riippuvan muuttujan keskiarvoeroja selittavien
muuttujien arvojen (tasojen) madrittdmisséa luokissa.

6.2 Yksisuuntainen varianssianalyysi

6.2.1 Varianssianalyysin malli
Oletetaan, etta havainnot kuuluvat yhden selittavan muuttujan arvojen maaritta-

miin ryhmiin. Olkoon ryhmien lukuméara a ja havaintojen lukumaarat ryhmissa

ny, o, ..., Ng-
Ryhma 1 2 3 ]
Lukumaarat n1 Ny ng ... Ng
Y11 Ya21 Y1t --- Yal
Y12 Y22 Y2 ... Ya2
Yin, Y2n, Y3ng - .- Yan,
Ryhmakeskiarvot /1. Ua. Ys. ---  Ya

Kaikkien havaintojen lukumaara N = ni+ns-+...+n, ja havaintojen keskiarvo on
g... Jokaisen havainnon y;; (1 =1,2,...,a; j = 1,2,...,n;) ajatellaan syntyvin

systemaattisen ja satunnaisen osan summana siten, etta

Yij = Wi + €ij
=p+o;+ei; 1=12,0.0,0 7=1,2,...,n; (6.1)
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missa,
;= 1. ryhmakeskiarvo
1 = kaikkien havaintojen keskiarvo
Q = Wi — M-

Komponentti €;; edustaa satunnaisvaihtelua. Oletetaan, etta

E(eij) =0 ja var(ey) = o’

kaikilla #:n ja j:n arvoilla ja
cov(eij,ers) =0, kuni# j tai j # s.
Kaikilla satunnaistermeilla on siis sama varianssi ja ne ovat keskenaan korreloimat-

tomia. Lisaksi tilastollista testausta varten tehdaan normaalisuusoletus:
€ij ~ N(O, 0'2).

6.2.2 Varianssianalyysin ja regressioanalyysin yhteys
Huomattakoon, etta varianssianalyysin malli voidaan kirjoittaa samaan tapaan
kuin regressioanalyysin malli. Oletetaan esimerkiksi, etta selittajien arvojen luku-
maara k = 3. Silloin

Yij = p1 + €15

=p1-1+p2-0+p3-04+e1, 7=1,2,...,n1;

y2j:/1’1'0+/1’2'1+'u’3.0+82j’ j:172,"'7n2;

Yysj = p1- 0+ p2-04+pz-1+e3;, j=1,2,... ,n3.
Nyt voidaan ajatella, etta pq, pa ja ps ovat regressiokertoimia ja selittavat muut-
tujat x1, 2 ja x3 saavat joko arvon 0 tai 1 sen mukaan, mihin luokkaan havainto
kuuluu. Siten esimerkiksi 1 = 1, 3 = 0 ja x3 = 0, kun havainto on peraisin 1.

ryhmasta.

Taulukko 6.1 Koiranmuonan A myynti (pakkausten lukumééra) hyllyn korkeu-
den mukaan

Hyllyn korkeus

Polven taso Vyotaron taso Silman taso Yhteensa

Y11 7 Y21 88 Y31 85

Y12 82 Y22 94 Y32 85

Y13 86 Y23 93 Y33 87

Y14 78 Y24 90 Y34 81

Y15 81 Y25 91 Y3s 80

Y16 86 Y26 94 Y36 79

Y17 7 Yar 90 Y37 87

Y18 81 Y28 87 Y38 93
y1. = 648 yo. = 727 ys. = 677 y.. = 2052
1. = 81.0 2. = 90.9 3. = 84.6 Y. = 85.5
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6.2.3 Varianssianalyysin neliGsummahajotelma
Havaintojen y;; poikkeama kokonaiskeskiarvosta i voidaan jakaa kahteen kom-

ponenttiin:

Yij — . =i —§.) + (vig — ¥i.)
= ryhmakeskiarvon poikkeama kaikkien keskiarvosta +

havainnon poikkeama ryhmaéakeskiarvosta.

Laskemalla nahdaan, etta

SST = ij(ylj ~.)°

i=1 j=1
a n; a ez
=N G - 7)Y (i — i)’
i=1j=1 i=1j=1
a a N
= an(?]z —7.)°+ Z Z(yij —7i.)°
i=1 i=1 j=1
= SSH + SSE. (6.2)
Otoksesta lasketut ryhmakeskiarvot g1, ..., 7, ovat pienimméan neliosumman
mielessa parametrien jy1, fio, ..., i, parhaita estimaatteja. Tama tarkoittaa sita,
etta
a n; a ez
SN i — 1) =)0 (yig — )
i=1j=1 i=1 j=1
valittiinpa estimaatit fi1,... fi, miten tahansa. Pienimmaéan nelicsumman ratkai-

suun liittyva virheneliosumma, eli kontrolloimaton vaihtelu
a n;
SSE = > (vij — 7)°
i=1 j=1
on pienempi kuin milladn muulla ratkaisulla. Voimme laskea mallin selitysasteen

samalla tavalla kuin regressioanalyysissa:

SSH ~ SSH
SST ~ SSH + SSE’

R? =

R? osoittaa, paljonko ryhméikeskiarvojen vilinen vaihtelu selittid kokonaisvaihte-

lusta. Parametrien pq, po, ..., py pienimman neliosumman estimaatit 41, ¥,
.., Yo. ovat harhattomia eli
E(yi.) = pi
kaikilla z:n arvoilla ¢ = 1, 2, ..., a. Ryhmakeskiarvojen poikkeamien a; = p; — p

pienimman neliosumman estimaatit ovat vastaavasti



6.2.4 Virhevarianssin estimointi

SSE =2 > (v — i)’

voidaan estimoida virhevarianssi var(g;;) = o harhattomasti, silla

Virheneliosummasta

E(SSE) = 0*(N — a).

Vapausasteillaan N — a jaettu SSE on o2:n harhaton estimaatti:
9 SSE

>3 (ij — 9i)?
_ _ i
" N_—a N —a '

Toinen tapa estimoida o2 olisi kiyttas nelicsummaa SSH. Lauseke

SSH
a—1

tuottaa yleensa liian suuria estimaatteja. Jos kuitenkin Hy: p1 = pa = ...

on tosi, niin
E(SSH) = (a — 1)0?
ja
SSH

a—1

on o2:n harhaton estimaatti. Téhén perustuu myos hypoteesin
Hy: pp=po=...= g
testaus.

Taulukko 6.2 Yksisuuntainen varianssianalyysi
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(6.3)

= lla

Vaihtelun Vapaus- Neliosummat MSE F'-testisuure
lahde asteet
Malli a —1 SSH=Yn(g —5.)> MSH=551
_ MSH
F = MSE

A5
Sles|

Jaannos N —a SSE =3 >"(yij — 5:.)> MSE = 2=
i j

Kaikki N —1 SST = X3 (i; — 4.
(]
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6.2.5 Hypoteesien testaus
Hypoteesin

Hy: pr=p2=...= g (6.4)

testaus perustuu sithen huomioon, etts vain Hy:n vallitessa MSH on ¢2:n harhaton
estimaatti. Jos Hj ei pida paikkaansa, MSH antaa liian suuria estimaatteja. Sen
sijaan MSE on ¢2:n harhaton estimaatti olipa H tosi tai ei.

Jos Hy on tosi, niin

MSH  SSH /(a—1)
MSE ~ SSE /(N — a)

F = (6.5)
saa 'pienid’ arvoja (ykkosen lahistolla). Jos Hy ei ole tosi, niin suurella to-
dennakoisyydella MSH > MSE ja F saa ’lilan’ suuria arvoja. Sen perusteella
voidaan epailla Hy:n paikkansapitavyytta.

6.3 Kaksisuuntainen varianssianalyysi

6.3.1 Kaksisuuntaisen varianssianalyysin malli
Kaksisuuntaisessa varianssianalyysissa tarkastellaan kahden tekijan A ja B vaiku-
tusta selittavaan muuttujaan y. Malli on muotoa

Yijk = pij +€ijk,  1=1,...,a (6.6)
Jg=1,...,b
=1,...,n

Virhetermien €;;;, korreloimattomuutta ja varianssia koskevat oletukset ovat sa-
manlaiset kuin yksisuuntaisessa varianssianalyysissa. Olkoon esimerkiksi a = 2

ja b = 3 jan = 3. Havaintoaineisto ja ryhmakeskiarvot on esitetty oheisessa

taulukossa.
B 1 2 3
A
1 Y111, Y112, Y113 Y121, Y122, Y123 Y131, Y132, Y133 | Y1..
2 Y211, Y212, Y213 Y221, Y222, Y223 Y231, Y232, Y233 | Y2..

Y. Y.2. Y.3. y...

Solukeskiarvot ovat muotoa
I R
Yij. = 5 Zyz]k
k=1
Vastaavasti mallin mukaiset teoreettiset ryhmakeskiarvot ovat
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] 1 2 3
1
1 p11 H12 piz | 1 = z(p1n + paz + pas)
2 121 22 H23 | 2.
W1 H.2 .3 K.

=3 (p12+p22).

Kaksisuuntaisen varianssianalyysin malli voidaan kirjoittaa myos muodossa

Yije = ..+ (i, — ) + (g — i) + (pij — i, — fj + B.) + Eijk
= p+ o5 + B + vij + €ij,

missa
= .
Q= i, — [4..
Bj = — [

Yig = Hij — Hi. — Hj [
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6.7)

Parametri o; kuvaa rivivaikutusta, 3; sarakevaikutusta ja v;; yhdysvaikutusta.

Huomattakoon, etta
D=2 Bi=3 > =0
i j i g

Parametrien pienimman neliosumman estimaatit ovat

ph=1.
o =Y — Y.
Bi=4j—4.

ja
Yij = Yij. — Yi.. — Y4 + ...
Kaksisuuntaisessa varianssianalyysissa voidaan testata hypoteeseja
Hi: aj=ay=0 A:lla ei vaikutusta
Hp: f1=PF2=p0p3=0 B:lla ei vaikutusta
Hap: 711 =721 = 712
= Y99 = Y13 = 7ya3 = 0 ei yhdysvaikutusta.

Testauksessa oletetaan, etta havainnot noudattavat normaalijakaumaa.
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Taulukko 6.3 Kaksisuuntainen varianssianalyysi

Vaihtelun Neliosummat Vapaus- Keskinelio- F'-testisuure
lahde asteet, virhe
_ =2 . _ SS _ MSA

A SSA = nb;(yzu v..) a 1 MSA = =24 F = MSE
B B = na(@; - 7.)> b -1 Msp = 5B p - M3B
AB SSAB :nizj(gij. ~Gi. =04 —9.)" (a=1)(b—1) MSAB = % F= 1\1@[87&?
Virhe SSE = S(ije — Uij)? ab(n — 1)

ijk
Kaikki SST = Z(yijk — gj)z abn — 1

ijk

Kokonaisvaihtelu SST = > (y;jx — 9...)? voidaan esittdé nelidsummana
ijk

SST = SSA + SSB + SSAB + SSE, (6.9)

jossa oikean puolen neliGsummat ovat toisistaan riippumattomia. Keskineliovirheiden
lausekkeet MSA, MSB, MSAB ja MSE muodostetaan F-testia varten jakamalla
neliosumma vapausasteillaan. Esimerkiksi hypoteesi

HAi Ozl:az:...:aazo

testataan F-suureella F' = MSA /MSE, joka noudattaa F-jakaumaa F,_1 qp(n—1)
vapausastein a — 1 ja ab(n — 1).

6.4 Monimuuttujainen varianssianalyysi (MANOVA)

6.4.1 Yksisuuntainen MANOVA

MANOVAssa on selitettavid muuttujia eli vastemuuttujia useampia. Tutkitaan
esimerkiksi uralla etenemisen vaikutusta tyota koskeviin asenteisiin. Selitettavia
muuttujia voisivat olla tyytyvaisyys ty6hon (y1) ja tyytyvéisyys tyOympéristoon
(y2). Tutkitaan tilannetta uran vaiheissa A;, Ay ja As. Selitettdvind on vektori-

= (1)

Silloin havaintoaineisto on muotoa

arvoinen muuttuja

A1 A2 A3

Yii, Y12, -+ -5 Yin, Y21, Y22, - -+ Yon, Y31, ¥32, -+ -5 Y3n,
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Yksittainen havaintovektori on

Yleisessa tilanteessa selitettavana on samanaikaisesti p muuttujaa.Vastemuuttuja
on vektori y = (y1,y2,.-.,Yyp) . Havaintojen y;; = (Yij1, Yij2, - - - ¥ijp) malli on

Yij = B+ Qi + &
:/J’z'*"e?,]a 7::]-,27"'7(17 j:]-)z,""ni' (610)

Jokaisen yksittaisen muuttujan y, (r =1,...,p) osalta malli on
Yijr = Hr + Qi + Eijr = Mir + Eijr-

Edella esitetyssa esimerkissa p = 2 ja a = 3.
Voidaan ajatella, etta meilla on a populaatiota, joista jokaisesta on tehty otos.
Havaintojen kokonaismaara N = ni + ng + ...+ ng.
Otos 1: y11, Y12, - - - Y1in, Otos populaatiosta Np(pq, X)
Otos 2: ya1, Y22, - - - Y2n, Otos populaatiosta Np(pa, X)

Otos a: Ya1, Ya2, - - - Yan, Otos populaatiosta Np(pe, X).
Ryhmakeskiarvot ovat muotoa

1 &
Vi, = — iy 1=1,2,...
yi. n; ZYzjv ? ) “y y @
1=1
ja koko aineiston keskiarvo
1 a n;
.= § Z ZYU-
i=1 j=1

Havaintovektoreiden y;; poikkeama kokonaiskeskiarvosta y . voidaan jakaa ”kasittelyefektiin”
ja "residuaaliin” vastaavalla tavalla kuin yhden muuttujan tapauksessa:

Vij— V. =i —¥.)+ yij — ¥i.)-
Ristitulo (y;; —y..)(yi; — ¥..)" voidaan nyt kirjoittaa muodossa
(yis =¥ )yi; = 5.) =13 -5.)+ (i = ¥)(Fi. = 5.) + (yi; = 5.)]
=i —y.). —y.) + i -y ) (yi; —¥i.)
+(yi; = ¥i)Fi = 5.) + (vij — ¥i.)(yij — ¥:.)"
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Jos ylla olevat ristitulot summataan puolittain indeksin 5 suhteen, niin keskimmaiset
termit ovat nollamatriiseja, koska Y- i=1(yij—¥i.) = 0. Kun lausekkeet summataan
yli indeksien ¢ ja j, saadaan siis

a n;
Z Z Yij—Y.)(¥ij =Y. Z i (i —5.)(¥i=y.)+D D (yii—¥i) (yij—yi.) -
i=1 j=1 i=1 j=1
Neliosummamatriisit ovat p X p-matriiseja ja niita merkitaan seuraavasti:

T = ZZym )(yij —¥..)

=1 j=1

H=> ni(yi.-y.)F.-5.)
=1

E = Z Z(Yij — Vi) (yij — ¥i.)"
i=1 j=1

Testin muodostaminen perustuu neliocsummamatriiseihin T, H ja E.
Esimerkki 6.1 Olkoon havaintomatriisi Y seuraava:

v (96902312
“\3 2740289 7)

Ensimmaiset 3 havaintoa kuuluvat 1. ryhmaan, 2 seuraavaa 2. ryhmaan ja 3. vi-
imeista 3. ryhmaan. Ryhmien keskiarvovektorit ja koko aineiston keskiarvo ovat

e (3)ova e (s = (25 = (2)

Tasta aineistosta laskettu nelisummahajotelma T = H + E on

88 —11) _ (78 -—12) (10 1

—11 72 )\ -12 48 1 24 )"
Nelisummiin liittyvat vapausateet ovat vastaavastin —1=8—-1=7, 3—1=2
ja3+2+3—3 =5 Nyt |[H| =1024 — 12 = 239 ja |T| = 8872 — (—11)2 = 6215,

joten A = 239/6215 = 0.0385.
Testataan hypoteesia

Hy: p1=ps=...=pu, vs. Hy: ainakin kaksi p;:ta poikkeaa toisistaan.

Hypoteesimatriisin H diagonaalilla on jokaisen muuttujan (p kappaletta) keski-
arvojen valinen vaihtelu SSH . Virhematriisin E diagonaalilla on kunkin muut-
tujan virhevaihtelu SSE. Hypoteesiin Hy liittyvid vapausasteita merkitaan vg
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ja virheneliosummaan liittyvia vapausasteita vg. Yksisuuntaisessa tapauksessa
vg = a — 1. Huomattakoon, ettd S,; = E/(N — a) on X:n harhaton estimaatti

E(NE—a>:S

6.4.2 Wilksin testisuure

Hypoteesin Hy : g1 = po = ... = p, suurimman uskottavuuden testisuure
B
A= —— 6.11
|E + H| (6.11)

on ns. Wilksin A. Hy hylataan, kun A < A, p, ,,; v,- Ho hylataan siis pienilla Am
arvoilla. Wilksin A:n jakauman parametrit ovat
p = muuttujien lukumaara
vy = hypoteesiin liittyvat vapausasteet
vg = virheisiin liittyvat vapausasteet
« = riskitaso.

Kun n on suuri, niin silloin
—(n—1-(p+a)/2)InA

noudattaa likimain x2-jakaumaan vapausastein p(a—1). Tietyissé erikoistapuksissa
Wilksin A:n tarkka jakauma saadaan F-jakauman avulla.

Wilksin A vertailee keskiarvovektoreiden sisiista virhevaihtelua E kokonais-
vaihteluun E + H. Matriisien E ja H sisaltama monimuuttujainen informaatio
tiivistetaan yksiulotteiselle asteikolle. Talla asteikolla paatetaan, poikkeavatko
keskiarvovektorit merkittavasti toisistaan.

Joitakin Wilksin A:n ominaisuuksia:

1. Jotta |E| > 0, on epayhtélon vg > p oltava voimassa.

2. MANOVAssa vy ja vg ovat samat kuin vastaavassa yhden muuttujan
analyysissa. Yksisuuntaisessa mallissa esimerkiksi vy =a — 1 javg = N — a.

3. 0<ALT.
4. Wilksin A voidaan lausua matriisin E”'H ominaisarvojen Aj, Mg, ..., Ag
avulla seuraavasti: )
1
A=
missd s = min(p,vy) on matriisin E7'H nollasta poikkeavien ominaisarvojen

lukumaara.

6.4.3 Monimuuttujainen kaksisuuntainen MANOVA

Kaksisuuntainen p:n riippuvan muuttujan MANOVA-malli saadaan sijoittamalla
vastaavat p x 1-vektorit yhden muuttujan malliin (6.7). Esimerkiksi y;jx =

(Yijk1s Yigh2s - - s Yighp) Ja Yig = (Vij1, Yig2s - - - » Vijp)- Malli on
Yijk = B+ & + B +vij + €ijk = Mij + Eiji, (6.12)
1=1,2,...,a; 7=1,2,...,b; k=1,2,...,n,
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missa a; on Am 4. tason vaikutus jokaisen y;;rm muuttujaan, 8; on B:n j. tason
vaikutus ja 4;; on AB vuorovaikutus. Oletamme, etta

Y=Y Bi=> vij=> =0,
i j i j

€ij ovat toisistaan riippumattomia ja
eije ~ Np(0,%), Bj=p;—p. ja =Ry =B — B — B

Annettujen reunaehtojen vallitessa a; = p; — [, missd p; = > pij/b, pj =
Yomij/aja =) pii/ab. Madritelmat ovat vastaavat kuin yhéen muuttujan
nﬁallissa. !

Monimuuttujaiset keskiarvovektorit y; , y ;., yi;. ja y... maaritelladn samalla
tavalla kuin yhden muuttujan mallissa. Testauksessa tarvittavat neliosummamat-
riisit on annettu oheisessa taulukossa.

Taulukko 6.4 Kaksisuuntainen MANOVA

Vaihtelun Nelio- ja tulosummamatriisit Vapaus Testisuure
lahde asteet
A Hy =nbY (3. —§..)% a—1 Aa = 5
(¥i.—¥..) ~ Ay a—1,ab(n—1)
B Hp =na) (y; —y.)x b—1 Ap = |ELEI:{|B|
j
(¥, —-¥.) ~ Apb—1,ab(n—1)
AB Hap =nY (i~ ¥i.—¥; —¥.) (a—1)(b—1) Aup = min
ij
X(Yij. = ¥i. — Y5 —y..) ~ Ap (a—1)(b=1),ab(n—1)
Virhe E = Y (yijk — ¥ij.) ¥ ab(n — 1)
ijk

(Yijx — ¥ij.)'
Kaikki T = Z(Ymk — }_’)X abn — 1
ijk

(Yijk - Y...)/

Kaksisuuntaisessa MANOVAssa kokonaisnelio- ja tulosummamatriisi T voi-
daan osittaa seuraavasti:

T=Hs+Hp+Husp+E.
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Esimerkiksi matriisin H4 diagonaalialkio h 4y, 7 =1, 2, ..., 7, On
a
h'ATr = an(?J“« - g...r)zv
i=1

missa ¥;. ., on vektorin y;  r. alkio ja ¢, on vektorin y  r. alkio.
Esimerkiksi hypoteesin

HOAB:711:---:7a1:---:7ab:0 VS.

Hi4p : ainakin yksi v;; # 0
testaamiseksi kaytetaan testisuuretta

E|
M = g~ Are-ne-n.am-1),
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joka noudattaa jakaumaa A,,(a —1)(b —1),ab(n — 1), kun Hoap on tosi. Hoap

hylatadn pienilla A4p:n arvoilla. Vastaavat testisuureet hypoteesien H4 : a1 =

...=0a,=0jaHp: By =...= [ testaamiseksi on esitetty oheisessa taulukossa.
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