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Luku 1

Johdanto

1.1 Todenniko6isyys ja tilastotiede

Tamaé kurssi késittelee sekéd todenndkoisyyslaskentaa etta tilastotiedetté. Uh-
kapelurien ongelmat inspiroivat todennékoisyyslaskennan uranuurtajien ajat-
telua, mutta nykyisin todennékoisyyslaskennan sovellusalue on erittdin moni-
puolinen ja jatkuvasti laajeneva. Tilastotieteessé laaditaan satunnaisilmioil-
le todennékoisyysmalleja ja tutkitaan sitten havaintojen perusteella, miten
hyvin mallit kuvaavat todellisuutta.

1.2 Havaitut frekvenssit
ja empiiriset jakaumat

Jatkossa kdaytdmme termié koe tai satunnaiskoe, kun puhumme menettelysta
tai prosessista, joka tuottaa (generoi) havaintoja. Esimerkkeja satunnaisko-
keista ovat lantin heitto tai kdinnykkéa#n tulevien viestien lukumééra seuraa-
van tunnin aikana. Heitetddn lanttia esimerkiksi 100 kertaa ja saadaan 56
klaavaa (L). Tapahtuman ’klaava’ frekvenssi 100:n heiton sarjassa on téssé
tapauksessa 56 ja suhteellinen frekvenssi 56/100 = 0.56. Merkitddn tapah-
tuman A lukumééréé eli frekvenssid n:n kokeen sarjassa NV, (A). Useimmissa
sovelluksissa nayttad kdyvén niin, ettd suhteellinen frekvenssi

Na(A)

(1.2.1) ;

lahenee lukua  P(A),

kun toistojen lukuméérd n kasvaa. On helppo todeta, ettd 0 < P(A) < 1.
Tétéd lukua P(A) kutsumme tapahtuman A todennékoisyydeksi.

Vaikka emme olekaan vield mé&éritelleet todennékoisyyttd, voimme to-
deta, ettd suhteellinen frekvenssi on ominaisuuksiltaan todennikéisyyden
kaltainen ja antaa siksi hyvén intuitiivisen késityksen todennédkoisyydesta.
Suhteellisen frekvenssin avulla voidaan myos arvioida todennékoisyyksid nu-
meerisesti. Néin tehddéan esimerkiksi simulointikokeissa. Huomattakoon, ettéa



2 Luku 1. Johdanto

suhteellinen frekvenssi ei ole todenndkéisyyden madritelma vaan todenné-
koisyyden erds tulkinta. Todennakoisyys madaritellddn aksiomaattisesti. Kun
todenn#kdisyys on médritelty, seuraa tulos (1.2.1) néistd aksioomeista. Itse
asiassa (1.2.1) voidaan perustella vahvan suurten lukujen lain avulla. Se on
tilastotieteen kannalta yksi todennékoisyyslaskennan térkeimpié lauseita.

Olkoon x1, za, . . ., x, jokin lukujono. Tavallisesti ndmé luvut x1, zo, ..., x,
ovat jonkin suureen, kuten esimerkiksi pituuden tai painon, mittalukuja. Jos
esimerkiksi n tilastoyksikkod on mitattu, niin silloin z; on ¢. tilastoyksikon
mittaluku ja luvut zq, xs, ..., x, muodostavat havaintoaineiston. Lukujen
x1, To, ..., T, (havaintoaineiston) empiirinen kertymdfunktio (ekf) reaalilu-
kuakselilla (—o0, 00) on

1
F,(a) = ﬁHZl <i<n,z; <al,

missd —o0 < a < 0o ja | .| on joukon alkioiden lukumééra.
Lukujen x4, xo, ..., x, empitrinen jakaumafunktio tai lyhyesti empiirinen
jakauma (ej) on
P.(a,b) = F,(b) — F,(a).

P,(a,b) on siis puoliavoimelle vélille (a,b] kuuluvien lukujen suhteellinen
osuus lukujoukossa {x1, za, ..., x,}:

1
Pu(a,b)=—={i:1<i<n,a<z; <b}.
n

Esimerkki 1.1 Olkoon hatussa n arpalippua ja 7. lippuun on kirjoitettu
luku z;. Valitaan hatusta satunnaisesti yksi arpa. Silloin todennékdoisyys, etté
arvan numero sattuu vélille (a,b] on P, (a,b). Tassd tilanteessa empiiriselle
jakaumalle voidaan siis antaa todennékoisyystulkinta. 0

Empiirisen jakauman kuvaajana kéytetdan tavallisesti histogrammia. His-
togrammin piirtdminen aloitetaan valitsemalla ensin jakopisteet by < by <
- < by, siten, ettd kaikki luvut z; siséltyvit avoimelle vilille (b1, b,,) ja
mikéddn jakopiste ei ole mittaluku. Jakopisteet méaéritteleviat m — 1 osavé-
lid (b;,b541), 1 < j < m — 1. Histogrammi piirretédén asettamalla vierekkéin
m — 1 pylvésté (suorakaidetta) siten, ettd j. pylvédn kannan (luokan) leveys
on bj11 — b; ja pylvédéan korkeus on

Pn(bj,b]url) o ’{Z 1< < n, bj <x; < bj+1}‘
(bj+1 — b)) n(bji1 — b;)

Korkeus on siis j. osaviliin kuuluvien havaintojen suhteellinen osuus pi-
tuusyksikkod kohti. Pylvaan korkeutta kutsutaan havaintotiheydeksi tai ly-
hyesti tiheydeksi. Vastaavasti j. pylvidn pinta-ala on P, (b;, bj11) ja kaikkien
pylvéiden yhteenlaskettu pinta-ala on 1.

Kaytédnnon sovelluksissa mittaustarkkuus on aina &érellinen, sanokaam-
me Ax. Jokainen mittaluku on silloin muotoa kokonaisluku - Ax. Kahden
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mittaluvun pienin mahdollinen erotus on Ax. Jakopisteet valitaan siten, etté

ne ovat muotoa A
kokonaisluku - Ax + Tx

Silloin jakopiste ei voi olla mittaluku. Jakopisteet muodostavat aineistoon

luokituksen ja puhumme silloin luokitellusta aineistosta. Jakopisteet b;, bjiq

ovat silloin j. luokan ns. todelliset luokkarajat ja pisteet b; + %, bjy1 — %

ovat ns. pyoristetyt luokkarajat.

Esimerkki 1.2 Kurssin 1. vélikokeen pisteméadrat z;, 1 < i < 20 olivat
18, 12, 14, 11, 24, 14, 24, 22, 24, 10, 8, 19, 21, 22, 24, 24, 24, 6, 24, 21.
Kokeeseen osallistui siis 20 opiskelijaa. Valitaan todellisiksi luokkarajoiksi
5.5, 10.5, 13.5, 16.5, 18.5, 20.5, 22.5, 24.5.

Nyt siis by = 5.5 ja bg = 24.5. Luokkarajat méarittelevit 7 luokkaa.

0.15 -
£ 0.10 A
(D]
=
E{
0.05
0 T T T 1
5 10 15 20 25
Pisteméaara

Kuvio 1.1. Koepistem&éran histogrammi (n = 20).

Esimerkiksi Pqy(20.5,22.5) = o = 0.2 ja havaintotiheys luokassa (20.5,22.5)

20
on
Py(20.5,22.5) 0.2 01
225—-205 2 0

1.3 Todennikoisyysmallit

1.3.1 Satunnaiskoe

Todennékoisyyslaskenta on satunnaisilmioiden matemaattista teoriaa. Kun
tarkastelemme satunnaisilmio6itd, puhumme satunnaiskokeista, vaikka kyse
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on tavallisesti vain ajatelluista satunnaiskokeista. Se on siis matemaattinen
abstraktio. Satunnaiskokeessa on oletuksena, ettd kokeen alkutila ei méarita
tulosta deterministisesti, vaan véliintuleva tekija, sattuma, vaikuttaa kokeen
tulokseen. Satunnaiskokeen mahdolliset tulosvaihtoehdot tiedetddn, mutta
yksittdisen kokeen tulosta ei voida varmuudella ennustaa. Ainoa tapa saada
tietoa satunnaisilmioistd on tehdéd satunnaiskokeita (eli havainnoida satun-
naisilmioita).

Oletetaan nyt, ettd koe (ilmio) on sellainen, etté sen tulos ei ole varmuu-
della ennustettavissa, mutta kaikki mahdolliset tulosvaihtoehdot ovat tiedos-
sa. Jos téllainen koe voidaan toistaa samoissa olosuhteissa, sitd kutsutaan
satunnaiskokeeksi. Satunnaiskokeen kaikkien mahdollisten tulosten joukkoa
kutsutaan otosavaruudeksi ja merkitadn €2:1la. Satunnaiskokeen yksittéisté
mahdollista tulosta kutsutaan alkeistapaukseksi (satunnaiskokeeseen liitty-
van otosavaruuden (2 yksi piste). Jos otosavaruus on &érellinen, merkitdan

Q= {w,wy,...,wn},

missé alkeistapaukset ovat wy, ws, ..., w, ja {2:n alkeistapausten lukumééri
|Q2] = n. Otosavaruus voi olla myds déreton.

Tapahtuma on otosavaruuden {2 osajoukko. Otosavaruuden osajoukkoja
merkitadn isoilla kirjaimilla A, B, C', ... Sanomme, ettd tapahtuma A sattuu,
jos kokeen tulos w kuuluu joukkoon A eli w € A. Q on ns. varma tapahtuma,
koska jokin mahdollisista vaihtoehdoista sattuu varmasti.

Esimerkki 1.3 Heitetdén lanttia. Tulosvaihtoehdot ovat klaava (L) ja kruu-
nu (R), joten otosavaruus Q = {L,R} ja |Q| = 2.

Heitetdédn lanttia, kunnes saadaan ensimméinen klaava. Silloin otosava-
ruus

Q = {L,RL, RRL, RRRL, .. .}

ja || = oo. Jos tapahtuma A on ’enintéén kaksi kruunua ennen 1. klaavaa’,
niin A = {L, RL, RRL}.
Olkoon w > 0 laitteen kestoikd (tunteina). T&lloin

Q={weR|w>0}.

Esimerkiksi tapahtuma "kestoiké ainakin 100 tuntia’ on [100, 00) ja 'kestoiké
yli 150, mutta korkeintaan 200 tuntia’ on (150, 200]. O

1.3.2 Joukko-operaatiot

Oletetaan, ettéd satunnaiskokeen £ otosavaruus {2 on annettu. Kaikki tarkas-
telun kohteena olevat tapahtumat esitetdan (2:n osajoukkoina. Olkoon A ta-
pahtuma. Jos A sattuu, se tarkoittaa, ettd kokeen & tulos w kuuluu joukkoon
A eli w € A. Tulkitse Vennin diagrammi siten, ettd valitset suorakaitees-
ta (Q:sta) satunnaisesti pisteen. Jokainen suorakaiteen piste on alkeistapaus.
Jokainen suorakaiteen osa-alue on tapahtuma.
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Taulukko 1.1. Joukko-opillisen ja todenn&koisyyslaskennan termino-
logian vastaavuus.

Tapahtumat Joukot Joukkojen Vennin diagrammi
merkintd

otosavaruus perusjoukko Q

tapahtuma Q:n osajoukko A, B, C jne.

mahdoton tyhji joukko 1]
tapahtuma

ei A, A ei satu A:n komplementti A°

joko A tai B A:m ja B:n yhdiste AUB
tai molemmat

A ja B toisensa A ja B pistevieraat ANB=10
poissulkevat

jos A niin B A on B:n osajoukko A C B

[€on]

. . . . A B

seki A ettd B Am ja B leikkaus  AB, ANB @
A B

-D)
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Taulukossa 1.1 on esitetty joukko-opilliset operaatiot komplementti, yh-
diste ja letkkaus. Namé& operaatiot toteuttavat ns. De Morganin lait:

(AU B)¢ = A°N B¢,
(AN B)¢ = A°U B

I
(AN B)° A°U B¢
Kuvio 1.2. De Morganin lait.

Kaksinkertaisen komplementin sddanto
(A=A

on myos usein kayttokelpoinen.
Joukkojen A ja B erotukseen A\ B kuuluvat ne A:m pisteet, jotka eivét
kuulu joukkoon B:

A\B=ANB={w|weAjaw¢ B}.
Jos B C A, kiiytdmme merkinnén A\ B sijasta myos merkintda A — B. Tata
merkintda kayttaen
A\B=A-(ANB)
ja
Ac=Q— A

Sanomme, ettd tapahtumat A;, As, ..., A,, muodostavat tapahtuman
A osituksen (tai jaon), jos A = Aj U Ay U---U A, ja tapahtumat A;, As,
..., A, ovat toisensa poissulkevat (4; N A; = 0, kun ¢ # j). Esimerkiksi A,
A° muodostaa otosavaruuden {2 osituksen ja A\ B, AN B muodostaa A:n
osituksen. Jos joukot A ja B ovat pistevieraat (AN B = (}), niin voimme
merkinndn A U B sijasta kdyttdda merkintdd A + B. Silloin esimerkiksi

Q=A+ A“.
Jos Ay, Ay, Az on A:n jako, niin
A - Al —|— A2 —|— Ag.
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Kuvio 1.3. Joukkojen erotus.
ET

Kuvio 1.4. Joukon A osituksia.

1.3.3 Todennikoisyys

Oletetaan, ettd satunnaiskoe ja siihen liittyva otosavaruus on annettu. Tar-
kastellaan nyt todenndkdisyyden mééritelemisti. Oletamme aluksi, ettd otos-
avaruus on ddrellinen. Silloin todennékoisyys voidaan méaéritella alkeistapah-
tumien avulla.

Maéritelma 1.1 Olkoon & satunnaiskoe ja () sen &érellinen otosavaruus.
Todennékéisyys on otosavaruudessa {2 madritelty reaaliarvoinen kuvaus

P:Q—10,1],
jolla on seuraavat ominaisuudet:

1. P(w) > 0 kaikilla w € ©, ja
2. Y Plw)=1.

we

Sanomme, ettd P(w) on alkeistapahtuman w todenndkdisyys. Tapahtuman
A eli :n osajoukon todennékoisyys méaaritelladn lukuna

P(A) =) P(w).

wEA

Néin funktio P voidaan laajentaa joukkofunktioksi, joka liittdd jokaiseen ta-
pahtumaan A C Q luvun 0 < P(A) < 1. Koska todennékéisyys on joukko-
funktio, pitéisi alkeistapahtuman todennékoisyytté oikeastaan merkita P({w}),
mutta kiytdmme kuitenkin yleensi lyhyempéd merkintdd P(w). Ominai-
suuksiensa nojalla todennakoisyyttd kutsutaan yleisesséd teoriassa todenné-
koisyysmitaksi. Jos Q = {wy,ws, ..., w,}, niin

> Plw) = Z P(w;) = 1.

w; €N
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Esimerkiksi tapahtuman A = {wy,ws,ws} todennikoisyys P(A) = P(w;) +
P(w3) + P(ws). Liséksi médrittelemme mahdottoman tapahtuman, jota mer-
kitddn tyhjilla joukolla (), todennékoisyyden P()) nollaksi. Satunnaiskokeen
todennékoisyysmalli méaritelladn antamalla kokeen otosavaruus €2 ja siihen
liittyva funktio P, joka toteuttaa Méaédritelmén 1.1 ehdot. Todenndkdisyys-
malli on siis pari (€2, P).

Maéritelmén mukaan P()) = 0. Mahdoton tapahtuma () on varman ta-
pahtuman  komplementti eli Q¢ = (). Tapahtuman A komplementti on jouk-
ko, johon kuuluvat kaikki ne alkeistapaukset, jotka eivit kuulu joukkoon A.
Koska jokainen alkeistapaus w kuuluu joukkoon A tai sen komplementtiin,
mutta ei molempiin samanaikaisesti, niin

> Plw)+ Y Plw)=> Pl =L

weA wEA¢C weN
Tésté seuraa, ettd P(A) + P(A°) = 1, joten
P(A°) =1— P(A).

Mééaritelmén 1.1 oletukset toteuttava funktio méérittelee todenndkdisyys-
jakauman :ssa. Jos = {wy,ws, ..., wy,}, niin voimme esittad todennakoi-
syysjakauman muodossa

Wy Wy ... Wy
pPr P2 --- Pn,

missi p; = P(w;) ja > ., pi = 1. Miké tahansa Mééritelmén 1.1 ehdot to-
teuttava reaalilukujoukko {p; | p; = P(w;), 1 < i < n} médrittelee toden-
nékoisyysjakauman {2:ssa.

Esimerkki 1.4 Heitetddn harhatonta noppaa. Silloin silmélukujen muodos-
tama otosavaruus on Q = {1,2,3,4,5,6}. Jos jokainen silméluku on yhta
mahdollinen, niin méaaritelladn todennékoisyys P siten, etta

Tapahtuman ’silméaluku pariton’ todennékoisyys on

P({1,3,5)) = P() + PB) + PG) =+ s+ c =2 =

1.3.4 Airettomiit otosavaruudet

Edelld on kéasitelty vain &érellisid otosavaruuksia. Esimerkissd 1.3 esitettiin
myo6s darettomia otosavaruuksia, jotka ovat sovelluksissa tavallisia. Jos 2 on
numeroituvasti dareton, niin

Q= {wl,w2,w3, .. }
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Silloin jakaumafunktio voidaan mééritellda samalla tavalla kuin dérellisen oto-
savaruuden tapauksessa. Médritelmé 1.1 siis soveltuu myos numeroituvasti
aarettomiin otosavaruuksiin. Silloin Maaritelmén 1.1 2. ehdossa &érellinen
summa korvataan darettomalld summalla

Zpi:p1+P2+P3+“':1a
i=1

missd P(w;) = p;. Jos Q el ole numeroituva (eli on ylinumeroituva), niin
Méaritelméa 1.1 ei sovellu tapahtumien todennékéisyyden méarittelemiseen,
vaan tarvitaan uusia késitteitd. Niihin palataan mychemmin.

1.3.5 Todennikoisyyden tulkinnat

Todennékoisyyslaskenta ei ole riippuvainen todennékoisyyksien eli lukujen

p tulkinnoista eiké siitd, miten naitd lukuja mitataan tai arvioidaan. To-

dennékoisyyslaskenta on aksiomaattinen matemaattinen teoria. Esimerkiksi

diskreetti todennékdisyyslaskenta perustuu Méaaritelmén 1.1 esittdmiin to-

dennékoisyyden ominaisuuksiin. Sovelluksissa tulkitsemme todenndkoisyydet

usein suureiksi, joita voidaan estimoida suhteellisilla frekvensseilla.
Tapahtuman A mahdollisuus (odds) méaritelldén suhteena

pPA) _ _P(A)

(1.3.1) odds(A) = PA) _ 1—DP(A)

Tapahtuman A mahdollisuus kertoo, kuinka monta kertaa todenndkoisem-
péda on, ettd A sattuu, verrattuna siihen, ettd A ei satu. Jos tapahtuman A
mahdollisuus odds(A) on annettu, niin A:n todenn#koisyys on

~odds(A)
Pid)= 1+ odds(4)

Esimerkki 1.5 Jos 1000 henkilén populaatiossa on 600 naista ja 400 miesté,
niin naisten suhteellinen osuus on

600
=06
600 + 400

Jos téasta populaatista valitaan satunnaisesti yksi henkilo, niin naisen valitse-
misen todennidkoisyys on 0.6. Naisen mahdollisuus (odds) tulla valituksi on
6 vastaan 4. Mahdollisuus, ettd nainen ei tule valituksi on 4 vastaan 6. Jos
A = {nainen} ja B = {mies}, niin naisen mahdollisuus tulla valituksi on

P(A) 06 3
odds(A) = T=PA) =01-73
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Uhkapelurit ovat kiinnostuneita hieman erityyppisestd mahdollisuudesta,
nimittéin voiton mahdollisuudesta (payoff odds). Pelikasinot ja vedonly6nnin
valittajat tarjoavat nditd mahdollisuuksia. Jos tapahtuman mahdollisuus on
10 vastaan 1 ja lyot euron vetoa tapahtuman A puolesta, niin tapahtuman A
sattuessa voitat 10 euroa. Jos A ei satu, havidt sen yhden euron. Kasinossa
maksat pelimaksuna yhden euron. Jos A sattuu, saat takaisin 11 euroa, joka
on voittosi plus euron palautus. Jos A ei satu, kasino pitdd maksamasi euron.
Panoksesi on 1 euro, kasinon panos 10 euroa ja kokonaispanos 11 euroa.

Voiton mahdollisuuden ja tapahtuman mahdollisuuden vilill& on yhteys,
joka on ymmaérretty uhkapelin yhteydessd paljon ennen varsinaisen toden-
nékoisyyslaskennan syntyéd. Puhutaan esimerkiksi ns. reilun pelin sddnnds-
td, joka toteutuu silloin, kun tapahtumaa A koskevassa vedolytnnissé voiton
mahdollisuus on sama kuin A:n mahdollisuus eli

_ DA odds(A).

kasinon panos
Reilun pelin sdénnén mukaan panoksen suhteellisen osuuden kokonasipanok-
sesta tulee olla P(A).

Eivit ainoastaan tapahtumien mahdollisuudet vaan my6s mahdollisuuk-
sien suhteet ovat keskeisid pelitilanteiden analysoinnissa. Ne ovat tarkeité
késiteitd myOs esimerkiksi frekvenssiaineistojen analyysissa ja logistisessa
regressiossa. Olkoon A:n mahdollisuus odds(A) ja B:n mahdollisuus odds(B).
Silloin mahdollisuuksien suhde (odds ratio) 0(A, B) on
(13.2) 0(A, B) = odds(A) _ P(A)/[1 - P(A)]'

odds(B) P(B)/[1 — P(B)]
Vedonlyontiterminologian mukaan 6 on vedonlyontisuhde. Todennakoisyyk-
sien arviointi vedonlydnnissé perustuu pitkélti henkilokohtaisiin uskomuksiin
ja kokemuksiin. My6s esimerkiksi liiketoiminnan péaéatoksenteossa henkilékoh-
taiset todennékoisyyden tulkinnat voivat olla kidyttokelpoisia.

1.4 Ehdollinen todennikdéisyys

Ehdollistaminen on varsin tehokas ja hyodyllinen tekniikka todennékoisyys-
laskennassa ja tilastotieteessd. Késittelemme tésséd luvussa ensimméisen ker-
ran lyhyesti ehdollista todennédkoisyyttd, joka tulee olemaan térked késite
lapi koko kurssin.

Esimerkki 1.6 Heitetdédn harhatonta noppaa kuten Esimerkissa 1.4. Meille
kerrotaan, ettd on saatu pariton silméaluku, mutta emme tied&, mika niisté.
Miké on silméluvun 5 todennékoisyys? Olkoon B ’silmédluku pariton’ ja A
‘silméluku 5’. Tieddmme siis, ettd silméluku on 1, 3 tai 5. Namé alkeista-
paukset ovat yhtd todennikoisia, joten silméluvun 5 todennékoisyys on 1/3.
Sanomme, ettd tapahtuman A ehdollinen todenndkéisyys ehdolla B on 1/3.
Té#téd ehdollista todenndkoisyyttd merkitdéin P(A | B). Huomaamme, etta
ainakin tésséd esimerkissd P(A | B) # P(A) = 1/6. O



1.4. Ehdollinen todenndkdéisyys 11

Kun tarkastellaan tapahtuman A ehdollista todenndkoisyyttd P(A | B),
rajoitutaan tarkastelemaan tapahtuman B alkeistapauksia. Sitten katsotaan,
kuinka usein B:ssd sattuu myos A. Tamé on tapahtuma ’sekd A ettd B
sattuvat’, jota merkitddn AN B. Edellisessé esimerkissé laskimme itse asiassa
ehdollisen todennikoisyyden P(A | B) kaavalla

P(ANB)
1.4.1 P(A|B) = ———
Todennékoisyys P(A | B) on mééritelty, kun P(B) > 0.

Esimerkki 1.7 Eloonjdamistaulukoissa esitetédn eri ikdisend elossa olevien
odotettu lukumaérda 100000 eldavana syntynyttd kohti. Esimerkiksi seuraa-
vassa taulukossa on annettu 20-, 45- ja 65-vuotiaana elossa olevien naisten
lukuméérat erddssa véestossd 100000 eldvané syntynytté tyttolasta kohti.

Ika 20 45 65
Elossa 98040 95662 84483

Tassé voidaan ajatella, ettd alkuperdinen otosavaruus 2 on 100000 tyt-
tolasta. Mikd on todennidkoisyys, ettd 20-vuotias eldd 45-vuotiaaksi (tar-
koittaa itse asiassa, ettd eldd ainakin 45-vuotiaaksi)? Olkoon A = ’eldd
45-vuotiaaksi’ ja B = ’eldd 20-vuotiaaksi’. Koska 20-vuotiaaksi on elédnyt
98040 naista ja naistd 45-vuotiaaksi 95662, niin kysytty todenndkdisyys on
95662/98040 = 0.97574. Laskettaessa ehdollista todennikoisyytté valitaan
perusjoukoksi B ja katsotaan kuinka moni niistd selvidd 45-vuotiaaksi.

Nyt tapahtuma A N B on ’eldd 45-vuotiaaksi’, koska 45-vuotiaksi elédneet
ovat eldneet myos 20-vuotiaksi. Koska 20-vuotiaaksi eldd 98040, niin P(B) =
98040,/100000 = 0.98040. Vastaavasti P(A N B) = 95662/100000 = 0.95662.
Ehdollinen todennéakdisyys

P(ANB)  0.95662
P(B)  0.98040

P(A| B) = = 0.97574.

O

1.4.1 Ehdollisen todennikdéisyyden frekvenssitulkinta

Olkoot A ja B jotkut satunnaiskokeen & otosavaruuteen 2 liittyvit tapahtu-
mat ja N, (AN B) on tapahtuman AN B frekvenssi ja N, (B) tapahtuman B
frekvenssi, kun satunnaiskoe £ toistetaan n kertaa. Voimme ajatella, etta

_NuJANB) NJANB)/n _P(ANB)
(1.4.2) PALB > = = ~N.Bym ~ PB)

kun toistojen lukuméérd n on suuri.
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1.4.2 Kertolaskusiaanto

Koska ehdollisen todennékoisyyden kaavassa (1.4.1) P(B) > 0, saadaan siita
kertolaskusaanto

(1.4.3) P(ANB) = P(B)P(A| B)

tapahtuman A N B todennédkoisyyden laskemiseksi.

1.4.3 Riippumattomuus
Sanomme, ettd tapahtumat A ja B ovat riigppumattomat, jos
(1.4.4) P(AN B) = P(A) P(B).

Huomaa, etté ehdollinen todennékoisyys (1.4.1) ei ole méaaritelty, jos P(B) =
0, mutta riippumattomuuden méaaritelmé (1.4.4) on silloinkin voimassa. Jos
P(B) # 0 ja (1.4.4) pitda paikkansa, niin

P(ANB)

P(A|B) = =5 = P(A)

Jos A ja B ovat riippumattomat, niin tieto B:n sattumisesta ei vaikuta A:n
todennékoisyyteen. Jos P(A) > 0, niin myos P(B | A) = P(ANB)/P(A) =
P(B), kun A ja B ovat riippumattomat.

1.5 Odotetut frekvenssit

Kokeen &£ todennékoisyysmalli (€2, P) on teoreettinen konstruktio. Mallin hy-
vyys kaytdnnon sovelluksissa on tutkittava empiirisesti. Témé tehdadn ver-
tailemalla kokeen (empiirisen ilmion) havaittuja tuloksia mallin perusteella
odotettavissa oleviin tuloksiin. Oletetaan, ettd koe toistetaan n kertaa. Jos
tapahtuman A todennékoisyys on mallin mukaan p, niin silloin A:n odotettu
frekvenssi eli teoreettinen frekvenssi on np. Jos A sattui suoritetussa tois-
tokokeessa n 4 kertaa, niin titd havaittua frekvenssid verrataan odotettuun
frekvenssiin. Jos n4 poikkeaa "liian paljon” odotetusta frekvenssistd np, niin
malli (teoria) joutuu kyseenalaiseksi. Havainnot eivét silloin tue teoriaa. Sii-
hen, mik& on "liian suuri” poikkeama, pyrimme vastaamaan todennéakoisyys-
laskennan ja tilastotieteen avulla.

Johdanto: Yhteenveto

e Empiirinen kertyméfunktio. Lukujen xq, o, ..., x, empiirinen kertymd-
funktio on
1
F.la)==-{i:1<i<n,z;<a},
n

missd —00 < a < 00 ja | .| on joukon alkioiden lukumé&éaré.



Yhteenveto 13

Empiirinen jakaumafunktio tai lyhyesti empiirinen jakauma on

P,(a,b) = F,(b) — F,(a).

Otosavaruus €2 on satunnaiskokeen (tai satunnaisilmion) mahdollisten tu-
losten (alkeistapausten w) joukko. Satunnaiskokeessa voi sattua yksi ja
vain yksi alkeistapaus.

Tapahtuma on otosavaruuden €2 osajoukko.

A ja B tapahtumia ACQjaBCQ

Q varma tapahtuma

0 mahdoton tapahtuma

ACB jos A sattuu, niin B sattuu

A° A ei satu

AUB A tai B sattuu (tai molemmat)

ANB, AB sekd A ettd B sattuvat

A\ B=AnNB* A sattuu, mutta ei B

ANB=1 A ja B pistevieraat (toisensa poissulkevat)
Am ositus A=A UAU---UA,jaAinNA;=0,i#]

De Morganin lait
(AU B)¢ = A°N B¢, (AN B)* = A°U B°.
Todenndkoisyys P on otosavaruudessa () (numeroituva) mééritelty funktio
P: Q —0,1], jolla on seuraavat ominaisuudet:
1. Pw) >0 kaikillaw € Q, ja
2. > Plw)=1.

weQ

Tapahtuman A todenndkoisyys P(A) = ZA P(w).
we
Tapahtuman A mahdollisuus
P(A P(A
odds(A) = P((AC)) =1 (P()A)
Vedonlyontisuhde e A
odds
0(A,B) = WSEB;
A:n todennékoisyys ehdolla B
P(A| B) = w P(B) > 0.

P(B)
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o Kertolaskusddanto P(ANB) = P(B)P(A| B).

e Riippumattomuus: A ja B ovat riippumattomat, jos P(ANB) = P(A) P(B).

e Todennékoisyysmalli: Kokeen £ todennikoisyysmalli on otosavaruuden (2
ja todennédkoisyyden P muodostama kaksikko (€2, P).

Harjoituksia

1.

Liitteessd 1 (ja tiedostossa mtt/datat/hsarjat200.dat) on kolme 200:n
heiton sarjaa, joista yksi on tuotettu heittdmailld harhatonta lanttia (200
riippumatonta toistokoetta, jossa kruunun tn = 1/2). Muut sarjat poik-
keavat selviisti (7) "oikeasta” rahanheittokokeen tuloksesta. Koeta pai-
telld tai arvata, miké on se aito rahanheiton tulos (Vrt. Mustonen: SUR~
VO MM, Opetusohjelmat/Todennékaoisyyksien laskentaa). Laske jokai-
sesta sarjasta kruunujen lkm. Onko Liitteen 1 tulosten perusteella uskot-
tavaa, ettd sarjat on saatu harhattomalla rahalla (kruunu = 1 ja klaava
=0).

. Aineistossa kaivos_onn.dat on aikajérjestyksessi pahojen (yli 10 kuol-

lutta) periakkaisten kaivosonnettomuuksien viliajat (paivind) ajanjak-
solta 6.12. 1875—29. 5. 1951. Piirré viliaikojen frekvenssihistogramma ko-
ko aineistosta ja erilliset histogrammat 56:sta ensimméisesté ja 53:sta
viimeisestd havainnosta. Kommentoi eroja ja yhtéaldisyyksia.

. Oletetaan, ettd histogrammassa kahden vierekkiisen suorakaiteen kan-

nan leveydet ovat ki ja ko sekéd korkeudet h; ja ho. Yhdistetddn suo-
rakaiteet yhdeksi suorakaiteeksi. Esitd uuden suorakaiteen korkeuden h
lauseke ja osoita, ettd h on korkeuksien h; ja ho vélissa.

. Heitd harhatonta noppaa (R-ohjelma) 60, 120, 240, 480, 960 ja 2000

kertaa ja laske eri silmélukujen suhteelliset frekvenssit eri heittosarjois-
sa. Piirrd myos suhteellisten frekvenssien histogrammat. Miten heittojen
lkm:n n kasvattaminen vaikuttaa suhteellisiin frekvensseihin?

. Henkildille X, Y, Z ja W on kullekin osoitettu kirje. Jokaiselle kirjeelle on

varattu osoitteella varustettu kirjekuori. Kirjeet pannaan satunnaisesti
kirjekuoriin.

(a) Miké on tdmén kokeen 24 alkeistapahtuman otosavaruus.

(b) Luettele seuraaviin tapahtumiin liittyvét alkaistapahtumat.

"X:n kirje menee oikeaan kuoreen”;
"Miké&an kirje ei mene oikeaan kuoreen”;

"Tésmélleen kaksi kirjettd menee oikeaan kuoreen”;

O QW

"Tésmélleen kolme kirjettd menee oikeaan kuoreen”;
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(c)

Laske edellisessé kohdassa mainittujen tapahtumien todennakoi-
syydet, jos oletetaan, ettd kaikki alkeistapaukset ovat yhtd toden-
nakoisia. Maaritd tapahtumien A, C' ja D mahdollisuudet tapahtu-
maa B vastaan.

6. Kaksi joukkuetta pelaa paras seitsemésté sarjaa. Se joukkue voittaa, jo-
ka on ensiksi voittanut nelja pelid. Mikd on kokeen otosavaruus? Jos
joukkueet ovat tasavahvoja (ja pelien tulokset toisistaan riippumatto-
mia), niin mitk& ovat eri alkeistapahtumien todennikoisyydet? Mika on
todennékoisyys, ettd voittoon tarvitaan 7 pelid?

7. Tarkastellaan sellaista noppaa, ettd p; = ps = p3 = ps = p ja ps = pg =
q. Kirjoitetaan tn p muodossa p = % + 0.

(a)
(b)

(c)

Lausu ¢ 6:n avulla.

Heitetddn noppaa n kertaa ja saadaan silmélukujen 1, 2, 3, 4, 5, 6
lukumééariksi nq, ne, ns, ng, ns, ng. Miten estimoisit #:n arvon?

Heitettiin noppaa 30, 120, 600 ja 1200. Silmélukujen frekvenssit
olivat.

Silméaluvut
n 1 2 3 4 5 6
30 6 10 6 5 0 3

120 29 17 35 25 9 5
600 126 119 141 124 50 40
1200 255 278 231 254 90 92

Laske 0:n, p:n ja ¢:n estimaatit.

Miké on tn-malli, kun heitetdédn samanaikaisesti kolmea harhatonta
lanttia.

Maarita tn saada x kruunua.

Heitettiin kolmea lanttia 80 kertaa ja saatiin seuraavat kruunujen
lukumééarat.

111121122112232112120110210
113030121212213122011132032
0602010113221121211123320213

Maaritd kruunujen lukuméérdn odotetut ja havaitut frekvenssit.
Ovatko havainnot sopusoinnussa mallin kanssa (Heitot tiedostossa
H1.8_heitot.dat)?

Heitetdédn samanaikaisesti kahta noppaa ja olkoon tulos silméaluku-
jen summa. Olkoot kaikki 36 alkeistapausta ovat yhtd todennékoi-
sid. Osoita, ettd tuloksen tn-jakauma on:
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Tulos 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
36xtn 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

(b) Heité kahta noppaa 100 kertaa. Vertaa tuloksen havaittuja frekvens-
seja odotettuihin frekvensseihin.

10. Vuoden 2003 jaikiekon pudotuspelijoukkueet olivat HPK (1/3), Jokerit
(1/2), Kéarpét (1/3), Espoon BLUES (1/6), Tappara (1/3), JYP (1/7),
HIFK (1/6) ja TPS (1/9). Eréélla tyopaikalla jarjestettiin ennen pudo-
tuspelien alkua vuoden mestaria koskeva vedonlyonti kdyttden suluissa
ilmoitettuja voiton mahdollisuuksia. Jos veikkasit esimerkiksi Tapparaa
mestariksi, niin voitit panoksesi kolminkertaisena.

(a) Laske annettujen voiton mahdollisuuksien (payoff odds) avulla jouk-
kueiden voiton todennikéisyydet kaavalla (1.3.2). Laske todenné-
koisyyksien summa S.

(b) Skaalaa edellisessé kohdassa lasketut "todennékdisyydet” jakamalla
ne summalla S. Miksi skaalaus on tarpeellinen?

(c) Oleta, ettd skaalatut todennékoisyydet ovat "oikeita”. Laske odo-
tettu voittosi, jos veikkasit Tapparaa [voitto x P(A) + panoksesi x
(1 — P(A))]. Toteuttaako veikkaus reilun pelin sdé&nnon?

11. Eradssa kyselysséa tutkittiin suhtautumista lailliseen aborttiin ja saatiin
oheisessa taulukossa esitetyt tulokset.

Asenne

Sukupuoli Myoé6nteinen Kielteinen Yhteensa

Nainen 309 191 500
Mies 319 281 600
Yhteensa 628 472 1100

Kaytéd todennikoisyyksien estimaatteina suhteellisia frekvenssejé.
(a) Laske todennikaisyys, ettd (i) nainen (ii) mies suhtautuu aborttiin
positiivisesti (tarkasteltavassa otosavaruudessa).

(b) Laske mahdollisuudet (odds), ettd (i) nainen (ii) mies suhtautuu
aborttiin positiivisesti.
(c¢) Laske mahdollisuuksien suhde (odds ratio, vedonlyontisuhde).
12. Esimerkissd 1.2 (luennot) on annettu eréén kurssin 1. vélikokeen piste-
méaarat.
(a) Laske empiirisen kertyméfunktion (ekf) arvo pisteessé 15.3.

(b) Lausu empiirisen jakauman arvo Py(18.5,20.5) ekf:n avulla.

(c) Laske histogrammissa luokkaa [18.5,20.5] kuvaavan pylvadn kor-
keus.
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Harjoituksia

Liite 1

11010100110101001100010011101001
11011100011111101001000110110110
11001010101001000100110100010100
10110101010011000011001010100101
00110110001000101101110010010101

00000101010101010011010101001010

10110100

11000001010100101110001111011001

00001000010110001010010101100001

11000100001101010101101111110001

oooo00010001111101101110000111010

11101101001111000100000010100010
0oo0110011111101000100111111001111

11101010

600111101110101101010010101101101
11010101001001110110100000101010
00010110101011010010101010010000
10100100100001101010100100101101

10001111011101010011111010010100
10101101010101010111001000100100

0601110110
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Luku 1. Johdanto



Luku 2

Todennikoisyyslaskenta
ja kombinatoriikka

Téasséd luvussa kéasitellddn 1dhinné vain dérellisid ja numeroituvasti déretto-
mié otosavaruuksia 2. Lopuksi esitetdén todennékoisyyden aksioomat, jotka
soveltuvat myos silloin, kun €2 ei ole numeroituva.

2.1 Todennikoisyyden ominaisuuksia

Seuraavassa lauseessa on esitetty todennikoisyyden keskeiset ominaisuudet.
Erityisesti numeroituvien otosavaruuksien tapauksessa lauseen tulokset on
helppo todistaa.

Lause 2.1 Oletetaan, ettd 2 on numeroituva otosavaruus ja P on ():ssa
mddritelty todenndkdisyys. Todenndkdoisyydelld P on seuraavat ominaisuudet:

1. P(A) > 0 kaikilla A C Q.
2. P(Q) =1.
3. Jos A C B C, niin P(A) < P(B).
4. Jos A ja B ovat erilliset (AN B = 0), niin P(AUB) = P(A) + P(B).
5. P(A°) =1— P(A) kaikilla A C Q.
Todistus. Jokaisen tapahtuman A C 2 todennékéisyys on Médritelmén 1.1

mukaan
P(A) =) P(w).

wEA

Koska P(w) > 0 kaikilla w € €, niin P(A) > 0. Néin on 1. kohta todistettu.
Toinen kohta pitédéd paikkansa, koska Méadritelmén 1.1

P(Q) =) Pw) =1

weN

Ominaisuuksien 3-5 todistaminen jéatetddn harjoitustehtéavéksi. ([l

19
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Todenndkoisyyden additiivisuus (Ominaisuus 4) voidaan suoraviivaisesti
yleistad useammalle kuin kahdelle erilliselle joukolle.

Lause 2.2 Olkoot Ay, As, ..., A, parittain pistevieraat (erilliset) Q2:n osa-
joukot eli tapahtumat (ts. A;NA; =0, kun i # j). Silloin

P(AjUAU---UA,) =P(A)+ P(Ay) +---+ P(A,).

Itse asiassa additiivisuus yleistyy myos drettomén monelle parittain eril-
liselle tapahtumalle Ay, As, As, ... Silloin

Jos Ay, As, ..., A, ovat parittain erilliset (ts. 4, N A; = 0, kun i # j) ja
Q=A,UAU---UA,, niin joukkokokoelma A;, A, ..., A, on otosavaruu-

den ) ositus.

Lause 2.3 Olkoon kokoelma A1, As, ..., A, otosavaruuden §) ositus ja E C
Q on jokin tapahtuma. Silloin

P(E) = zn: P(EN A).

Seuraus 2.1 Mille tahansa kahdelle tapahtumalle A ja B pitid paikkansa,
etta

P(A) = P(AN B) + P(AN B°).

Lauseen 2.1 kohta 4 voidaan yleistda myos joukoille, jotka eivit ole eril-
lisid. Talloin saadaan seuraava yhteenlaskulause.

Lause 2.4 Jos A C Q ja B C QQ, niin
(2.1.1) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Todistus. Kuten Kuvio 2.1 osoittaa, joukot AN B¢, AN B, A°N B muodos-

Acn B¢

Kuvio 2.1. Tapahtuman A U B ositus.

tavat tapahtuman A U B osituksen. Siksi

(2.1.2) P(AUB)=P(ANnB°)+ P(ANB)+ P(A°N B).
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Lauseen 2.2 mukaan vastaavasti

P(A)=P(ANB°) + P(ANB)
P(B)=P(A°NB)+ P(AN B),

joten

(2.1.3) P(A)+ P(B)=P(ANB°)+ P(A°NB)+2P(ANB).

Kun identiteetistd (2.1.3) vihennetdén puolittain P(AN B), saadaan lauseke
P(A)+P(B)—P(ANnB)=P(ANB°)+ P(A°NB)+ P(AN B),

jonka oikea puoli on (2.1.2):n mukaan P(A U B). Néin yhteenlaskulause on
todistettu. O]

Tama todennékoisyyksien yhteenlaskulause voidaan edelleen yleistda mie-
livaltaisen monelle tapahtumalle. Esitamme aluksi yleistyksen, kun tapahtu-
mia on kolme. Yleinen tapaus saadaan samalla periaatteella, mutta se esite-
tddn vasta mychemmin.

Lause 2.5 Jos Ay, Ay ja Az ovat Q:n osajoukkoja (tapahtumia), niin

(2.1.4) P(A1UAUA3) = P(A1) + P(Ay) + P(A3) — P(A1 N Ay)
— P(A1NA3) — P(AyNA3)+ P(A1 N Ay N A3).

Bonferronin epiyhtils. Koska P(A U B) < 1, seuraa Lauseesta 2.4
epayhtalo

(2.1.5) P(ANB) > P(A) + P(B) — 1.

Epéayhtilod 2.1.5 sanotaan Bonferronin epdyhtdloksi.

Esimerkki 2.1 Bonferronin epayhtalo saattaa olla kidyttokelpoinen silloin,
kun ei pystyti laskemaan todennékoisyytta P(AN B) tarkasti, mutta tunne-
taan todennikoisyydet P(A) ja P(B). Olkoon esimerkiksi P(A) = P(B) =
0.95. Silloin

P(AN B) >0.95+0.95 — 1 = 0.90.

Jos P(A) + P(B) < 1, niin alaraja (2.1.5):ssa on negatiivinen ja epdyhtilo
pitéd triviaalisti paikkansa. O
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2.2 Symmetriaan perustuva todennikdisyys

Jos aérellisen otosavaruuden Q = {wq,ws,...,w,} jokainen alkeistapaus on
yhtd mahdollinen, niin jakaumafunktio on
1
pi=Pw)=—-, 1<i<n
n

missé n on alkeistapausten lukumééra. Silloin jokaisen tapahtuman todenné-
koisyys on yksinkertaisesti

(2.2.1) P(A)=> p=> % = %,

w; EA w; €A

missi |A| on A:mn alkioiden lukuméérd. Tapahtuman A todennikoisyys saa-
daan siis jakamalla A:n alkeistapausten lukumééri kaikkien alkeistapahtu-
mien lukumaéralla n. Tata 'suotuisat per kaikki’ -sdantoa kutsutaan myos
klassiseksi todennékoisyyden madritelmaksi.

Esimerkki 2.2 Heitetdédn harhatonta noppaa. Silloin eri silmélukuja voi-
daan pitdd yhtd mahdollisina ja jakaumafunktio on perusteltua méaéaritella
pi = %, i=1,...,6 otosavaruudessa Q2 = {1,2,3,4,5,6}. Jos heitetddn kahta
noppaa, voidaan symmetrisiksi alkeistapauksiksi valita jéarjestetyt parit

(1,1),(1,2),(1,3),...,(6,6).

Siiné tulokset on annettu muodossa (1. nopan silméluku, 2. nopan silméluku).
Taméan satunnaiskokeen otosavaruus on siis

Q={07)117€{1,2,34,56}}.

Koska | = 36, niin P({(¢,/)}) = 355 kaikilla ¢, j € {1,2,3,4,5,6}.
Viitetdin, ettd ranskalainen aatelismies ja uhkapeluri Chevalier de Méré
havaitsi kokeellisesti seuraavan tuloksen:

(i) Heitettdessd noppaa 4 kertaa kannattaa lyoda vetoa siité, ettd saadaan
ainakin yksi kuutonen.

(ii) Heitettdessd kahta noppaa 24 kertaa ei kannata lyodé vetoa siitd, etté
saadaan ainakin yksi kuutospari.

De Méré huomasi jadvansa pitkdsséd pelisarjassa haviolle lyodessdan ve-
toa kuutosparin puolesta. Han ei kuitenkaan pystynyt teoreettisesti selitté-
méén havaintoaan (de Mérén ongelma) ja niinpéd hén kddntyi ranskalaisen
filosofin ja matemaatikon Pascalin puoleen (n. 1650). De Mérén ongelman
uskotaan antaneen alkusysédyksen kuuluisaan Pascalin ja Fermatin viliseen
kirjeenvaihtoon, joka johti todennékoisyyslaskennan syntyyn. 0

Klassisen mééritelmén mukaan tapahtuman A todennékoisyys saadaan
jakamalla joukon A alkioiden lukumééré kaikkien alkeistapausten lukuméa-
ralla. Vaikka tehtdva on periaatteessa helppo, se voi kédytdnnossa osoittau-
tua yllattavan hankalaksi. Lukuméérien laskemisen helpottamiseksi esitdm-
me seuraavassa joitain kombinatoriikan periaatteita ja tuloksia.
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2.3 Aksiomaattinen lihestymistapa

Kutsumme téasta lahtien joukkoa numeroituvaksi, jos se on ddrellinen tai nu-
meroituvasti ddreton. Oletamme téassé, ettd otosavaruus {2 on numeroituva,
jotta voisimme esittdd todenndkoisyyden aksioomat mahdollisimman yksin-
kertaisessa muodossa. Todennédkoisyys luonnehditaan €2:n osajoukkojen jou-
kossa madriteltyné funktiona.

Maaritelméa 2.1 Todenn#koisyys(mitta) P on otosavaruudessa {2 mééritel-
ty €:n osajoukkojen kuvaus eli funktio, joka toteuttaa seuraavat kolme ak-
sioomaa;

(i) Funktion P arvo on kaikilla osajoukoilla A C €2 epénegatiivinen:

P(4) > 0.

(ii) Mink& tahansa kahden toisensa poissulkevan tapahtuman A ja B unio-
nin A + B kuva on A:n ja B:n kuvien summa:

P(A+ B)= P(A)+ P(B), kun AN B = 0.

(iii) Koko otosavaruuden 2 kuva on 1 eli

P(Q) =1.

2.4 Kombinatoriikkaa

2.4.1 Summa- ja tuloperiaate

Olkoot kokeiden &; ja & otosavaruudet €2y ja §25. Silloin kokeiden tulosvaih-
toehtojen lukumaéirit ovat Q] ja |Q]. Merkitaan Q| = ng ja [Qa] = no.

Summaperiaate. Tehdéain joko koe & tai &. Silloin mahdollisten tulosten
lukumé&ara on ny + ne.

Tuloperiaate. Tehd&in ensin koe &; ja sitten &,. Silloin yhdistetyn kokeen
& = & x & tulosvaihtoehtojen lukumééra on nins.

2.4.2 Valinta jirjestyksessi

Tarkastellaan ensin valintaa palauttaen. Olkoon perusjoukon €2 alkioiden lu-
kuméérd || = n ja voimme siis ajatella, etté alkiot on numeroitu 1:std n:4én.
Valitaan (2:sta perdkkéin r alkiota ja jokainen valittu alkio palautetaan takai-
sin (2:aan ennen seuraavaa valintaa. Valinnan tuloksena saatua jirjestettyé
jonoa kutsutaan jairjestetyksi r-otokseksi (aq,as,...,a,), jossa jokainen al-
kio 1 < a; < n. Jarjestetyssd r-otoksessa sama alkio voi siis toistua monta
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kertaa. Tehdddn esimerkiksi jirjestetty 3-otos joukosta A = {a,b}. Silloin
kaikki mahdolliset jarjestetyt 3-otokset ovat aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba,
bbb. Jirjestettyjen 3-otosten lukumiiird on tuloperiaatteen mukaan 23 = 8.
Samalla tavalla tuloperiaatteesta seuraa, ettd (2:sta valittujen jdrjestettyjen
r-otosten lukumaééra on n'”.

Tarkastellaan nyt valintaa palauttamatta. Jos (2:sta valitaan jarjestykses-
sd r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan jéirjestetty r-otos, jossa sama
alkio voi esiintyéd vain kerran. Téllaista jarjestettyéd r-otosta kutsutaan €2:n
r-permutaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b,¢,d} 2-permutaatiot ovat

ab, ba, ac, ca, ad, da, bc, cb, bd, db, cd, dc,

joiden lukumé&éara on tuloperiaatteen nojalla 4 -3 = 12. Yleisesti r-permutaa-
tioiden lukuméaara 2:sta on

n =nn—-1)(n—2)---(n—r+1), 0<r<n.

Merkintd n(") luetaan "nn r-kertoma”. Kun r = n, saadaan joukon Q n-
permutaatio, jota kutsutaan yksinkertaisesti joukon permutaatioksi. Permu-
taatio on siis joukon alkioiden jérjestetty jono. Joukon {2 permutaatioiden

lukumé&éara on siis
n™ =n(n—1)(n—-2)---2-1

ja sitd merkitdan n! ja luetaan "n-kertoma”.

Esimerkki 2.3 (Syntymépiiviongelma) Kutsuilla on r henkiloéd. Henki-
16iden syntymépéaivat muodostavat r:n paivimadran jonon, jossa sama paivé-
madré voi toistua. Vuoden paivien lukuméérda n = 365, jos karkausvuotta ei
oteta huomioon. Oletetaan, ettd kaikki mahdolliset 365" syntymépaivajonoa
ovat yhté todennékoiset. Miké on todennédkoisyys, ettéd ainakin kahdella hen-
kilolla on sama syntyméapaiva? Ensinndkin 365:n péaivan r-permutaatioiden
lukumsédrd on 365, miki on siis kaikkien rm pituisten eri syntymépéivis-
td muodostettujen jonojen lukumééira. Todennékoisyys, ettéd kaikilla on eri
syntymépéivé, on kaavan (2.2.1) mukaan

365(")
365"

P(’Eri syntymépaivit’) =
Silloin todennikdisyys, ettd ainakin kahdella sama syntymépéiva on

365
3657

2.4.3 Osajoukon valinta

Kun Q:sta valitaan r alkiota (r < n) palauttamatta, saadaan :n osajouk-
ko. Nyt ei siis kiinnitetd huomiota alkioiden jérjestykseen, vaan ainoastaan
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sithen, mitka alkiot osajoukkoon kuuluvat. Joukon r:n alkion osajoukkoa
kutsutaan joukon r-kombinaatioksi. Esimerkiksi joukon B = {a,b,c,d} 2-
kombinaatiot ovat

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c, d}.

Jokaista 2-kombinaatiota kohti on olemassa kaksi 2-permutaatiota. Esimer-

kiksi 2-kombinaatioon {a, b} liittyvit 2-permutaatiot ovat ab, ba. Koska 2-
permutaatiota on 4 - 3 = 12 kappaletta, niin 2-kombinaatiota on 473 =

6 kappaletta. Ja yleisesti: Koska r-permutaatioden lukumééréd jokaista r-
kombinaatiota kohti on 7! ja r-permutaatioden lukumiérd on n(™, niin r-
kombinaatioiden lukuméaéré on

n(") n!

7! rl(n—r)l’

jota merkitdan (:) ja se luetaan "n r:n yli”.

Joukossa A = {a,a,a,a,b,b,c,c,c,d} on 4 a-kirjainta, 2 b:td, 3 c:té ja yk-
si d. Kuinka monta erilaista 10-kirjaimista sanaa néisté kirjaimista voidaan
muodostaa? Sanassa on kirjaimille 10 eri paikkaa ja jokainen kirjain voidaan
sijoittaa johonkin 10:std mahdollisesta paikasta. Ensiksikin a-kirjaimien paik-
ka voidaan valita (140) tavalla, jéljelle jddneisiin 6:een paikkaan voidaan b si-
joittaa (g) tavalla, sen jédkeen c (g) tavalla ja lopuksi d:lle jaa G) = 1 paikka.
Kertolaskuperiaatteen mukaan kaikkien mahdollisten sanojen lukuméara on

10\ /6 /4 /1 10!
= ——— = 12600.
(D)) () () = s = 1200

Olkoon joukossa n alkiota, joista my kuuluu 1. ryhméén, ny 2. ryhméan
ja lopulta ny, alkiota k. ryhméén, joten n = n; + ng + - - - + ng. Joukosta
valitaan perdkkiin palauttamatta alkioita kunnes kaikki on valittu. Kuinka
monta tunnistettavasti erilaista alkiojonoa voidaan saada? Nyt ajatellaan,
ettd kunkin ryhmén alkiot ovat keskenédédn samanlaisia. Emme voi siis tun-
nistaa erilaisia ryhmén siséisié jéarjestyksid. Vastaus saadaan samalla tavalla
kuin edellisessé esimerkissé, joten valintojen lukuméara on

n\(n—n N—"N1—Ng— " — Np_1 n!
n1 N2 N nl'ng'nk‘

Téaté lauseketta sanotaan multinomikertoimeks: ja sitd merkitdan

|
(2.4.1) v " .
nl'ng‘nk' ny nNo ... Ng

Kun k = 2, saadaan erikoistapauksena binomikerroin

( n ) n! n! (n)
ny No nilng!  ny!(n—mny)! ny
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2.4.4 Otanta palauttaen, kun jirjestysta

ei oteta huomioon
Valitaan r palloa uurnasta, jossa on k erilaista (esimerkiksi eriviristé) palloa.
Jokaisessa valinnassa rekisteroidédén pallon véri ja pallo palautetaan uurnaan

ennen seuraavaa valintaa. Olkoon uurnassa esimerkiksi 3 erilaista palloa: ®,
©, @. Valitaan uurnasta 3 palloa palauttaen (r = k = 3).

Taulukko 2.1. Erilaiset valinnat palauttaen, kun r = k = 3.

Tulos ©O) &) @

OJOJO) *kk *xx | |
OJO)S) *% * *x | x|
OO *% * x| | %
066 * *k * | kx|
oSy * * * * | % | *
ODD * *% *| | xx
6606 Ko%K | *% |
e *% * | % | *
oD * *k | * | %%
O DD KKk | | #%x

Jokaisen valinnan jdlkeen pistetddn merkki "*” kyseisen pallon kohdalle.
Kaikkien valintojen jélkeen meilld on 3 (r) merkkid. Huomaa, ettd r voi olla
suurempi kuin k, vaikka esimerkissd r = k£ = 3. Taulukon 2.1 viimeisella
sarakkeella pallojen valinta on esitetty merkkien ”"*” ja ”|” jonona ilmeisella
tavalla. Jonossa on yhteensé 5 (= r+ k — 1) merkkid. Kuinka monella tavalla

5!

2 7|”-merkkié voi jakaa 3 "*”-merkkid ryhmiin? Vastaus on g5 = (g) = 10.

Vastaavasti yleisesséd tapauksessa erilaisten tulosvaihtoehtojen lukumééra on

k+r—1\ (k+r—1
r o\ k=1 )7
Esimerkki 2.4 Tarkastellaan yhtéloa

(2.4.2) T1+To+ - X =T,

misséd k ja r ovat annettuja positiivisia kokonaislukuja ja muuttujat xy, xo,
..., xp voivat saada arvoikseen epénegatiivisia kokonaislukuja. Montako eri-
laista ratkaisua yhtélolla (2.4.2) on? Olkoon esimerkiksi r = 7 ja k = 3.
Tarkastellaan kysymystd "helmitaululla’,

—0—0—0f0—0—0fo—

jossa on esitetty ratkaisu z; = 3, x5 = 3, 3 = 1. Ratkaisu z; = 7, x5 = 0,
x3 = 0 on helmitaululla muotoa
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—0—0—0—0—0—0—011—

Helmitaululla on 7 helmeé (r = 7) ja 2 jakoviivaa (kK — 1 = 2) eli yhteensé 9
(k+7 — 1 =09) objektia. Jakoviivat voidaan sijoittaa helmitaululla (3) = 36
tavalla. Analogisesti voimme pédtelld, ettd yhtéalon (2.4.2) epénegatiivisten

kokonaislukuratkaisujen lukuméara on (kZ:I) O

2.4.5 Kombinatoriikan merkintdji ja identiteetteja

Olkoon r epinegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Nyt n:n r-kertoma
méaritelladn kaikille reaaliluvuille samalla tavalla kuin epénegatiivisille ko-
konaisluvuille:

n(’”):n(n—l)(n—2)~-(n—7“+1), r > 0;

2.4.3
( ) n® =1.

Jos n on ep#negatiivinen kokonaisluku, niin n("” on n:n alkion joukon {1,2,
..., n} kaikkien r:n (r < n) kokoisten jarjestettyjen osajoukkojen lukumddra.
Eritysesti n-kertoma on

nl=n"=nn-1)n-2)---2-1

ja O-kertoma maédritelldsn 0! = 000 = 1.
Olkoon r epénegatiivinen kokonaisluku ja n reaaliluku. Maaritellaan

n(") n!

(2.4.4) (n) =q 7! (n—nr)lrl’ =
0, r < 0.

Huomaa, ettd ylld esitetyt n( ja (’:) on maadritelty kaikilla reaaliluvuilla
n € R. Lausekkeille esitettiin kombinatorinen tulkinta, kun n on positiivinen
kokonaisluku.

Esimerkki 2.5 Kertoman ja binomikertoimen laskuesimerkkejé.:
305 =3.2-1-0-(=1)=0
(0.5)® = 0.5 (=0.5)(—1.5)(—2.5) = —0.9375

=0 médritelmén perusteella

0.5® 0.5 (=0.5)(—1.5)(—2.5) 5

A1 6 T 128

(0)
(") % 1  kaikilan€eR
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Méaritelmien perusteella on suoraviivaista todeta, etta
()= (1) 0)
= + ,
r r—1 r
(2.4.5) n n—1
4. r =n .
T r—1

Jos s on epénegatiivinen kokonaisluku, niin silloin

(2.4.6) o () e (:)

Stirlingin kaava
(2.4.7) n!~ V2mn-n"e ",

antaa kertomalle hyvén likiarvon.

2.4.6 Binomilause, hypergeometrinen identiteetti
ja multinomilause

Lause 2.6 (Binomilause) Olkoon n mikd tahansa positiivinen kokonaislu-

ku. Silloin
(2.4.8) (1+8)" = zn: e
r=0 r

kaikilla reaaliluvuilla t € R.

Kertoimia (’:) kutsutaan binomikertoimiksi. Binomisarja on binomilauseen
yleistys.

Lause 2.7 (Binomisarja) Olkoon o € R nollasta poikkeava reaaliluku. Sil-
loin sarja

(2.4.9) (1+1)° = i (i‘) #

suppenee kaikilla [t| < 1 ja hajaantuu, kun |t| > 1. Jos o > —1, niin sarja
suppenee myds pisteessi t = +1, ja jos a > 0, niin sarja suppenee myods
pisteessd t = —1.

Lause 2.8 (Hypergeometrinen identiteetti) Olkoot a ja b reaalilukuja
ja n positiivinen kokonaisluku. Silloin

(2.4.10) 2 (;L) (n b T) _ (a Z b),
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Lause 2.9 (Multinomilause) Olkoon annettu positiivinen kokonaisluku n
ja reaaliluvut ty, ta, ..., tg. Silloin

n n
A1) (rtt ) =S e

missd summa kdy yli kaikkien sellaisten epdnegatiivisten kokonaislukujen ny,
No, ..., Nk, etta ny +no + -+ -+ ng =n.

2.4.7 Gammafunktio

Gammafunktio ' méaritellddn integraalina
(2.4.12) [a) = /xo‘_le_x dz
0

kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla «.. Epéoleellinen integraali (2.4.12) suppe-
nee, kun o > 0. Télla funktiolla on térkeita sovelluksia ei vain tilastotietees-
sd ja todenndkoisyyslaskennassa, vaan yleisemminkin sovelletussa matema-
tiikassa.

Kun a > 1, voidaan (2.4.12) lausua osittaisintegraalina

/xo‘lex dr = / (= te™) +(n—1) /xO‘Qex dz,
0 0 0

josta seuraan relaatio

(2.4.13) Fla+1)=al(a).

Jos @ = n on positiivinen kokonaisluku, niin

I'n+1)=nl'(n)=n(n-1)---2-1-T'(1) =n!T'(1).

Koska -
1) = /e‘” dz = / (—e™®) =1,
0 0
niin positiivisilla kokonaisluvuilla
I'n+1)=n!

Tamén ominaisuuden perusteella gammafunktiota kutsutaan joskus yleiste-
tykst kertomaksi. Voidaan myos osoittaa, ettéa F(%) = /7, joten

oed)- (-2

kun n on positiivinen kokonaisluku.
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2.5 Satunnaismuuttuja

Satunnaiskokeiden tulokset esitetéén tavallisesti numeeristen muuttujien avul-
la. Ndm&d muuttujat luonnehtivat tarkasteltavan satunnaiskokeen tuloksia.
Tilastollisen tarkastelun kannalta onkin oleellista osata mééaritelld oikeat’
muuttujat.

Maaritelma 2.2 Olkoon (2 jonkin satunnaiskokeen otosavaruus. Satunnais-
muuttuja (SM) X on kuvaus (funktio) (2:1ta reaalilukujen joukkoon R.

Satunnaismuuttujia merkitaéin isoilla kirjaimilla X, Y, Z, ... Voimme
kirjoittaa
X:Q—R,

missé X (w) on reaaliluku. Satunnaismuuttuja X liittéa siis jokaiseen alkeista-
paukseen w € € yhden ja vain yhden reaaliluvun X (w) € R. Satunnaismuut-
tujien X, Y, Z, ... arvoja merkitdén pienilld kirjaimilla z, y, 2z, ... Merkitaan
siis X (w) = z. Jos X'm arvojen muodostama joukko S C R (arvojoukko) on
numeroituva (ddrellinen tai 4dreton), niin X on diskreetti. Jos otosavaruus 2
on numeroituva, niin €2:lla méaéritellyt satunnaismuuttujat ovat valttadmaéatta
diskreettejéd. Seuraavassa tarkastellaan diskreettejd satunnaismuuttujia.

Esimerkki 2.6 Heitetddn harhatonta lanttia 3 kertaa. Satunnaismuuttuja
X on ’kruunujen lukuméard’. Merkitdan R = 'kruunu’ ja L = "klaava’. Silloin

w: RRR RRL RLR RLL LRR LRL LLR LLL
X(w): 3 2 2 1 2 1 1 0

Silloin esimerkiksi X (RRL) = X(RLR) = 2. O

Esimerkki 2.7 Mielipidekyselysséa tiedustellaan 100:lta satunnaisesti vali-
tulta suomalaiselta, millainen kanta heilli on Suomen NATO-jédsenyyteen.
Mahdolliset kannanotot ovat: kannattaa (K), ei kantaa (E) ja vastustaa (V).
Mahdollisten vastausten lukumiiiri eli otosavaruuden koko on silloin 3.
Jos olemme kuitenkin kiinnostuneita, esimerkiksi ’kannattajien lukumaérés-
t&” X, niin silloin X:n mahdollinen arvojoukko on {0,1,...,100}, jonka al-
kioiden lukumé&éara on 101. Alkeistapaus w on 100:n pituinen tyyppia "KEVV-
VE...EV” oleva jono. Satunnaismuuttujan X arvo X(w) on alkeistapauk-
sesta w laskettu kannattajien lukuméiré, esimerkiksi 36. 0J

Olemme jo edelld implisiittisesti soveltaneet satunnaismuuttujan kasitet-
td. Nopan ja lantin heittoon seké korttipakkaan liittyvilla satunnaiskokeilla
on perinteisesti havainnollistettu todennékoisyyslaskennan késitteita. Taulu-
kossa 2.2 on esitetty muutamia tuttuja satunnaismuuttujia.

Méaritelméssé 2.2 olemme todenneet, ettd satunnaismuuttujan arvot ovat re-
aalilukuja. Néin ei aina valttaméatta ole. Esimerkiksi Taulukon 2.2 satunnais-
muuttujan W arvo on valitun kortin 'maa’. Namé arvot voidaan kuitenkin
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Taulukko 2.2. Joitakin satunnaismuuttujia ja niiden arvoalueet.

Satunnais- Kuvaus Arvojoukko S
muuttuja
X Nopan silméaluku {1,2,3,4,5,6}
Y Kruunujen lukumééra 3:ssa {0, 1, 2, 3}
lantin heitossa
Z Heittojen lukumédarda kun- {1,2,3...}
nes saadaan 1. kruunu
W Korttipakasta satunnaises- {#,Q, &, O}

ti valitun kortin maa

aina tarvittaessa koodata numeerisesti. Joissain yhteyksissd tarkastelemme
esimerkiksi satunnaispareja, satunnaisjonoja tai satunnaisjérjestyksia. Néi-
hin satunnaismuuttujan yleistyksiin palataan tuonnempana.

Huomautus 2.1 Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

X
aX, X+Y, X -Y, XY ja v (Y #£0)
ovat satunnaismuuttujia, missd a on reaaliluku. Namé& tulokset seuraavat
siitd, ettd satunnaismuuttuja on funktio.
Matematiikan analyysin kursseilla opitun perusteella tieddmme, etté funk-

tion funktio on edelleen funktio:
x — sin(log ) tai  x — flh(x)] = (foh)(z).

Yhdistetty satunnaismuuttuja on siis edelleen satunnaismuuttuja. Jos W (Tau-
lukko 2.2) on esimerkiksi satunnaisesti valitun kortin maa ja V' maiden jou-
kossa S = {#, 0, &, {} médritelty viri, niin satunnaismuuttujan kortin vdiri
V(W) = VW (w)] arvoalue on Sy = {musta, punainen}. Korttipakan kor-
tit (52 kpl) muodostavat alkeistapahtumien joukon w. Olkoon Y kruunujen
lukuméérd 3:ssa lantin heitossa (Taulukko 2.2). Silloin esimerkiksi

g(V) =Y — g tai A(Y) = (y _ %)2

ovat satunnaismuuttujia.
Kahden tai useamman satunnaismuuttujan funktio on edelleen satunnais-
muuttuja. Jos siis X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin

w — h[X(w), Y (w)]

madrittelee satunnaismuuttujan, kun kahden muuttujan funktio h on méari-
telty arvojoukossa { (X (w),Y(w)) |w € Q} C R% Tétd satunnaismuuttujaa
merkitadn lyhyesti h(X,Y).
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Madéritelmé 2.3 (Indikaattorifunktio) Olkoon A tapahtuma otosavaruu-
dessa 2. Tapahtuman A indikaattorifunktio /4 saa arvon 0 tai 1 seuraavasti:

() 1, josw € A;
W) =
4 0, josw ¢ A.

Jos tapahtuma A sattuu, niin /4, = 1, muutoin /4, = 0. Indikaattorifunktio
on satunnaismuuttuja ja

P(I,=1)=P(A) ja  P(I4=0)= P(A° =1 — P(A).

Voimme kéayttdd indikaattorifunktiota vaikkapa lukumé&érien laskemiseen.
Heitetéddn lanttia n kertaa ja olkoon X} tapahtuman ’kruunu k. heitossa’
(1 < k < n) indikaattorifunktio. Silloin satunnaismuuttuja

on kruunujen lukumé&érd n:ssé heitossa, koska summa on ykkosten (kruunu-
jen) lukumé&dra n:ssé heitossa.

2.5.1 Satunnaismuuttujan jakauma

Olkoon Y kruunujen lukuméira 3:ssa lantin heitossa (Esimerkki 2.6). Silloin
satunnaismuuttujaa koskevat vaittamét, kuten tdsmaélleen yksi kruunu’ =
Y = 17 tai ’korkeintaan 2 kruunua’ = 7Y < 2”7 méérittelevat tapahtuman.
Tapahtumat voidaan silloin kirjoittaa muodossa ”Y € A”. Jos S = {0, 1, 2, 3},
A={1}jaB={0,12}nin"Y =1"="Y € A7ja”’V < 2" ="Y ¢
B”. Jatkossa tulemme padsidéantoisesti tarkastelemaan satunnaismuuttujien
mddrittdmid tapahtumia.

Tapahtuman todennékoisyyttda merkitdan P(Y € B) tai lyhyesti P(B).
Merkintd P(Y € B) osoittaa, ettd tapahtuma on mééritelty satunnaismuut-
tujan Y avulla. Koska B voi olla mikd tahansa Y:n arvoalueen Sy osajouk-
ko, todennikoisyydet P(Y € B) médrittelevit satunnaismuuttujan jokau-
man. Jos y € Sy, silloin Y:n arvon Y = y todennikoisyys on P(Y = y).
Vastaavasti tapahtuman ”Y € B” todenndkdisyys on

P(Y € B)=)» P =y).

yeB

Esimerkki 2.8 (Satunnaiskively, Random Walk) Pekka ja Paavo pe-
laavat "kruunua ja klaavaa”. Téssa pelissé heitetddn perdakkéain lanttia n ker-
taa — téssd esimerkissd n = 20. Aina kun tulee kruunu (R), Pekka voittaa
euron Paavolta. Kun tulee klaava (L), Pekka hévidd euron Paavolle. Kuvios-
sa 2.2 esitetyn pelin tulos (n = 20) on

LRLRRRRLRLLRRRLRLLRL
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-2 1

Kuvio 2.2. "Kruunu ja klaava” -pelin tuloksen kehitys, kun pelin
pituus on 20 heittoa.

Pekka voittaa 2 euroa.

Miké on todennékoisyys, ettd Pekka voittaa s euroa, kun n = 20 (—20 <
s < 20)7 On helppo n#hdé, ettd mahdollinen voitto on parillinen. Voitto S
voidaan médritelld satunnaismuuttujien X; (i = 1,2,...,20) summana:

Sa0 =Xy + Xo + -+ + Xoo,

missé
X {1, kun kruunu ¢. heitossa;
i fry

—1, kun klaava i. heitossa.

Mink& voiton Sy = s todennékoisyys on suurin (pienin)?

On mielenkiintoista tarkastella myés sitéd, kuinka usein Pekka on voitolla
pelin aikana. Jos pelaajat ovat tasoissa (voitto 0), méérittelemme, ettd Pekka
on johdossa, jos hén oli edelliselld heitolla johdossa. Jos Pekka oli tappiolla
edelliselld heitolla ja péési tasoihin, sovimme, ettd hén on edelleen tappiolla.
Jokainen peli tuottaa vastaavan kuvaajan kuin Kuviossa 2.2. Kuvaajassa on
yhdistetty pisteet (0,0), (1,571), (2,S52), ..., (20, Sa).

Téllaista prosessia kutsutaan satunnaiskivelyksi (random walk). Erés ta-
pa havainnollistaa satunnaiskédvelyd on ajatella, ettd satunnaiskévelija RW
(Random Walker) lihtee origosta (itdén) ja astuu sekunnissa askeleen oikealle
(eteldén) tai vasemmalle (pohjoiseen). Esimerkiksi Kuviossa 2.2 kuvaaja kul-
kee pisteen (5, 1) kautta. RW on 5 sekunnin kévelyn jdlkeen yhden askeleen
pohjoiseen xz—akselista. On helppo todeta, ettd kaikkien mahdollisten pelin
kulkujen lukuméird on 22°. Koska raha on harhaton ja heitot ovat toisistaan
riippumattomat, kaikki 22° pelin kulkua ovat yhti todennikdoiset. O

2.5.2 Kertyméafunktio

Edelld olemme késitelleet otosavaruuden osajoukkojen eli tapahtumien to-
dennékoisyyksid. Nama joukot médritelladn tavallisesti satunnaismuuttujien
avulla. Esimerkiksi

(25.2) fa<X <b}={wla<X(w)<b},
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missd X on satunnaismuuttuja, a ja b ovat annettuja vakioita. Koska otos-
avaruus on numeroituva, kaikilla muotoa (2.5.2) olevilla joukoilla on toden-
nékoisyys ja sitd merkitddan

Pla< X <b) = P({w]a< X() <b})
Jos A C R = (—00,00) on jokin reaalilukujoukko, niin merkitaan
(2.5.3) PXeA)=P{w|X(w)eA}).

Joukko A voi olla esimerkiksi suljettu véli [a, b], avoin véli (a,b) puoliavoin
véli (a,b] tai [a,b), ddreton vali (—oo,b] tai [a,00), usean vilin yhdiste tai
kokonaislukujen {k,k + 1,...,k + n} joukko. Yhden pisteen z joukko {x}
on térked erikoistapaus. Olkoon X esimerkiksi henkilon ikd, kun € on suo-
malaisten joukko. Silloin {X = 20} = {w | X(w) = 20} on 20-vuotiaiden
suomalaisten joukko. Todennédkdoisyys on

P(X =20) = P(X € {20}) = P({w | X(w) = 20}).

Olkoon X:n arvojoukko Sx = {x1,za,...,2,,..., }, missi X:m arvot on
lueteltu jossain jarjestyksessd. Méaritellaan

kun z,, € Sx. Jos x ¢ Sx, niin P(X = z) = 0. Toisaalta voi olla, ettd P(X =
x;) = 0 jollakin X':n arvolla z; € Sx. Jos tunnemme kaikki todennékoisyydet
Pn, on ilmeisté, ettd voimme laskea kaikki satunnaismuuttujaan X liittyvét
todennikoisyydet. Silloin todennékoisyydet (2.5.2) ja (2.5.3) ovat

Pla< X <b) = an ja P(X €A = an

a<xn,<b TnEA

Kun A on déreton véli (—oo, z], niin jokaista reaalilukua x kohti voidaan
madritelld funktio
F X (33') X < 33' Z Pn-
Tn<w
Tatéd funktiota Fx kutsutaan X:n kertymdfunktioksi (kf). Jokaiseen satun-
naismuuttujaan X liittyy siis kertyméfunktio, jota merkitaan Fx (z).

Mairitelméi 2.4 (Kertymédfunktio) Satunnaismuuttujan X kertyméfunk-
tio Fx(z) on sellainen kuvaus Fx: R — [0, 1], etté

Fx(x) = P(X < x), kaikilla = € R.

Merkintd P(X < z) on lyhennys merkinnésta P({X < z}), missd P({X <
z}) = P{w | X(w ) < x }). Merkitddan X arvoaluetta S = X(Q) = {x |
X(w), we N},
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Esimerkki 2.9 Esimerkissd 2.6 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa. Sa-
tunnaismuuttuja X on ’kruunujen lukuméérd’ ja X'm arvojoukko S = {0, 1,2,

3}. Nyt
(W] X =0} = {LLL},
{w|X =1} = {RLL,LRL,LLR},
{w]| X =2} = {RRL, LRR, RLR},
{w| X =3}={RRR},

missé kaikki alkeistapaukset ovat yhtd todennékoisid. Silloin

Fy(0) = P(X < 0) = P({LLL}) = 1/8,

Fx(1) = P(X < 1) = P({LLL,RLL, LRL, LLR}) = 4/8,
Fx

Fx

(2)=P(X <2)
= P({LLL,RLL, LRL, LLR, RRL, LRR, RLR}) = 7/8,
(3) = P(X < 3)
= P({LLL,RLL, LRL, LLR, RRL, LRR, RLR, RRR}) = 1.

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on siis

\

kun x < 0;

kun 0 <z < 1;
kun 1 <z < 2;
kun 2 <z < 3;

5
>
—~~
S
S~—
I
— ool ik ik O

(1, kunz > 3.
0J
Fx(z) fx ()
1+ — 1+
.—
b b
‘ f f f x T [ [ T x
1 2 3 0 1 2 3

Kuvio 2.3. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktion F'x (z) ja toden-
nikoisyysfunktion fx(x) kuvaajat.

Jos 1 < x9, niin {X < 1} C {X < x5} ja todennidkdisyyden mo-
notonisuusominaisuuden perusteella [Lause (2.1), kohta 3)] P(X < z7) <
P(X < z3), joten kertyméfunktio F'(z) on kasvava (ei vihenevi). Seuraavas-
sa lauseessa esitetddn kertyméfunktion ominaisuudet.
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Lause 2.10 Funktio F(x) on satunnaismuuttujan X kertymdfunktio, jos ja
vain jos seuraavat kolme ehtoa pitivdt paikkansa:

1. lim F(z)=0 ja lim F(z)=1.

T— —00 T—00

2. F(x) on x:n kasvava funktio.

3. F(x) on oikealta jatkuva, ts. kaikilla o € R on lim F(z) = F(zo)

T—x0+
(x — xo+ tarkoittaa, ettd xo:aa lihestytdidn oikealta).

Esimerkissa 2.9 esitetty kertyméfunktio on porrasfunktio. Pitda yleises-
tikin paikkansa, ettd diskreetin satunnaismuuttujan kertyméafunktio on por-
rasfunktio. Voimme sanoa, ettd satunnaismuuttuja on diskreetti satunnais-
muuttuja, jos sen kertyméfunktio on porrasfunktio.

2.5.3 Diskreetin satunnaismuuttujan
todennikosisyysfunktio

Olkoon X otosavaruudessa {2 médritelty diskreetti satunnaismuuttuja. Sa-
tunnaismuuttujan X todennidkoisyysfunktio (tnf) fy(x) méadritelladn siten,
etta

(2.5.4) fx(x) = P(X =x).

Jos merkitédén X:n arvoaluetta Sy = X(2) ={z | X(w) =2, w € Q}, niin
todennékoisyysfunktio on kuvaus

fx($)2;gx'—9[0,1}

Huomattakoon, ettd fx(x) on médritelty kaikilla reaaliluvuilla, mutta fx(z) =
0 aina, kun = ¢ S. Diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko on numeroitu-
va, joten arvoja on korkeintaan yhtd paljon kuin kokonaislukuja. Niinpé dis-
kreettien satunnaismuuttuien arvojoukko on tavallisimmin jokin kokonaislu-
kujen ja erityisesti positiivisten kokonaislukujen osajoukko.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoalue on Sx. Silloin
X:n todennékoisyysfunktio toeteuttaa seuraavat ehdot:

(2.5.5) fx(z) >0, kun z € Sy;
(2.5.6) fx(z) =0, kun z ¢ Sy;
(2.5.7) > fx(@) =1

TESx

Esimerkki 2.10 Jatketaan esimerkié 2.9, jossa heitettiin harhatonta lanttia
3 kertaa. Satunnaismuuttuja X on 'kruunujen lukumaéra’. Mééritetdan X :n
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todennékoisyysfunktio. Nyt

X71(0) = {LLL},
X~'(1) = {RLL,LRL, LLR},
X71(2) = {RRL, LRR, RLR},
X7'(3) = {RRR},

missid merkintd X 1(z) = {w | X(w) = =} on kaikkien sellaisten alkeista-
pausten w joukko, jotka kuvautuvat pisteeseen x. Koska alkeistapaukset ovat
yhta todennékoisid, satunnaismuuttujan arvojen todenndkoisyydet ovat

P(X =0)=P(X'(0)) = P{LLL}) = 1/8,
P(X =1)=P(X'(1)) = P{RLL,LRL,LLR} = 3/8,
P(X =2) = P(X'(2)) = P{RRL,LRR,RLR} = 3/8,
P(X =3)=P(X'(3)) = P{RRR} = 1/8.

Satunnaismuuttujan X todennékoisyysfunktio on siis

~

%, kun x = 0;
%, kun z = 1;
fx(@) =42, kunaz=2;
s, kunz =3;
(0, muutoin.

O

Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, niin X:n arvojoukko Sx = {x1, x2,...}.

Silloin X:n kertyméfunktio voidaan lausua todennidkoisyysfunktion avulla
seuraavasti:

joka on porrasfunktio. Porrasfuntion F'(x) "hyppédykset’ ovat pisteissi 1, 3,

... ja hyppéysten suuruudet ovat fx(z1), fx(x2), ... Jos esimerkiksi
f(x) . 1,2
r)=— x = o
233’ ? 9 9
niin esimerkiksi
1 1 1 7

F(3.5)=Px<35)=f(1)+ f(2)+ f(3) = st1ts= %
2.5.4 Diskreetti tasajakauma
Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on S = {z1,z9,...,2x}. Jos

1
flzx) = kaikilla k =1,2,..., N,

N
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niin X noudattaa diskreettid tasajakaumaa ja merkitddn X ~ Tasd(xq, xo,
..., zn). Hyvin usein X:n arvojoukko on S = {1,2,..., N}, jolloin merkitiain
X ~ Tasd(1,2,..., N). Esimerkiksi nopanheitossa silmaluvun X arvojoukko
on S =1{1,2,3,4,5,6} ja todennikoisyysfunktio

1
f(x)zé, r=1,2,3,4,5,6.

2.6 Otanta palauttamatta

Tarkastellaan nyt koetta, jossa valitaan n alkiota N:n alkion joukosta (n <
N), jota kutsutaan populaatioksi. Valintaprosessia kutsutaan otannaksi. Ha-
lutaan esimerkiksi tietdd ennen presidentin vaaleja, mikd on ehdokkaiden
kannatus. Kannatuksesta voi saada tietoa tiedustelemalla dénestdjiltd, ke-
td he aikovat ddnestdd. On kaytdnnossd mahdotonta haastatella kaikkia po-
tentiaalisia ddnestéjid. Siksi tehddén otos, eli valitaan vain osa mahdollisista
ddnestéjisté ja haastatellaan heidat. Populaation muodostavat siis ddnioikeu-
tut kansalaiset. Nimitdmme menetelméé, jolla otos valitaan, otantamenetel-
mdaksi. Tassé esityksessd tarkastellaan vain yksinkertaista satunnaisotantaa
(YSO). YSO:ssa kaikki mahdolliset n:n kokoiset otokset ovat yhta todenné-
koisid. YSO:lla valittua otosta kutsutaan yksinkertaiseks: satunnaisotokseksi.

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa palauttamatta otos valitaan siten, et-
ta kukin alkio voi tulla otokseen korkeintaan kerran. Valitaan n:n alkion otos
N:sta. Ajatellaan alkiot valituiksi jarjestyksessa. Silloin 1. alkio voidaan va-
lita N:114 tavalla ja 2. alkio (N — 1):114 tavalla, koska toisen tdytyy olla eri
alkio kuin ensimmaéinen, jne. Lopulta n. alkio voidaan valita [N — (n — 1)]:114
tavalla. Kaikkien mahdollisten jdrjestettyjen otosten lukumééra on

N(N-1)(N—=2)---(N—=n+1)=N",

Otos on valittu satunnaisesti, jos jokainen N :sti jarjestetysti otoksesta on
yhtéd todennédkoinen. Silloin jokaisen jérjestetyn otoksen todennikdisyys on
1/N™.

Koska kaikkien mahdollisten otosten eli osajoukkojen lukuméara on (]T\lf )
ja otokset oletetaan yhtéd todennékoisiksi, niin jokaisen otoksen todennakoi-
Syys on

N N®)
—, missé otosten lukuméara on ( ) .

(W)

Otoksia on siis (]X) kappaletta ja YSO:ssa ne ovat yhtd todennékoisia.

n n!

Esimerkki 2.11 Monissa korttipeleissd jaetaan n:n kortin kési (otos) pa-
kasta (populaatio), jossa on N korttia. Pakka on hyvin sekoitettu, jos pakan
korttien kaikki N! jérjestysta ovat yhtéd todennékoisié. Oletetaan, ettéa n kort-
tia on jaettu hyvin sekoitetusta pakasta. Sellaisia pakan jérjestyksia, joissa
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ndméa n korttia ovat tietyssi jérjestyksessi (esimerkiksi pakan p#élld), on
(N — n)! kappaletta. Todennékoisyys saada n korttia tietyssi jarjestyksessd
on
(N —n)! 1
N! N®)’
Jokaisen jirjestetyn otoksen todennékoisyys on siis 1/N (") ja jokaisen otoksen
eli kiden todennékoisyys on 1/ (]Z ).

Miké on esimerkiksi todenndkoisyys, ettéd tavallisesta korttipakasta (N =
52) saadaan patasuora (@1, 82, &3, &4, &5)7 Erilaisten viiden késien luku-
masrd on (552) = 2598960, joten patasuoran todennidkdisyys on 1/2598960.
Jos lisdksi korttien pitdd jaossa tulla annetussa jérjestyksessi (1,2,3,4,5),
niin jérjestettyjen otosten lukumadri 52(° = 311875200 ja jérjestetyn otok-
sen (W1, M2, &3, #d4, &5) todennikasisyys on 1/311875200. O

2.6.1 Hypergeometrinen jakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on a + b alkiota — esimerkiksi viestossi on a
miesté ja b naista tai tuotepopulaatiossa on a viallista ja b virheeténta tuotet-
ta. Valitaan populaatiosta n:n kokoinen satunnaisotos palauttamatta. Miké
on todennékoisyys, ettd otokseen tulee x kappaletta tyyppid 1 olevia alkio-
ta ja n — x kappaletta tyyppid 2?7 Tavanomainen todennékéisyyslaskennassa
kéytetty satunnaiskoe on pallojen valinta uurnasta. Uurnassa on a valkoista
ja b mustaa palloa. Valitaan uurnasta satunnaisesti palauttamatta n palloa.
Mikéa on todennakoisyys, ettd otokseen tulee x valkoista palloa?

Taulukko 2.3. Valinta palauttamatta aérellisestd populaatiosta

Tyyppi 1 Tyyppi 2 Yhteensa

Populaatio a b a—+b
Otos x n—x n

Populaatiosta voidaan valita kaikkiaan (“:b) yhté todennékoistd n:n ko-

koista otosta palauttamatta. Koska a:sta tyyppid 1 olevasta alkiosta voidaan
valita x kappaletta (Z) tavalla ja n — z alkiota b:sta (nfx) tavalla, saadaan

kaikkiaan (Z) (nfx) sellaista otosta, joissa on x kappaletta tyyppia 1 jan —x
kappaletta tyyppid 2 olevaa alkiota. Olkoon nyt satunnaismuuttuja X tyyp-
pid 1 olevien alkioiden lukumééra otoksessa. Silloin satunnaismuuttujan X

todennikoisyysfunktio f(x) on

b
(2)(2a)
3
n
Edelld esitetystd otanta-asetelmasta tietysti seuraa, ettd ehtojen x < a ja
n —z < b tdytyy olla voimassa. Jos ehdot eiviit ole voimassa, niin f(z) =

(2.6.1) flz) = x=0,1,2,...
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0. Jakaumaa (2.6.1) kutsutaan hypergeometriseksi jakaumaksi. Se on térked
my0s esimerkiksi joidenkin ns. tarkkojen testien konstruoinnissa.

2.6.2 Tarkistusotanta teollisuudessa

Mikéaén teollisuusprosessi ei ole tédydellinen, siksi myos virheellisid tuotteita
on odotettavissa. Yrityksilla on kaytossé erilaisia laadunvarmistusjérjestel-
mié, jotta voitaisiin pitaé ylla riittdvan hyva laatu. Virheelliset tuotteet olisi
havaittava ja poistettava, jotta ne eivét joutuisi asiakkaalle saakka. Tietys-
ti voitaisiin tarkistaa jokainen tuote riittdvan tarkasti. Taydellinen tarkistus
ei ole kiytdnnossé yleensa realistinen — se ei ole taloudellisesti kannattavaa
tai se on jopa mahdotonta, jos tarkistus esimerkiksi tuhoaa tuotteen. On siis
yleensé kaytettava tarkistusotantaa.

Oletetaan, ettéd tuotteet ovat joko virheellisid tai hyviksyttavia ja ne tu-
levat laadun tarkistukseen N:n tuotteen erissd. Valitaan jokaisesta erdsté
satunnaisesti n tuotetta tarkistukseen. Oletetaan, ettd 16ydetadn x viallista.
Jos z on suuri, todennikoisesti erdssé on paljon viallisia ja erd pitéisi hylatéa
tai panna jatkotarkistukseen. Voimme kayttaa padtossaantoa:

Hyviksy erd, jos x < h, muutoin hylk&é eréd (tai testaa lisdd).

Nyt olisi valittava hyvéksymisraja h mahdollisimman viisaasti. On tie-
tysti mahdollista, ettd otoksessa x > h, vaikka viallisten lukuméara v tuo-
te-eréssé ei olisikaan "liian” suuri. Toisaalta voi ehto = < ¢ toteutua, vaikka
tuote-eréssé olisi "liikaa” viallisia. Edelld mainitut paidtdntivirheet ovat siis
seuraavat:

1. lajin virhe — eré, jossa on vahén viallisia, hyldtaan;
2. lajin virhe — eré, jossa on paljon viallisia, hyvaksyta&n.

Jos hyviksymisrajaa h kasvatetaan, pienenee 2. lajin virhe, mutta 1. lajin
virhe kasvaa. Molempia virheitd voidaan pienentdé samanaikaisesti, kasvat-
tamalla otoskokoa n, mutta se taas nostaa tarkistuskustannuksia. Jotta A:n
ja n:n arvot voitaisiin méarittaa optimaalisesti, olisi tunnettava tarkistuskus-
tannukset sekd 1. ja 2. lajin virheiden aiheuttamat kustannukset. Olisi myos
tiedettéava virheelisten lukuméérin v jakauma yli tuote-erien.

2.7 Otanta palauttaen

Valitaan n:n alkion otos populaatiosta, jossa on N alkiota. Ajattelemme,
ettd populaation alkiot on numeroitu juoksevasti {1,2,..., N}. Otannassa
palauttaen populaation alkio voidaan valita otokseen useammin kuin ker-
ran. On esimerkiksi mahdollista, ettd otokseen tulee sama alkio toistuvasti n
kertaa. Voimme ajatella valinnan prosessina, jossa alkiot valitaan perikkéin.
Jokaisen valinnan jélkeen alkio palautetaan populaatioon, mutta sitd ennen
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saatu alkio merkitddan muistiin. Silloin 1. alkio voidaan valita N:114 tavalla,
2. alkio myds N:11a tavalla ja lopulta n. alkio /N:ll4 tavalla, koska edellisissa
valinnoissa valitut voivat tulla uudestaan otokseen. Kaikkien mahdollisten
palauttaen valittujen jarjestettyjen otosten lukuméaré on siis N™. Sanomme,
ettd otos on wvalittu satunnaisesti palauttaen, jos kaikki mahdolliset N™ jér-
jestettyé jonoa ovat yhtd todennédkoiset. Néin valittu otos on yksinkertainen
satunnaisotos (YSO) palauttaen.

Oletetaan esimerkiksi, ettd valitaan kolme numeroa palauttaen numerois-
ta 0,1, 2, ..., 9. Silloin voidaan saada 10® = 1000 yht# mahdollista jérjestet-
tyé jonoa 000, 001, 002, ..., 999. Osajoukko {1, 2, 3} voidaan valita 3! = 6 ta-
valla, joten otoksen {1, 2,3} todennékdisyys on 0.006. Otos {1, 1, 3} voidaan
saada 3:lla tavalla, koska jarjestetyt jonot (1,1,3), (1,3,1) ja (3,1,1) sisél-
tavit samat alkiot. Otoksen {1, 1,3} todennédkéisyys on 0.003. Otos {1,1,1}
saadaan vain yhdelld tavalla, joten sen todenn&koisyys on 0.001. Otannas-
sa palauttaen (jarjestaiméttomat) otokset eivdt ole yhtd todenndkdisid kuten
otannassa palauttamatta.

Olkoon A; tapahtuma, ettd valitaan . alkio, i = 1,2, ..., N. Koska valin-
nan (kokeen) tulos on varmasti yksi ja vain yksi tapahtumista Ay, As, ...,
An, niin Q@ = A; UA;U---U Ay on kokeeseen (valinta palauttaen) liittyvéin
otosavaruuden ositus. Valinta toistetaan n kertaa. Oletetaan, ettd populaa-
tion ¢. alkio toistuu otoksessa n; (0 < n; <n) kertaa (i = 1,2,..., N). Silloin
>, n; = n jaerilaisten jarjestettyjen otosten lukuméérd on tuloksen (2.4.1)

mukaan
n n!
ny ng ... NN nl‘ng‘nN‘

Olkoon X; alkion ¢ toistojen lukumééra otoksessa. Nyt siis jokaisen X;:n ar-
voalue on {0,1,2,...,n} ja X; + Xs+ -+ Xy = n. Merkitdén todennikoi-
syyttd P(X; = ny, Xo = na, ..., Xy = ny) yksinkertaisesti P(nq,ng, ..., ny),
joka voidaan siis laskea kaavalla

n 1
P(ny,ng,...,ny) = (m - nN>W

Esimerkki 2.12 Valitaan populaatiosta { Ay, Ay, Ag} (N = 3) 5 kertaa (n =
5) alkio palauttaen. Silloin A; A3 A3A; A3 on erds mahdollinen tulosjono (otos
palauttaen), missd X; = 3, Xo = 0,X3 = 2 ja X7 + Xy + X3 = 5. Jo-
non Ay A;As3A; Az todennédkoisyys, samoin kuin jokaisen viiden pituisen jér-
jestetyn otoksen, todennikoisyys on 1/3°. Koska erilaisia tulosjonoja, joissa
X1=3, Xo=0ja X3=2 on

5 51
p— p— ]_
(3 0 2) g0l

5 1 10
P(X1=3,X,=0,X3=2)= (3 0 2)§ =513 = 0.04115.

niin
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Miké on todennékoisyys, ettd n:n kokoiseen jérjestettyyn otokseen tulee po-
pulaation n ensimmaéisté alkiota (n < N) missd tahansa jarjestyksessia? Ky-

seinen tapahtuma sattuu tdsmaélleen silloin, kun X; = Xo =--- = X,, =1 ja
Xps1 ==Xy = 0. Tdmén tapahtuman todennikdisyys on siis
n! 1 n!

p(1717"'71707"'70):WWZW'

Otoksen kaikki alkiot erilaisia

Sellaisia jirjestettyjd otoksia, joissa mikéaén alkio ei toistu, on
N®W=NN-1)---(N-n+1)

kappaletta. Jos otos valitaan palauttaen, niin todennékéisyys, ettd otoksessa
mika#n alkio ei toistu, on

N® N!
(2.7.1) P(’Sama ei toistu’) = N = R

On selvis, ettd todenniksisyys (2.7.1) on 0, jos n > N. Huomaa, ettd N™ =
0, jos n > N. Syntymépaiviongelmassa (Esimerkki 2.3) N = 365 jan = r.

Soveltamalla Stirlingin kaavaa (2.4.7) kertoimiin N! ja (N — 1)! saadaan
likiarvo

(2.7.2) S LY e ™.
(N—n)IN* ~\N—n

Kun N — oo ja n on kiinnitetty, niin lauseke (2.7.2) ldhestyy ykkosta. Jos
siis hyvin suuresta populaatiosta valitaan n alkiota (n < N) palauttaen, niin
on hyvin epédtodennékoistd, ettd sama alkio valitaan usemmin kuin kerran.
Otanta palauttaen ja palauttamatta ovat kdytannollisesti katsoen jokseenkin
identtiset, kun populaation koko N on paljon suurempi kuin otoskoko n.

2.8 Binomijakauma

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita: a kappaletta tyyppia
A ja b kappaletta tyyppia B. Valitaan populaatiosta n alkiota palauttaen. Mi-
k& on todennakoisyys, ettd otokseen tulee x alkiota tyyppid A ja n — x alkio-
ta tyyppid B? Voimme kayttdd vastavaa uurnamallia kuin hypergeometrisen
jakauman yhteydessd. Uurnassa on a valkoista ja b mustaa palloa. Valitaan
uurnasta satunnaisesti palauttaen n palloa. Mikd on todennékéisyys, etté
otokseen tulee x valkoista palloa? Koska otanta tehdééin palauttaen, uurnan
sisalté ei muutu.



2.8. Binomijakauma 43

Taulukko 2.4. Otanta palauttaen

Tyyppi A Tyyppi B Yhteensé

Populaatio a b a—+b
Otos x n—x n

Kaikkien mahdollisten n:n kokoisten yhta todennékoisten jarjestettyjen
jonojen lukumédra on (a + b)". Sellaisia jarjestettyja otoksia, joissa on ensin
x kappaletta tyyppid A olevia alkioita ja sitten n — x tyyppia B, on a®b"*.
Tyyppia A olevan x:n alkion paikka n:n pituisessa jonossa voidaan valita (Z)
tavalla. Otoksia (jarjestdméttomid), joissa on x kappaletta tyyppid A jan—x
kappaletta tyyppid B olevia alkioita, on (Z) a”b" " kappaletta. Olkoon satun-
naismuuttuja X tyyppia A olevien alkioiden lukumééra otoksessa. Silloin X:n
todennékoisyysfunktio on

= — =0,1,2,...,n.
ro= () S =012

Merkitdan tyyppid A olevien alkioiden suhteellista osuutta p = plal-p=

a—_be on tyyppia B olevien suhteellinen osuus. Nyt X :n todennékéisyysfunktio

voidaan kirjoittaa sen tavallisimmassa esitysmuodossa

(2.8.1) f(z) = (")pm —p)"T 2 =0,1,2,...,n.

T

Funktio (2.8.1) on binomijakauman todennékoisyysfunktio. Kun X noudat-
taa binomijakaumaa, merkitsemme X ~ Bin(n, p).

2.8.1 Binomijakauma hypergeometrisen
jakauman likiarvona

Kun populaation koko on paljon suurempi kuin otoskoko, on tuloksen kan-
nalta jokseenkin samantekevéd, tehdainko otanta palauttaen vai palautta-
matta. Kun a 4+ b on paljon suurempi kuin n (merkitdéan a + b > n), niin
binomijakauma (2.8.1) on hypergeometrisen jakauman (2.6.1) hyva likiarvo.
Otanta palauttamatta voidaan luonnehtia hypergeometrisen jakauman avulla
ja otanta palauttaen binomijakauman avulla.

Lause 2.11 Jos a + b > n, niin

O (M oy e
(2.8.2) G N(I)p (1—p)"*, =0,1,2,...,

missi p = a/(a+b).
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Koska binomitodennikéisyydet on helpompi laskea kuin hypergeometri-
set todennékaisyydet, voidaan relaatiota (2.8.2) kiyttéaé laskennassa hyviksi,
kun a + b > n. Tosin nykyisilld ohjelmilla on helppo laskea tarkat todennd-
koisyydet suoraan hypergeometrisesta jakaumasta, vaikka a + b on suuri.

2.9 Todennikdisyyden yleiset aksioomat

Numeroituvien otosavaruuksien tapauksessa on kaikkiin tapahtumiin helppo
liittda todennékoisyydet alkeistapahtumien todennékoisyyksien avulla. To-
dennikoisyyden keskeiset ominaisuudet (Lause 2.1) seuraavat sitten helposti
Maaritelméasta 1.1. Jos tapahtumat A, As, ..., A, ovat parittain erilliset,
niin Lauseen 2.2 mukaan

P(AJUAU---UA,) =P(A)+ P(Ay) +---+ P(A,).

Additiivisuus voidaan todistaa (numeroituvan otosavaruuden 2 tapaukses-

sa) myos ddrettoméan monelle parittain erilliselle tapahtumalle Ay, Ay, As,
... (vrt. Pykéld 1.3.4). Silloin

Ylinumeroituvasti dérettomille otosavaruuksilla ei todennékoisyyttéa voi-
da médritelld alkeistapausten todennékoisyyksien avulla. Silloin todennikdi-
syys maéaritellddn aksiomaattisesti sopivasti mééritellyille otosavaruuden 2
osajoukoille.

Madritelma 2.5 Olkoon 2 otosavaruus ja P(A) on Q:mn sopivasti valituil-
la osajoukoilla A C Q mééritelty reaaliarvoinen funktio. Funktio P(A) on
todennéakdisyysmitta, jos se toteuttaa seuraavat aksioomat:

1. 0< P(A) < 1.
2. P0)=0 ja P(Q)=1.

3. Jos Ay, Ag, Az, ... on parittain pistevieraitten {2:n osajoukkojen jono,

()5 rn)

Naista aksioomista voidaan johtaa samat lauseet kuin numeroituvien otos-
avaruuksien tapauksessa. Yleisessi teoriassa :n kaikki osajoukot eivdt ole
tapahtumia. Maarittelimme edelld todennékoisyyden 2:n 'sopivasti valituille
osajoukoille’. Niiden osajoukkojen, jotka ovat tapahtumia, taytyy muodostaa
ns. o-algebra.

Maiéaritelmi 2.6 Kokoelma F on otosavaruuden (2 osajoukkojen muodos-
tama o-algebra, jos
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1. Qe F.
2. Jos A € F, niin A€ € F.
3. Jos Ay, Ay, ... € F,niin | J;2, A; € F.

Kolmikko (2, F, P) on todenndkdisyysavaruus, missi €2 on ei-tyhja otos-
avaruus, F on o-algebra ja P: F — [0, 1] on todennédkoisyys(mitta). TAmén
todennékoisyyden aksiomatisoinnin esitti venéldinen matemaatikko A. N.
Kolmogorov (1903-87) vuonna 1929.

Todennikdisyyslaskenta
ja kombinatoriikka: Yhteenveto

Todennikdisyyden ominaisuuksia
e Epénegatiivisuus P(A) >0, A C .

e Monotonisuus P(A) < P(B), kun AC B C Q.

Additiivisuus  P(A) = > P(4;), jos Ay, As, ... A, on Am jako.

Komplementti P(A°) =1 — P(A).

Yhteenlaskulause P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Symmetriaan perustuva todennékdisyys

1
plw;) = —, kaikilla w; € Q = {wy,we, ..., wn};
n

|A]  ’suotuisat’
P(A) =) plw) = T Tl

w;€EA

Kombinatoriikkaa

e Jirjestettyjen n-otosten lukumééra, kun perusjoukon koko on N:

1) valinta paluttaen: N™,
2) valinta palauttamatta: N™ = N(N —1)(N —2)---(N —n+1), 0<n <N,
NWN) = NI,

e Otokset (palauttamatta) eli n-kombinaatiot

N N®) N!
(n)_ n! nl(N—-n)




46 Luku 2. Todennékdisyyslaskenta ja kombinatoriikka

e Multinomikerroin

n n!
ny Ng ... Ng nl‘ng'nk'

(141" = (n)t
r=0 r

kaikilla ¢ € R ja positiivisilla kokonaisluvuilla n.

e Binomilause

Satunnaismuuttuja

e Satunnaismuuttuja X on kuvaus X: € — R.
e X:n arvojoukko S: X (w) € S CR.
e Jos S on numeroituva, niin X on diskreetti satunnaismuuttuja.

e Jos X ja Y ovat satunnaismuuttujia, niin
) X
aX, X+Y, X-Y, XY ja v Y #0

ovat satunnaismuuttujia, missd a on reaalivakio.

e Diskreetin satunnaismuuttujan X jakauma

P(Xe€A)=) P(X=1) kaikillaACS.

€A

e X kertyméfunktio F: F(x) = P(X < x).
e Jos X:n todenndkoisyysfunktio f on diskreetti, niin f(z) = P(X = x).

e Hypergeometrinen jakauman todennékoisyysfunktio

r<a ja n—x<hb.

e Binomijakauman todennékdisyysfunktio

f(z) = (”)pm —p)" T, x=0,1,...,n.

T
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Kolmogorovin aksioomat

Olkoon F jokin {2:n osajoukkojen muodostama o-algebra. Kuvaus P: F — R
médrittelee todennékoisyysmitan, jos

1. 0< P(A) <1 kaikilla A € F.
2. P0)=0 ja P(Q)=1.

3. Jos tapahtumat A; € F (i = 1,2,...) ovat parittain erilliset, niin
p(z Ai) =Y P4,
i=1 i=1

Harjoituksia

1. Laske seuraavat lausekkeet:

) 69,00, 50,71, (7). ()

() (%) (54 (4)-

2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja 0 < p < 1. Osoita, etté

(a) Yamo ()P A —p)" " =1;
(Vihje: Merkitse (1 —p) +p = (1 = p)(1 + 12;) ja kiytd binomi-
lausetta.)
(b) >z (})p* (1 —p)" " = np.
(Vihje: Kéyté hyviksi tulosta (") = n(’;j) ja binomilausetta.)
3. (a) Valitaan satunnaisesti 2 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta.

Milld todennékoisyydelld saadaan perdkkéiset luvut?

(b) Valitaan 7 lukua luvuista 1, 2, ..., 39 palauttamatta (Lotto). Milla
todennékoisyydelld saadaan perdkkaiset luvut?

(c) Valitaan 2 lukua luvuista 1, 2, ..., n palauttamatta. Mill&d toden-
nakoisyydellda saadaan perdkkaiset luvut?

4. Kahdestatoista verindytteesta 4 oli positiivisia ja 8 negatiivisia. Sekaan-
nuksen takia nédytteet unohtuivat merkitsemétté, joten ne oli analysoi-
tava uudestaan yksitellen (satunnaisessa jirjestyksessé).

(a) Milld todennékoisyydelld tarvitaan vain 4 analyysia (4 ensimmaéista
positiivisia)?
(b) Milld todennédkoisyydella tarvitaan tédsmiélleen 5 analyysia?

(c) Milld todennékoisyydelld positiiviset tulokset saadaan perdkkain?
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. Erdaseen ladketieteelliseen hoitokokeeseen osallistui 15 miesté ja 20 nais-

ta. Kymmenen satunnaiseti valittua potilasta sai tutkittavaa uutta hoi-
toa (hoitoryhmé) ja loput kuuluivat vertailuryhméén. Mikd on todenné-
koisyys, ettd hoitoryhmédan tulee

(a) ainakin yksi kumpaakin sukupuolta?

(b) ainakin kolme kumpaakin sukupuolta?

(a) Valitaan 30 kiénnykén tuote-erdsté 4 satunnaisesti palauttamatta
tarkastukseen. Jos tuote-erdssid on 3 viallista, niin milld todenna-
koisyydella otoksessa on

1. tasmalleen 2 viallista?
ii. ainakin 2 viallista?

(b) Olkoon 30:n kdnnykén tuote-erdssa d viallista. Tuote-erdsta tarkas-
tetaan n:n kdnnykén otos. Era lahetetddan myyntiin, jos otoksessa ei
ole yhtaan viallista, muutoin eréd palautetaan. Halutaan, ettéd 5 vial-
lista siséltavit tuote-erdt palautetaan todennikdisyydelld p > 0.95.
Kuinka suuri otoskoko silloin tarvitaan?

(a) Sijoitetaan 22 palloa satunnaisesti 120 laatikkoon. Miké on toden-
nékoisyys, ettd yhdessdkiin laatikossa ei ole enempéd kuin yksi
pallo?

(b) Erdéssd 120 paivén jaksossa kaapattiin 22 liikennekonetta. Miké on
todennékoisyys, ettd samana paivand kaapataan ainakin 2 konet-
ta, jos eri kaappaukset ajoittuvat tdysin satunnaisesti ja toisistaan
riippumatta.

. Valitaan satunnaisesti palauttaen 3 palloa laatikosta, jossa on 3 punaista,

4 keltaista ja 5 sinistéd palloa. Laske todennakdisyys, etté

(a) pallot ovat samanvérisi;

(b) pallot ovat erivérisié.

Laske vastaavat todennékoisyydet, kun otanta on palauttamatta.

. Erddssd 10000 vaalikelpoisen asukkaan kaupungissa tehtiin juuri ennen

vaalia mielipidekysely valitsemalla 100 henkilon otos vaalikelpoisten po-
pulaatiosta. Ehdokkaat olivat A ja B. Vaalin tuloksen perusteella tie-
detddn, ettd A kannatus oli 45 % ja B:n kannatus 55 %. Mikd on
todennékdisyys, ettéd kyselysséa

(a) 51 henkil6d kannattaa A:ta?
(b) yli puolet kannattaa A:ta?

(¢) Kuinka suuri otos on tehtévi, jotta otoksessa olisi B:n kannattajia
enemmén kuin A:n kannattajia vihintdén todennékoisyydelld 0.97
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Oletetaan, ettd nelionmuotoinen maa-alue on jaettu kolmeen pinta-alal-
taan yhtd suureen kaistaleeseen A, B ja C'. Liséksi oletetaan, etté kais-
taleiden yksikkohinnat ovat toisiinsa suhteessa 1 : 2 : 3. Jokaisen (mi-
tallisen) osa-alueen M suhteellinen hinta verrattuna koko maa-alueen
hintaan saadaan kaavalla

_ PMNA)+2P(MNB)+3PMNC)

missd P(M) = %, |M| on M:n pinta-ala ja |Q2] on koko maa-alueen
pinta-ala. Osoita, ettd V' (M) on todennikdisyys(mitta) (Mééritelmé 2.1).

Olkoon otosavaruus €2 aérellinen. Osoita, ettd Méaritelmén 2.1 aksioo-
meista seuraavat Maaritelmén 1.1 mukaiset todennékoisyysfunktion omi-
naisuudet.

Monivalintatehtédvassé on 6 vaittdmad, joista jokaiseen on vastattava tosi
(T) tai epétosi (E). Vastaus on oikein tai védrin ja oikeasta vastauksesta
saa 1 pistettd ja vadrasta —1 pistettd. Oletetaan, ettd Mr RW (Ran-
dom Walker) vastaa viittamiin tdysin satunnaisesti (Heittd4 esimerkiksi
lanttia).

(a) Milld todennékoisyydelld RW saa negatiivisen pistemaérin?
(b) Mikd on RW:n pisteméérin todennikoisyysjakauma?

(c¢) Jos kolmantena vaihtoehtona on mahdollisuus vastata "en tiedd”
(N), niin milld todennékoisyydelld RW saa negatiivisen pistem&a-
rén?

Mité voit sanoa tapahtumasta A, joka on riippumaton itsensé kanssa?
Miten luonnehdit tapahtumia A ja B, jotka ovat toisensa poissulkevat
ja riippumattomat?

Todista Yhteenlaskulause 2.4 osoittamalla ensin, etté

(AUB)—A=B— (AN B).

Oletetaan, ettd 550 omenan laatikossa on 2 % pilaantuneita.

(a) Milld todennédkoisyydella 25 omenan satunnaisotoksessa (otanta pa-
lauttamatta) on 2 pilaantunutta?

(b) Milld todennékoisyydelld 25 omenan satunnaisotoksessa on korkein-
taan 2 pilaantunutta?

(c) Halutaan, ettd ainakin 2 % pilaantuneita siséltavit laatikot hyla-
tddn todennakoisyydellda p > 0.95. Kuinka suureksi otoskoko on
valittava?
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16. Ovessa on kaksi (erilaista) lukkoa ja avaimet ovat niiden kuuden joukos-
sa, joita kannat aina mukanasi. Olet kiireessid pudottanut yhden néisté
kuudesta jonnekin.

(a) Miké on todennékéisyys, ettd vield saat oven auki avaimillasi?

(b) Milld todennikoisyydelld saat oven auki heti kahdella ensiksi kokei-
lemallasi avaimella (Oletetaan, ettd avaimet ndyttavét téysin sa-
manlaisilta.)

17. (a) Kuinka monta kokonaislukuarvoista ratkaisua yhtalolla z; +xe = 5
on, kun ratkaisujen tulee olla epdnegatiivisia?

(b) Investoit 20 tuhatta euroa 4:44n mahdolliseen kohteeseen. Jokaisen
sijoituksen tulee olla 100 euron monikerta. Montako investointistra-
tegiaa on, jos koko summa on sijoitettava?

¢) Montako strategiaa on SiHOiH, jos koko summaa ei tarvitse investoi-
g J
da?

18. Tietokoneessa on n prosessoria ja r tyotéd jaetaan prosessoreille satun-
naisesti. Eri prosessoreille tulevien téiden lukuméérat ovat rq, r9, ...,

T, i > 0,2=1,2,...,nja
(2.9.1) rtrg o, =1
(a) Miké on erilaisten varausjakaumien (Yhtalon (2.9.1) ratkaisujen lu-
kumadra)?
(b) Miké on todenndkoisyys, etté tietylla prosessorilla on k, 0 < k <r
tyota?
(c) Oletetaan, ettd annetut n lukua ry, re, ..., 7, toteuttavat yhta-

16n (2.9.1) ja kaikki mahdolliset n” toiden sijoittelua prosessoreille
ovat yhtd mahdollisia. Mikd on todennékoisyys saada varausluvut
T, T2y ooy T
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Satunnaismuuttujat,
ehdollistaminen
ja riippumattomuus

Téassd luvussa késitellddn satunnaismuuttujien ominaisuuksia ja tdydenne-
tdan todenndkoisyyslaskennan tietoja. Erityisesti satunnaismuuttujien odo-
tusarvo on keskeinen késite. Satunnaismuuttujien tarkastelussa rajoitutaan
diskreettiin tapaukseen, mutta vastaavat tulokset pitdvéit paikkansa myos
jatkuville satunnaismuuttujille. Tulosten todistaminen ja soveltaminen on
huomattavasti helpompaa diskreettien satunnaismuuttujien yhteydessa.

3.1 Ehdollinen todenniko6isyys

Maéiritelmi 3.1 (Ehdollinen todennikdoisyys) Olkoot A ja B otosava-
ruuden 2 tapahtumia. Jos P(A) > 0, niin tapahtuman B ehdollinen toden-
nikoisyys ehdolla A on

P(BN A)

(3.1.1) P(B|A)=—p &

Lauseke P(B | A) luetaan ”B:n todennikoisyys ehdolla A”.

B A

Voidaan ajatella, ettd P(A) on alueen A pinta-ala ja P(BN A) alueen BN A
pinta-ala. Ehdollinen todennékoisyys P(B | A) on siis alueen B N A pinta-
alan suhteellinen osuus A:n pinta-alasta.

51
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Esimerkki 3.1 Miké on todennékoisyys, ettd saat pokerissa kuninkaallisen
vérisuoran K (samaa maata olevat kortit 10, 11, 12, 13 ja 14 = &ssé)? Jos
oletetaan, ettéd kaikki 5 kortin kddet ovat yhtd todennékoisid, niin

4 1

PLK) = () ~ 649740°

Oletetaan, ettd jakaja jakaa 4 ensimméistd korttia pdytddn kuvapuoli alas-
péin ja 5. kortin kuvapuoli yléspdin. Viimenen korttisi on herttadssd (Hyy).
Milla todennédkoisyydelld tamé kési on kuninkaallinen vérisuora? Ehdollisen
todennikoisyyden (3.1.1) mukaan

_P(KNHy) Y 1
R N G )

Voimme nyt helposti todeta, etta

P(K | Hu) = ¢ P(K).

Kuninkaallisen vérisuoran mahdollisuus siis yli kaksinkertaistuu, kun saat
tietdd, ettd viimeinen kortti on herttaéssa. 0

3.1.1 Todennikdisyyksien tulosaanto

Ehdollisen todennékoisyyden méaritelmésta saadaan tulosdantoé tapahtuman
'A ja B sattuvat’ todenn#koisyyden laskemiseksi. Jos tiedetdén todennakoi-
syydet P(A) ja P(B | A), saadaan tulokaava

(3.1.2) P(ANB)=P(A)P(B | A),

ja vastaavasti P(A°N B) = P(A°) P(B | A°). Lauseen 2.3 perusteella
P(B)=P(ANB)+ P(A°N B),

joten saamme kokonaistodenndkdisyyden kaavan

(3.1.3) P(B) =P(A)P(B| A)+ P(A°) P(B | A9).

Ehdollisen todennékoisyyden méaédritelméan mukaan

P(AN B)

P(A| B)= =5

kun P(B) > 0.
Kun tdmén lausekkeen oikealle puolelle sijoitetaan P(ANB):n paikalle (3.1.2)
ja P(B):m paikalle vastaavasti (3.1.3), saadaan Bayesin kaava

P(A) P(B | A)
P(A)P(B | A) + P(A°) P(B | A°)’

P(A|B) =
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Jos siis tunnetaan todennédkoisyydet P(A), P(B | A) ja P(B | A°), voidaan
todennékoisyys P(A | B) laskea Bayesin kaavan avulla.
Tulokaava (3.1.2) yleistyy myos useammalle kuin kahdelle tapahtumalle.
Esimerkiksi
P(ANBNC)=P(A)P(B|A)P(C|ANB).
Tulokaavan, kokonaistodennékoisyyden ja Bayesin kaavan yleistykset kasitel-
ldén luvun loppupuolella.

Esimerkki 3.2 Suuri teollisuuskonserni valmistaa kédnnykditd kolmessa eri
maassa, jotka ovat nimeltd&n Fahru, Russo ja Swedla. Ostat kdnnykan, mut-

Taulukko 3.1. Kokonaistuotanto ja viallisten %-osuus eri maissa.

Maa
Fahru Russo Swedla

Kokonaistuotanto 1000000 2000000 3000000
Viallisten %-osuus 20 % 10 % 5%

ta et tiedd, missd se on valmistettu. Olkoon V tapahtuma, ettd tuote on
viallinen. F' on tapahtuma, ettd tuote on valmistettu Fahrussa. Vastaavasti
R ja S viittaavat valmistusmaihin Russo ja Swedla. Lasketaan todenn&koi-
syydet (a) P(F | S, (b) P(V | S, (c) P(V), (d) P(F | V). Oletetaan, etta
kaikki valmistetut 6000000 kénnykkéaé ovat yhtd todennéakoisia.

Ratkaisu.

(@ PP |5 =T
_ P(F) ¢
= P(5) (koska F' C S°)

1000000/6000000 1

3000000/6000000 3

) PYVIS) =
_ PIVN(FUR)] .
= P (koska S¢ = F'UR)
_ P(VNF)+P(VNR) B
— IS (koska FN R = 0)
PV | F)YP(F)+ P(V | R) P(R)
N P(S°)
_ 3 etms
-
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Kohdat (c) ja (d) jatetddn harjoitustehtéviksi. O

Esimerkki 3.3 (V&#ra positiivinen) Oletetaan, ettd erds verindytteiden
laboratoriotesti antaa kaksi ja vain kaksi tulosta: positiivisen ja negatiivisen.
Tiedetddn, ettd 95 % tautia A sairastavista saa testissd positiivisen tuloksen.
My6s 2 % niisté, joilla ei ole tautia A, saa positiivisen tuloksen (véérén po-
sitiivisen!). Oletetaan, ettd 1 % populaatiosta sairastaa tautia A. Jos satun-
naisesti valitun henkilén testitulos on positiivinen, mikd on todennékéoisyys,
ettd hén sairastaa tautia A?

Olkoon nyt 7" = {sairastaa tautia} ja + tarkoittaa positiivista testitulos-
ta. Tieddmme, etta

P(+|T)=095 P(+|T° =002 P(T)=001 ja P(T° =0.99.

Soveltamalla Bayesin kaavaa (3.7.4) saadaan

P(T) P+ | )
PV = Py PG T 5 PO P T
0.01-0.95 95

0.01-0.9540.99-0.02 293

Todennékéisyys vaikuttaa ensi niakeméltéd kovin pieneltd. Alhainen todenné-
koisyys selittyy silld, ettd positiiviset tulevat joukosta, joka on pieni verrat-
tuna siihen joukkoon, josta védrat positiiviset tulevat. 0

3.1.2 Riippumattomuus

Milloin kdy niin, ettd ehdollinen todennékoisyys P(B | A) on sama kuin
ehdollistamaton todennékoisyys P(B)? Silloin on voimassa identiteetti

P(B):P(B|A):%

Tama kysymys johtaa riippumattomuuden méaaritelméaén.
Maaritelma 3.2 Tapahtumat A ja B ovat riigppumattomat, jos
(3.1.4) P(ANB) = P(A) P(B)
Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, niin silloin identiteetit
P(A|B)=P(A) ja  P(B|A)=P(B)

pitdvit paikkansa. Tapahtumien A ja B riippumattomuudesta seuraa, etté
my6s niiden komplementit ovat riippumattomat.

Lause 3.1 Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, niin myos
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1. A ja B¢,
2. A¢ ja B,
3. A¢ ja B¢
ovat riuppumattomat.

Todistus. Todistetaan 1. kohta. On siis ndytettava, ettd A:n ja B:n riip-
pumattomuudesta seuraa identiteetti P(A N B¢) = P(A) P(B¢). Seuraus-
lauseen 2.1 mukaan

P(AN B¢ = P(A)— P(ANB)
= P(A) — P(A) P(B) [A ja B riippumattomat]
= P(A)[L - P(B)]
— P(A) P(B°) [Lause 2.1(5)],

joten A ja B¢ ovat riippumattomat. Muut kohdat todistetaan vastaavalla
tavalla. 0J

Esimerkki 3.4 Gynekologisen irtosolunéytteen eli Papa-kokeen avulla voi-
daan todeta kohdun kaulaosan syopéai edeltavit kudosmuutokset. Oletetaan,
ettd 30-65-vuotiaista naisista 100p %:1la on epénormaaleja (muuntuneita) so-
luja (kohdunsuussa ja kohdunkaulassa). Papa-kokeen suorittamiseen liittyvit
seuraavat virheet:

1. Tapahtuma B: Kohdunkaulassa on epdnormaaleja soluja, mutta ne ei-
vt osu otokseen. Olkoon P(B) = b.

2. Tapahtuma C': Otoksessa on poikkeavia soluja, mutta niita e: havaita.
Olkoon P(C) = c.

3. Tapahtuma D: Pelkistdan normaaleja soluja sisaltavé otos luokitellaan
vadarin poikkeavaksi. Olkoon P(D) = d.

Oletetaan, ettd kaikki mainitut otanta- ja méé#ritysvirheet ovat toisistaan
riippumattomat. Jos satunnaisesti valitulle 30-65-vuotiaalle naiselle tehdaén
Papa-koe, niin

(a) milld todenndkoisyydelld koe antaa vaaran tuloksen?

(b) Jos testitulos osoittaa poikkeavia soluja 16ytyneen, milld todennékdi-
syydellda henkil6lla e: ole poikkeavia soluja?

Ratkaisu. (a) Tarkastellaan tapahtumia
V. Testi antaa virheellisen tuloksen,

A: Poikkeavia soluja on kohdunkaulassa



56 Luku 3. Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen ja riippumattomuus

A A¢

% ﬂ

ﬁiﬁlﬂiﬁl

Kuvio 3.1. Kaaviokuva eri tulosvaihtoehdoista. Rastilla (x) merki-
tyissé tilanteissa saadaan virheellinen testitulos.

ja tapahtumaa B (Poikkeavia soluja on, mutta ne eivit osu otokseen). Ole-
tuksen mukaan P(A) = p, joten (Seurauslause 2.1)

P(V) = P(A)P(V | A) + P(A°) P(V | A°)
=pP(V | A)+ (1 —p) PV [ A

Virhetodennékoisyyden 3 mukaan P(V | A°) = d. Toisaalta
PV ]A =PVNB|A)+PVNB|A).
Virhetodennékoisyyksien 1 ja 3 mukaan
PVNB|A)=(1-db
ja vastaavasti virheiden 1 ja 2 seurauksena
PVNB|A) =c(l-0),

joten
PV)=pl(1=db+c(1—-0)]+ (1—p)d.

(b) Jétetddn harjoitustehtéviksi. O

Useamman kuin kahden tapahtuman riippumattomuuden maéarittely vaa-
tii hieman harkintaa. Milloin tapahtumat A, B ja C ovat riippumattomat?
Ehdosta P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C) ei nimittdin seuraa, ettd tapah-
tumat ovat parittain riippumattomat.

Maaritelma 3.3 Tapahtumat A, B ja C' ovat keskendén riippumattomat,
jos

P(ANB) = P(A) P(B),
P(ANC) = P(A) P(C),
P(BNC) = P(B)P(C)

ja  P(ANBNC) = P(A) P(B)P(C).
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Esimerkki 3.5 Keskindinen riippumattomuus ei seuraa parittaisesta riippu-
mattomuudesta. Olkoon (2 otosavaruus, jonka alkeistapahtumia ovat taval-
lisen korttipakan kortit. Valitaan pakasta satunnaisesti yksi kortti. Olkoon
A = {#, 0} tapahtuma, ettd saadaan pata tai hertta. Vastaavasti maari-
tellidin B = {#, &} ja C = {#,}. Tapahtumien todennikoisyydet ovat
P(A)=PB)=P(C)=% =1 Mutta ANB=A4ANC =BNC = {#},

52
joten
13 1
P(ANB)=PANC)=P(BNC)=P({M}) = =1
Nyt A, B ja C ovat parittain riippumattomat, silli P(AN B) = P(A) P(B),
P(ANC) = P(A)P(C)ja P(BNC) = P(B) P(C). Koska ANBNC = {M}
ja

1 3
PIANENC) = P(&)) = | # PP PO) = (5) =
niin A, B ja C eivit ole keskendén riippumattomat. O

Esimerkki 3.6 Valitaan korttipakasta satunnaisesti yksi kortti. Méaaritel-
l44n tapahtumat A = {&ssd tai punainen kuningas tai punainen kuningatar},
M = {musta} ja R = {risti}. Silloin P(4) = &, P(M) = 5 ja P(R) = }.
Tapahtuma AN M N R = {ristidssd} ja

P(ANM N R) = P(A) P(M) P(R) = 5% : % : i = 5—12
Toisaalta
POMOR) = P(R) = § # P(M) P(R) = ¢,
PANM) = 2 # P(A) P(M) = o -2 = o,
P(ANR) = 5i2 £ P(A) P(R) = 5% : i — 532

joten tapahtumat A, M ja R eivét ole parittain riippumattomia. Identiteetis-
ta PLANM NR) = P(A) P(M) P(R) ei siis seuraa tapahtumien parittainen
riippumattomuus. ]

Tapahtumien keskin&inen riippumattomuus vaatii toteutuakseen varsin
voimakkaita ehtoja.

Maiéaritelma 3.4 Tapahtumat Aq, ..., A, ovat keskeniddn riippumattomat,
jos jokainen tapahtumien osakokoelma A; , ..., 4;, (1 < k < n) toteuttaa
ehdon

()T
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Ehdollinen riippumattomuus. Tapahtumat A ja B ovat riippumatto-
mat ehdolla C, jos P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C).

3.1.3 Joukko-oppi ja todennikdisyys

Todennékoisyyslaskennan kannalta hyodylliset joukko-opin merkinnét esitet-
tiin 1. luvussa. Tapahtumat A ja sen komplementti A° eivit voi sattua sa-
manaikaisesti, silli AN A° =0 ja P(AN A°) = P(0) = 0. Toisaalta A, A° on
otosavaruuden (2 ositus, joten AUA® = Q ja P(AUA®) = P(Q2) = 1. Tapahtu-
ma ”A tai A°” sattuu varmasti. Lauseen 2.1 (kohta 4) perusteella tiedimme
tuloksen P(A U A°) = P(A) + P(A°), josta seuraa erittdin kdyttokelpoinen
saanto (Lause 2.1, kohta 5)

P(A) =1— P(A9).
De Morganin sddnto
(3.1.5) (AN B)¢ = A°U B¢

on térked apuvéline todennikoisyyslaskennassa. Se pitdd paikkansa myos
mielivaltaisen monille tapahtumille. Tapahtuma-avaruuden kielelld luemme
identiteetin (3.1.5) seuraavasti

Vasen puoli: Ei ole totta, ettd sekd A ettd B sattuvat.
Oikea puoli: Ainakin toinen tapahtumista A, B ei satu.

Soveltamalla kaksinkertaisen komplementin sédéntod (A¢)¢ = A saadaan De Mor-
ganin sddnnostéd (3.1.5) toinen vastaava sdéanto

(AU B)¢ = A°nN B

3.2 Ehdolliset jakaumat

Olkoon X jossakin (numeroituvassa) otosavaruudessa 2 méiéritelty satun-
naismuuttuja ja P(-) samassa otosavaruudessa médritelty todennékoisyys.
Oletetaan, ettd tapahtuma A C Q, P(A) > 0, on sattunut. Maarittelemme
nyt ehdollisen jakauman ehdollisen todennikoisyyden méaéritelméasd mukail-
len.

Jokaista X':n arvoa x € R kohti voimme mééritelld joukon

B, ={w| X(w) ==z}
Ehdollisen todennékoisyyden méaritelmén mukaan

P(B,NA)

(3.2.1) P(X(0) =@ | A) = P(By | 4) = =55 20
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Koska |, B, = Q ja B, N B, = () kaikilla z # y, niin

P(B,NA) P(QNA)
2 P(A) P4

(3.2.2) > P(B, | A)=

Maaritelladn nyt funktio
(3.23) F(z] A) = P(B, | A) = P(X =z | A),

jokaon (3.2.1)m ja (3.2.2):n perusteella todennékoisyysfunktio. Funktio (3.2.3)
on X:n ehdollinen todenndkdisyysfunktio ehdolla A.

Esimerkki 3.7 Oletetaan, ettd X noudattaa diskreettié tasajakaumaa Tasd(
Silloin X':n arvojoukko on Sx = {1,2,...,N} ja P(X = i) = 1/N Xkaikil-
la i € Sx. Madritellidn tapahtuma A = {w | ¢ < X < b}, missd a,b ja
N, 1 <a<b< N, ovat kokonaislukuja. Silloin

b
1 b—a+1

A) = N

DS

ja
1/N; a<k<b

0; muutoin.

P{X =k}NA)= {
Siksi X:n ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla A on

b a<a<h
falA)={b—at1 =07

0; muutoin.

3.3 Satunnaismuuttujien ominaisuuksia

3.3.1 Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo

Numeroituvassa otosavaruudessa {2 méaaritellyn satunnaismuuttujan X odo-
tusarvo on

(3.3.1) =) X(w) P({w}),
jos
(3.3.2) D X (w) PHw})] < oo.

we

1,N).
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Jos ehto (3.3.2) toteutuu, sarja (3.3.1) suppenee itseisesti. Téassd tapauksessa
sanomme, ettd satunnaismuuttujalla X on odotusarvo. Muutoin satunnais-
muuttujalla ei ole odotusarvoa. Jos Q = {wq,ws, ..., w,} on dérellinen, niin

ZX (wi) P({wi})

on aina olemassa.
Tarkastellaan nyt odotusarvon laskemista yleisemmin numeroituvassa otos-
avaruudessa. Olkoon A;, A,, ... sellainen otosavaruuden jako

Q:::LJ14h
i
ettd X saa saman arvon x; koko joukossa A;. Voimme kirjoittaa

X(w)=xz;, kun we A,

Merkitédén nyt P(A;) = P(X = z;) = p;, joten
(3.3.3) E(X)=Y P(A)x;=> p:.

Tamé kaava saadaan ryhmittelemélld alkeistapaukset kaavassa (3.3.1) osa-
joukkoihin A; ja summaamalla sitten yli indeksin 1.

Kaavasta (3.3.1) saadaan my6s minkd tahansa satunnaismuuttujan X
funktion h(X) odotusarvo. Koska h(X) on satunnaismuuttuja, niin

= Zh[X(w {w}) = Zp, x;).

we

Néin siis X:n jakauma méérittad h(X):n odotusarvon. Jos erityisesti h(X) =
X7, saamme X:n r. momentin

(3.3.4) B(XT) = pa]

Maéérittelemme seuraavassa diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvon
todennékoisyysfunktion avulla. Jatkossa kutsumme satunnaismuuttujan odo-
tusarvoa myos satunnaismuuttujan keskiarvokst.

Maégritelma 3.5 (Odotusarvo) Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja,
jonka arvojoukko on S ja todennikoisyysfunktio fx (z). Silloin X:n odotusar-
VO fix on

(3.3.5) px =E(X) =) afx(x)=) xP(X

TE€S €S

jos summa suppenee itseisesti.
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Odotusarvo px on siis X:n arvojen todennékoisyyksilla painotettu kes-
kiarvo. Jatdmme usein merkinnéstd satunnaismuuttujaan viittaavan alain-
deksin X pois ja merkitsemme lyhyesti fx(z) = f(x) ja p = E(X). Jos sum-
man ) % fx(z) yhteenlaskettavien méaaré on &érellinen, niin odotusarvo
on aina olemassa. Mikéli yhteenlaskettavien mééra on ddreton, tulee summan
supeta itseisesti.

Lause 3.2 Oletetaan, ettd otosavaruudessa ) madritellylla diskreeteilld sa-
tunnaismuuttugille X ja'Y on odotusarvo ja a € R on vakio. Silloin

1. E(aX)=aE(X) ja E(X+Y)=E(X)+ E(Y), joten odotusarvo on
lineaarinen operaattori.

Olkoot h(zx), hi(z) ja ho(x) sellaisia funktioita, ettd satunnaismuuttugilla
h(X), hi(X) ja ha(X) on odotusarvo. Silloin seuraavat tulokset pitdvdt paik-
kansa:

2. E[h(X)] = Y h(z)fx(z) = 3 h(z) P(X = 2)
3. Jos hi(x) > hy(x) kaikilla x, niin E[h(X)] > E[he(X)].
Todistus. 1. Todistetaan ensin F(aX) = a F(X). Maaritelmén mukaan

E(aX) = ZazP (aX =ax) = aZxP (aX = ax)
—a Z xP(X a E(X).
Identiteetti P(aX = ax) = P(X = x) pitdd paikkansa kaikilla a # 0, koska
{w]aX(w)=ax}={w]| X(w)==z}. Josa=0,nin aX =0 ja E(aX) =
0 = 0 E(X). Odotusarvo F(aX) on olemassa, koska FE(X) on olemassa
(oletus). Huomaa, ettd X:n arvojoukko Sx on numeroituva ja merkintd >

tarkoittaa summaa yli arvojen Sx eli > ="
Todistetaan E(X +Y) = E(X)+ E(Y):

E(X+Y)= ZZx+y X=uzY=y)
:ZZxP =z, Y =y)+tyP(X =2Y =y)
:iixP(X:x,Y=y)+ZZyP(X:33aY:y)
:;ixP(X:x)P(YZ?”X:yx)
y+ZZyP(Y:y)P(X:xIY=y)

TESx "
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=Y e P =2)[3 Py =y | X =)
>y P = g[S PX =2 | Y =y)
=Y 2P(X =)+ > yP(Y =y) = E(X)+ E().

Viimeisté edellinen yhtdsuuruus seuraa siité, ettd P(Y =y | X = z) on Y:n
ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla X = z ja P(X =z | Y = y) on
X:n ehdollinen todennikoisyysfunktio ehdolla Y = y. Odotusarvon E(X+Y")
olemassaolo seuraa siitd, ettd E(X) ja E(Y') ovat olemassa ja |z+y| < |z|+]|y|.
2. Seuraa suoraan odotusarvon méaéritelmésta.
3. Jos hy(x) > ho(z) kaikilla x € R, niin

EThi(X)] = E[ha(X)] = Elhy (X) — ha(X)]
1. kohdan mukaan. Nyt

Eh(X) = ha(X)] = [l (x) = ha(2)] P(X = z) >0,

xT

koska hi(x) — ha(z) > 0 ja P(X = ) > 0 kaikilla z € R. Néin viite on
todistettu. O

Olkoon I, tapahtuman A indikaattorifunktio. Silloin
E(I4)=P(A)-1+[1—P(A)]-0=P(A).

Huomaa, ettd 1 — I4 = I 4 on A:n komplementin indikaattorifunktio ja I =
T4+ 14 = 1 kaikilla w € €. Maéritellain vastaavasti tapahtuman 'kruunu k.
heitossa’ indikaattorifunktio Xj:

1, kun w = kruunu;
Xi(w) = {

0, kun w = klaava.

Oletetaan, ettd kruunun sattumisen todenndkoisyys P(Xy = 1) = p, k =
1,2,...,n. Nyt satunnaismuuttuja

on kruunujen lukuméiré, kun heitetdén lanttia n kertaa. Silloin odotusarvon
lineaarisuuden nojalla

Kruunujen lukumé&irdn odotusarvo m:ssd heitossa on heittojen lukumééré

kertaa kruunun todennékéisyys. Jos lantti on harhaton, niin E(X) = 3.
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Esimerkki 3.8 Olkoon satunnaismuuttujan X arvoalue Sx = {—1,0,1} ja
arvojen todennédkoisyydet

P(X=-1)=02  P(X=0)=05 ja P(X=1)=03.

Lasketaan odotusarvo F(X?). Merkitdin Y = X?2. Satunnaismuuttuja ¥ on
siis X:n funktio. Y:n arvoalue on Sy = {0, 1}, koska

o=y oo
Y:n arvojen 1 ja 0 todennikdisyydet ovat

PY=1)=PX=-1)+P(X=1)=0.5,

P(Y=0)=P(X =0)=0.5.

Siksi
E(X*)=E(Y)=1-05+0-0.5=0.5.

Olemme siis ensin méérittineet X% jakauman ja laskeneet siitd odotusar-
von E(X?).

Voimme kuitenkin laskea F(X?):n méiérittiméttd ensin X2 jakaumaa.
Soveltamalla Lausetta 3.9 (kohta 2) saadaan

E(X?) =(-1?-024+0%-05+1*-0.3
=1-(02+0.3)+0-0.5=0.5.
Maaritelladn nyt satunnaismuuttuja
h(X)=[X—-EX)?=(X-05)*=X*— X +0.25.

Satunnaismuuttuja h(X) saa arvot h(—1) = 2.25, h(0) = 0.25 ja h(1) = 0.25.
Odotusarvo on

E([X - E(X)]?) =0.2-22540.5-0.25+ 0.3 -0.25
=0.2-2.25+0.8-0.25 = 0.65.

Odotusarvo E([X — E(X)]?) on satunnaismuuttujan X varianssi. O

Esimerkki 3.9 Indikaattorifunktio (Maaritelmé 2.3) on kiyttokelpoinen myos
todennékoisyyksien tarkastelussa. Jos A ja B ovat tapahtumia, niin silloin

IAc:1—IA ja IAQB:IAIB.

Koska E(I4) = P(A) ja E(Isc) = P(A®), niin odotusarvon lineaarisuuden
nojalla (Lause 3.9, 1. kohta)

E(Ix) =1—E(ly),

josta saamme tutun tuloksen P(A°) = 1 — P(A). De Morganin sdéntojen
avulla saadaan myos identiteetti

Tawp =14+ Ip — I4lp.
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Esimerkki 3.10 Satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettid tasajakaumaa

Tasd(1, N), kun P(X =) = N, i=1,2,...,N (ks. alaluku 2.5.4). Silloin
N LN
E(X) = — = —
AP PN
_ 1 NIN+1) N+1
N 2 2
Vastaavasti
N 1 LN
2y _ 2 L 2
1 NWN+1D@EN+1) (N+1)(2N+1)
=5 5 = )

O

Esimerkki 3.11 Hypergeometrinen jakauma esiteltiin tarkasteltaessa otan-
taa palauttamatta (alaluku 2.6.1). Esimerkiksi tarkistusotannassa tuotteet
luokitellaan viallisiksi tai hyvéaksyttaviksi. Olkoon tuote-eréssd N tuotetta,
joista viallisia a ja hyvaksyttavida N — a kappaletta. Tehdddn n:n alkion sa-
tunnaisotos palauttamatta. Viallisten lukuméérd X otoksessa noudattaa hy-
pergeometrista jakaumaa parametrein n, N ja p, missd p = £ on viallisten
suhteellinen osuus tuote-erdssd. Merkitdén X ~ HGeo(n, N, p). Hypergeo-

metrisen jakauman todennékoisyysfunktio on
a\ (N—a
() Gs)
N
()
missd a = pN. Huomaa, ettd < min(a,n) ja x > max(0,a +n — N), joten
X todellinen arvoalue saattaa olla suppeampi kuin (3.3.6):ssé annettu.

Tarkistamme ensin, ettd kyseessd on todennékoisyysjakauma. Selvastikin
P(X =2)>0,kun z =0,1,...,n. Mutta identiteetin

I

n/ x=0

(3.3.6) P(X =x;N,n,p) =

, x=0,1,...,n,

oikeellisuuden tarkistaminen ei ole taysin vaivaton tehtédva. Voimme kuiten-
kin tdssd nojautua hypergeometriseen identiteettiin (2.4.10), jonka mukaan

()0 -()
—\r)\n—ux n
Lasketaan nyt hypergeometrisen jakauman odotusarvo

-5 <z>(%:;> . <z>(%:;> |
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Identiteetin (2.4.5) nojalla saadaan

ja

joten
n al N—a n al N-—a
P = [ T = ]
=1 n(n 1) N =1 n 1)

Kun merkitédéan y = n — 1, voidaan kirjoittaa
3 () O I (D G
= G = G
n—1
= P(Y:yvN_lan_lapl)zla

missd p; = 1‘\’[__11 Satunnaismuuttuja Y noudattaa siis jakaumaa HGeo(n —

1, N —1,py). Siksi hypergeometrisen jakauman HGeo(n, N, p) odotusarvo on

E(X) = n% = np.

Summa laskettiin muuntamalla alkuperédinen jakauma hypergeometriseksi ja-
kaumaksi, jonka parametrit ovat n — 1, N — 1 ja p; = ]‘f,ill
kelmilla voidaan osoittaa, etté

na (N—a)(N—-n) N —n
N NnNon Py

Var(X) =

3.3.2 Ehdollisen jakauman odotusarvo

Koska f(z | A) on todenndkoisyysfunktio (ks. identiteetti (3.2.3)), niin sen
avulla voidaan maéaritelld odotusarvo. Jos Y _|z|f(z | A) < oo, niin X:n
ehdollinen odotusarvo ehdolla A on

(3.3.7) E(X|A) =Y zf(z]A).

xT

Esimerkki 3.12 Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1,N) ja A={w]|a < X(w) <
b}, 1 <a<b< N, kuten Esimerkissd 3.7. Nyt X:n ehdollinen odotusarvo
ehdolla A on

b
E(X|A):fo(x|A):be_1 :”2”’.

a—+1

xT
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Ehdollisen odotusarvon ja odotusarvon vélilli on olemassa seuraavassa
lauseessa esitetty erittédin tirked yhteys.

Lause 3.3 Olkoon satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) ja olkoon A sel-
lainen tapahtuma, etta P(A) P(A€) > 0. Silloin

E(X)=PA)E(X |A)+ P(A°) E(X | A).
Todistus. Seurauslauseen 2.1 mukaan
PX=z2)=P{X =z}nA)+P{{X ==x}n A9
ja ehdollisen todennékoisyyden madritelméan nojalla
P{X =2}NnA)=PA)PX=x|A

ja
PH{X =z} NA°) =PA°) P(X =z | A°).

Téasta seuraa, etté

—
~—~
\a¥
I
h
>
I
8
~—
I

P(A)f(z | A) + P(A°) f(x | AY).
Siksi
E(X)=> af(x)=P(A)) af(x|A)+ P(A)D xf(x | A)
:&ME@L@+P&%MMA% x
niinkuin véitettiin. 0

Jos joukkokokoelma {A;;i > 1} muodostaa otosavaruuden 2 osituksen
(ks. alaluku 1.3.2), niin voidaan todistaa seuraava yleinen tulos:

B(X) = P(4) B(X | A4).

Alaluvussa 1.3.2 tarkasteltiin vain &déarellisid osituksia. On syytd huomata,
ettd joukkokokoelma {A;;7 > 1} voi olla numeroituvasti déreton. Koska
{A;;i > 1} on :n ositus, niin

(ng&:@

(11) Az ﬂAJ = @, kun ¢ 7é‘], Ja

(ifi) P(A;) >0,i> 1.
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3.3.3 Satunnaismuuttujan varianssi

Varianssin laskemiseksi tarvitaan funktion h(X) = X? odotusarvo (Vertaa
Lauseen 3.9 kohta 2). Odotusarvoa F(X?) sanotaan satunnaismuuttujan X
2. momentiksi. Vastaavasti odotusarvo F(X) on X:n 1. momentti. Ennen
varianssin maarittelya esitetddn muutamia jatkossa térkeitd aputuloksia.

Apulause 3.1 Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja'Y on 2. momentti
ja ¢ € R on vakio. Silloin odotusarvot

(3.3.8) E[(cX)?], E[(X+Y)}, EX), EY) ja BE(XY)
ovat olemassa.

Todistus.

1. Koska E[(cX)?] = ¢ E(X?) ja F(X?) on oletuksen mukaan olemassa,
niin F[(cX)? on olemassa.

2. Koska 0 < (X+Y)? =2(X?4+Y?)— (X -Y)? < 2(X?+Y?) jaoletuksen
mukaan E(X?+Y?) = E(X?) + E(X?) on olemassa, niin Lauseen 3.9
(kohta 3) mukaan E[(X + Y)?] on olemassa.

3. Koska 0 < (|X| = |Y)? = |X]> +|Y|* — 2|X]|Y]|, niin niin Lauseen 3.9
(kohta 3) mukaan

1
B(XY) < 5 B(X* +Y?),

joten E(XY') on olemassa.
0

Lause 3.4 (Cauchyn ja Schwarzin epayhtild) Jos satunnaismuuttugilla
X ja'Y on 2. momentti, niin

(3.3.9) [E(XY)]? < B(X?) E(Y?).

Yhtisuuruus on voimassa jos ja vain jos P(aX + bY = 0) = 1, joillain
a,b € R, joista ainakin toinen poikkeaa nollasta.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd E(X?) # 0. Koska oletuksen mukaan E(X?)

ja E(Y?) ovat olemassa, niin Apulauseen 3.1 mukaan myos E(XY) on ole-

massa. Merkitdén nyt ¢ = E(XY)/E(X?). Silloin

E(XY)]?

0<E[(Y —cX)*=E(Y? _EGY)P
= [( c ) ] ( ) E(XQ) ’

misté viite seuraa. Yhtasuuruus on voimassa silloin ja vain silloin kun
PY—-cX=0)=1.

(2) Jos E(X?) =0, niin P(X =0) = 1. Silloin P(XY =0) =0 ja F(XY) =
0, joten epayhtélo (3.3.9) pitdd triviaalisti paikkansa. O



68 Luku 3. Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen ja riippumattomuus

Yhtasuuruus (3.3.9):ssé vallitsee silloin, kun aX = —bY (todennédkoisyy-
delld 1). Silloin Y = —¢X, jos b # 0. Epayhtalossd (3.3.9) pétee siis yhta-
suuruus, kun X ja Y ovat lineaarisesti riippuvia. Epayhtélo (3.3.9) voidaan
lausua myos muodossa

|B(XY)| < B(IXY]) < VE(X?)VE(Y?).

Maéiritelméa 3.6 (Varianssi) Jos satunnaismuuttujalla X on 2. momentti
E(X?), niin silli on odotusarvo py ja X:m varianssi on

(3.3.10) ox = Var(X) = E[(X — ux)?.

Merkintjen px ja 0% sijasta kiytdmme tavallisesti lyhyempid versioita
i ja 02, jos sekaannuksen vaaraa ei ole. Odotusarvon lineaarisuutta soveltaen
voidaan todeta, etta

B[(X = p)*] = B(X* = 2uX +417)

= B(X?) = 2uE(X) + 12
= B(X?) = 2p® + 1,
joten
(3.3.11) 0? = Var(X) = BE(X?) — u? = E(X?) — [B(X)]*.

satunnaismuuttujan X hajonta ox = y/Var(X). Odotusarvon mééritelmésté
ja identiteetistd (3.3.11) saamme erittdin kdyttokelpoisen tuloksen:

(3.3.12) Var(cX) = ¢® Var(X), E(X?) = p* + Var(X).
Esimerkki 3.13 Lasketaan diskreettid tasajakaumaa Tasd(1, V) noudatta-

van satunnaismuuttujan varianssi. Esimerkin 3.10 mukaan

_N+1
2

a py - WHDEN D

E(X) ;

Soveltamalla kaavaa (3.3.11) saadaan

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

C(N+DEN+1) (N+1) N1
B 6 2 12
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3.3.4 Kovarianssi ja korrelaatio

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujilla X ja Y on 2. momentti. Silloin odo-
tusarvot E(XY') ja E[(X — ux)(Y — uy)] ovat olemassa Apulauseen 3.1
nojalla.

Masgritelma 3.7 (Kovarianssi) Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi
oxy maéadritellddn odotusarvona

(3.3.13) oxy = Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)]
Kovarianssin avulla voidaan sitten maéaaritella korrelaatiokerroin.

Mairitelmi 3.8 (Korrelaatiokerroin) Satunnaismuuttujien X ja Y kor-
relaatiokerroin

(3.3.14) pxy = Cor(X,Y) = Xy

Uxffy‘

Sanomme, ettd X ja Y ovat positiivisesti (negatiivisesti) korrelotuneita,
jos pxy >0 (< 0). X jaY eivit korreloi (korreloimattomia), jos pxy = 0.

Apulause 3.2 (Summan varianssi) Oletetaan, ettd satunnaismuuttugilla
X ja'Y on varianssi. Silloin

1. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).
2. Jos satunnaismuuttujalla Xy, Xo, ..., X, on varianssi, niin

(3.3.15) Var(i Xi) = znjzn:COV(Xqu)

i=1 j=1
= iVar(Xi) + i i Cov(X;, Xj).
i=1 i=1 ji
Todistus. Todistetaan 1. kohta. Mééritelmadn mukaan
Var(X +Y) = B[X +Y — (pux + py))”
ja
(X +Y = (ux + py)] = [(X = px) + (V= )
= (X = pux)® + (Y = py)* +2(X = px) (Y = py),
missd ux = E(X) ja py = E(Y). Odotusarvon lineaarisuuden nojalla
EX +Y — (ux + py)]* = B(X — px)* + BE(Y — py)?

+2 B[(X = px)(Y — py)]
= Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y).

Kaava (3.3.15) voidaan todistaa induktiolla. O
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3.3.5 Satunnaismuuttujan funktion jakauma

Lauseen 3.9 kohdassa 2 esitetdéin satunnaismuuttujan X funktion odotusarvo
X:n jakauman avulla. Jos Y on X:n funktio, voidaan Y:n todennikdisyys-
jakauma johtaa X:n jakaumasta. Olkoon Y = h(X) satunnaismuuttujan X
funktio ja Sy satunnaismuuttujan Y arvoalue. Jos A C Sy, niin

P(Y € A) = P(h(X) € A).

Esimerkki 3.14 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoalue on
S ={-1,0,1,2} ja todennédkdisyysfunktio mééritelldén seuraavasti:

. —1 0 1 2
fx(x): 02 0.3 04 0.1

Jos Y = X2, niin Y'm todennikéisyysfunktio on

y: 0 1 4
fr(y): 03 0.6 0.1

Nyt siis esimerkiksi P(Y = 1) = P(X = -1)+ P(X =1) =02+ 04 =
0.6. Y:n todennékoisyysfunktion méarittdminen X :n todennékoisyysfunktion
avulla on suoraviivainen, vaikkakin joskus ty6lds prosessi.

Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = g(X) = (X — ux)* = (X —
0.4)%, missd pux = 0.4. V:n todenniikdisyysfunktio on

v: 1.96 0.16 0.36 2.56
fy(v): 02 03 04 0.1

ja E(V) = E[(X — 0.4)?] = Var(X). 0

Olkoot Sy ja Sy satunnaismuuttujien X ja Y otosavaruudet (arvoalueet).
Silloin funktio h(z) méarittelee kuvauksen

h: Sx — Sy.
Madritelladn joukon A alkukuva kuvauksessa h seuraavasti:
(3.3.16) h'(A) ={z € Sx | h(zx) € A}.

Joukko A voi olla my6s yhden pisteen muodostama joukko eli A = {y}.
Silloin
h({y}) = {z € Sx | h(z) =y }.

Tissd tapauksessa merkitsemme h~!(y) merkinnin h~!'({y}) sijasta. Huo-
maa, ettd h~'(y) on edelleen monen pisteen joukko, jos on useita sellaisia
X:m arvoja x, ettd h(x) = y. Jos on vain yksi sellainen z, ettd h(z) = v,
niin 2~!(y) on yhden pisteen muodostama joukko {z} ja kirjoitamme silloin
hHy) = .
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3.3.6 Identtisesti jakautuneet satunnaismuuttujat

Maaritelma 3.9 satunnaismuuttujat X ja Y ovat identtisesti jakautuneet

eli noudattavat samaa jakaumaa, jos jokaiselle tapahtumalle A C ) pétee
P(X e A) =P € A).

Kun X jaY noudattavat samaa jakaumaa, merkitddn X ~ Y. Jos X ~ Y,
niin siitd ei seuraa, ettd X ja Y ovat sama satunnaismuuttuja. Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat identtiset (X = Y) eli samat, jos ne on mééritelty
samassa otosavaruudessa 2 ja X (w) = Y (w) kaikilla w € Q.

Esimerkki 3.15 Esimerkissd 2.6 heitettiin harhatonta lanttia 3 kertaa ja
médriteltiin satunnaismuuttuja X = ’kruunujen lukuméérd’. Méaaritelladn
my6s satunnaismuuttuja Y = 'klaavojen lukuméérd’. Merkitddn R = "kruunu’
ja L = ’klaava’. Satunnaismuuttujilla X ja Y on sama jakauma, mutta
X # Y, silld esimerkiksi X(RRL) = 2 # Y(RRL) = 1. Satunnaismuut-
tujien X ja Y méadritelmistd seuraa, ettd X +Y = 3. X +Y on vakio toden-
nékoisyydelld 1: P(X +Y =3) = 1. O

Satunnaismuuttujan jakauma voidaan luonnehtia kertyméfunktion avul-
la.

Lause 3.5 Seuraavat kaksi vditetta ovat yhtdapitdvdt:
1. Satunnaismuuttujat X ja 'Y noudattavat samaa jokaumaa.
2. Fx(x) = Fy(x) kaikilla x € R, missi Fx on X:n ja Fy on Y :n kerty-
mdfunktio.

Kun X ja Y ovat diskreettejd, niin X ~ Y, jos fx(z) = fy(z) kaikilla
r e R.

Esimerkki 3.16 Heitetddn harhatonta lanttia 4 kertaa. Olkoon kruunun to-
dennékoisyys p. X ja Y on maééritelty samoin kuin Esimerkissd 3.15. Mik&
on tapahtuman {X = Y} todennékéisyys? Tapahtuma {X =Y} on

{w]| X(w)=Y(w)}={RRLL, LRRL, LLRR, LRLR, RLLR, RLRL}.

Jokaisen yksittiisen alkeistapahtuman (jonon) todennikoisyys on p*(1 — p)?
ja jonoja on (3) = 6 kappaletta, joten

4
PX =) = ()0 - o
Milloin X ~ Y7 Koska
4
e = (ra-pi o=o123
ja
4 Y 4—y
fr(y) = )P 1-p)*¥  y=0,1,2,34,

niin fx(z) = fy(z) kaikilla z = 0, 1,2, 3,4 jos ja vain jos p = 1. Siis X ~ Y,
kun p = % 0
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3.3.7 Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Maarittelimme tapahtumien riippumattomuuden alaluvussa 3.1.2. Tarkaste-
lemme nyt satunnaismuuttujien riippumattomuutta.

Mairitelma 3.10 (Satunnaismuuttujien riippumattomuus) Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat riippumattomat jos

(3.3.17) P(Xe€eAY eB)=P(Xe€A)PY €B)
kaikilla joukoilla A C R ja B C R.

Merkinta P(X € A, Y € B) on lyhennys merkinnéstda P({X € A}N{Y €
B}). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat siis riippumattomat, jos tapahtumat
{X € A} ja {X € B} ovat riippumattomat kaikilla A C R ja B C R.
Riippumattomuuden méaritelmésta seuraa esimerkiksi, etté kaikilla z,y € R

(3318)  P(X =2,Y =y) = P(X = ) P(Y —y) = fx(2)fy(y),
missd fx(z) on X:n ja fy(y) on Y:n todenniksisyysfunktio.

Lause 3.6 Jos X ja 'Y ovat riippumattomat, niin U = g(X) ja 'V = h(Y)
ovat riippumattomat, missi g(x) on pelkdstidn x:n (ts. X :n arvojen) funktio
ja h(y) pelkdstiin y:n funktio.

Todistus. Madritelladn A, = {z | g(z) = u}ja A, = {y | h(ly) = v}.
Silloin kaikilla u ja v

PU =u,V =v) = Plg(X) =u,h(Y) = 1]
= P(X Au, Y €A)
=P(XeA,)PY €A,) (X ja Y riippumattomat)
=P(U =u) P(V =v),
joten U ja V ovat riippumattomat. 0

Maaritelméa 3.10 pitédd tdsmélleen paikkansa vain diskreeteille satunnais-
muuttujille. Koska yleisessé tapauksessa kaikki €2:n osajoukot eivit ole ta-
pahtumia, niin silloin on rajoituttava sopivasti méaéariteltyyn 2:n osajoukko-
kokoelmaan. Yhtilo (3.3.17) pitdd myos paikkansa, jos toinen oikean puolen
tekijoistd on nolla. Huomaa, ettd P(X € A) = 0 tarkoittaa, ettd { w | X (w) €
A} = . Silloin

{(XeAYeB={w|Xw eA}n{w|Y(w)eB}=0,

joten P(X € A, Y € B) =0.
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Identiteettia (3.3.18) voidaan myos pitdd diskreettien satunnaismuuttu-
jilen X ja Y riippumattomuuden méaéaritelméné, silld siitd seuraa identiteet-
ti (3.3.17). Jos valitaan kaksi mielivaltaista numeroituvaa joukkoa A C R ja
B C R seké oletetaan (3.3.18), saadaan

P(XeAY€eB) =) Y PX=uw,Y =y

x,€Ay;EB
=Y D) P(X=wz)PY=y) [(33.18)
=Y P(X=uz)) PY =

;€A y;€B

=P(X €A P € B).

Néin olemme todenneet, ettd ehdot (3.3.17) ja (3.3.18) ovat yhtépitavit.

Téamén luvun alussa méaritelty tapahtumien riippumattomuus on itse
asiassa satunnaismuuttujien riippumattomuuden erikoistapaus. Olkoon Iy
tapahtuman A ja Ip tapahtuman B indikaattorifunktio. Huomaa, ettd [,
ja Ip ovat satunnaismuuttujia. Koska indikaattorifunktio saa vain arvot 1
tai 0, niin esimerkiksi

{]Azl}:A Ja {IA:O}:AC
Jos 14 ja Ip ovat riippumattomat, niin
(3.3.19) PIy=uzIp=y)=Pls=1z)P(Ip=1y)

kaikilla x,y € R. Nyt siis {I4 = z} on joko A, A¢ tai () ja {Ip = y} on
joko B, B¢ tai (). T#std seuraa mm. tapahtumien A ja B riippumattomuuden
médritelmé

P(A,B) = P(AN B) = P(A) P(B).
Lisaksi saadaan identiteetit
P(AN B°) = P(A) P(B°),
P(A°N B) = P(A°) P(B),
P(A°N B¢) = P(A°) ).

Lauseen 3.1 nojalla jokainen néisté identiteeteistd kelpaa A:n ja B:n riippu-
mattomuuden maéritelméksi.

P(
P(B

3.3.8 Useiden satunnaismuuttujien riippumattomuus

Satunnaismuuttujat Xy, ..., X,, ovat riippumattomat, jos

(3.3.20) P(X;€ A1, Xo€ Ay,.... X, €A,
=P(X; € A))P(Xy € Ay)---P(X,, € Ay)
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kaikilla (sopivasti valituilla) joukoilla A; C R, 1 < i < n. Jos Xy, ..., X,
ovat diskreettejd, niin (3.3.20) pitdd paikkansa kaikille joukoille A; C R,
1 < i < n. Yleisessid tapauksessa on A;:t (1 < ¢ < n) valittava niin, etta
joukot {X; € A;} = {w | X;(w) € A; } ovat tapahtumia. Huomaa, ettd riip-
pumattomien satunnaismuuttujien Xy, ..., X, jokainen osajono X, ,..., X;,
on riippumaton [1 < k < mn ja {i1,...,ix} C {1,...,n}]. Jos esimerkiksi X},
X5 ja X3 ovat riippumattomat, niin myos X; ja Xy ovat riippumattomat.
Tamé nahdaan, kun valitaan A3 = R. Silloin {X3 € R} =Q ja
{X1 € Al,XQ € A27X3 € R} = {X1 € Al} N {XQ € AQ} Ry

= {X1 c Al,XQ c Ag},
joten identiteetin (3.3.20) mukaan

P(X1 c Al,XQ S Ag) = P(Xl S Al) P(XQ S Ag) P(Q)
= P(Xl S Al) P(XQ S Ag)

3.4 Suurten lukujen laki

Riippumattomat, samoin jakautuneet satunnaismuuttujat (rsj).

Riippumattomien satunnaismuuttujien jono Xi, Xo, ... (dérellinen tai dére-
ton) on samoin jakautunut, jos jokaisella jonon satunnaismuuttujalla on sa-
ma jakauma. Sanomme lyhyesti, ettd jono X, X5,... on rsj. Silloin jonon

satunnaismuuttujilla on sama kertyméfunktio F', joten
P(X, <z)=F(x) kaikilla = € R.

Jos siis yhden satunnaismuuttujan Xj, odotusarvo on p ja varianssi o2, silloin
niiden kaikkien kaikkien odotusarvo on p ja varianssi o?.

Lause 3.7 (Markovin epiayhtild) Olkoon X > 0 epinegatiivinen satun-
naismuuttuja. Silloin
E(X)

P(X >a) < : kun a > 0.
a

Todistus. Olkoon I4 joukon A = {w | X(w) > a} indikaattorifunktio [ks.
(2.3)]. Koska seké indikaattorifunktio ettd X ovat epénegatiiviset ja I, +
I =1, niin
X =1, X + 14X > 14X >aly.

Viimeinen epdyhtilo seuraa siité, ettd X (w) > a ja I4(w) = 1, kun w € A.
Jos taas w ¢ A, niin I4(w) = 0, joten I4(w)X (w) = I4(w)a = 0. Keskiarvon
monotoonisuuden (Lause 3.9, 3. kohta) ja lineaarisuuden (1. kohta) nojalla
saadaan

E(X)>E(als) =aE(ls) =aP(X € A)=aP(X > a),

koska tapahtumat {X € A} ja {X > a} ovat mééritelmén mukaan ekviva-
lentteja. ([l
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Markovin epéayhtalon avulla on helppo todistaa erittdin kédyttokelpoinen
Tsebysevin epdyhtdlo.

Lause 3.8 (TsebySevin epdyhtild) Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka
keskiarvo on u ja varianssi o2. Silloin

[\

(3.4.1) P(X —pl>e) <L,  kaikillac > 0.

9
52

Todistus. Miiritelldin satunnaismuuttuja Y = h(X) = (X —pu)? ja valitaan
a=¢?>>0.KoskaY >0 ja E(Y) = 02, seuraa Tsebysevin epiyhtilo (3.4.1)
suoraan Markovin epayhtalosta. 0

Lause 3.9 Oletetaan, ettd otosavaruudessa ) madritellylli diskreeteilld sa-
tunnaismuuttugille X ja'Y on odotusarvo ja a € R on vakio. Silloin

1. B(aX)=aFE(X) ja E(X+Y)=E(X)+ E(Y), joten odotusarvo on
lineaarinen operaattori.

Olkoot h(x), hi(z) ja ho(x) sellaisia funktioita, ettd satunnaismuuttugilla
h(X), h1(X) ja he(X) on odotusarvo. Silloin seuraavat tulokset pitivdt paik-
kansa:

2. E[h(X)] = %Zh(l’)fx(w) = le W) P(X = x)

3. Jos hi(x) > hy(x) kaikilla x, niin E[h(X)] > E[he(X)].

Lause 3.10 (Tulon odotusarvo, riippumattomat SM:t) Olkoot satun-
naismuuttujat X ja 'Y riippumattomat.

1. Jos E(X) ja E(Y) ovat olemassa, niin E(XY) = E(X) E(Y).
Olkoot satunnaismuuttujat Xy, Xs, ..., X, rippumattomat.
2. Jos satunnaismuuttugilla Xy, Xs, ..., X, on odotusarvo, niin

E(Xi Xy X,) = E(Xy) E(X2) - E(X,).

Todistus. 1. Odotusarvon maaritelman mukaan
E(XY)=> > ayP(X =z,Y =y)
z oy

= Z Z ry P(X =x) P(Y =y) [X ja Y riippumattomat]
z oy

_ [;xp(x - x)} [Zy:yP(Y = y)]

= E(X)E(Y).

Koska » o P(X =) ja ), y P(Y = y) suppenevat itseisesti odotusarvo-
jen olemassaolon nojalla, pitdéd 3. yhtasuuruus paikkansa ja my6s odotusar-
von E(XY') olemassaolo seuraa odotusarvojen E(X) ja E(Y') olemassaolosta.

Kohta 2. voidaan todistaa soveltamalla toistuvasti 1. kohdan tulosta. [J
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Apulause 3.3 (Summan varianssi, riippumattomat SM:t) Oletetaan,
ettd X1, Xo, ..., X, ovat risppumattomat ja niilld on varianssi. Silloin

Cov(X;, X;) =0, i # 7,
ja
Var(X; + Xo + - - -+ X,,) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,).
Todistus. Jos ¢ # j, niin
Cov(Xi, X;) = E(X;X;) — E(X;) E(X))
= E(X)) E(X;) - E(X)) E(X;) =0,
koska X;m ja X riippumattomuuden nojalla E(X;X;) = E(X;) E(X;) = 0.

Summan varianssin Var(}_ !, X;) lauseke seuraa nyt suoraan Apulausees-
ta 3.2. O

Apulause 3.4 (Otoskeskiarvon odotusarvo ja varianssi) Olkoot X, X5,
..., X,, RSJ satunnaismuuttujat, joiden keskiarvo on u ja varianssi o*. Miid-
ritellddn satunnaismuuttujat

_ Sn
Sn:X1+X2++Xn, Xn:_
n
Silloin

— (72

E(S,) = npu, Var(S,) = no?, E(X,) = pu, Var(X,,) = —

Voimme nyt todistaa TSebySevin epédyhtélon avulla ns. hetkon suurten
lukujen lain (HSLL).

Lause 3.11 (Heikko suurten lukujen laki (HSLL)) Olkoon X;, Xs, ...,
X, ddretén RSJ satunnaismuuttujien jono, jossa jokaisen satunnaismuuttu-
jan keskiarvo on u ja varianssi o®. Olkoon S, = X1 + Xo+ -+ X,, ja

S,
X, ===
n

Silloin jokaisella € > 0,
P(IX, —pul>¢)—0, kun n — oo.

Todistus. Apulauseen 3.4 ja TSebySevin epdyhtialon mukaan
P(lX,—pul >e) < —.
(1 pl>e) < 3

Kun n — oo, niin 0?/(ne?) — 0, joten
P(|Yn_/i| >¢e) — 0.
Niin on lause todistettu. OJ

Heikko suurten lukujen laki sanoo, ettd otoskeskiarvo ldhenee todenné-
koisyyden mielessé todellista keskiarvoa, kun otoskoko kasvaa.
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3.5 Generoivat funktiot ja momentit

3.5.1 Momentit

Erés tapa luonnehtia satunnaismuuttujan jakaumaa, on laskea jakauman mo-
mentit. Ne médritellddn odotusarvon avulla.

Maaritelma 3.11 Olkoon r positiivinen kokonaisluku. Jos odotusarvo
a, = E(X")

on olemassa, se on satunnaismuuttujan X (tai X:m jakauman) r. momentti.
Vastaavasti X:n r. keskusmomentti on

pr = E[(X — )],
missé u = E(X) = .
Momenttia «, kutsutaan joskus myos origomomentiksi. Jakauman kes-

kiarvo on siis 1. origomomentti ja varianssi 2. keskusmomentti. Satunnais-
muuttujan X tekijimomentit g., r = 1,2,... mééaritelladn seuraavasti:

g =EXD=FEX(X-1) (X —r+1)].
Ensimmaiset kaksi tekijamomenttia ovat
g1=E(X)=0a1=y,
g2 = BIX(X - 1)) = B(X? - X) = B(X?) - B(X) = a3 — u.
Koska 0% = ap — p?, niin

02:g2+u—,u2.

3.5.2 Momenttifunktio

Esittelemme nyt uuden todennékoisyysjakaumaan liittyvéan funktion, mo-
mentteja generoivan funtion, jota kutsutaan lyhyesti momenttifunktioksi (mf).
Momenttifunktio tarjoaa erdén yleisen menetelmén momenttien laskemisek-
si, vaikka se ei aina ole siihen tarkoitukseen helpoin tai tehokkain menetelmé.
Momenttien laskemista tarkeampéaé on se, ettéd jakaumat voidaan luonnehtia
kétevisti momenttifunktion avulla (mikiili se on olemassa).

Maéritelma 3.12 Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka todenné-
koisyysfunktio on f(z) ja arvoavaruus S. Silloin reaalimuuttujan ¢ funktio

M(t) = E(e™)
on satunnaismuuttujan X (tai X:m jakauman) momenttifunktio (mf), jos

odotusarvo
E(e™) =) e f(x)

z€eS
on olemassa jollain avoimella vililla —a <t < a, missé a > 0.
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Maaritelmén perusteella on selvéi, ettéa

M(0) = E"¥) =) f(z) =1

z€eS

Olkoon S = {zy, x9,...}. Silloin

Mx(t) = e f(@1) + e f(z2) + -+,
missé e"*:n kertoimet

f(z) = P(X = ay), k=1,2,...

ovat todennékoisyyksia. Olkoon f(z) satunnaismuuttujan X todennikoisyys-
funktio, g(y) satunnaismuuttujan Y todennikoisyysfunktio ja S = {aq, as, . ..}
X:n ja Y:n yhteinen arvoavaruus. Jos

Mx(t) = My (t), kaikilla t, —h <t < h,
niin matemaattisen analyysin teorian nojalla

flar) = glax), kE=1,2,...

Jos siis kahdella satunnaismuuttujalla on sama momenttifunktio, niin niilla
taytyy olla sama jakauma. Olkoon Fx(u) X ja Fy(u) Y:n kertyméfunk-
tio. Esitetddan nyt momenttifunktion yksikasitteisyytta koskeva tulos lauseen
muodossa.

Lause 3.12 Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y momenttifunktiot My (t)
ja My (t). Jos Mx(t) = My (t) kaikilla t jossain nollan ympdristdssd, niin
Fx(u) = Fy(u) kaikilla u:n arvoilla eli X :1ld ja Y :lld on sama jakauma.

Esimerkki 3.17 Jos X ~ Ber(p), niin
M(t) = E(™) =e"'p+eg=c'p+yq,
missd g =1 —p. O

Lause 3.13 Olkoot X ja 'Y ritppumattomat satunnaismuuttujat, joiden mo-
menttifunktiot ovat Mx(t) ja My (t). Silloin satunnaismuuttujan Z = X +Y
momenttifunktio on

(3.5.1) My(t) = My (t) My (t).

Todistus. Koska e on pelkiistdin x:n (X:n arvojen) funktio ja e pelkéis-
tasn ym funktio, niin Lauseen 3.6 mukaan e ja e’¥ ovat riippumattomat.
Viite

E(etZ) — E[et(X—f—Y)] — E[etXetY] — E(etX) E(etY)

seuraa sitten suoraan Lauseesta 3.10. O



3.5. Generoivat funktiot ja momentit 79

Usean satunnaismuuttujan tapauksessa on voimassa vastaava tulos.

Seuraus 3.1 Olkoot X1, X, ..., X, riippumattomat satunnaismuuttujat,
joiden momenttifunktiot ovat Mx,(t), i =1,2,...,n. Silloin summan

momenttifunktio on
Ms, (t) = Mx, () Mx,(t) - - - Mx,(t).

Jos momenttifunktio M (t) on olemassa vélilla (—h,h), niin momentti-
funktiolla on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessid ¢ = 0. Kun identi-
teetti

(3.5.2) M(t) =) e f(x)

TE€S

derivoidaan puolittain, voidaan oikea puoli derivoida termeittdin ja yhté-
suuruus séilyy. Derivoimalla lauseke (3.5.2) puolittain muuttujan ¢ suhteen
saadaan

M(t) =) we™ f(x),

TE€S

M(t)” _ Zx2etxf(x)

z€eSs

ja jokaisella positiivisella kokonaisluvulla r

M) =" ame f(x).

z€eS

Sijoittamalla ¢ = 0 saadaan

M(0) = af(z) = BE(X),

z€eS

M) =3 a?f(x) = B(X?)
€S
ja yleisesti
M) ="' f(z) = B(X").
zeS
Erityisesti
p=M©O) ja  o*=M(0) —[M(0)].

Lause 3.14 Olkoon My (t) satunnaismuuttujan X momenttifunktio ja'Y =

aX + b, missi a ja b ovat annettuja reaaliarvoisia vakioita. Silloin My (t) =
bt
e’ Mx (at).
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Lause 3.15 (Momenttifunktioiden suppeneminen) Olkoon X, X5, X3, ...

satunnaismuuttugien jono, jossa jokaisella X, :lld on momenttifunktio M, (t),
n=1,2,3,... Oletetaan lisiksi, ettd

My, (t) — Mx(t)
kaikilla t:n arvoilla jossain nollan ympdaristossi (—h,h), kun n — oo. Jos
Mx (t) on momenttifunktio, niin silloin on olemassa yksikdsitteinen kerty-

mdafunktio Fx(x), jonka momenttifunktio on Mx(t) ja

lim Fx, (x) = Fx(x)

n—~oo

kaikissa pisteissd x, joissa Fx(x) on jatkuva.

Satunnaismuuttujien momenttifunktioiden suppenemisesta seuraa siis sa-
tunnaismuuttujien kertyméafunktioiden suppeneminen.

3.5.3 Todennikdisyydet generoiva funktio (tgf)

Diskreetin satunnaismuuttujan X todenndkoisyydet generoiva funktio (tgf)
G(t) mééritellddn seuraavasti:

G(t) = E(t) = 3 St

Nihdéén helposti, ettd G(1) = > .2, f(z;) = 1. Sarja suppenee ainakin sil-
loin, kun |¢| < 1. Kun sarja derivoidaan termeittéin, saadaan

G'(t) =) aif(x)t" .

Jos G(t) on olemassa jollain valilla (—h — 1,h+ 1), h > 0, niin

ja yleisesti
GO =EX") =EX(X -1 (X —r+1)]

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r. Todennékoisyydet generoiva funktio
liittyy ldheisesti momenttifunktioon, silld

G(e') = B(e™N) = M(t).
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3.6 Kokeiden yhdistdminen ja tulomallit

Tarkastellaan nyt satunnaiskokeita £; ja &, joiden otosavaruudet ovat vastaa-
vasti 27 ja €2y. Olkoot satunnaiskokeisiin liittyvét todennékoisyysjakaumat
{p:} ja{q:} i = 1,2,... Tarkastelemme seuraavassa vain numeroituvia otos-
avaruuksia. Yhdistetdin kokeet siten, ettd tehdadn kokeet &£ ja £. Merkitdan
yvhdistettya koetta £ x &;. Yhdistetyn kokeen tulos esitetdin jarjestettyné
parina (w;,w;), missd w; € €y on kokeen & tulos ja w; € 2y on kokeen &
tulos. Yhdistetyn kokeen otosavaruus on siis otosavaruuksien €2y ja Q9 kar-
teesinen tulo 0y x Qy = { (w;, w;) | w; € Q1 ja w; € Qs }. Vastaavalla tavalla
voidaan yhdistda useampiakin kokeita.

Mééarittelemme nyt yhdistettyyn kokeeseen £ x & liittyvan todennékoi-
syysjakauman §2; x y:ssa. Kokeet ovat riippumattomat jos ja vain jos

(3.6.1) P(w;,wj) = pig;

kaikilla w; € €1 jaw; € s, missé p; = p(w;) on w;:n todennakdisyys 2;:ssé ja
¢; = p(w;) on w;mn todenndkdisyys (g:ssé. Selvéstikin P(w;, w;) > 0 kaikilla
(wi,w;) € Q1 x Qy. Koska > p;= > ¢; =1, niin

wi €N w;EQ
Z P(wi,w;) = Z Z Piq; = ( Z pZ-) ( Z qj) =1
(Wi w;) €N X2 wi €01 w; €N wi; € w; €02

Identiteetti (3.6.1) siis médrittelee todennikoisyysjakauman €25 x y:ssa. Sitd
kutsutaan yhdistetyn kokeen & x &; tulomalliksu.

Riippumattomat toistot

Tulomallin téarked erikoistapaus saadaan toistamalla n kertaa koe &, jonka
otosavaruus on (). Téllaista koetta sanotaan toistokokeeksi ja sitd merkitaéan
E". Yhdistetyn kokeen otosavaruus on 2 x €2 x - - - x ), jonka alkeistapaukset
ovat muotoa w = (wy,ws, . ..,w,), Missd w; on 7. toiston tulos. Olkoon p(w)
satunnaiskokeeseen & liittyvissd otosavaruudessa ) madritelty jakaumafunk-
tio. Toistokokeeseen E£™ liittyvé jakaumafunktio mééritelladn seuraavasti:

p(w) = p(wi)p(ws) - - - plwy).

Bernoullin koe

Bernoullin koe (nimetty James Bernoullin mukaan) on koe, jossa on tasmél-
leen kaksi tulosvaihtoehtoa. Usein toista tulosvaihtoehtoa kutsutaan onnis-
tumiseksi (O) ja toista epaonnistumiseksi (E), joten Bernoullin kokeen otos-
avaruus {2 = {O, E}. Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jakaumaa,
kun

(3.6.2) _J1, todennikéisyydella P(O) = p;
- 0, todennikoisyydella 1 — p,
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missd 0 < p < 1. My6s satunnaismuuttujan arvoa X = 1 kutsutaan onnis-
tumiseksi ja p:td onnistumistodennékoisyydeksi. Vastaavasti arvoa X = 0
kutsutaan epdonnistumiseksi. Huomaa, ettd X on ’onnistumisen’ indikaatto-
rifunktio. Bernoullin kokeen riippumattomat toistot muodostavat Bernoullin
toistokokeen.

Esimerkki 3.18 Esimerkissé 2.6 heitetddn harhatonta lanttia 3 kertaa. Yh-
dessé lantin heitossa otosavaruus 2 = {R, L}. Voidaan sopia esimerkiksi, etta
kruunu (R) on onnistuminen ja klaava (L) on epdonnistuminen. Vastaavan
Bernoullin jakaumaa noudattavaan satunnaismuuttujaan liittyva otosava-
ruus S = {1,0}. Lantin heitto on Bernoullin koe. Tehd#én kolme riippuma-
tonta Bernoullin koetta. Tahén yhdistettyyn kokeeseen liittyva otosavaruus
on SxSxS = {(s1,s92,53) | s; € S} ={111,110,101,100,011,010,001, 000}.

OJ

Kun toistetaan Bernoullin koe n kertaa (riippumattomat toistot), ovat ko-
keen mahdolliset tulokset n:n pituisia 1:n ja 0:n muodostamia jonoja. Tyy-
pillinen jono on muotoa 111011000...110, jonka todennékdéisyys on

ppp(1 —p)p(L —p)(1 — p)ppp - - pp(1 — p) = p* (1 — p)" ",

misséd k on onnistumisten lukumééra ja n — k epdonnistumisten lukuméaéra.
Erilaisten mahdollisten jonojen lukumé&éra on 2.

Binomijakauma voidaan mééritella Bernoullin toistokokeen avulla. Ol-
koon X, Xs,..., X, samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien riippumat-
tomien satunnaismuuttujien jono, missi P(X; = 1) = p ja P(X; = 0) =
1—-p=gq,i=1,2,...,n. Silloin E(X;) = p ja Var(X;) = pg. Onnistumisten
lukumééra n:ssé riippumattomassa Bernoullin kokeessa on

Miké on todennékéisyys, ettd onnistumisia on x (0 < z < n) kappaletta? Jos
jonossa on tésmélleen = ykkostd, niin jonon todennékoisyys on p*(1 —p)" .
Téllaisia jonoja on yhteensa (Z) kappaletta. Onnistumisten lukumé&éara n:sséa
Bernoullin kokeessa noudattaa binomijakaumaa

n T n—x
fw) = ( )p 1 pr
x
missé siis f(z) = P(X = ).

Onnistumisten lukumééran otoskeskiarvo on

— Sh

Se on onnistumisten suhteellinen frekvenssi n:ssé riippumattomassa Bernoul-
lin kokeessa, esimerkiksi kruunujen suhteellinen frekvenssi lantin heitossa.

Apulauseen 3.4 mukaan E(X,,) = p ja Var(X,,) = pg/n. HSSL:n mukaan
P(|yn_p| >6) —0
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kaikilla € > 0, kun n kasvaa. Kruunujen suhteellinen frekvenssi lahenee p:téa
todennikoisyyden mielessé, kun heittojen méaéra kasvaa. Bernoulli todisti té-
mén tuloksen 1713. Tulosta kutsutaan hinen mukaansa Bernoullin suurten
lukujen latksi. Ensimméisessd luvussa tarkasteltiin suhteellisen frekvenssin
raja-arvoa todennékoisyyden tulkintana ja erdénlaisena perusteluna toden-
nakoisyydelle. Nyt ndemme, ettd taméa suhteellisen frekvenssin raja-arvotulos
on yksi todennékoisyyslaskennan perustuloksista.

3.6.1 Yleinen tulokaava

Yleensé todennékoisyysongelmat koskevat useita tapahtumia tai satunnais-
muuttujia, joiden keskindisid riippuvuuksia tarkastellaan. Tietyssd mieles-
sé kaikki todennékoisyydet ovat ehdollisia, mutta tavallisesti selvané pidetyt
ehdot jatetddn mainitsematta. Rahanheitossa mainitsemme vain vaihtoehdot
‘’kruunu’ ja ’klaava’, vaikka lantti voi jaddd myos reunalleen. Presidenttieh-
dokkaasta tulee presidentti vain silla ehdolla, ettd séilyy hengissé vaalikam-
panjan ajan. Valitsemistodennékoisyytta laskettaessa ei hengissdpysymisen
todennékoisyytta tavallisesti oteta huomioon.

Seuraavassa esitetdan yleinen tulokaava. Huomaa, etté jatkossa leikkausta
Aj N Ay merkitddn kaavojen yksinkertaistamiseksi lyhyesti A; As.

Viittami 3.1 (Tulokaava) Olkoot Ay, A, ..., A, mitd tahansa tapahtu-
mia. Silloin

(3.6.3) P(A1Ay---Ay) = P(A1) P(Az | A1) P(A3 | AiAg) -+
: P(An ‘ A1A2 o 'Anfl)a
jOS P(AlAQ . 'An—l) > 0.

Todistus. Jos P(A1As - A,—1) > 0, niin kaavassa (3.6.3) esitetyt ehdolliset
todennéakdoisyydet ovat hyvin méaritellyt, koska

Kun yhtélon (3.6.3) oikea puoli kirjoitetaan auki ehdollisen todennékéoisyyden
kaavaa (3.1.1) soveltaen, saadaan

P(A)) P(A1As) P(AjAyds)  P(AjAs---Ay)

P(Q)  P(A)  P(AAy)  P(AAy---A, )

joka supistuu todennikoisyydeksi P(A;As -+ A,). O

Kutsumme kaavaa (3.6.3) tapahtumien yhdisteen yleiseksi tulokaavaksi.
Jos Ay, Ag, ..., A, ovat keskenéén riippumattomat, niin saadaan

P(A1Ay -+ Ay) = P(A1) P(Ay) -+ P(Ay).



84 Luku 3. Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen ja riippumattomuus

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien Xi, Xo, ..., X,,, ... arvoalueet S; ovat
numeroituvia. Mééaritelladn tapahtumat

AZ:{XZ:Z'Z}, i:1,2,...,

missa z; € S;. Silloin voimme kirjoittaa kertolaskukaavan (3.6.3) avulla

(364) P(Xlzl'l,XQ:ZEQ, ,Xn:l'n)
:P(Xlzl'l)P(XQ:l'g|X1:$1)P(X3:ZE3|X1:ZE1,X2:ZE2)"'
'P(Xn:l'n|X1:$1,...,Xn_1:l'n_1).

P(X; =21, X5 =19, ..., X, = x,) on satunnaismuuttujien X;, X, ..., X,
yhteistodenndkdisyys, joka on lausuttu perdkkéisten ehdollisten todennékoi-
syyksien avulla.

Esimerkki 3.19 (Syntyméipéiviongelma uudelleen) Olemme jo aikai-
semmin implisiittisesti soveltaneet yleista tulokaavaa (3.6.3). Tarkastellaan
uudelleen Esimerkin 2.3 syntyméipéiviongelmaa. Kutsuilla on r henkil6a.
Millé todennékoisyydelld ainakin kahdella henkilolld on sama syntyméapéiva?
Kéytossamme on osanottajalista, johon syntymépéivét on merkitty (karkaus-
vuotta ei oteta huomioon). Kdydéén listaa lapi alusta lihtien jarjestyksessa
niin pitkalle, kunnes loydetdan syntymépéiva, joka jo oli listalla aikaisemmin.
Silloin etsinté lopetetaan siihen ja todetaan, ettd ainakin kahdella vieraalla
on sama syntymaéapaiva. Jos lista paastadn ldapi loytamatta toistoa, kelldan ei
ole samaa syntyméapéaivaa.

Olkoon B; tapahtuma, ettd tarkistus lopetetaan j. vieraaseen, koska hé-
nen kohdallaan huomataan 1. toistuva syntymépaivi. Olkoon A; tapahtuma,
ettd j:114 ensimmaiselld on eri syntymépéaiva. Silloin

AﬁZBQUBgLJUBT

on tapahtuma, ettéd ainakin kahdella on sama syntymépaiva. Koska tapahtu-
mat By, Bs, ..., B, ovat toisensa poissulkevat, niin

P(A7) = P(Bz) + P(B3) + -+ + P(B,),

missé

P(AS) = 1— P(A,).

Lasketaan kysytty todennédkéisyys P(AS) todenndkoisyyden P(A,) avulla.
Kuvataan tarkistusprosessi toistokokeena:

By Bs By Bs B,
1 2 3 4 r—1
365 365 365 365 365
364 363 362 365—(r—1)
365 365 365 365
Al A2 A3 A4 T Ar—l > AT
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Jotta tarkistusprosessi menee koko listan lapi, sattuu tapahtuma A,, eli kai-
killa vierailla on eri syntymépéiva. Sitd ennen ovat sattuneet A,, Az, ...,
A,_1. Esimerkiksi A; on tapahtuma, etté tarkistusprosessi ei pysihdy 2. vie-
raaseen, vaan hénelld on eri syntymépéivé kuin 1. vieraalla. Todennékoisyys

364 ] r
-~ 365 365
koska valittavana on 364 péivid, jotka poikkeavat 1. vieraan syntymépaiva-
paivésta. Jos j:n ensimméisen syntymépédivan joukossa ei ole samoja, niin ei
myoskddn im ensimmaéisen, jos ¢ < j, jolloin A; C A;. Téstéd seuraa, ettd
AsAz---Aj=Aj ja

P(A) 1 — P(By).

365 — j ]
P(Ajn | Ay Aj) = P(Ap | A)) = = =1 o

Soveltamalla tapahtumien yhdisteen tulokaavaa saadaan
p(Ar) — p(A2A3A4 e Ar)
- p(Ag)p(Ag ’ AQ)P(A4 ‘ A2A3) P(Ar ’ AQ"'Arfl)
— p(AQ) p(Ag ’ AQ) P(A4 ‘ Ag) . P(AT ’ ATfl)

364 362 362 365-—r+1 365
365 365 365 365 365

3.7 Bayesin lause

Pastori Thomas Bayesin (1763) mukaan nimetty lause seuraa suoraan ehdol-
lisen todennédkoisyyden maéadritelméstda. Bayesilainen ldhestymistapa tilasto-
tieteeseen perustuu tdahén lauseeseen. Olkoot Hy, H, ..., Hy sellaiset tapah-
tumat, etta

k
i=1

Nyt siis tapahtumajoukko Hy, Hs, ..., Hr muodostaa otosavaruuden ) osi-
tuksen. Tama tarkoittaa sité, ettéd yksi ja vain yksi tapahtumista Hy, Ho, ...,
H,, sattuu, kun tehdéain satunnaiskoe &, jonka otosavaruus on (2. Oletamme
liséiksi, ettd P(H;) > 0 kaikilla¢=1,2,... k.

Q:ZHi

jokin otosavaruuden ositus. Silloin minkd tahansa tapahtuman T" C ) toden-
ndkoisyys voidaan lausua muodossa

(3.7.1) P(T) =) P(H;) P(T | H,).

Lause 3.16 Olkoon
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Todistus. Joukko-opin sddntéjen nojalla saadaan

T=QT = (ZHZ-)T:ZHZT,

josta todennékoisyyden P additiivisuuden (Mé&éritelmé 2.5) perusteella seu-

raa kaava Pty (Z HiT) = P(HT).

Kun kaavaan sijoitetaan
P(H;T)= P(H,;) P(T | H;),
saadaan (3.7.1). 0O

Jos kaavassa (3.7.1) jokin P(H;) = 0, vastaava summan termi on 0, vaikka
P(T | H;) ei olekaan méiritelty. Kaavaa (3.7.1) kutsutaan kokonaistodenn-
koisyyden kaavaksi.

Olkoot X ja Y kokonaislukuarvoiset satunnaismuuttujat ja k jokin koko-
naisluku. Soveltamalla kaavaa (3.7.1) tapahtumiin

H={X=d, T={Y=k)

saadaan
(3.7.2) P(Y=k) =) PX=iPY=k|X=i),
misséd summa kdy yli kaikkien kokonaislukujen. Jos P(X = i) = 0, niin

vastaava yhteenlaskettava summassa on 0. Kaava on helppo yleistdd mille
tahansa satunnaismuuttujalle X, jonka arvojoukko Sx on numeroituva. ¥ voi
olla jokin yleisempi satunnaismuuttuja, ei véalttadmaéatta kokonaislukuarvoinen,
ja tapahtuma 7' = {Y = k} voidaan korvata vaikkapa tapahtumalla 7" =
{Y >a},aeR

Esimerkki 3.20 (Miké& laatikko?) Meilld on 3 samanlaista laatikkoa. Laa-
tikossa i on ¢ valkoista palloa ja yksi musta, ¢« = 1, 2, 3. Tilanne on siis oheisen

kuvion kaltainen
O O O
OX | OX OX |

Laatikko 1 Laatikko 2 Laatikko 3

Laatikko valitaan harhattoman nopan heitolla. Jos silméaluku on k, valitaan

laatikko, jonka numero ¢ = (%W on % pyoristettyna ldhimpédn (suurempaan)

kokonaislukuun. Jos esimerkiksi £ = 3, niin %W = 2 ja valitaan Laatikko
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2. Kun valitun pallon véri on tiedossa, arvataan, mistéd laatikosta pallo on
valittu.

Mik&a on arvauksesi, jos valittu pallo on valkoinen? Tuntuisi jarkeval-
td arvata Laatikko 3, koska sielld on suhteellisesti eniten valkoisia. Olkoon
H; = {Pallo Laatikosta i}, T' = {Pallo valkoinen}. Arvion varmentamiseksi
lasketaan todennéakdisyydet

(3.7.3) P(H; | T) = i=1,2,3.

Seuraavassa kuviossa on esitetty havainnollisesti tilanteeseen liittyvét toden-
nakoisyydet.

Valitaan laatikko Valitaan pallo
1
2
RN :
' 2
5 O|_~
ENICL )
3 2. 3
OO °
O i
3.
Kaavassa (3.7.3) osoittaja on
1 1
P(HiT):P(HZ-)P(T‘Hi)Zg-H—l, 1=1,2,3.

Koska Z?Zl H,T =T ja Ty, Ty ja T3 muodostavat T:n osituksen, niin yh-
teenlaskulauseen perusteella

11 1 2 1 3 23
P(T)== -4-.242.2-%2
(T) 3 2+3 3+3 4 36
Kaavasta (3.7.3) saadaan
1 :
L
P(H,|T)= 341 = ‘ i=1,2,3

23 99 s 1°
% 23 1+1

Jos veikkaat Laatikkoa 3, todennékoisyys osua oikeaan on 2%. Laatikolla 1
vastaava todennékoisyys on 2% ja Laatikolla 2 se on %. Intuitiivisesti oikealta

tuntunut Laatikon 3 valinta on siis paras arvaus. O
Viittami 3.2 (Bayesin lause) Olkoon Hy, Hs, ..., Hy otosavaruuden )
ositus ja T sellainen tapahtuma, ettd P(T) > 0. Silloin

P(H;) P(T | H;)

(3.7.4) P(H; | T) = S P(H,) P(T| )
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Todistus. Todennékoisyyksien tulokaavan nojalla sadaan
P(HT)=P(H;) P(T'| H;) = P(T) P(H; | T),

misté seuraa
P(H;) P(T | H;)
P(T)
Viittdmén 3.16 mukaan P(T) = 3, P(H;) P(T | Hj), joten kaava (3.7.4) on
todistettu. O

P(Hi’T):

Kaavaa (3.7.4) kutsutaan Bayesin sédénnoksi. Tapahtumat Hy, H, ..., Hy
voidaan usein ajatella hypoteeseiksi, joista tdsmélleen yksi on tosi. 7" on taas
jokin tunnettu tieto satunnaiskokeen tuloksesta: tieddmme, ettd tapahtuma
T on sattunut. Todennékoisyydet P(H;), i = 1,2,...,k ovat hypoteeseja
koskevia ns. prioritodenndgkoisyyksid, jotka voivat kuvastaa uskoa tai luotta-
musta kyseisiin hypoteeseihin. Ehdollista todennékaisyytta P(H; | T) kut-
sutaan hypoteesin H; posterioritodenndkdisyydekst tai posterioriluottamuk-
seksi hypoteesiin H;. Tapahtuman 7" todennékoisyys P(T' | H;) ehdolla, etta
hypoteesi H; on tosi, on tapahtuman T uskottavuus (likelihood) ehdolla H;.

3.7.1 Perikkiisotanta

Populaatiossa on N henkil6é, joista Np (0 < p < 1) henkilod kannattaa puo-
luetta B ja loput N — Np eivit kannata B:té (ts. kannattavat jotain muuta
puoluetta, eivit kannata mitdén puoluetta, eivit ota kantaa yms.). Haluam-
me estimoida kannattajien suhteellisen osuuden p, joka on tuntematon pa-
rametri. Haastattelija kysyy n:n satunnaisesti valitun henkilon mielipiteen
(otanta palauttamatta). Maéritellddn

Y. 1, josi. haastateltava kannattaa B:té;
"o muutoin,

missd 1 <1 <njal<n<N. Tarkastellaan siis satunnaismuuttujien jonoa
{X1,Xs, ..., X, } tai lyhyesti { X; | 1 < i < n}. Téllaista jonoa kutsutaan
stokastiseksi prosessiksi, mikéd on satunnaismuuttujien perheesté kaytetty ni-
mitys.

Merkitddn nyt A; = {X; = 1} ja AS = {X; = 0}. Silloin kokonaistoden-
nékoisyyden kaavan mukaan

(3.7.5) P(Az) = P(A1) P(Ay | Ay) + P(AT) P(Ay | A7).
Helposti ndhdééan, ettéa

Np . .
P(Aﬁ:W:p ja P(A]) = ——=1-p



3.7. Bayesin lause 89

Toisaalta
Np—1 . Np

P(Ay | AY) = ——
P e P A9 =
koska 1. haastatellun jalkeen jaljellda on N — 1 haastateltavaa, joiden joukossa
on Np — 1 B:n kannattajaa, jos 1. haastateltava oli B:n kannattaja. Jos 1.
haastateltava ei ollut B:n kannattaja, niin jaljella on viela Np B:n kannat-
tajaa. Kun ndmé todennékdisyydet sijoitetaan kaavaan (3.7.5), saadaan
Np—1 Np
vo1 TPy
Néin olemme osoittaneet, ettéd P(A;) = P(Ay). Mutta tdmé tulos pitdd paik-
kansa yleisesti:

(3.7.6) P(A;) =p, 1=1,2,....,n; 1<n<N.

P(Ay | A1) =

P(Ay) =p p.

Néytadmme nyt, ettd tdmé yleinen tulos pitédd paikkansa. Voimme ajatella,
ettd B:n kannattajat on numeroitu 1, 2, ..., Np jamuut Np+1, Np+2, ...,
N. Kysymyksessé on otanta palauttamatta, kun jarjestys otetaan huomioon.
Tarkastellaan tapahtumaa A, 1, etté (i41). haastateltava on B:n kannattaja.
Kaikkien (7 + 1):n kokoisten jérjestettyjen jonojen (otosten) lukuméérd on
NG+ Sellaisia jonoja, joissa (i41). alkio on 1 (B:n kannattaja) on Np(N —
1)@ kappaletta, koska B kannattaja voidaan valita Np tavalla ja loput i
otosalkiota (N — 1) tavalla. Tuloperiaatteen mukaan suotuisia otoksia on
siis Np(N — 1)@ kappaletta. Tésté seuraa, etti

Np(N —1)®  pN(N —1)--- (N —1—i+1)
P(Ai) = NG+ - NG+
pN(z'—i-l)
= Nem P
Olemme néin todistaneet tuloksen (3.7.6)
Maaritelladn nyt satunnaismuuttuja

X=X1+Xo+ -+ X,,

joka on B:n kannattajien lukumééra otoksessa. Tieddmme aikaisempien tar-
kastelujen perusteella, ettd X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n,
N, p). Johdimme Esimerkissd 3.11 hypergeometrisen jakauman odotusarvon.
Nyt tdmé odotusarvo on helppo laskea satunnaismuuttujan X avulla, koska

E(X)=E(X))+ E(X2) + -+ E(X,)
=p+pt--t+p=np,

koska
E(X)=1-p+0-(1—p)=np, 1=1,2,...,n.
Jos satunnaismuuttuja X /n valitaan p:n estimaattoriksi, voimme todeta, etta
X 1 1
E(—) =—FEX)=—-np=np.
n n n

Sanomme, ettd X/n on harhaton estimaattori.
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3.8 Usean tapahtuman unionin
todennékosisyys

Lauseessa 2.5 esitettiin kolmen tapahtuman A;, A5 ja A3 unionin todennakoi-
syyden P(A;U Ay U Aj3) lauseke. Yleistetaan nyt tdmé tulos n:n tapahtuman
Ay, Ay, ..., A, unionin tapaukseen.

Lause 3.17 Samassa otosavaruudessa mddriteltyjen tapahtumien Ay, As,
oo, Ay untonin |J_, A; todenndkdisyys on

(3.8.1) P(LHJ AZ-) - Z P(A) — Z P(AA)) + Z P(A:A;A)

—+~-~+(—1)"*1P(A1A2~-~An).
Todistus. Olkoon «; = I4, tapahtuman A; indikaattorifunktio, eli

() 1, kun w € A;
a; W) =
0, kunw € Af.

Silloin tapahtuman A§AS - -- A¢ indikaattorifunktio on [, (1 — ;). Koska
Ui, Ai = (ATAS - - - A%)®, niin sen indikaattorifunktio on

n

(3.8.2) Iga, =1- H(1 — )

=1

n n n
= E oy — g ;0 + E QG OOl
i=1

j>1 k>j>i

_ + e + (_1)n_1a1a2 c Ol

Kun nyt yhtélossd (3.8.2) otetaan odotusarvot puolittain ja kiytetddn
hyvéksi odotusarvon lineaarisuutta, saadaan tulos (3.8.1). Huomaa, ettd in-
dikaattorifunktion I, odotusarvo F(I4) = P(A) on vastaavan tapahtuman
todennékdisyys. Silloin E(I4,) = P(U, 4:), E(o) = P(A), E(ooy) =
P(AZAJ), ey E(OélOéQ"‘Oén):P(AlAQ"'An). O

Esimerkki 3.21 (Yhteensopivuusongelma) Meilld on kaksi nm kortin
korttipakkaa, joiden kortit on numeroitu juoksevasti 1:std n:4én. Asetetaan
1. pakan kortit poydalle riviin numerojarjestyksessa 1, 2, ..., n. Sekoitetaan
2. pakka ja asetetaan kortit riviin poydélle saadussa satunnaisjérjestyksessa.
Miké on todennakoisyys, ettéd i. kortin numero on 47 Silloin molemmissa ri-
veissé 1. kortti on ¢ eli on saatu ¢-pari. Mika on todennékoisyys, ettéd saadaan
ainakin yksi pari?
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Ratkaisu. Olkoon A; tapahtuma, ettd saadaan i-pari. Pakan 2 kortit voi-
daan asettaa n! erilaiseen jarjestykseen. Jos numero i kiinnitetdén 7. paikalle,
niin loput kortit voidaan asettaa (n — 1)! erilaiseen jérjestykseen, joten

(3.8.3) P(A;) = L %

Jos kiinnitetdén i-pari ja j-pari (i # j), niin loput (n — 2) korttia voidaan
permutoida (n — 2)! tavalla. Silloin

—2)! 1
(3.8.4) P(aay = =D

n! n(n—1)

Vastaavalla tavalla voidaan laskea todennédkdisyys, ettd saadaan i-pari, j-pari
ja k-pari (i # j # k):

(n —3)! 1
3.8.5 P(AA;A) = _
( ) (Aid; ) n! n(n —1)(n — 2)
ja yleisesti
— |
P(AilAi2"'Aim): (n m> = ! , 1<m<n.
n! nn—1)--(n—m+1)

Todennékoisyys, ettd saadaan ainakin yksi pari on siis Lauseen 3.17 mu-

kaan
P(Un)= ()5~ G- ()i

1
n—1
1 1 o1 1
Slog g ot T
Huomaa, etta
1 1 n—1 1 fo: (_1)i_1 -1
1—54‘5—‘}""4‘(—1) m—f‘"':‘ Z' =1—e =0.632...

Kun siis n on suuri, niin

P(UAZ) ~l—el=0632...
i=1
Suurilla n:n arvoilla todennékdéisyys saada ainakin yksi pari on hyvin ldhelld
lukua 0.632. ([l
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Satunnaismuuttujat, ehdollistaminen
ja riippumattomuus: Yhteenveto

Todennikdisyys
e Ehdollinen todennéikoisyys
_ P(AB)
PB|A) = ol PA) A0

Tuloséanto P(AB) = P(A)P(B | A).

Yleinen tulokaava

p(A1A2A3 . 'AnflAn) - P(Al) P(A2 ‘ Al) p(Ag ’ AlAQ) v
-P(A, | AjAy- - Ap_q).

Riippumattomuus. A ja B ovat riippumattomat, jos P(AB) = P(A) P(B).

P(Al tal A2 tai Ag)

P(A; U Ay U Ag) = P(A)) + P(Ay) + P(As) — P(A; Ay)
— P(AlAg) — P(A2A3) + P(AlAQAg)

Satunnaismuuttujat

e Odotusarvo

E(X)=) X(w)P({w}).

weN

E(X)=) x,P(X =),

;€S
misséa S on X:n arvojoukko.

E(X) on todennikoisyyksilla painotettu X:m arvojen keskiarvo.
e Odotusarvon lineaarisuus

E(X+Y)=EX)+ E(Y) ja FE(cX)=cE(X), missi c on vakio.

e Varianssi

Var(X) = B(X — p)’ = E(X?) — 1, j=E(X).

e Lineaarinen muunnos c¢X -+ b

E(cX +b)=cE(X)+b, Var(cX +b)=c*Var(X), b ja cvakioita.
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e Cauchyn ja Schwarzin epéayhtilo

[E(XY)] < E(X?) E(Y?).

e Kovarianssi
Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E(XY) — puxpy,
missid py = E(X) ja uy = E(Y).
e Summat

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y),

Var(ZZ:; XZ) = ZZ:;Var(XZ-) +3 ) Cov(Xi, X)).

i#]

o Identtiset jakaumat. Diskreeteilld satunnaismuuttujilla X ja Y on sama
jakauma, jos niilld on sama arvoalue S ja kaikilla v € S

e Samat satunnaismuuttujat. X ja Y ovat identtiset, jos X (w) = Y (w) kai-
killaw € Q. Jos P(X =Y) =1, niin X =Y (X jaY diskreetteji).

e Riippumattomuus. X ja Y ovat riippumattomat, jos
P(Xe€AYeB)=P(XeAPY €B)

kaikilla A C Sx ja B C Sy.

Jos X ja Y ovat riippumattomat, niin

1) ¢g(X) ja h(Y) ovat riippumattomat,
2) E(XY)=E(X)E(Y),

3) Cov(X,Y) =0,

)

4) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

e Markovin epayhtalo

E(X
P(X >a)< ( ), missd X >0 jaa > 0.
a
e TSebySevin epayhtélo
2
o
PUX - 22 <%,

missd € > 0, u = E(X), 02 = Var(X).
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e Otoskeskiarvo
— 1
Xn=—(Xi+ Xo+ -+ Xa),
E(X)=p  ja Va(X,) =2,

jos E(X;)=pjaVar(X;)=0%i=1,2,...,n

e Suurten lukujen laki (heikko): P(|X,, — u| >¢) — 0, kun n — oo ja X,
Xs, ..., X, ovat riippumattomat ja noudattavat samaa jakaumaa.

Generoivat funktiot ja momentit

e Satunnaismuuttujan momentit

X:n r. momentti = E(X"),
7. keskusmomentti =FE(X —p),
r. tekijimomentti = EXY)=EX(X-1)---(X —r+1)].

e Momenttifunktio
Mx(t) = E(e™); t € (—a,a), a>0.
e Summan Z = X + Y momenttifunktio Mz(t) = Mx(t)My(t), jos X ja Y
ovat riippumattomat.

e r. momentti. Momenttifunktion r. derivaatta pisteessia ¢ = 0 on 7. mo-
mentti: M(0)") = B(X").

e Todennékoisyydet generoiva funktio
G(t) = E(tY), X on diskreetti.
e 7. tekijimomentti. G:n r. derivaatta pisteessd ¢ = 1 on X:n r. tekijimo-
mentti: G (1) = E[X")].
o G(t) vs. M(t): G(e') = E(e!™) = M(t).

Bayesin lause
e Kokonaistodennakdisyys

k

P(T) =Y " P(H;) P(T | H,),

i=1

missd T C ) ja Hy, Ho, ..., H; on {2:n ositus.
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Bayesin kaava

_ P(H)P(T| Hy)
>, P(H;) P(T | Hy)

P(H; | T)

Prioritodennékdoisyydet P(H;).

Posterioritodenndkoisyydet P(H; | T),i=1,2,...,n.

e Uskottavuus. P(T' | H;) on tapahtuman 7" uskottavuus ehdolla, ettd H; on
tosl.

Harjoituksia
1. Oletetaan, ettd P(X =0) =1— P(X =1) ja E(X) = 3 Var(X). Laske

P(X =0).

. Olkoon satunnaismuuttujan X todennékoisyysfunktio

f(x):W’ xr=-1,0,1.

Laske E(X), E(X?) ja E(3X%—2X +4).

. Olkoon h(z) = (z — b)? missi b ei ole X:n funktio. Milld b:n arvolla

odotusarvo E[(X — b)?] saavuttaa miniminsi, kun oletetaan, ettd odo-
tusarvo on olemassa. (Vihje: Tarkastele funktiota g(b) = E[(X — b)?] =
E(X?) =20 E(X) +b.)

Olkoon Q = {wy,ws, w3} ja P(w;) = P(ws) = P(ws) = 5. Mééritelldén
satunnaismuuttujat X, Y ja Z seuraavasti:

X(wy) =1, X(w2) = 2, X (ws3) = 3,
Y(w) =2, Y(w2) =3, Y(ws) =1,
Z(wy) = 3, Z(wq) =1, Z(ws) =2

(a) Osoita, ettéd satunnaismuuttujilla X, Y ja Z on sama todennakoi-
syysjakauma.

(b) Madrita satunnaismuuttujien X +Y, Y + 7, X 4+ Z ja
(c) satunnaismuuttujien /(X2 + Y?)Z ja Z/|X — Y| todennékoisyys-

jakauma.

Populaatiossa on M miestd ja N naista. Miehissd on m ja naisissa n tu-
pakoitsijaa. Populaatiosta valitaan satunnaisesti yksi. A on tapahtuma,
ettd valittu on mies ja B tapahtuma, ettd on valittu tupakoitsija. Mit-
k& ehdot lukuméérien M, N, m ja n on toteutettava, jotta A ja B ovat
toisistaan riippumattomat?
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6.

10.

11.

12.
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Tarkastellaan Esimerkin 2.8 tilannetta, jossa Pekka ja Paavo pelaavat
"kruunua ja klaavaa” (satunnaiskévely, n = 20).

(a) Mikd on todennékoisyys, ettéd Pekka on 5 heiton jdlkeen voitolla
yhden euron, 10 heiton jélkeen 2 euroa, 20 heiton jdlkeen 2 euroa?

(b) Miké on Pekan voiton odotusarvo 20 heiton sarjassa?

(c) Jos Pekka on 5. heiton jilkeen voitolla euron, miké on Pekan voiton
odotusarvo 20. heiton jilkeen?

Tarkastellaan Tehtdvén 6 pelid simuloimalla (n = 20).

(a) Miké on todennikoisin voittosumma? Epatodennékaisin voittosum-
ma? Hahmottele voittosumman todennékoisyysjakauma.

(b) Kuinka usein Pekka on voitolla pelin aikana? Hahmottele tdmén
satunnaismuuttujan todennékoéisyysjakauma.

Oletetaan, ettd X ~ Tasd(1, N) noudattaa diskreettia tasajakaumaa.

(a) Jos E(x) = 6, niin mitd on Var(X)?
(b) Olkoon X ~ Tasd(3,8). Laske F(X) ja Var(X).

. Suuressa tehtaassa sattuu 5:n piivin jakson aikana 3 onnettomuutta.

Oletetaan, etté kaikki mahdolliset 5% erilaista 3:n onnettomuuden sijoit-
tumista 5:n paivén jaksolle ovat yhta todennékoisia.

Olkoon Y = {Onnettomuuspéivien lukumééré jakson aikana} ja X nii-
den péivien lukumaéaéré, jolloin onnettomuuksia ei satu.

(a) Mééritd satunnaismuuttujan X = 5 — Y todennékoisyysfuntio.

(b) Laske E(X) ja Var(X).

Lennolla Havannasta Helsinkiin laukkuni eivét olleet perilld Helsingissé
samaan aikaan kuin miné. Laukkuja on reitilld siirretty koneesta toiseen
3 kertaa ja todennédkoisyydet, etté siirtoa ei ole tehty ajoissa tai oikein,
ovat siirtojérjestyksessa 0.4, 0.2 ja 0.1. Mikd on todenn&ksisyys, ettd
moka sattui jo ensimmaéisessé siirrossa?

Olkoot X ja Y riippumattomat kokonaislukuarvoiset satunnaismuuttu-
jat, joilla on sama todennékoisyysfunktio fx(n) = fy(n) = p,, n > 1.
Laske todennékoisyydet P(X =Y) ja P(X <Y).

Tarkastellaan kaksilapsisia perheité. Oletetaan pojat ja tytot yhta toden-
nékoisiksi ja 2. lapsen sukupuoli on riippumaton 1. lapsen sukupuolesta.
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13.

14.

15.

Tarkastellaan neljaéa tapahtumaas:

A = 1. lapsi on poika,
B = lapset ovat eri sukupuolta,
C = 1. lapsi on tytto,
D = 2. lapsi on poika.

(a) Mitka tapahtumaparit {A, B}, {4, C}, {B, C} ovat keskenéén riip-
pumattomat?

(b) Ovatko tapahtumat A, B ja D keskendén eli taydellisesti riippu-
mattomat?

A, B ja C' ampuvat maaliin 20 laukausta. Yhden laukauksen osumisto-
dennékoisyys on A:lla 0.4, B:114 0.3, C:1l14 0.1 ja laukaukset ovat toisis-
taan riippumattomat. Olkoot X 4, Xpg ja X vastaavasti A:n, B:n ja C'n
osumien lukuméarat ja X osumien kokonaismaara.

(a) Mééarittele X riippumattomien satunnaismuuttujien summana ja
laske sen avulla X:n odotusarvo ja varianssi.
(b) Madrita Tsebysevin epayhtalon avulla véli, jolle osumien kokonais-

médra osuu vihintddan todennédkoisyydelld %.

Liukuhihnalta tulevat pullot ovat vikaantuneita, toisistaan riippumatta,
todennéakdoisyydelld 0.2. Hihnalta tulevat pullot tarkistetaan, vikaantu-
neet poistetaan ja loput pakataan 12 pullon laatikoihin.

(a) Milld todennakoisyydelld on tutkittava tasmélleen 17 pulloa, kun-
nes laatikko saadaan tayteen?
(b) Ainakin 17 pulloa, kunnes laatikko saadaan téyteen?

Laakarilla oli oheisessa taulukossa esitetty uuden hoidon vaikutusta kos-
keva potilasaineisto:

Asuu kaupungissa Asuu maaseudulla

Saanut hoidon Ei hoitoa Saanut hoidon FEi hoitoa
Elossa 1000 50 95 5000
Kuollut 9000 950 5 5000

Tarkastellaan tapahtumia A = ’potilas elossa’, B = ’saanut hoidon’ ja
C ="asuu kaupungissa’. Estimoi tarvittavat todennédkoisyydet taulukon
frekvenssien avulla ja laske

(a) P(A|B) ja P(A| B°) sekd
(b) P(A| BC), P(A| B°C), P(A| BC®) ja P(A| B°C*).
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(c) Oliko hoidosta apua?

16. Olkoot X ja Y sellaiset satunnaismuuttujat, ettd E(X) = ux, E(Y) =
py, Var(X) = 0%, Var(Y) = 0% ja p = Cor(X,Y). Kiytetdin satun-

naismuuttujan Y arvioimiseen regressioennustetta ¥ = a + X, missd
« ja ( ovat vakioita. Ennusteen keskineliovirhe méaaritelladn

MSE(Y) = E([Y — (a + 8X)]).
(a) Osoita laskemalla, ettd
MSE(Y) = [uy — (a + Bux)]* + Var(Y — 5X).

(b) Valitse edellisessi MSE(Y):n lausekkeessa o = iy — Bpx ja niyti,
etté silloin

MSE(Y) = (Box — poy)* + o3 (1 = p°).
(c) Piiittele nyt, ettd MSE(Y) saavuttaa miniminsi o2 (1 — p?), kun
a = py — Bux ja B = poy [ox.

17. Olkoon X sellainen diskreetti satunnaimuuttuja, ettd sen todennékoi-
syysfunktio on P(X = x;) = p;, @ > 1 ja 2. momentti E(X?) =Y p;a?

on olemassa. Olkoon A = {i | |z;] > ¢}, missd € > 0.

(a) Osoita, ettd

P(IX|>e)=> pija B(X?) =) paj,
i€EA 1€EA

(b) 3 piwf = 3~ pic?
i€A icA
(c) jalopuksi P(|X| >¢) < E(X?)/e2.
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Diskreetit jakaumat

Diskreetti satunnaismuuttuja mééariteltiin alaluvussa 2.5. Olemme jo edelli-
sissé luvuissa késitelleet hypergeometrista jakaumaa (alaluku 2.6.1), binomi-
jakaumaa (alaluvut 2.8 ja 3.6) ja sen erikoistapauksena Bernoullin jakaumaa
seké diskreettid tasajakaumaa (alaluku 2.5.4), jotka kaikki ovat esimerkkejé
diskreeteistd jakaumista.

4.1 Diskreetti satunnaismuuttuja

Maiéaritelma 4.1 Otosavaruudessa 2 mééaritelty satunnaismuuttuja X on
diskreetti, jos sen arvojoukko S C R on numeroituva ja P(X € S) = 1. Jou-
kon S pisteilld on positiivinen todennékoisyys ja ne ovat X:n kertyméfunk-
tion F' hyppypisteitd ja ndiden pisteiden todennékoisyydet ovat F:n hyppyjé.

Madritelladn nyt yksinkertainen hyppyfunktio (x) seuraavasti:

(@) {1, x> 0;

0, z=<0.

Olkoon X:n arvoalue S = {1,2,3,...} ja P(x = i) = p;, ¢ > 1. Silloin X:n
kertyméfunktio F'(X) voidaan kirjoittaa muodossa

(4.1.1) F(z) = Zpia(:l: — ).

Vaikka usein tarkastelemme vain kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia, se
ei ole teoreettiselta kannalta oleellinen rajoitus. Olkoon S* = {x1, x9, 3, ...}
diskreetin satunnaismuuttujan arvojoukko. Silloin joukkojen S ja S* valilla
on bijektiivinen vastaavuus g(z;) = i ja P(X = z;) = P(g(xi) = i), joten
voimme aina tarvittaessa siirtya tarkastelemaan vastaavaa kokonaislukuar-
voista satunnaismuuttujaa.

99
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Esimerkki 4.1 Yksinkertaisin satunnaismuuttuja X on sellainen, jonka ar-
voalue S = {c} on yksi piste, jolloin P(X = ¢) = 1. Silloin X:n kertymé-
funktio on

1, x>c¢

0, z<ec.

F(x):es(x—c):{

Olkoon Y:n todennikéisyysfunktio

P(Y:%):%, P(Y:Q):% ja P(Y:3):%.
Silloin Y:n kertyméfunktio on
Fr(y)=gelv—3) +5e -2+ 32y —3).
O
F(z) Fy(y)
1+ 1+ —
% € —
1] e
6
' x — f f Yy
1 1 2 3

Kuvio 4.1. Funktioiden F(z) = e(z — 1) ja Fy (y) kuvaajat.

Esimerkki 4.2 Hatussa on N arpalippua, jotka on numeroitu juoksevasti
ykkosesta ldhtien. Valitaan hatusta arpa satunnaisesti palauttaen n kertaa
ja merkitaédn valittujen arpojen numerot muistiin. Olkoon X suurin valittujen
arpojen numeroista. Silloin P(X <) = (r/N)" ja

PX=r)=P(X<r)—P(X<r—1)
) ()

Maaritelman mukaan X:n odotusarvo on

E(X)=N"Y [r"—(r—1)"r
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N
— N |:7,,Tl+1 _ (7‘ _ 1)n+1 _ (7“ _ 1)n:|
r=1
N

_ N [N”“ S - 1)”]

r=1

4.2 Bernoullin kokeet ja binomijakauma

Alaluvussa 2.8 binomijakauma esiteltiin tarkastelemalla otantaa palauttaen
ja alaluvussa 3.6 binomijakauma liitettiin Bernoullin kokeisiin. Bernoullin koe
on satunnaiskoe, jolla on tésmélleen kaksi toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa (onnistuminen ja epdonnistuminen — lyhyesti O ja E). Esimerkiksi
mielipidetiedustelussa henkild kannattaa tai ei kannata ehdokasta, laatukont-
rollissa tuote on virheeton tai viallinen, hoidon tuloksena potilas paranee tai
el parane.

Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoullin jakaumaa, kun
(4.2.1) X - 1 todennéikb’%syydellét D,
0 todennékdisyydelld 1 — p,

missd 0 < p < 1. Nyt siis X on ’onnistumisen’ indikaattorifunktio. Onnistu-
mistodennikdisyys on P(X = 1) = p ja vastaavasti epdonnistumisen toden-
nikoisyys on P(X = 0) = 1 — p, jota merkitdén usein ¢ = 1 — p. Bernoullin
jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi ovat
E(X)=p ja  Var(X)=pq,

silla

E(X)=p-1+q-0=p, EX*)=p 1*+q-0°=p
ja

Var(X) = E(X?) - [E(X)]* =p - p* = p(1 = p) = pg.
Merkitsemme X ~ Ber(p), kun X noudattaa Bernoullin jakaumaa, jonka

odotusarvo on p.
Jos X ~ Ber(p), niin X kertyméfunktio on

F(z) =1 -p)e(x) +pe(z —1).
Yleisesti X:n 7. momentti
EX")=(1-p)-0"+p-1"=p

on téssd tapauksessa hyvin helppo laskea. Bernoullin jakauman Ber(p) mo-
menttifunktio on

M(t) = E(e") = P(X = 0)e'? + P(X = 1)e"*
= (1—p)+pe' =1+p(e" —1),
joka on madritelty kaikilla t € R.
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Esimerkki 4.3 (Sabharwal 1969). Olkoon n:n Bernoullin kokeen jonossa
Xy, Xo, ..., X, onnistumistodennékoisyys P(O) = p ja vastaavasti P(E) =
1 — p (E = epdonnistuminen). Olkoon Y,, tapahtuman OE (osajono) esiin-
tymisten lukuméérd koejonossa. Miké on téllaisten osajonojen lukuméérin
odotusarvo E(Y;,)? Maéritellddn ensin uusi satunnaismuuttuja

1, jos X; =0 ja Xiy1 = E;

0  muulloin,

Zi = h(Xini-l—l) = {

kun¢=1,2,...,n — 1. Silloin

ja
n—1
EY, =) E(Z)
=1

=3 b1 -p) = (n— 1pl1 )

Jos esimerkiksi p = 1 ja n = 101, niin

1
BE(Y,) =" — =2

O

Tehd&an n riippumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa onnistumis-
todennékoisyys on p. Olkoon i. Bernoullin kokeen tulos satunnaismuuttuja
X;, joka saa arvon 1 tai 0. Silloin koesarjan tulos on riippumattomien samaa
Bernoullin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien jono Xy, Xo, ..., X},
missd P(X; =1)=pjaP(X;=0)=¢q,i=1,2,...,n. Kun koe on tehty, tu-
los voisi olla esimerkiksi 111011000 . .. 110. Téllaisen tuloksen todenn&kéisyys
(ennen koetta) olisi

ppp(1 —p)p(L —p)(1 — p)ppp- - pp(1 — p) = p* (1 — p)" ",

missd k on onnistumisten lukumé&éréd ja n — k epadonnistumisten lukuméa-
rd. Olkoon X onnistumisten lukuméérad n:ssé riippumattomassa Bernoullin
kokeessa. Alaluvussa 3.6 totesimme, ettd X noudattaa binomijakaumaa pa-
rametrein n ja p. Silloin merkitdén X ~ Bin(n,p). Binomijakauman toden-
nakoisyysfunktio on

(4.2.2) fz) = (")pm —p)"T, 2=0,1,2,...,n.

X

Esitetddan nyt edelld mainittu binomijakauman luonnehdinta Bernoullin ko-
keiden avulla lauseen muodossa. Jatkossa oletetaan, ettd Bernoullin kokeet
ovat toisistaan riippumattomat, vaikkei oletusta erikseen mainittaisikaan.
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Lause 4.1 Tehdddn n riipumatonta Bernoullin koetta, joissa jokaisessa on-
nistumistodenndkdisyys on p. Olkoon X onnistumisten lukumddrd. Silloin

X ~ Bin(n, p).

Todistus. Koska X on onnistumisten lukumééri n:ssé riipumatomassa Ber-
noullin kokeessa, niin X = X;+X,+- - -4+ X,,, missid X; ~ Ber(p) = Bin(1, p),
1 =1,2,...,n ovat riippumattomat ja noudattavat samaa Bernoullin jakau-
maa. Merkitdan nyt X = .5, ja

Sn:X1+X2++Xn: n-1+ Xn.

Todistamme véitteen induktiolla.

Kun n = 1, niin oletuksen mukaan X = X; ~ Ber(p) = Bin(1,p), joten
viite pitdd paikkansa tapauksessa n = 1. Teemme nyt induktio-oletuksen
Sn—1 ~ Bin(n — 1, p) ja ndytdmme, etta S, ~ Bin(n, p).

Tapahtuma {S,_1 + X,, = k} voidaan lausua yhdisteené

{Sn,1 -+ Xn == k} - {Sn,1 - k, Xn - 0} U {Sn,1 == k - 1, Xn == 1},

missd {S,—1 =k, X, =0} ja {S,-1 =k — 1, X,, = 1} ovat erillisid tapahtu-
mia. Silloin yhteenlaskusé&nnon nojalla

P(Snoi+Xp=k)=P(Sp_1 =k, Xo =0+ P(S,_1 =k —1, X, = 1).

Satunnaismuuttujat S,_1 ja X, ovat oletuksen mukaan riippumattomat, jo-
ten

P(S, 1+ X, = k)
= P(Sy_1 = k) P(X = 0) + P(S,y =k — 1) P(X,, = 1)

= (n . 1)?’“(1 —p)" M1 -p) + (Z - Dp'”(l —p)"*p
= (n N 1)?’“(1 —p)" "+ (Z - Dp'“(l —p)" "

= Kn L 1) + (Z:D} prL=p) = (Z)pk(l -p)" "

missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, etté (";1) + (Zj) = (}) [Pascalin

kolmio]. Néin on lause todistettu. O

Esimerkki 4.4 Erédan kasvin siementen itdmistodennikoisyydeksi on ilmoi-
tettu 0.8. Siemenen itdminen on tédssd "onnistuminen” ja itdmistodennakoi-
syys on onnistumistodennakoisyys. Jos kylvetddan 10 siementéd ja siementen
itdmistapahtumat ovat toisistaan riippumattomat, niin kylvoa voidaan pitaa
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kymmenené riippumattomana Bernoullin kokeena, joissa onnistumistoden-
nékoisyys on 0.8. Silloin itévien siementen lukuméérd X ~ Bin(10,0.8), eli

10
T

f@):( )0.8x-0.210—w, r=0,1,...,10.

Miké on todennékoisyys, ettd vihemman kuin 9 jyvaa itdd? Todennédkoisyys

10
PX<9)=P(X<8=1-> P(X=k)
k=9
=1-10-0.8°-0.2 — 0.8 = 0.6242.

O

Laskemme usein muotoa P(X < z) olevia todennékdisyyksid, kuten edel-
lisessd, esimerkissd. Todenndkoisyydet P(X < x) médrittelevit jakauman
kertyméfunktion

F(r) = P(X <ux).

Kertyméfunktio madriteltiin alaluvussa 2.5.2. Binomijakauman kertymafunk-

tion arvot pisteissd z = 0,1,...,n ovat
. /n
F — k 1— n—k:'
(z) ; (k)p (1-p)

Lause 4.2 Jos X ~ Bin(n,p), niin

1. X :n todenndkéisyysfunktio f(z) on

f(z) = (Z)pm —p)"T, 2 =0,1,2,....n

kaikilla n € N ja kaikilla p € [0, 1];

2. X:n kertymdfunktio F(y) on

n

F =3 (M) - et o)

=0
kaikilla y € R, missd €(y) on hyppyfunktio;
3. X odotusarvo, varianssi ja momenttifunktio ovat

p,  Var(X) =np(1l - p),

p=~EX)=n
= (1 —p+peh)", —00 < t < 0.
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Todistus. 1. Binomijakauman todennékoéisyysfunktio johdettiin Lauseen 4.1
todistuksessa.

2. Odotusarvo ja varianssi. Koska X = X; 4+ X5+ -+ X, on riippumat-
tomien Bernoullin muuttujien X; ~ Ber(p) summa, niin

E(X)=E(X)) + E(Xy) +---+ E(X,)
=p+p+-+p=np

ja
Var(X) = Var(X;) + Var(Xs) + - - - + Var(X,,)
=p(l-p)+p(l—=p)+ - +p(l—=p)=np(l-p).

3. Momenttifunktio on

M(t) = E(e")
= E( t(X1+X2+---+Xn)> — E(etX1+tX2+,,,+tXn)

_ E( tX1 tXQ . tXn)

= E(e"™) E(e2) - - - E(e),

missé viimeinen yhtésuuruus seuraa lauseista 3.6 ja 3.10. Koska X; ja X; (i #
j) ovat riippumattomat, niin e’Xi ja e'*s ovat riippumattomat (Lause 3.6) ja
riippumattomien satunnaismuuttujien X1, e!*2 .. e tulon odotusarvo
on yksittéisten tulon tekijéiden odotusarvojen tulo (Lause 3.10). Koska

Mx,(t) = E(e™) =1 —p+ pe', 1=1,2,...,n,

niin
M@t)=(1—-p+pe")*  kaikilla t € R.

Momenttifunktio itse asiassa méérittelee yksikésitteisesti todennakoisyys-
funktion (Lause 3.12). Naytdmme kuitenkin vield eksplisiittisesti, ettd bino-
mitodennakoisyydet méaritteleviat todennékoisyysfunktion. Koska Binomi-
lauseen 2.6 perusteella

p+(1—p)|"= Zn: (Z)p”(l —p)"r=1

=0

TLJ?

kaikilla p € [0, 1], niin todennékéisyydet f(z;n,p) = (7)p"( mai-
rittelevit todennékoisyysfunktion kaikilla p € [0,1] jan > 1 Huomaa myos,
etta
M(0) = (1L —p+pe)" = [p+(1-p)"
O

Seuraus 4.1 Jos X; ~ Bin(ny,p) ja Xo ~ Bin(ng, p) ovat riippumattomat,
niin Xy + Xo ~ Bin(ny + ng, p).



106 Luku 4. Diskreetit jakaumat

Todistus. Koska Lauseen 4.2 mukaan X momenttifunktio on (1 — p +
peh)™ ja Xo:n momenttifunktio on (1 — p + pe’)"2, niin satunnaismuuttujan
X1 + X5 momenttifunktio on Lauseen 3.13 mukaan (1 — p + pe’)™*"2. Mut-
ta Lauseen 4.2 perusteella (1 — p + pe")™ ™2 on binomijakuman Bin(n; +
ng, p) momenttifunktio. Téstd seuraa momenttifunktion yksikésitteisyyden
(Lause 3.12) nojalla, ettd X7 + Xy ~ Bin(ny + ne, p). O

Seurauslauseen 4.1 todistuksessa on kéytetty esimerkin vuoksi yleistd mo-
menttifunktiotekniikkaa. Téssé tapauksessa tulos saadaan kuitenkin helposti
turvautumatta noin voimakkaisiin menetelmiin. Koska X esittdd onnistumis-
ten lukumaérda nq:sséd Bernoullin kokeessa ja X, onnistumisten lukumaéaaras
no:ssa kokeessa, missé p on jokaisen kokeen onnistumistodennékoisyys, niin
riippumattomien satunnaismuuttujien X; ja X, summa X; + X, esittdd on-
nistumisen lukuméaéraé (ny; + ng):ssa kokeessa. Tamén perusteella saadaan
tulos X7 + Xy ~ Bin(n; 4+ ng, p). Analyyttisesti tulos voidaan tarkistaa las-
kemalla lauseke

P(X1+ Xy =k) =) P(Xy =i, Xy =k —1)

=0

:ip(xl — i) P(Xy =k — 1)

— (1 i ni—if T2 k—i no—k-+i
— 1 _ 1 1 _ 2
> (i)p( p) (k_z.)p (1-p) ,

=0

n2

kfi) = 0 kaikilla £ — ¢ > ny. Téstd seuraa

2 /n n
P(Xy + Xy = k) = p*(1 —p)n1+n2_k2 ( ;) (k _2 z)
i=0

Soveltamalla hypergeometrista identiteettid (ks. Lause 2.8)

(") =% (0)(2)

saadaan kaivattu tulos.

missé (

4.3 QOdotusaikojen jakaumat

Monissa sovelluksissa on kiinnostuksen kohteena odotusaika siihen hetkeen,
ettd jokin tietty tapahtuma sattuu. Tésséd alaluvussa késitelldadn Bernoullin
kokeisiin ja yksinkertaiseen satunnaisotantaan liittyvid odotusaikatehtévia.
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4.3.1 Odotusajat Bernoullin kokeissa

Tarkastellaan riippumattomien samaa Bernoullin jakaumaa noudattavien sa-
tunnaismuuttujien jonoa Xi, Xs, ..., X,, missi X; ~ Ber(p). Maaritellddn
satunnaismuuttujat S,, ja W, seuraavasti:

Sp=X1+Xo+ -+ X,,

W, = r:4én onnistumiseen tarvittavien yritysten méaara.

Jos ajattelemme, ettd yhteen Bernoullin kokeeseen kuluu yhden yksikoén pi-
tuinen aika, niin S,, vie n aikayksikko6d. Nyt siis W, on r:n onnistumisen
saavuttamiseen tarvittava aika eli odotusaika ja sen mahdolliset arvot ovat
r,r+ 1, r+2, ... Tiedimme, ettd S, ~ Bin(n,p), mutta mikd on W,:n
jakauma?

Esimerkki 4.5 Heitetddn harhatonta lanttia, kunnes saadaan kruunu (R).
Olkoon W) tarvittavien heittojen lukuméérd. Tapahtuma {W; = x} sattuu
vain silloin, kun (z — 1):114 ensimmaéiselld heitolla on saatu pelkkid klaavoja
(L) ja x. heitolla saadaan kruunu:

LLL...L R.
| —

x — 1 kertaa
Tésté seuraa, ettd

1

P(lex)ZQ_x’

r=12,....

Satunnaismuuttujan W; odotusarvo on mééritelmian mukaan

>z
(4.3.1) E(W)) = Z; >
Tieddmme, etta
= 1
(432) Zp$:1+p+p2+p3+-”=?p, kun ‘p|<1.

=0
Kun derivoimme sarjan (4.3.2) termeittéin, saamme

(e 9]

(433) 04+ 142p+3p°+-- =) (z+1)p" =

=0

kun [p| < 1.

1
(1—p)*

Koska sarjan (4.3.2) suppenemisside on 1, suppenee derivointioperaation tu-
loksena saatu sarja (4.3.3) arvoilla [p| < 1. Sijoittamalla p = § sarjaan (4.3.3)

saadaan .
E (x+1) Ly =4
2 )

=0
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joka voidaan esittdd muodossa

S0 S S e

missi summa Y oo, (3)° = 2 saadaan kaavasta (4.3.2). Nyt siis odotusar-
vo (4.3.1) on 2.
Jos kruunun todennékéisyys on p, niin silloin

PWy=z)=(1=-p)(1—p)---Q1—pp=>0—-p~'p

(. J/
-~

x — 1 kertaa

ja

NE

EW) =3 w1~ p)fp=p e 4 11— pf

RS S
Poi=a=pr ~p

missé sarjan summa saadaan (4.3.3):n avulla. Satunnaismuuttuja W; on siis
kruunun tai yleisemmin ’onnistumisen’ odotusaika. Jakaumaa

r=1

(4.3.4) PW,=x)=(1-p)*p, r=1,2,...

kutsutaan geometriseksi jakaumaksi. Todennékoisyydet (4.3.4) todellakin maa-
rittelevat jakauman, koska

ZP(Wl:x):Z(l—p)x_lp:p-Z(l—p)x:p-%:1.

O

Tapahtuma {WV, = x} sattuu, kun (z — 1):ssd ensimmaéisessi kokeessa on
saatu r — 1 onnistumista ja x. kokeessa saadaan onnistuminen:

OOEOE...EO
~———

x — 1 koetta, {x koe,

r—1 onnistumista, r. onnistuminen

kokeiden jérjestys

mielivaltainen
Nyt siis {W, =z} = {S,-1 =r—1, X, = 1}. Koska X;:t (i = 1,2,...,2)
ovat riippumattomat, niin myos S,_; ja X, ovat riippumattomat. Silloin

(4.35) P(W,=2)=P(S;1 =7 —1) P(X, = 1)
= (f - Dp“(l —p)*p= (i - fo"(l )"
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koska S,_1 ~ Bin(z — 1, p). Todennékaisyydet (4.3.5) méirittelevét ns. ne-
gatiivisen binomijakauman. Soveltamalla identiteettia [ks. (2.4.5)]

(0)-(2))

P(W, =2) = = P(S, =71).

T

saadaan

Toinen usein kayttokelpoinen identiteetti on

P(W, >uz)=P(S, <r).

4.3.2 Geometrinen jakauma ja
negatiivinen binomijakauma

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa
parametrein r ja p, jos

-1
(4.3.6) P(X=12)= (x 1)pr(1 —p), x=rr+1r+2,....
r —

Merkitsemme silloin
X ~ NBin(r, p).

Edellisessé pykéldssd huomasimme, ettd odotusaika W, ~ NBin(r, p). Kun
r = 1, sanomme negatiivista binomijakaumaa geometriseks:i jakaumaksi. Geo-
metrisen jakauman todennédkoéisyysfunktio on siis

(4.3.7) f(z) =p(1 —p)*t, r=1,2,3....

Kun siis X ~ NBin(1,p), niin X:n noudattaa geometrista jakaumaa para-
metrilla p. Merkitsemme silloin X ~ Geo(p).

Lause 4.3 Oletetaan, ettd X ~ NBin(r, p).

1. Funktio (4.3.6) on negatiivisen binomijakauman todenndkdoisyysfunktio
kaikilla posititvisilla kokonaisluvuilla v ja kaikilla 0 < p < 1 ja
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Todistus. Johdamme ensin negatiivisen binomijakauman momenttifunktion
suoraan mééritelmén nojalla. Koska M(t) = E(e™), niin momenttifunktio

on
tX\ - tx T 1 r T—r
P =3 e (77 )r )
= TOO t(y+r) r+y—1y . Y
Py e ( L JP-p)
y=0
o ralr ty T+y 1) Y
=pe” Y ( (1-p)
y=0 4
T tr ty y -r y
=pe e?(—1 ( ) 1—»p
ZO (—=1) ) (1-p)
y=
= [(—r
:pretrz ( ) [_(1 _p)et}y
y=0 Y
t T
— T atr 1—(1— t]1—T — pe )
Binomisarja ZzO:o (_yr) [—(1 —p)et]y suppenee (Lause 2.7), kun (1 —p)e’ < 1,

joka on yhtépitava epayhtélon ¢ < —log(1 — p) kanssa.

Koska M(0) = 1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla r (r € N) ja kaikilla
0 < p < 1, niin (4.3.6) on todennikoisyysfunktio kaikilla » € N ja kaikilla
0 < p < 1. Odotusarvo ja varianssi saadaan laskemalla ensin M (¢):m 1. ja 2.
derivaatta ja niiden avulla

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M'(0)]>.

Seuraus 4.2 Jos X ~ Geo(p), niin X ~ NBin(1,p) ja

1. funktio (4.3.7) on geometrisen jakauman todenndkdisyysfunktio kaikilla
0<p<l1yja

1 1—p
E(X)=-, Var(X) =
(X) =~ (X) ==

M(t) = E(e") = %, t < —log(l—p).

Olkoon Y epdonnistumisten lukuméérd Bernoullin toistokokeessa, ennen
kuin saadaan r. onnistuminen. Koska r. onnistumiseen tarvittavien yritysten
méérd W, ~ NBin(r, p), niin

J

Y=W,—r ja EY)=EW,)—r=——r=



4.3. Odotusaikojen jakaumat 111

Y'n varianssi on tietysti sama kuin W, varianssi. Nyt siis P(Y = y) =
P(W, =r+y) kaikillay =0,1,2,....
Nimitys "negatiivinen binomijakauma” on periisin esitystavasta

r —r r —r r - -r
L=y = = - = Y ()
o\ Y
y
mistd saadaan todennékoisyydet P(W, = y + ), y = 0,1,2,.... Merkintd
(;T) on maaritelminsia mukaan

()-S =en( )

missd r > 0 ja y > 0 ovat kokonaislukuja.

Esimerkki 4.6 Geometrisella jakaumalla ja negatiivisella binomijakaumalla
on tarked merkitys esimerkiksi jonoteoriassa. Oletetaan, ettd joukko asiakkai-
ta jonottaa padsya palvelutiskille. Olkoon todenndkdisyys p, ettd jokaisella
pienelld aikavililla tulee 1 uusi asiakas (0 uutta asiakasta todennékéoisyydelld
1 —p = q). Silloin seuraavan asiakkaan odotusaika W ~ Geo(p). Todenné-
koisyys P(W > k), ettéd seuraavan k:n aikayksikon aikana ei tule asiakasta,
on

PW>k=> ¢ 'p=dp+w+dp+ )
j=k+1

=q¢"=1-P(W <k).

O
Geometrisen jakauman kertyméfunktio on siis
k
F(k)=PW <k)=> (1-p)'p
i=1
=1-P(W>k)=1-¢",
missd ¢ = 1 —pja k = 1,2,.... Geometrisen jakauman kertyméfunktion

arvot saadaan geometrisesta sarjasta, josta jakauman nimi tulee.

Usein oletetaan, ettd myos asiakkaan palvelemiseen kdytetty aika (palve-
luaika) noudattaa geometrista jakaumaa. Palveluajan jakaumalla on tietysti
yleensé eri parametrin p arvo kuin palvelun odotusajan jakaumalla. Geo-
metrisella jakaumalla on "unohtamisominaisuus”, joka havaitaan laskemalla
seuraava ehdollinen todennékoisyys:

PW >k+s) ¢
(4.3.8) PW>k+s|W>k)= PW k)~ & =q°.
Nyt siis todennéakdisyys, ettd asiakkaan palveleminen kestédd vield s aikayk-
sikkod, ei riipu siitéd, kuinka kauan héntd on jo palveltu. Onneksi kuitenkin
kédytannossa palveluaika ei aina tdysin noudata geometrista jakaumaa.
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Esimerkki 4.7 Banachin tulitikkuongelma. Piippua polttelevalla mate-
maatikolla oli tapana pitdd yksi tulitikkulaatikko oikeassa ja yksi vasemmas-
sa taskussa. Joka kerta tikkua tarvitessaan hin valitsi taskun téysin satun-
naisesti, joten kummankin taskun valintatodennékoisyys on % Tarkastellaan
tapahtumaa, ettd matemaatikko huomaa laatikon olevan tyhjéa. Oletetaan,
ettd kummassakin laatikossa oli alunperin N tikkua. Mik& on todenn&koi-
syys, etté toisessa laatikossa on tdsmélleen k tikkua (kK =0,1,..., N) silloin,
kun matemaatikko havaitsee toisen laatikon olevan tyhja?

Olkoon A tapahtuma, ettd matemaatikko huomaa oikeanpuoleisen laati-
kon olevan tyhjé ja samalla vasemman taskun laatikossa on £ tikkua. Tapah-
tuma voi sattua tdsmaélleen silloin, kun oikeanpuoleisen taskun laatikosta va-
litaan tikku (N+1). kerran ja yhteensa valintoja on tehty N+1+ N —k kappa-
letta. Teemme siis valintoja palauttamatta. Molemmissa laatikoissa on N tik-
kua, joten tapahtuma A on ekvivalentti tapahtuman {Wy,; = N+1+N —k}
kanssa. Saamme kaavalla (4.3.6) todennéakoisyydeksi

ON — I\ /1 \2N k1
P(WN+1:N+1+N—I€):< N )(5) :

Koska my6s todennékoisyys, ettd vasemmanpuoleinen laatikko huomataan
tyhjiksi ja oikeanpuoleisessa on k tikkua, on P(Wyy; = N+1+4+ N — k), niin
vastaus kysymykseen on

IN —k\ /1N "
T ST

4.3.3 Odotusajat perikkiisotannassa

Oletetaan, ettd populaatiossa on kahdenlaisia alkioita. Valitaan populaatios-
ta perikkaisotos. Kéytetddn nyt apuna uurnamallia. Olkoon uurnassa a val-
koista palloa ja b mustaa palloa eli yhteensd a + b = N palloa. Poimitaan
satunnaisvalinnalla palloja uurnasta yksitellen. Méaaritelladn satunnaismuut-
tujat

S,, = valkoisten pallojen (onnistumisten) lukumééra
n:ssé, ensimméaisessd nostossa;

W, = r:n valkoisen pallon saamiseksi tarvittavien nostojen mé&ara.

Jos ajatellaan, ettd nostoon menee yksi aikayksikko, niin W, on r:n valkoisen
pallon saamiseksi tarvittava odotusaika.

Jos otanta tehdaan palauttaen, niin perdkkiiset nostot ovat riippumatto-
mia Bernoullin kokeita, joissa onnistumistodennikoisyys on p = a/N. Tés-
sd tapauksessa voidaan suoraan soveltaa edellé esitettyja Bernoullin kokeita
koskevia tuloksia.
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Kun otanta tehdadan palauttamatta, perdkkéiset nostot eivat ole riippu-
mattomia, koska valkoisten pallojen suhteellinen osuus uurnassa riippuu sii-
td, mité sieltd on jo valittu. Alaluvussa 2.6.1 osoitimme, ettéd S, noudattaa
hypergeometrista jakaumaa, kun otanta tehdddn palauttamatta (ks. myos
alaluku 3.7.1). Silloin

() G
(4.3.9) P(S,=1x) = %,
kun x = 0,1,...,n. Mikd on todennédkdisyys, ettd saamme x. nostossa r.

valkoisen pallon?
Tapahtuma {WW, = z} sattuu tédsmélleen silloin, kun x — 1 ensimmaéisessé
nostossa on saatu r — 1 valkoista ja x. nostossa saadaan valkoinen:

KABWOWﬂ

X XeRoRy }

Valittu  — 1 palloa, x. valinta, Uurnassa jaljella
joista valkoisia r — 1; r. valkoinen N — z + 1 palloa, joista
valintajérjestys mielivaltainen valkoisia a — r + 1.

Voimme siis kirjoittaa {W, = z} = {S,_1 =r — 1, X, = 1}, missd S, ~

HGeo(x — 1, N,a/z) [ks. Esimerkki 3.11 ja (3.3.6)] ja X, = 1, kun valitaan

valkoinen pallo x. nostossa. Téstd seuraa, ettd

(4.3.10) PW,=xz)=P(S,.1=r—1,X,=1)
=P(S,1=r—1)PX,=1|S,=r—-1)

(O amr
(N) N—-z+1’

rz—1

kinx =r,r+1,...,N.
Todennékoisyys (4.3.10) voidaan kirjoittaa lausekkeena

(4.3.11) POW, —a) = (* ! (o)
- ' =1 ()
joka on negatiivisen hypergeometrisen jakauman todennakoisyysfunktio. Kos-

ka (‘”71) = f(f), niin

r—1 T

() (=

)ZZPS =r

missid S, ~ HGeo(z, N,a/N). Vastaavanlainen tulos saatiin otannassa pa-
lauttaen. Samoin on jilleen helppo nédhda, etta

P(WT:x)zg-

P(W,>z)=P(S, <r).
Merkitdén W, ~ NHGeo(r, N, p), missid p = a/N.
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4.3.4 Hypergeometrinen jakauma ja
negatiivinen hypergeometrinen jakauma

Olemme esitelleet hypergeometrisen jakauman tarkastelemalla otantaa pa-
lauttamatta (alaluku 2.6.1). Jakauman avulla voidaan siis ratkaista otan-
taan liittyvid todennékoisyystehtavida. Hypergeometrisen jakauman moment-
tifunktiolla M (%) ei ole olemassa siistid lauseketta, vaikka se tietysti voidaan
lausua méaaritelménsd mukaan &érellisend summana, koska satunnaismuut-
tujan arvojoukko on dérellinen. Hypergeometrisen jakauman odotusarvon ja
varianssin laskeminen ei myoskéadn ole aivan helppo tehtava.

Olemme merkinneet populaation alkioiden lukuméérad N = a + b, joista
a kappaletta on tyyppid A ja b kappaletta tyyppia B. Esimerkiksi tuotepo-
pulaatiossa on a viallista. Tyyppid A olevien alkioden suhteellinen osuus on
p = a/N. Tyyppid A olevan alkion valinta on “onnistuminen” ja tyypin B
valinta "epdonnistuminen”. Valitaan populaatiosta n:n alkion otos palautta-
matta. Olkoon X onnistuneiden valintojen lukumééré otoksessa. On selvai,
ettd 0 < X < n. Koska populaatiossa on pN kappaletta tyyppid A olevia
alkioita ja (1 —p)N kappaletta tyyppid B, niin X < pN jan—X < (1—p)N.
Siksi X:n arvoalue S on ehdon

max{0,n — (1 —p)N} <z < min{n,pN}

toteuttavien kokonaislukujen x joukko.
Kun X noudattaa hypergeometrista jakaumaa HGeo(n, N, p), niin X:m
todennakoisyysfunktio on

ws1)  gw=px=n= D)

()
Huomattakoon, ettd todenndkoisyys (4.3.12) on mééritelty myos arvoilla = ¢
S, mutta silloin f(z) = 0.

Lause 4.4 Oletetaan, ettc X ~ HGeo(n, N, p). Silloin

N —n
N -1

E(X)=np ja Var(X) = np(1 —p).

Todistus. Hypergeometrisen jakauman odotusarvo laskettiin esimerkissa 3.11
ja alaluvussa 3.7.1. Varianssi voidaan laskea vastaavalla tavalla. 0

Lause 4.5 Oletetaan, ettd Y ~ NHGeo(r, N, p). Silloin

N+1 rN(N +1)(1 —p)(Np+1—r)

EV)=r-§57  Jo Vall)= (Np+ 1)2(Np + 2)
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Mainitsimme jo alaluvussa 2.8.1, ettd binomijakaumaa voidaan kéayttaa
hypergeometrisen jakauman likiarvona, kun N on suuri. Erityisesti, kun N
on daretén tai hyvin suuri (verrattuna otoskokoon), on yhdentekevid, kiy-
tetddnko otantaa palauttaen vai palauttamatta. Oletetaan nyt, etta

Xy ~ HGeo(n, N, p) ja X ~ Bin(n,p).

Kun parametrit n ja p ovat annettuja vakioita ja N kasvaa rajatta, voimme
osoittaa, ettd Xy:n jakauma ldhestyy X:n jakaumaa. Silloin siis

XNi>X, kun N — oo.

Koska X ~ Bin(n, p), niin
Xy -5 Bin(n, p),

eli Xy:n jakauma ldhestyy binomijakaumaa, jonka parametrit ovat n ja p.
Sanomme my0s, ettd Xy:n jakauma suppenee kohti X:n jakaumaa N:n kas-
vaessa. Kutsumme X:n jakaumaa Xy:n asymptoottiseksi jakaumaksz.
Lauseen 3.5 mukaan satunnaismuuttujilla on sama jakauma, jos niilld on
sama kertyméfunktio. Voimme nyt tarkastella satunnaismuuttujien jonoa

{Xy; N=1,2,...} = X1, Xy, ...
ja vastaavaa kertyméfunktioiden jonoa

{Fy; N=1,2,...} =F,F,, ...,
missd Fyy(z) on Xy:m kertyméfunktio.

Maéaritelméa 4.2 Jono { Xn; N = 1,2,...} suppenee jakaumaltaan kohti
satunnaismuuttujaa X, jos

lim Fy(z)= F(x)

N—oo
kaikissa pisteisséd = € R, joissa X:n kertyméfunktio F'(z) on jatkuva.
Diskreettien satunnaismuuttujien tapauksessa voidaan helposti todistaa

tulos, joka osoitaa, ettd suppenemista jakaumamielessd voidaan tarkastella
yhté hyvin myos todennédkoisyysfunktioiden avulla.

Lause 4.6 Olkoon { Xn; N =1,2,...} sellainen epdinegatiivisten kokonais-
lukuarvoisten satunnaismuuttujien jono, ettd Xy :n todenndkoisyysfunktio on
fn(k), N=1,2,.... Olkoon X epdnegatiivinen kokonaislukuarvoinen satun-
naismuuttuja, jonka todenndkéisyysfunktio on f(k). Silloin

Xy =5 X & lim fu(k) = f(k)

kaikilla epdnegatiivisilla kokonaisluvuilla k.
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Todistus. Jatetddn harjoitustehtavéksi. 0

Lause 4.7 Jos Xy ~ HGeo(n, N, p), niin
Xy 4, Bin(n,p), kun N — oc.

Todistus. Kiytetaén lausetta 4.6 ja osoitetaan, ettd P(Xy = k) = fy(k) —
f (k) kaikilla epanegatiivisilla kokonaisluvuilla &, kun N — oo. Yksityiskoh-
dat jatetddn lukijan pohdittavaksi. 0

4.3.5 Tasajakauma

Diskreetti tasajakauma esiteltiin ensimméisen kerran alaluvussa 2.5.4. Sa-
tunnaismuuttuja X, jonka arvoavaruus on S = {1,2,..., N}, noudattaa dis-
kreettid tasajakaumaa, jos

Na
Silloin merkitdan X ~ Tasd(1,2,...,N), missi N > 1 on annettu positiivi-

nen kokonaisluku. Jos X ~ Tasd(1,2,..., N), niin

E(X)= % ja Var(X) = (v + %N mt))

4.4 Poissonin jakauma

Satunnaismuuttuja X, jonka todennékoisyysfunktio on

(4.4.1) fay = X o

z!

noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A > 0, joka on Poissonin jakau-
man odotusarvo. Silloin merkitain

X ~ Poi(M).

Poissonin jakaumalla on runsaasti sovelluksia eri aloilla. Sitd voidaan kéayttasa
my6s binomijakauman Bin(n, p) likiarvona, kun n on suuri ja p pieni. Silloin

siis patee
(n)pm gy TR
x x!

Lause 4.8 Olkoon X ~ Poi(\). Silloin

1. funktio (4.4.1) on Poissonin jakauman todenndkoisyysfunktio kaikilla
A >0 ja
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p=FE(X)=M\, Var(X) = A,
M(t) = E(e'*) = exp(Xe’ — \).

Todistus. Sovelletaan eksponenttifunktion sarjakehitelméa

oo

(4.4.2) exp(N) = e = Z a

x!l’
=0

1. Ensinndkin f(x) > 0 kaikilla z = 0, 1,2, ..., ja eksponenttifunktion sarja-
kehitelmén (4.4.2) perusteella

S e AN A A
f(x)zz T =e Za:e et = 1.
=0 =0 =0

2. Johdetaan ensin momenttifunktion M (t) lauseke:

M(t) = E@™) =) e e™

=0
=e - exp(le’) = exp(le’ — \).
Odotusarvo ja varianssi saadaan sitten laskemalla M (¢):n 1. ja 2. derivaatta
ja soveltamalla identiteetteja

E(X)=M'(0) ja  Var(X)= M"(0)—[M'(0)]>. .

Riippumattomien Poissonin jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
summa noudattaa myos Poissonin jakaumaa.

Lause 4.9 Olkoot X1, Xs, ..., X, ritppumattomat ja X; ~ Poi()\;), i =
1,2,...,n. OlkoonY = X1 + Xo + -+ -+ X,,. Silloin
Y ~ Poi()),

missa A = Y A;.

=1

Todistus. Seurauslauseen 3.1 mukaan

— HGXP()\iet — i) = exp[(e’ — 1)),

missd A = ) \;. Lauseesta 3.12 seuraa sitten véite Y ~ Poi(\). O
i=1
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Jos riippumattomat X;, X, ..., X,, noudattavat samaa Poissonin jakau-
maa Poi(A), niin Lauseen 4.9 mukaan niiden summa Y = X; + Xo +-- -+ X,
noudattaa Poissonin jakaumaa Poi(n)). Poissonin jakauma on hyvé binomi-
jakauman Bin(n, p) likiarvo silloin, kun n on suuri ja p pieni.

Kun X ~ Bin(n,p), niin binomitodenn#koisyys on

(4.4.3) f(z;n,p) = (Z)p”(l —p)" Y x=0,1,...,n.

Annetaan nyt p:n riippua n:std ja merkitddn lausekkeessa (4.4.3) p = py.
Valitaan erityisesti

Tarkastellaan nyt binomijakaumien jonoa
Bin(17p1)7 Bil’l(2,p2), Bin(37p3)7 s

ja vastaavaa satunnaismuuttujien Xy, X, X3, ... jonoa, missi X,, ~ Bin(n, p,),
n > 1. Nyt siis

(4.4.4) P(X, =z) = (Z) (%)x (1 - %)H 0<z<n

Merkitédén todennakoisyytté (4.4.4) lyhyesti b, (n)
Kiinnitetd4n nyt = ja annetaan n:n kasvaa rajatta. Osoittautuu, etté b, (n)
suppenee kaikilla x. Valitaan ensin x = 0. Silloin saamme

(4.4.5) lim bo(n) = lim (1 — 5)n —e

n—oo n—~oo n

Se on erés keskeinen eksponenttifunktioon liittyvé kaava, joka pitdisi analyy-
sin kurssien perusteella muistaa. Tulos (4.4.5) saadaan esimerkiksi Taylorin
sarjan

o0 pn
log(1—p)=—>_ -

3
—

A
n

A\ A AN A3
4.4. 1 1——) =nl 1-=)=n(l---"— - —...
(4.4.6) og( n) " og( n) n( n  2n?  3n3 )

avulla, kun sijoitetaan p =

2 3
:_/\_)‘__)‘__...

2n  3n?
R Y S
N n\ 2 3n ’

Kun n — oo, niin %()‘;%—%%—) — 0 ja siksi log(l— )‘)n—>—)\.

n
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Lasketaan seuraavaksi b, (n):n raja-arvo, kun = > 0. Tarkastellaan perik-
kéisten binomitodennédkoisyyksien suhdetta

-t () (-2) 2 () (-3

missa =%
n

—1ljal-— % — 1, kun n — oo. Tésté seuraa, etti

. berl (n) )\
447 1 -
(4.4.7) oo by(n) |z 41

Kun ldhdetdén tuloksesta (4.4.5) ja kdytetddn hyviksi raja-arvoa (4.4.7),
saadaan

A
lim by (n) = 7 Jim bo(n) = Ae™,

)\2
i () =5 Jim () = e
A A?
lim b,(n) = = lim b, y(n) = ———e .
Jm be(n) = 2 Hm bea(n) = 752
Olemme siis néytténeet, etta
. ATy
(4.4.8) lim b,(n) = —e
n—00 xZ.

missé raja-arvo on P(X = z), kun X ~ Poi(\). Tulos (4.4.8) tunnetaan
Poissonin raja-arvolakina.

Satunnaismuuttujat noudattavat samaa jakaumaa, kun niilli on sama
kertyméfunktio (Lause 3.5). Jos diskreetit satunnaismuuttujat noudattavat
samaa jakaumaa, niin niilld on sama todennikoisyysfunktio. Jos satunnais-
muuttujan X, jakauma ldhenee X:n jakaumaa n:n kasvaessa rajatta, niin
X,,:n todennékoisyysfunktio lahenee X :n todennékoisyysfunktiota, mikali ja-
kaumat ovat diskreettejd (Lause 4.6). Vaikka edelld olemmekin johtaneet
Poissonin raja-arvolain (4.4.8), esitetdén tulos vield Poissonin lauseena.

Lause 4.10 (Poissonin lause) Olkoon X,, ~ Bin(n,p). Silloin
X, -5 Poi()),
kun n — oo siten, ettd np = .

Todistus. Koska np = A, voimme merkitd p = \/n. Todistus perustuu
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Lauseeseen 4.6. Jos X,, ~ Bin(n, p), niin

(4.4.9)

F (z)(zf )

ja

) A\
lim (1 — —) =1.
n—oo n

Néistéd tuloksista yhdessi raja-arvon (4.4.5) kanssa seuraa

e AN
x!

lim fy, (x) =

Satunnaismuuttujan X, jakauma ldhestyy siis Poissonin jakaumaa Poi()),
kun n — oo. 0J

Poissonin jakaumaa sanotaan usein harvinaisten tapahtumien laiksi. T#-
mé luonnehdinta perustuu edellisessé lauseessa esitettyyn ominaisuuteen. Jos
tehdéédn suuri madra riippumattomia Bernoullin kokeita, joissa onnistumisto-
dennékdisyys on hyvin pieni, niin silloin Lauseen 4.10 mukaan onnistumisten
lukuméara noudattaa likimain Poissonin jakaumaa. Esimerkiksi suuri maaré
ihmisié on paivittiin alttiina liitkenneonnettomuuksille. Yksittédisen henkilon
todennékdisyys (onnistumistodennékoisyys!) joutua onnettomuuteen on pie-
ni, mutta onnettomuuksille alttiina olevien henkil6iden lukumé&éra n on suuri.
Silloin onnettomuuksien lukumééra noudattaa likimain Poissonin jakaumaa.

Lause 4.11 Olkoot X ja 'Y sellaiset riippumattomat satunnaismuuttujat, et-
ti X ~ Poi(\1) jaY ~ Poi(\g). Silloin X:n ehdollinen jakauma ehdolla
X +Y on binomijakauma.

Todistus. Olkoot m ja n sellaiset epanegatiiviset kokonaisluvut, ettd m < n.
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Silloin

P(X=m,X+Y =n)

PX=m|X+Y =n)=

P(X+Y =n)

_ P(X=m,Y =n—m)
P(X+Y =n)
:P(:z::m)P(Y:n—m)

P(X+Y =n)

e AT /mle A7/ (n — m)Y]
e—(>‘1+)‘2)(/\1 + /\2)”/n'

_ () AT

- (m) (A1 4+ A2)"

()G ()
m) \ i+ Ay A1+ Ao

on binomitodennékoisyys kaikilla m = 0,1, ..., n. Ndin on lause todistettu.

O

Lauseella 4.11 on tédrked merkitys esimekiksi frekvenssiaineistojen analyy-
sissa.

Esimerkki 4.8 Tiedetdin, ettd auto-onnettomuuksien lukuméira aikayksi-
kosséd (esimerkiksi kuukaudessa) noudattaa Poissonin jakaumaa. Tarkastel-
laan eréillad tieosuudella lokakuussa sattuvien onnettomuuksien lukumaééraa.
Aikaisempien tilastojen perusteella voidaan olettaa, ettd auto-onnettomuuk-
sien lukuméara Z kyseiselld tieosuudella (kuukaudessa) noudattaa Poissonin
jakaumaa Poi()). Onnettomuudet luokitellaan mahdollisten henkilévahinko-
jen mukaan vakaviin ja lieviin (jokainen onnettomuus kuuluu toiseen néisté
luokista). Vakavien onnettomuuksien lukuméadra X ~ Poi(\;) ja lievien lu-
kumaédrd Y ~ Poi(Ag). Lisdksi X ja Y ovat toisistaan riippumattomat. Koska
Z=X+Y niin E(Z)=E(X)+ E(Y) eli A = A\ + \o.

Tutkijat valitsivat poliisin tiedostoista satunnaisesti valitun kuukauden
(vuonna 2003) onnettomuudet. He havaitsivat onnettomuuksien lukumaarak-
si 120 (n = 120), mutta he eivit olleet vield luokitelleet onnettomuuksia. Mi-
ta jakaumaa noudattaa vakavien onnettomuuksien lukumééra? Lauseen 4.11
perusteella

120 )\1 m )\1 120—m
P(X =m|Z=120) = 1—
( m’ ) (m)()\1+)\2) ( )\1"‘)\2) ’

m =20,1,...,120. Vakavien onnettomuuksien lukumééra noudattaa siis bino-
mijakaumaa Bin(120, ﬁ) Aikaisempien onnettomuustilastojen perusteel-

la voimme arvioida parametrit A\, ja A9, joiden avulla saamme estimaatin pa-
rametrille /\l’ﬁrl)\g. Kun tutkijat olivat luokitelleet nuo 120 onnettomuutta, ai-
neistossa havaittiin 15 vakavaa onnettomuutta. Koska F(X | Z = 120) = Ay,

niin havainnon 15 pitéisi osua "melko ldhelle” arvoa ;. O
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4.5 Poissonin prosessi

4.5.1 Laskuriprosessi

Stokastinen prosessi { N(t), t > 0} on laskuriprosessi, jos N(t) on ajankoh-
taan ¢ mennessi sattuneiden "tapahtumien” lukumééra.

Esimerkki 4.9 Seuraavassa luetellaan esimerkkejé laskuririprosesseista.

1. Jos N(t) on annetulla tieosuudella hetkeen ¢ mennessé sattuneiden on-
nettomuuksien lukumééra, niin { N(¢), ¢ > 0} on tapahtumaan "on-
nettomuus” liittyva laskuriprosessi.

2. Olkoon N(t) palvelutiskille tulleiden asiakkaiden lukumé&éréd hetkeen ¢
mennessi. Tapahtuma on "asiakkaan tulo palvelutiskille” ja { N(t), ¢ >
0 } on tapahtumaan liittyvé laskuriprosessi.

3. N(t) on vuoden alusta hetkeen ¢ mennessé syntyneiden lasten luku-
méara kaupungissa A.

4. N(t) on jalkapallojoukkueen A tekemien maalien lukuméird kauden
alusta ajankohtaan t mennessa.
O

Laskuriprosessin tulee toteuttaa seuraavat ominaisuudet:
1. N(t) > 0.

2. N(t) € N, eli N(t) on kokonaislukuarvoinen.

3. Jos s < t, niin N(s) < N(t).

4. Kun s < ¢, niin N(t) — N(s) on valilla (s, t] sattuneiden tapahtumien
lukumaéré.

Laskuriprosessi on riippumattomien lisdysten prosessi, jos erillisilla aikava-
leilld sattuvien tapahtumien lukumé&ériat ovat riippumattomat. Esimerkiksi
satunnaismuuttujat N(2) ja N(10) — N(2) ovat riippumattomat, jos N(t)
on riippumattomien lisdysten laskuriprosessi. Laskuriprosessin lisdykset ovat
stationaariset, jos milla tahansa valilla sattuvien tapahtumien lukumé&aran
jakauma riippuu vain vélin pituudesta. Jos N(t) on stationaarinen laskuri-
prosessi, niin satunnaismuuttujilla N () — N(t1) ja N(t2+s) — N(t; +s) on
sama jakauma kaikilla véleilla (1, to] ja (t1 + s, t2 + ], missd ty > ¢ ja s > 0.
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4.5.2 Poissonin prosessin méiéritely

Poissonin prosessi on yksi téarkeimpia laskuriprosesseja. Se mééritellaan seu-
raavasti:

Maéaritelméa 4.3 Laskuriprosessi { N(t), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.
2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukumééré jokaisella h:n pituisella vélilla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on Ah:

P[N(h+t)—N(t):x]:e’\h(/\xL')x, r=0,1,...

kaikilla 7, ¢ > 0.

Laskuriprosessin osoittaminen Poissonin prosessiksi Maaritelmén 4.3 avul-
la saattaa olla hankalaa. Ei ole mitdan yksinkertaista keinoa tarkistaa esimer-
kiksi ehdon 3 péatevyytti. Siksi esitetdén vield toinen méadritelmé, jonka avul-
la voi olla helpompaa tunnistaa prosessi. Voidaan osoitaa, ettd méaaritelmét
4.3 ja 4.4 ovat yhtéapitavit.

Maaritelméa 4.4 Laskuriprosessi { N(t), ¢ > 0} on Poissonin prosessi, jon-
ka intensiteetti on A (A > 0), jos

1. N(0) =0.

2. Prosessin lisdykset ovat stationaariset ja riippumattomat.
3. P(N(t+h)—N(t)=1) = A+ o(h).

4. P(N(t+h)— N(t) > 2) = o(h).

Madritelméssé 4.4 kiytetaan merkintda o(h). Sanomme, ettd funktio f(-) =

o(h), jos

. f(h)

lim ——= = 0.

. h
Esimerkki 4.10 Tieliikenneonnettomuudet. Havainnoidaan esimerkiksi
jollain tieosuudella sattuvien auto-onnettomuuksien lukuméédrdad. Onnetto-
muuksien maird noudattaa tavallisesti varsin hyvin Poissonin prosessia. [

Tarkastellaan nyt hieman l&hemmin Poissonin prosessin oletuksia. Olete-
taan, ettd onnettomuuksien lukumééra eradlld tieosuudella noudattaa aika-
vélilla (0,7) Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Aikavili voi olla
esimerkiksi ruuhka-aika tiettyné perjantai-iltapéivana klo 15-19 ja tieosuus
jokin ulosmenotie. Oheisessa kuviossa on havaitut onnettomuudet merkitty
aika-akselille.
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Tarkasteluvili (0,7 on jaettu viiteen yhté pitkddn osavéliin, joiden pituu-
det ovat T'/5. Nyt esimerkiksi 1. osavililld sattuneiden onnettomuuksien lu-
kuméérd on N(t;) — N(0) = N(t1), joka on siis hetkeen ¢ mennessi sat-
tuneiden onnettomuuksien lukuméérd. Kuvioon 4.2 on piirretty prosessin
{N(t), t € (0,T] } realisaatio, missi havaintoina ovat kyseiset onnettomuu-
det.

N(t) _
51 -—
| . T
— N(t)
tll tlg tlg t=4 t=5 =T

Kuvio 4.2. Poissonin prosessin { N(¢), t € (0,7} erééin realisaation
kuvaaja.

Madritelmén 4.4 oletuksen 2 mukaan lisiykset N(t;) — N(0), N(t2) —
N(t1), N(t3) — N(t3), N(ts) — N(t3) ja N(t5) — N(t4) ovat riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa. Maaritelméan 4.4 oletukset 3 ja 4 tarkoittavat,
ettd tapahtumat (onnettomuudet) sattuvat yksittdin ja samalla intensiteetil-
14 koko tarkastelujakson ajan. Koska tapahtumat ovat erillisid pisteitd, niin
aina voidaan valita niin hienojakoinen vilin ositus, ettd kullakin osavililla
on korkeintaan 1 tapahtuma. Jos tarkastelemassamme esimerkkitapauksessa
valitaan osavélin pituudeksi 7'/20, sattuu téssé osituksessa kullekin osavélille
korkeintaan 1 tapahtuma. Riippuen tietysti kulloisestakin havaintojaksosta,
kuinka hienojakoinen ositus tarvitaan.

O tQOZT

20

Todennikoisyys, ettd T'/n:n pituiselle osavélille sattuu havainto, on M&éri-
telmén 4.4 oletuksen 3 mukaan

(D) m- ] 2 Ee)
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Vastaavasti todennékoisyys, ettd osavililld sattuu enemmén kuin yksi ha-
vainto, on hévidvén pieni, silla Méaaritelméan 4.4 oletuksen 4 mukaan

P[N(tJr %) _N() > 2} _ 0(%)

Voimme siis olettaa, ettd kullakin osavélilla sattuu vain 0 tai 1 tapahtumaa,
kun n on riittdvéin suuri.
Maéaritelladan nyt satunnaismuuttujat

XZ-:N<£) —N(M), i=1,2,....n.
n n

Muuttujia X; voidaan késitelld toisistaan riippumattomina Bernoullin jakau-
maa noudattavina satunnaismuuttujina:

XZ-NBer(/\—T), 1=1,2,...,n.

n

Koko valilla (0,7 havaittujen tapahtumien lukumééra on
Sn:X1+X2++Xn7

joka noudattaa binomijakaumaa Bin(n, ’\%) Koska E(S,) = n - %T = AT
kaikilla n € N, niin F(S,,) = AT, kun n — oo. Voimme siis soveltaa Poisso-
nin lausetta (Lause 4.10), jonka mukaan S,, noudattaa Poissonin jakaumaa
Poi(AT"), kun n kasvaa rajatta. Niin esimerkiksi todenndkoisyys, etta vélilla
(0, T] sattuu = onnettomuutta, on

P(N(T) = z) = e_iﬂ

Todennékoisyys riippuu vain vélin pituudesta 7' ja intensiteetistd A > 0.

4.5.3 Satunnaistapahtumat tila-avaruudessa

Poissonin prosessilla mallinnetaan myos ilmioita, jotka tapahtuvat satunnai-
sesti tila-avaruudessa. Silloin Maaritelméan 4.4 ehdot voidaan luonnehtia seu-
raavasti:

1. Ruppumattomuus. Erillisilla alueilla sattuvien tapahtumien lukumé&éarit
ovat riippumattomat.

2. Yksittaisyys. Todennakoisyys, etta alueella sattuu enemmén kuin yksi
tahtuma, on havidvéan pieni.

3. Homogeenisuus. Tapahtumat sattuvat samalla intensiteetilla koko tar-
kasteltavalla alueella.
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Tarkastellaan esimerkiksi Poissonin prosessia tasossa. Silloin todennékoisyys,
ettéd pinta-alaltaan A:n kokoisella alueella sattuu x tapahtumaa, on

—AA T

e M(\A)
fale) ===
missd A on tapahtumien lukumé&aran odotusarvo yhté pinta-alayksikkoa koh-
ti. Jos Poissonin prosessia noudattavat tapahtumat sattuvat kolmiulotteises-
sa avaruudessa, niin silloin V:n kokoiseen tilaan osuu x tapahtumaa toden-

nékoisyydelld

, r=0,1,...,

ef)\V AV
fole)= AV g
x!
missd A on tapahtumien lukuméérén odotusarvo yhta tilavuus-yksikkoa koh-

ti.

Esimerkki 4.11 Leipomo valmistaa suuren erdn pullataikinaa, josta teh-
daén rusinapullia. Leipuri haluaa, ettd ainakin 95 % pullista sisiltda vihin-
tddn 2 rusinaa. Kuinka monta rusinaa pullaa kohti pitéisi sekoittaa taikinaan?

Olkoon pullan tilavuus V' = 1. Kun rusinat sekoitetaan hyvin taikinaan,
on kaikilla pullilla sama todennékdisyys siséltdéd rusinoita (homogeenisuus).
Koska taikina on suuri, ovat eri pulliin sattuvien rusinoiden lukumééarat toi-
sistaan riippumattomat. Todennékoisyys, ettéd pieneen pullaan sattuu enem-
mén kuin yksi rusina, on hyvin pieni.

Téssa tilanteessa on kyse Poissonin prosessista 3-ulotteisessa tila-avaruu-
dessa. Pullassa on x rusinaa todennéakdoisyydella

ef)\/\x

flz) = U xr=0,1,2,...

ja ainakin 2 rusinaa todennékoéisyydella
P(X>2)=1-P(X <2)
=1-PX=0)-P(X=1)
=1l—e?—e M\
Leipuri vaatii, ettd
1—e ™ —e X >0.95

Epéyhtalo toteutuu, kun A > 4.74, joten rusinoita on sekoitettava taikinaan
5 rusinaa pullaa kohti. O

4.6 Kaksiulotteiset jakaumat

Tilastollisissa sovelluksissa tarkastellaan tavallisesti useita muuttujia saman-
aikaisesti. Esimerkiksi haastattelututkimuksessa valitaan opiskelijoista satun-
naisotosotos. Jokaiselta otokseen osuneelta kysytdan useita kysymyksia ja li-
siksi saadaan haastateltavien taustatiedot kuten ik, sukupuoli, asuinpaik-
ka jne. Otosavaruudessa on siis médritelty useita muuttujia (kysymykset ja
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taustamuuttujat). Téllainen asetelma mahdollistaa muuttujien vélisten riip-
puvuuksien tarkastelun. Seuraavassa esitelldidn usean muuttujan jakaumiin
liittyvéaa kéasitteistod. Ensin kasitellddn kahden muuttujan tapaus yksityis-
kohtaisesti. Sen jdlkeen on suoraviivaista yleistdd tarkastelu usean muuttu-
jan tapaukseen.

Maéaritelmi 4.5 Olkoot X ja Y samassa otosavaruudessa méaritellyt dis-
kreetit satunnaismuuttujat ja olkoon kaksiulotteisen diskreetin satunnais-
muuttujan (X,Y) arvoavaruus S. Tapahtuman "{X = z} ja {Y = y} sat-
tuvat” todennékoisyyttd merkitdin P(X = x,Y = y) = f(z,y). Funktio
f(z,y) on (X,Y):n todennédkdisyysfunktio (tnf), jolla on seuraavat ominai-
suudet:

L 0< f(z,y) <1,

2. % fley)=1 ja

(z,y)€S

3. P(X,)Y)e Al= > f(z,y), missa ACS.
(z,y)eA

Funktiota f(z,y) sanotaan my6s X:n ja Y:n yhteisjakauman todennikoi-
syysfunktioksi. Moniulotteista satunnaismuuttujaa kutsutaan satunnaisvek-

toriksi (SV).
Esimerkki 4.12 Olkoon (X, Y') satunnaisvektori, jonka arvoavaruus on

S = {(07 1)7 (072)7 (1>0)7 (1’ 1)7 (2’0)}

ja todennékoisyysfunktio

fr,y) =clz+2y), (v,y) €S

Todennékoisyysfunktion ominaisuuksista seuraa, etta

d clw+2y)=c+4+1+43+2)=12c=1,
(z,y)ES

joten ¢ = % Silloin esimerkiksi
3
ja

P(X >Y) = f(1,0) + £(2,0) + f(1,1) = 1—62
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4.6.1 Reunajakauma ja ehdollinen jakauma

Jos (X,Y) on kaksiulotteinen satunnaisvektori, niin X ja Y ovat satunnais-
muuttujia. Satunnaismuuttujan X reunajakauman todenndkéisyysfunktio, jo-
ta merkitddn fx(z), on on X:n todennidkéisyysfunktio, kun Y:ta ei oteta
huomioon. Satunnaismuuttujan X ehdollisen jakauman todenndkdoisyysfunk-
tio, jota merkitédén fi(z | y), on on X:n todennékoisyysfunktio, kun ¥ arvo
Y = y on kiinnitetty.

Madritelmé 4.6 Olkoon diskreetin satunnaisvektorin (X,Y) todennikoi-
syysfunktio f(z,y) ja arvoavaruus S. Silloin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
diskreettejé ja niiden reunajakaumien todennékoisyysfunktiot ovat

fx@)=Y_ flxy), z€Sx; frly)= Y flx.y), yeSy,
yESy rESx
missd Sx on X:n ja Sy Y:n arvoavaruus. Satunnaismuuttujat X ja Y owvat

ritppumattomat jos ja vain jos

(46.1) PX=2z,Y=y)=PX=2)PY =y)

kaikilla z € Sx ja y € Sy. Jos X ja Y eivét ole riippumattomia, niin ne
ovat riippuvia. Todennékéisyysfunktion avulla ehto (4.6.1) voidaan lausua
muodossa:

f(x,y) = fx(x)fy(y) kaikilla x € Sx ja y € Sy.

Merkitdian A = {X = z} ja B = {Y = y}, missd (z,y) € S. Silloin
ANB={X =uz,Y =y}. Koska
P(ANX) =P(X =2,V =y) = f(z,y)
ja
P(B)=P(Y =y) = fy(y) >0 (koska y € Sy),
pa| By PANK) Sy
- P(B) Ay

Siksi voimme méaéritelld ehdollisen todennikdisyysfunktion seuraavasti:

Maaritelméa 4.7 Jos diskreetin satunnaisvektorin (X,Y) todenndkoisyys-
funktio on f(z,y) ja arvoavaruus S, niin X :n ehdollinen todenndkéisyysfunk-
tio ehdolla Y = y on

flz,y)
hilz |y) = , T,y) €S
ja Y :n ehdollinen todenndkoisyysfunktio ehdolla X = x on
[,y
pylo =129 Gy es

fx(x)’
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Esimerkki 4.13 Esimerkissi 4.12 késitellyn satunnaisvektorin (X,Y) to-
dennékoisyysfunktio on

x4 2y
12 7

flz,y) = kun (z,y) € S,

missa S = {(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(2,0)}. Huomaa, etti f(x,y) = 0, kun
(z,y) ¢ S. X:n ja Y:n reunajakaumien todennédkoisyysfunktiot ovat

3

fx@) =Y _flxy) da )= flay)

y:O =0

X:n ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla Y = y on

Z,
f(x\y):j;f(y(yy)), r=0,1,2.
Saadaan siis kolme X:n ehdollista todenndkéisyysfunktiota:
fl(x|0):§, r=0,1,2;
Aaly="22 a=01
filz|2) =1, x=0.

Vastaavalla tavalla saadaan kolme Y:n ehdollista todennédkoisyysfunktiota
ehdolla X = x. Satunnaismuuttujat X ja Y eivét ole riippumattomat, koska

esimerkiksi
1 5 5

1
1 = — 1 = - — = —
X:m ja Y:n riippuvuutta (vs. riippumattomomuutta) on luontevaa tar-
kastella ehdollisen jakauman avulla. Y:n ehdollinen todennékoisyysfunktio

ehdolla X =1 on

fy) 142y /1 142y
1) = = —=—= =0,1.
f2 (y ’ ) fX(l) 12 3 4 ) Yy 9
Koska
fly 1) # fry),
voimme jalleen pédtelld, ettd X ja Y eivét ole riippumattomat. O

Ehdollisen jakauman odotusarvoa kutsutaan jakauman ehdolliseksi odo-
tusarvoksi. X:n ehdollinen odotusarvo ehdolla Y = y on

(4.6.2) EX|Y=y)=) zf(x|y)

TESx
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ja Y:n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = z on
(4.6.3) EY|X=2)=) yfly|a)
yeSy

Niitd odotusarvoja merkitdan myos
EX |y)=pxy Ja B |z)=pyp

Vastaavasti méaéaritellaan X :n ehdollinen varianssi ehdolla Y =y ja Y:n
ehdollinen varianssi ehdolla X = z. Y:n ehdollinen varianssi ehdolla X = z
on

(4.6.4) Var(Y | z) = E[(Y — pyo)* | 7]
= > (- o) fy ] ),
yESy

jota merkitdén myos Var(Y | z) = 032,‘90. Samalla periaatteella voidaan ehdol-
lisen jakauman avulla magritelld mika tahansa jakauman ehdollinen tunnus-
luku, kuten esimerkiksi ehdolliset momentit tai ehdollinen mediaani.

Kun E(Y | x) lasketaan eri x:n arvoilla, riippuu tulos yleensi x:n arvosta.
Jos halutaan korostaa E(Y | z):mn riippuvuutta x:std, merkitddn esimerkiksi
E(Y | z) = g(z). Silloin ehdollinen odotusarvo méérittelee funktion g(x).

Esimerkki 4.14 Esimerkissd 4.13 mééritettiin ehdolliset todennikdisyys-
funktiot fi(z | 0), fi(z | 1) ja fi(x | 1), kun (X,Y)m yhteisjakauman to-
dennékoisyysfunktio on

T+ 2y
fla,y) = . (zyes.
12
Lasketaan nyt ehdolliset odotusarvot E(X |y), y =0,1,2:
1 2 5
E(X|0)=0+1-242.-2=2
(X[0)=0+1 542222

2 3 3
EX|1)=0-2+1--+2-0==
(X |1) Lo =
E(X|2)=0-1+1-0+2-0=0.

Ehdolliset varianssit Var(X |y), y = 0, 1,2, ovat vastaavasti:

Var(X | 0) = (1 _ 2)2

var(xu):(o_g)2.§ (1_2)2.

Var(X |2)=(0—-0)>-1+(1-0)>-0+(2-0

S—
[N}
o
Il
o
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4.6.2 Satunnaismuuttujien funktion jakauma

Usein tarvitaan satunnaismuuttujien X ja Y jonkin funktion h(X,Y’) jakau-
maa. Funktio h(X,Y") voi olla esimerkiksi muotoa X +Y, XY, X?+Y? jne.
Jos h on jokin reaaliarvoinen funktio h(z, y), voimme méaaritelld uuden satun-
naismuuttujan Z = h(X,Y’). Olkoon satunnaisvektorin (X,Y") arvoalue S.
Merkitadn

A, ={(z,y) € S| h(z,y) =z}

Silloin todennékéisyys P(Z = z) voidaan laskea seuraavasti:

P(Z=2= 3 fy).

(z,y)€A,

Lasketaan siis yhteen todennékoisyydet f(x,y) kaikkissa pisteissa (x,y), jot-
ka toteuttavat ehdon h(x,y) = z. Tall4 tavalla voidaan johtaa Z:mn todenné-
koisyysfunktio.

Esimerkki 4.15 Oletetaan, ettd satunnaisvektorin (X,Y") (Esimerkki 4.12)
todennékoisyysfunktio on

T+ 2
fy) ==~ (wy)es,

missa S = {(0,1), (0,2),(1,0),(1,1),(2,0)}. Méadritellééin kokonaislukuarvoi-
nen satunnaismuuttuja

Z =hX,Y)=XY.

Silloin Z:n arvojen joukko on S, = {0, 1}, ja vastaavasti

Av={(z,y) oy =1} ={(1, 1)},
Ay = { (Ivy) | TY = O} = {(07 1)7 (072)7 (170)7 (2’0)}'

Nyt siis

joten Z ~ Ber(1). O

4.6.3 Ehdollinen odotusarvo

Ehdollinen odotusarvo esiteltiin jo alaluvussa 3.3.2 (identiteetti 3.3.7). Ala-
luvussa 4.6.1 ehdollinen odotusarvo luonnehdittiin ehdollisen jakauman odo-
tusarvona (ks. (4.6.2) ja (4.6.4)). Méé&ritelmén mukaan

BX|Y =y = Vst ) = o0,

T
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Huomaa, ettd E(X | Y = y) on y:mn funktio, eli E(X | Y = y) = h(y).
Merkitédén E(X | Y) = h(Y'), missd siis £(X | Y) on satunnaismuuttuja, joka
saa arvoja E(X | Y =), y € Sy. Voimme nyt laskea satunnaismuuttujan
E(X | Y) odotusarvon, joka on E(X). Monissa sovelluksissa odotusarvon
laskeminen on luontevinta ehdollistamisen kautta.

Lause 4.12 Olkoot X ja Y mitkd tahansa kakst satunnaismuuttujaa, joilla
on odotusarvo. Silloin E[E(X |Y)] = E(X).

Todistus. Odotusarvon maaritelman mukaan

EEX|Y) = Y EX|Y =y)f(y)
_ J@y)
a ;; fr(y) friv)
= foX(x) :E(X)v

T

missd Y f(z,y) = fx(x) on X:n reunajakauma. O
Ehdollinen varianssi
Var(X |Y =y) = E[X-EX|Y =y)*|Y =y
= B(X*|Y =y) - [EX |Y =y)*

médriteltiin alaluvussa 4.6.1 (ks. identiteetti (4.6.4)). Ehdollinen varianssi
Var(X | Y) on satunnaismuuttuja, joka saa arvoja Var(X | Y = y). Koska

Var(X |Y) = E(X?|Y) - [E(X | V)%,

EVar(X |Y)] = E[E(X*|Y)] - B[E(X | V)]
(4.6.5) = E(X*) - E[E(X |Y)].
Lauseen 4.12 mukaan E[E(X | Y)] = E(X) ja E[E(X? | Y)] = E(X?), joten
(4.6.6) Var[E(X | Y)] = E[E(X | Y)]? — [E(X)].

Laskemalla yhtdlot (4.6.5) ja (4.6.6) puolittain yhteen, saadaan seuraavassa
lauseessa esitettavé tulos.

Lause 4.13 Mille tahansa satunnaismuutugille X ja 'Y pitdd paikkansa iden-
titeetts

Var(X)=EVar(X | Y)]+ Var[E(X | Y)],

jos odotusarvot ovat olemassa.
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4.6.4 Symmetrinen jakauma

Symmetriaan perustuvaa argumentointia voidaan usein hyodyntda todennéa-
koisyyksien laskemisessa.

Symmetria pisteen suhteen. Jos P(X =b+x) = P(X = b—x) kaikilla
x, niin X :n jakauma on symmetrinen pisteen b suhteen. Satunnaismuuttuja X
on symmetrinen b:n suhteen jos ja vain jos X — b on symmetrinen origon
suhteen. Silloin

PX<b—z)=PX >b+ux).

0.20 1 0.20 +
0.15 + 0.15 1
0.10 + 0.10
0.05 + ‘ [ 0.05 + ‘ l
pooat! I . > x o ! l l Y
4 8 12 16 4 8 12 16
(a) (b)

Kuvio 4.3. Binomijakauman kuvaajat, kun (a) X ~ Bin(16,0.75)
(b) X ~ Bin(16,0.50).

Esimerkiksi binomijakauma Bin(16,0.50) on symmetrinen pisteen 8 suh-
teen, mutta binomijakauma Bin(16,0.75) ei ole symmetrinen (Kuvio 4.3).
Binomijakaumassa Bin(16,0.50) on

P(X=8+z)=P(X=8-x)

kaikilla z. Silloin jokaista a € R kohti

P(X<8—a)=P(X >8+a).

Esimerkki 4.16 Hatussa on 3 korttia, jotka on numeroitu yhdesté kolmeen.
Valitaan hatusta perédkkéin satunnaisesti palauttamatta 2 korttia. Olkoon X
ensiksi valitun kortin numero ja Y toisen kortin numero. Selvéstikin

P(X =i) = fx(i) = % i=1,2,3.

On helppo havaita, ettd toisen valinnan tulos Y riippuu 1. valinnan tulokses-
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ta:
1
PY=1|X=1)=0, P(Y:i|X:1):§, 1 =2,3;
1
PY=2|X=2)=0, P(Y:i|X:2):§, 1=1,3;
1
PY=3|X=3)=0, P(Y:i]X:S):§, 1=1,2

Koska P(X =4,V = j) = P(X =4 P(Y =j | X =), niin X:n ja Y:n
yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on
{é, kun i # j;

(4.6.7) .. . .
0, kini=5;1<:<3,1<5<3.

fGi,3) = fx(@) 25 14) =
Satunnaisvektorin (X,Y) arvojoukko S = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),

fi,J)

D=
AN
AN
AN

Kuvio 4.4. Satunnaisvektorin (X,Y") yhteisjakauman todennikoi-
syysfunktio f(i,7), kun X on 1. valinta ja Y on 2. valinta palaut-
tamatta joukosta {1,2,3}.

(3,2)}, silld P(X =i,V = j) > 0 kaikilla (i,j) € S ja P(X =4,V = j) =0,
jos (i,7) ¢ S. O

Jakauma (4.6.7) on esimerkki symmetrisestd 2-ulotteisesta jakaumasta.
Diskreetin satunnaisvektorin (X,Y") jakauma on symmetrinen, jos sen to-
dennékoisyysfunktio f(z,y) on symetrinen funktio. Se tarkoittaa sitd, etté

f(z,y) = fy, z)

missa S on (X, Y):n arvoalue.

kaikilla (z,y) € S,

4.6.5 Kaksiulotteinen Bernoullin jakauma

Bernoullin jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja X ~ Ber(p) on eris yk-
sinkertaisimpia ajateltavissa olevia satunnaismuuttujia. Sen todennakoisyys-
funktio on

fX(x) :px(l _p)lia YIS {07 1}7
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kun 0 < p < 1. Bernoullin jakauma on binomijakauman erikoistapaus siten,
ettd X ~ Bin(1,p).

Kaksiulotteista Bernoullin jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja (X, Y)
voi saada arvot (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Sen todennikdoisyysfunktio on

(4.6.8) f(x,y) = Pay, re{0,1} ja ye{0,1},

missé, poo + po1 + pio + p11 = 1. Todennékoisyysfunktio voidaan esittda myos
muodossa

1—2)(1— 1—x x(1— x
Fa,y) = ply 0l pt Y pty,

kun z € {0,1} ja y € {0,1}; muualla f(z,y) = 0. Todennédkdsisyydet P(X =
z,Y = y) = psy on esitetty Taulukossa 4.1

Taulukko 4.1. Kaksiulotteisen Bernoullin jakauman todennikoisyys-
funktio.

flr,y) y=0 y=1 [fx(x)

=0 poo poi  1—p1
=1 P1o D11 P1

fy(y) I —p2 P2 1

"Reunatodennikoisyydet” madritellian poo+po1 = p1 ja poo+pio = p2. On
helppo havaita, ettd X ~ Ber(p;) ja Y ~ Ber(py). Ndiden reunajakaumien
todennékoisyysfunktiot ovat siis

fx(@)=pil—p)"",  ze€{0,1}
ja
Fry)=pmA-p)'7"  ye{01}.
Nyt esimerkiksi Y :n ehdollinen todennékoéisyysfunktio ehdolla X = 1 on

(4.6.9) oy 1) = % y€{0,1}

kun p; > 0. Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma ehdolla X = 1 on
siis Ber(p11/p1). Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat tédsméilleen
silloin, kun P(X =z, Y =y) = P(X = 2) P(Y = y) kaikilla z € {0, 1} ja
y € {0,1}.

Koska pog + po1 + p1o + p11 = 1, niin kaksiulotteinen Bernoullin jakauma
voidaan luonnehtia kolmella parametrilla. Jakauman kolme "luonnollista” pa-
rametria ovat

p=E(X)=P(X =1),
p2=E{Y)=PY =1),
pu=EXY)=P(X=1Y =1).

Kun (X,Y) noudattaa kaksiulotteista Bernoullin jakaumaa parametrein p,
P2 ja p11, niin merkitddn (X, YY) ~ Ber(py, p2, p11)-



136 Luku 4. Diskreetit jakaumat

4.7 Satunnaismuuttujien funktion
odotusarvo

Olkoot X ja Y diskreetit satunnaismuuttujat, joiden yhteinen todenn&koi-
syysfunktio f(x,y) on on méiritelty arvoavaruudessa S. Olkoon h(X,Y") sa-
tunnaismuuttujien X ja Y reaaliarvoinen funktio. Silloin

ERX.Y)] = Y hxzy)f(x,y)

(z,y)€S

on satunnaismuuttujan h(X,Y) odotusarvo, mikili summa on olemassa.
Huomaa, ettd odotusarvon E[h(X,Y’)] olemassaolo tarkoittaa sité, etté

> h(z,y)f(e,y)

(z,y)€S

suppenee itseisesti eli summa

> ()| f (e, y)

(z,y)eS

suppenee ja on dérellinen. Tésté seuraa, ettd E[h(X,Y)] on olemassa. Funktio
V = h(X,Y) on satunnaismuuttuja, jonka todennikoisyysfunktio g(v) on
mééritelty arvoavaruudessa S, = {v | v = h(zx,y), (z,y) € S }. Silloin

EX,Y)=E(V)=>_ vg(v).

VESy

4.7.1 Momentit

Monilla odotusarvoilla on omat nimensé, koska niilla on téarked rooli jakau-
mateoriassa. Olkoot X; ja X, diskreetit satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman todennédkoisyysfunktio f(z1,zo) on on méiritelty arvoavaruudessa
S. Olkoon h(Xi, X5) satunnaismuuttujien X; ja X, reaaliarvoinen funktio.
Madritellddn esimerkiksi seuraavat odotusarvot:

1. Jos h(X1, X3) = X;, niin
E[h(X1, Xo)] = E(X;) =
on X;:n odotusarvo, 1 = 1, 2.
2. Jos h(X1, X5) = (X; — ;)% niin
Eh(X1,X2)] = B[(X; — )] = 07

on X;:n vartanssi, it =1, 2.
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3. Jos h(Xl,XQ) = (Xl — /,Ll)(XQ — ILLQ), niin
Eh(X1, Xo)] = E[(X1 — ) (X2 — p2)] = 012
on Xi:m ja Xom kovarianssi.

Odotusarvo p; ja varianssi o7 voidaan laskea joko yhteisjakauman todenné-
koisyysfunktion f(z1,x9) tai reunajakauman todennikéisyysfunktion f;(x;)
avulla.

Vastaavalla tavalla voidaan méaéritelld kaikkien kertalukujen momentit:
Olkoon r positiivinen kokonaisluku.

1. Jos h(Xy, Xo) = X/, niin
Elh(X1, X2)] = E(X])

on X;:n r. momentti, i = 1, 2.

2. Jos h(Xy,X2) = (X; — p;)", niin
E[h(X1, X5)] = E[(X; — wi)"]

on X;:n r. keskusmomentti, 1 = 1, 2.

3. Jos h(Xi, X2) = X] X3, niin
B[h(Xy, X5)] = B(X[X})
on Xi:n ja Xo:n kertalukua r + s oleva yhteismomentta.
Esimerkiksi kovarianssin laskemisessa tarvitaan Xi:n ja Xs:n yhteismomentti

E(X1Xs).

4.7.2 Satunnaisvektorin momenttifunktio

Satunnaisvektorin (X,Y’) yhteisjakauman momenttifunktio on

M(t,s) = Elexp(tX + sY)]
= Z Z exp(tz; + sy;) f (i, y;),

T, ESx y]-ESy

mikili odotusarvo on olemassa nollan ympéristossa. Silloin on siis olemassa
sellainen positiiviluku a > 0, ettd odotusarvo Elexp(tX + sY')] on olemassa
kaikilla (¢,s) € {(t,s) | * + s* < a} jollain a > 0. Edelld on kéytetty
merkintédd exp(tX + sY) = ¥V,
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4.8 Riippumattomat satunnaismuuttujat

Riippumattomuuden mééritelmén mukaan tapahtumat {X = 2z} ja {Y =y}
ovat riippumattomat jos ja vain jos P(X =z, Y =y) = P(X =z) P(Y =y)
eli

(4.8.1) f(z,y) = fx(2) fy(y),

missi f(z,y) on X:n ja Y:n yhteisjakauman todennikoisyysfunktio, fx(x) on
X ja fy(y) Y:n todennékoisyysfunktio. Satunnaismuuttujat X ja Y ovat
ritppumattomat jos ja vain jos yhtédsuuruus (4.8.1) pitdd paikkansa kaikilla
r € Sy jay € Sy, missd Sy on X:n ja Sy on Y:n arvojoukko. Voidaan
helposti osoittaa, ettd X ja Y ovat riippumattomat, jos ja vain jos

(4.8.2) F(r,y) = Fx(z)Fy(y)

kaikilla x € Sx jay € Sy, missd Fx(x) on X:n ja Fy(y) Y kertyméfunktio
(reunakertyméfunktio).

Satunnaismuuttujien X ja Y ovat riippumattomuus voidaan luonnehtia
my0s ehdollisten jakaumien avulla. Jos Méaaritelméssa 4.7

flylz) = fr(y)

kaikilla x € Sx jay € Sy, kun fx(x) # 0, niin X ja Y ovat riippumattomat.
Tama tarkoittaa sité, ettd tieto X:n arvosta ei vaikuta Y:n todennékoisyy-
teen. Vastaavasti pitdd paikkansa, ettd X ja Y ovat riippumattomat jos ja
vain jos X:n ehdollinen todennékoisyysfunktio ehdolla Y = y ei riipu y:sté.

Olkoot Y7, Ys, ..., Y, jossain otosavaruudessa méaritellyt diskreetit sa-
tunnaismuuttujat. Muuttujien Yi, Y, ..., Y, yhteisjakauman todenndikii-
syysfunktio on

f(y17y27"'7yn>:P(Yi:yhyé:y%"'ayn:yn)'

Muuttujat Y7, Y5, ..., Y, ovat riippumattomat, jos

(4.8.3) Fiyz, - un) = L) fa(ye) - -+ fu(yn)

kaikilla y; € S;, ¢ =1,2,...,n, missd f;(y;) on Y;:n todennékasisyysfunktio ja
S; on Y;:n arvoavaruus.

4.8.1 Riippumattomat kokeet

Olkoot &; ja & riippumattomat satunnaiskokeet. Oletetaan, ettd satunnais-
muuttujan X arvo médrdytyy vain satunnaiskokeen &; tuloksen ja Y:n arvo
vain satunnaiskokeen & tuloksen perusteella. Silloin tapahtumat {X = z} ja
{Y = y} méasrdytyvit eri satunnaiskokeista, jotka ovat riippumattomat (kat-
so alaluku 3.6 ja méaritelmé (3.6.1)). Siksi tapahtumat {X = z} ja {Y =y}
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ovat riippumattomat. Koska riippumattomuus pétee kaikilla mahdollisilla x:n
ja y:n arvoilla, niin X ja Y ovat riippumattomat. Jos satunnaismuuttujien
arvot mddrdaytyvdt eri satunnaiskokeista, jotka ovat ritppumattomat, niin sa-
tunnaismuuttujat ovat risppumattomat.

Tehd&dn esimerkiksi Bernoullin toistokoe, jossa on r 4 s toistoa ja on-
nistumistodennékoisyys p. Olkoon X onnistumisten lukumé&ara r:ssé ensim-
méisessd kokeessa ja Y onnistumisten lukumééré s:ssé viimeisessd kokeessa.
Koska X ja Y riippuvat eri kokeista, jotka ovat riippumattomat, niin X ja
Y ovat riippumattomat. Silloin (4.8.1):n mukaan

e =t ot = () (0)orr -

missd x =0,1,...,7jay=0,1,...,s.

4.8.2 Samoin jakautuneet riippumattomat (SJR)
satunnaismuuttujat

Riippumattomia satunnaismuuttujia Y7, Y5, ..., Y, joista jokainen noudat-
taa samaa jakaumaa, sanotaan samoin jakautuneiksi riippumattomiksi (sjr)
satunnaismuuttujiksi. Silloin puhutaan usein lyhyesti sjr satunnaismuuttujis-
ta. Vastaava englanninkielinen termi on iid (independent, identically distri-
buted).

Jos esimerkiksi Y; ~ Poi(\), i = 1,2,...,n, niin

AVe™A

fily) = fay) = - = fulv) = =

Silloin (4.8.3):n nojalla

n

D \Vie A
Fyn 2, yn) = Hfz(yz) = H
=1

|
i=1 Yi

1

— )\yefn)\’
yilya! . yn!

n
missd y = > v;.
i=1

4.8.3 Riippumattomien satunnaismuuttujien funktio

Olkoot X ja Y riippumattomat satunnaismuuttujat. Silloin

flz,y) = fx(z)fy(y) kaikilla =,y € S,

missd S on satunnaisvektorin (X,Y’) arvoavaruus. Maaritelladn nyt satun-
naismuuttujat U = ¢g(X) ja V = h(Y), missd g(-) riippuu vain X:sté ja h(-)
vain Y:sté. Silloin Lauseen 3.6 mukaan U ja V' ovat riippumattomat.
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Viite todistettiin tarkastelemalla U:n ja V:n mielivaltaisten arvojen u ja
v todennékaisyytta. Olkoon A, = {z € Sx | g(z) =u} ja B, ={y € Sy |
g(y) = v }. Koska kaikilla U:n ja V:n arvoilla u ja v

(4.8.4) PU =u,V =v)
=P(Xe€A,Y €B,)
=P(X € A,)P(Y € B,) (X ja Y riippumattomat)
=PU =u)P(V =v),

niin U ja V ovat riippumattomat. Kun sijoitetaan identiteettiin (4.8.4)

PU=uwV=0v)=> Y flzy)

r€A, YEBy
PU=u)=> fxx) ja PV=v)=> fry),
TEA, yEBy
niin saadaan
53 e = (X 5@ (X ).

4.9 Multinomijakauma ja moniulotteinen
hypergeometrinen jakauma

Binomijakauma ja multinomijakauma ovat keskeisen térkeitéd tilastollisissa
sovelluksissa, koska niitéd tarvitaan esimerkiksi riippumattomien koetoistojen
tulosten frekvenssijakaumien késittelyssi. Alaluvussa 3.6 esitettiin, miten bi-
nomijakauma saadaan Bernoullin kokeiden avulla. Kun toistetaan kokeita,
joissa on useampia kuin kaksi tulosvaihtoehtoa, tulosten frekvenssijakauma
voidaan kuvata multinomijakauman avulla. Laajennetaan ensin binomijakau-
ma trinomijakaumaksi.

Tarkastellaan koetta, jossa on kolme toisensa poissulkevaa tulosvaihtoeh-
toa. Esimerkiksi tuotantoprosessissa syntyva tuote luokitellaan yhteen ja
vain yhteen seuraavista kategorioista: ensiluokkainen (1), sekunda (2) tai
viallinen (3). Olkoot ensiluokkaisen, sekundan ja viallisen todennékoisyy-
det vastaavasti py, ps ja p3 = 1 — p; — po. Valmistetaan n tuotetta. Ol-
koon X; = ensiluokkaisten lukumaéréd, X, = sekundatuotteiden lukuméaéra
ja X3 =n — X7 — Xy = viallisten lukuméaéra tuote-erdssa. Jos x1 ja xo ovat
sellaiset epédnegatiiviset kokonaisluvut, ettd z; +x2 < n, niin todennéakéisyys
saada x, ensiluokkaista, xo sekundaa ja n —x; — xo viallista jossain annetussa
jéarjestyksessid on

pips (L —pi — p2)n7x17x2-
Sellaisia n:n tuotteen jarjestyksid, joissa on x; ensiluokkaista, x5 sekundaa ja
n — x; — xo viallista, on

(n) (n—xl) n!
T T xlzo! (n — a1 — 2)!
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kappaletta. Siksi trinomijakauman todenndkdisyysfunktio on

|
n: n—ri1—a2

L1 ,,T2 1_ .
z1! zo! (n — oz — x2)! Py Py ( P1 pz) ,

(4.9.1) flx1,22) =

missi f(z1,x2) = P(X; = 21, X5 = x2). Kun (X7, X3) noudattaa trinomija-
kaumaa parametrein n, p; ja po, merkitdan

(X1, Xo) ~ Tri(n, p1, pa).

On helppo todeta, etti X; ~ Bin(n,p;) (X;:n reunajakauma) ja X, ~
Bin(n, ps).

Multinomijakauma voidaan johtaa samalla periaatteella kuin trinomija-
kauma. Toistetaan n kertaa koe, jossa on k toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa. Merkitdan tulosvaihtoehtoja 1,2,...,k ja olkoon p; = tuloksen ¢
todennékoisyys ja X; on tuloksen ¢ lukuméérd n:n kokeen sarjassa. Silloin
k-ulotteisen satunnaisvektorin X = (X1, X, ..., X) arvoalue on

S={(z1,29,...,25) | 0<x; <n, x1+22+ -+ a2 =n}.

X;:t ovat siis epénegatiivisia kokonaislukuarvoisia satunnaismuuttujia, joiden
summa on n. Satunnaisvektori X = (X1, X5, ..., X}) noudattaa k-ulotteista
multinomijakaumaa parametrein n ja p = (p1,pa,--.,Pk), jota merkitdin
Mult(n, p). Multinomijakauman todennédkoisyysfunktio on

n
492 x,x,...,l’ — L1 xQ...xk,
( ) f( 1, T2 k) (1‘1 o Ik)% Po P
missd py+po+---+pp =1 ja (m m" :rk) = #’lxk' Multinomilauseen 2.9

nojalla voidaan helposti osoittaa, ettd todennékdoisyyksien (4.9.2) summa yli
arvoalueen S on 1, joten kyseinen funktio on todellakin todennékoisyysfunk-
tio. Multinomijakaumassa jokaisen X;:n reunajakauma on binomijakauma, eli
X; ~ Bin(n,p;), i = 1,2,..., k. Esitetddn nyt multinomijakaumaa koskevat
perustulokset lauseen muodossa.

Lause 4.14 1. Funktio (4.9.2) on multinomijakauman todenndkdoisyys-
funktio kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n ja kaikilla sellaisilla pq,
oy Py €lta 0 <p; <1jap+--+p.=1

2. Jos X ~ Mult(n,p), niin

X’i ~ Bln(nupz) jCL (XZ7 Xj) ~ Trl(nap’up])a

E(X;) = npi, Var(X;) = np;(1 — p;), Cov(X;, X;) = —npip;,
M(t> = E[exp(thl + -+ thk)] = (pletl 4+ .4 pketk)”'
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Multinomijakauma liittyy otantaan palauttaen. Olkoon uurnassa erivéri-
sia palloja yhteensd N, virien lukumééré on k ja varia ¢ olevia palloja on V;
kappaletta (i = 1,2,...,k) ja Ny + Ny + --- + N, = N. Otannassa palaut-
taen todennikoisyys p; saada véri i on N;/N jokaisessa nostossa. Valitaan
uurnasta n palloa palauttaen ja olkoon X; vérié ¢ olevien pallojen lukumééa-
ré otoksessa. Silloin satunnaismuuttujien X, Xy, ..., X} yhteisjakauma on
multinomijakauma.

Otannassa palauttamatta uurnan sisédlté muuttuu ja siten myos valinta-
todennékoisyydet muuttuvat valintaprosessin aikana. Satunnaismuuttujien
Xy, Xo, ..., X yhteisjakauman johtamiseksi meidén on yleistettava alalu-
vussa 2.6.1 esitetty hypergeometrinen jakauma.

Olkoon x; vérid ¢ (1 < i < k) olevien pallojen lukuméérd otannassa
palauttamatta. Milla todennékoisyydelld saadaan otos, jossa eri vérié olevien
lukumé&arat ovat (z1,xs,...,2x)? Koska uurnassa on N; kappaletta véria i,
niin 0 < z; < N,;. Otoskoko on n jan = x; + 29 + -+ + . Nyt véria 1
olevat 1 palloa voidaan valita (2?) tavalla, varia 2 olevat (2;2) tavalla ja
lopulta véaria k olevat pallot (];7 :) tavalla. Suotuisten otosten lukumééré on

tuloperiaatteen nojalla
N1\ [ Ny N,
1) \ 29 e )

Koska kaikkien mahdollisten n:n kokoisten otosten lukuméara on (1;[), niin
todennikoisyys saada lukuméarit (xq, xs, ..., zy) erivirisia palloja on

GG - G
G

missd 1 + x9 + -+ + 1 = n. Taméa on moniulotteisen hypergeometrisen
jakauman todennékoisyysfunktio.

(493) f(xlax%""xk) =

Diskreetit jakaumat: Yhteenveto

Bernoulli f(z) =p"(1 —p)*, xr=0,1
Ber(p) BE(X)=p,  Var(X)=p(l-p)

Binomi f(z) = (n)px(l —p)" 7, x=0,1,....,n
Bin(n, p) &
E(X)=mnp,  Var(X)=np(1l - p)

M(t) = (1 —p+ pe')"
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—1
Negatiivinen f(z) = (x 1)pr(1 —p)*, r=rr+1,...
binomi " X
NBiH(T’,p) E(X) — i’ Var(X) _ T( ;p)
p p
pe’ '
M(t) = t < —log(l—
0= =] <o)
Geometrinen f(z) =p(1 —p)“ 1, r=1,2,3,...
Geo(p) 1 1—p
E(X)=-, Var(X) =
(X) " (X) p
pe'
M(t) = t < —log(l—
0= =g t< el

Hypergeometrinen f(x)= N , X <pN ja
HGeo(n, N, p) () n—X<N-Np
N —
E(X) = np, Var(X) = nnp(l — D),
N -1
N—x
-1 _
Negatiivinen f(z) = (x 1) (va T), r=r,r+1,...,N
hypergeometrinen " (Np)
N+1
NHGeo(r, N, p) B(X)=r- +
Np+1
1—p)N(N +1)(N 1—
Var(ar) = TNV £ (gt 1
(Np+1)*(Np +2)
7)\/\x
Poisson flz) = © , x=0,1,...
Poi(\) v!
E(X) =\, Var(X) = A
M(t) = exp(Ae’ — \), —00 <t < 00

Poissonin prosessi. Laskuriprosessi { N(t), ¢t > 0}, jonka intensiteetti A.

1. N(0) =0.
2. Prosessin lisdykset ovat riippumattomat.

3. Tapahtumien lukuméaéra jokaisella ¢:n pituisella vililla noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka odotusarvo on At:

P[N(t+s)—N(s):x]:e)‘t();$, r=0,1,...

kaikilla s, > 0.
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Kaksiulotteiset jakaumat

Satunnaisvektorin (X,Y’) yhteisjakauma.

Todennakoisyysfunktio f(z,y) toteuttaa ehdot
1. 0< f(x,y) <1, kaikilla (z,y) € S ja
2. 3 flry) =1,

(z,y)€S

missd S on satunnaisvektorin (X,Y’) arvojoukko.

Reunajakaumien todennékoisyysfunktiot:

fx(@)=Y flzy), =S  frly)= ) flz,y), ye Sy

yESy rE€Sx

Ehdolliset todennékoisyysfunktiot:

fly) . flzy)
Al ly) =7~ Ja  folylz)= ,  (zyes
fy(y) fx(v)
Bernoulli Fla,y) =pho 20 pl P Py, missa
Ber2(py, p2, pua) poo +por +po+pn =1, x€{0,1} ja ye{0,1}

E(X)=p=P(X=1), E(Y)=p=PY =1
E(XY)=pu=P(X=1Y =1)

Multinomi p = (p1,p2,--,Dk), missi
Mult(n, p) 0<pi<l ja pr+p+---+p =1
E(X;) = np;, Var(X;) = np;(1 — p;)
Cov(X;, X;) = —npip;
X; ~Bin(n,p;), (X, X;) ~ Mult(n;pi, pj, 1 — pi — pj)
M(t) = (pre" + -+ + pe™)"

GG - G
G

Ny +Ny+---+ N, =N ja z1+x2+--+x1=n

Hypergeometrinen f(xy,zy,...,2;) = missé

Harjoituksia

1. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on Sy = {z1,z2} ja
todennikoisyysfunktio P(X = x;) = p, P(X = x9) =1 — p.

(a) Laske E(X"), r=1,2ja
(b) Var(X).
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(c) Madritd X :m momenttifunktio.

2. Olkoon X ~ Ber(p) ja Y sellainen satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko
on Sy = {y1,y2} ja todennikaisyysfunktio P(Y = y;) = p, P(Y = yo) =
1 — p. Lausu Y satunnaismuuttujan X avulla.

3. Heitetdén lanttia n kertaa (n riippumatonta Bernoullin koetta). Olkoon
kruunun (R) todennikoisyys p ja X toistosten RR lukumééra heittosar-
jassa.

(a) Mitd on E(X)? Mikd on E(X):m arvo, kun kun n = 2007
(b) Laske Var(X).

(c) Mité on toistosten RRRR lukuméirian odotusarvo?
(Vihje: Katso Esimerkki 4.2.)

4. Jos X noudattaa binomijakaumaa, jonka odotusarvo on 6 ja varianssi
2.4, niin mitd on P(X = 5)?

5. Hatussa on N yhdesté ldhtien juoksevasti numeroitua arpalippua. Vali-
taan hatusta n:mn arvan satunnaisotos palauttamatta (ks. Esimerkki 4.2).
Olkoon X suurin valittujen arpalippujen jérjestysnumeroista.

(a) Piirrd X:n todennékéisyys- ja kertyméfunktion kuvaajat, kun N =
100 ja n = 10.

(b) Piirrd X:n odotusarvon kuvaaja n:n funktiona, kun N = 100.

6. Valitaan satunnaisesti ja toisistaan riippumatta 2000 pistettd yksikko-
neliostd { (z,y) |0 <2 <1, 0 <y < 1}. Olkoon Z yksikkdympyraan
{(z,y) | 2* + y*> < 1} osuvien pisteiden lukuméérs.

(a) Mité jakaumaa Z noudattaa?
(b

)
) Laske Z:n odotusarvo ja hajonta.

(c) Satunnaismuuttujan Z_ odotusarvo?
)

500
(d) Generoi 2000 satunnaislukuparia. Maaritd Z:n arvo ja laske sen
avulla m:n likiarvo.

7. Erddseen 90:n virheettomén kénnykin tuote-erdén oli sekaantunut 10
viallista. Valitaan téstd 100:n kdnnykén joukosta 30 kdnnykén otos pa-
lauttamatta. Olkoon X viallisten lukumééra otoksessa.

(a) Mé&aritd X:n todennikoisyysfunktio.

(b) Laske P(X = 10).

(c) Valitaan kénnykoita testaukseen satunnaisotannalla yksitellen pa-
lauttamatta, kunnes kaikki vialliset on 16ydetty. Olkoon Y tarvitta-

vien testien lukumééra. Laske P(Y > 20), eli todennikoisyys, etta
tarvitaan ainakin 20 testia.
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8.

10.

11.
12.

13.

Luku 4. Diskreetit jakaumat

Heitetaéin harhatonta lanttia, kunnes havaitaan toistos RR (kaksi kruu-
nua perédkkdin). Olkoon X tarvittavien heittojen lukumé&érd. Olkoon
fn m. Fibonaccin luku, joka méaéaritelladn siten, ettd f; = fo = 1 ja
fn = fn—l +fn—27 n = 3,4,....

(a) Osoita, ettd X:n todennékoisyysfunktio on

fay =21,

r=2,3,4,...

(b) Osoita tuloksen

5 -5

avulla, ettd Y 2, = 1.

Osoita, ettd E(X) = 6.

(d) Osoita, ettd E[X (X —1)] = 52 ja Var(X) = 22.

(e) Simuloi X:n arvoja ja tarkastele, vastaavatko simuloinnin tulokset
teoreettisia tuloksia.

—~
o
~—

. Erdéssi vaalissa 4000:sta ddnestdjiastd 100 kannatti ehdokasta A. Jos

valitaan 50 alkion otos dénestéjisté esitutkimukseen, niin milla todenné-
koisyydelld haastatelluista korkeintaan 5 kannattaa A:ta?

Yritykseen tulee ldhetys, joka sisdltdda 1000 varaosaa. Tarkistussuunnitel-
man mukaan n = 100 satunnaisesti valittua (palauttamatta) varaosaa on
tarkistettava. Tuote-erd hyviaksytdén, jos tarkistuksessa ei 10ydy kahta
viallista enempééa. Miké on todennékoisyys, ettd tuote-erd hyviksytaan?
Laske todennékoisyys

(a) hypergeometrisen jakauman avulla.

(b) Laske sitten sama todennikoisyys kéyttden hypergeometrisen ja-
kauman likiarvona binomijakaumaa

(c) ja Poissonin jakaumaa.
Oletetaan, ettd X ~ Poi()). Osoita, ettd F(X) = A ja Var(X) = \.

Leipomossa valmistetaan suuri taikina, josta tehd&ddn rusinaleivoksia.
Leipoyrittdja haluaa, ettd 95 % leivoksista siséltdd ainakin 2 rusinaa.
Kuinka monta rusinaa leivosta kohti hidnen pitdé sekoittaa taikinaan?

Laboratoriohiiriin ruiskutetaan kahta eri liuosta. Ensimméisesséa liuok-
sessa on keskiméérin ¢ kappaletta C-tyypin organismeja millitrassa ja
toisessa liuoksessa keskiméédrin d kappaletta D-tyypin organismeja mil-
litrassa. Organismit ovat jakautuneet nesteeseen tdysin satunnaisesti. Jo-
kaiseen hiireen ruiskutetaan kumpaakin liuosta yksi millitra. Hiiri sdilyy
hengissé jos ja vain jos kummassakaan ruiskeessa ei ole yhtdén organis-
mia.
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14.

15.

16.

17.

(a) Milld todenndkoisyydelld hiiri jad eloon?
(b) Milld todennékéisyydelld kuolleista hiirista 16ytyy molempia orga-
nismeja?

(Vihje: Kdyta Poissonin jakaumaa.)

Tehtaalla sattuu keskiméérin 1.5 onnettomuutta kuukaudessa. Magritéa
seuraavien tapahtumien todennékoisyydet:

(a) Ei onnettomuuksia tammikuussa,

(b) yhteensi nelja onnettomuutta helmikuussa ja maaliskuussa,

(c) ainakin yksi onnettomuus vuoden jokaisena kuukautena.
(Vihje: Kdyta Poissonin jakaumaa.)

Olkoot X ja Y toisistaan riippumattomat Poissonin jakaumaa noudat-
tavat satunnaismuuttujat. Olkoon F(X) =1 ja E(Y) = 2.

(a) Laske todennékoisyys P(X +Y) = 5.

(b) Milld kokonaislukuarvolla n todennékdoisyys P(X +Y') = n saavut-
taa maksiminsa?

(c) Lausu todennikéisyys P(X +Y') = 5 satunnaismuuttujien X ja Y
todennékoisyysfunktioiden avulla.

Kirjassa on 200 sivua. Painovirheiden lukumé&éra jokaisella sivulla nou-
dattaa Poissonin jakaumaa, jonka keskiarvo on 0.01. Painovirheiden lu-
kumaérat eri sivuilla ovat toisistaan riippumattomat.

(a) Miké on virheettémien sivujen lukuméédran odotusarvo ja hajonta?

(b) Kirjan oikolukija havaitsee minké tahansa annetun virheen toden-
nakoisyydelld 0.9. Mikéd on oikolukijan havaitsemien virheellisten
sivujen lukuméérin odotusarvo?

Maaritelladn X:n ja Y: yhteisjakauman todennédkoéisyysfunktio seuraa-

vasti:
rT+y

32

flz,y) = kan z=1,2; y=1,2,3,4.

Maarita
a) X:n reunajakauman todennékoisyysfunktio ja

b

(a)
(b)
c) Laske P(X >Y),
)
)

Y :n reunajakauman todennakoisyysfunktio.

(
(d) P(Y =2X) ja
(e) P(X+Y =3).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on méaritelty 17. teh-
tavassa.

(a) Laske odotusarvot px ja iy,
(
(c) korrelaatiokerroin p.

(d) Ovatko X ja Y riippumattomat?

)
b) varianssit 0% ja 0% seki
)

X:n ja Y:n yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on méaritelty 17. teh-
tavassa.

(a) Mééritd X ehdolliset todennékoisyysfunktiot fi(z | y) ehdolla
y=1,2,3jay=4.

(b) Madritd Y:n ehdolliset todenndkoisyysfunktiot fo(y | x) ehdolla
r=1jax=2.

(c) Laske P(1 <Y <3| X =1),PY <2]| X =2),jaPX =2|
Y =3).

(d) Laske E(Y | X =1) ja Var(Y | X =1).

Testataan kymmenen suojakypéran iskukestavyys. Kypéréat jaetaan kah-
teen viiden ryhméén. Ensimmaéisen ryhmén kypérille annetaan isku, joka
sirkee kypérén todennékoisyydelld 0.1. Toisen ryhmén kypéarié isketdan
voimalla, joka sirkee kypérdan todennékoisyydelld 0.3. Milld todennikdi-
syydelld ensimmaéisen ryhmén kypéria rikkoontuu enemmén kuin toisen
ryhmén kypéria?

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X;, X,, X3 noudattavat multinomi-
jakaumaa Mult(5;0.1, 0.3, 0.6) [Toisin sanoen (X3, X5) ~ Tri(5;0.1,0.3)].
(a) Mé&aritd X reunajakauma ja Xom
(b) ehdollinen todennékéisyysfunktio fo(zo | 21 = 1).
Nostetaan tavallisesta korttipakasta (52 korttia) satunnaisesti palautta-

matta 13 korttia. Olkoon X patojen lukumééri, X, herttojen lukuméa-
rd ja 13 — X7 — X5 ruutujen ja ristien lukumééré otoksessa.

(a) Médritd X;m ja X9 yhteisjakuman todennékoisyysfunktio. Mika
on satunnaisvektorin (X, X,) arvoalue?

(b) Xi:m todennékoisyysfunktio ja arvoalue?

1
59 )

=1

Oletetaan, ettd (X,Y) noudattaa trinomijakaumaa Tri(3,
(a) Laske odotusarvot uyx ja uy,
(b) varianssit 0% ja o2 sekd

(c) kovarianssi Cov(X,Y) ja
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(d) korrelaatiokerroin p.

24. Satunnaismuuttujat X > 0 ja Y > 0 ovat riippumattomat ja saavat vain
kokonaislukuarvoja. Osoita, etti

(a) P(X +Y =n) = zi:P(Xzo)P(Y:n—kz).

(b) Heitetdan 4:44 harhatonta noppaa ja lasketaan silméalukujen sum-
ma. Mikd on todennikdisyys, ettd summa on 87 (Vihje: Olkoon
X kahden nopan silmélukujen summa ja Y kahden muun nopan
silmédlukujen summa.)
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Luku 5

Jatkuvat jakaumat

Sellaiset suureet kuten esimerkiksi aika, lampdétila, pituus ja paino ajatellaan
tavallisesti jatkuviksi muuttujiksi, ts. muuttujiksi, jotka voivat saada mita
tahansa reaaliarvoja annetulla valilla. Esimerkiksi henkilon ikd on jatkuva
satunnaismuuttuja, joka voi saada positiivisia reaalilukuarvoja. Diskreetin
satunnaismuuttujan arvoavaruus on &a#rellinen tai numeroituva, mutta jat-
kuvan satunnaismuuttujan arvoavaruus on ylinumeroituva.

5.1 Jatkuvat satunnaismuuttujat

Jokaiseen satunnaismuuttujaan liittyy kertyméfunktio. Satunnaismuuttujan
X kertyméfunktio médriteltiin alaluvussa 2.5.2 (Mééritelmé 2.4) funktiona

F(z) = P(X <), z e R.

Diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio on porrasfunktio, joka voi-
daan lausua hyppyfunktioiden summana (4.1.1) [ks. alaluku 4.1].

Lauseen 2.10 mukaan funktio F'(z) on kertyméfunktio jos ja vain jos seu-
raavat kolme ehtoa toteutuvat:

I. lim F(z)=0 ja lim F(z)=1.

2. F(z) on kasvava (ei-vihenevi) funktio.

3. F(x) on oikealta jatkuva eli lim F(x)= F(z) kaikilla 2, € R.

T—To+

Jos meilld on jokin satunnaismuuttuja X, niin ominaisuudet 1.—3. voidaan
todeta todenndkoisyysfunktion P(X < z) ominaisuuksien avulla. Jos jokin
funktio F'(z) toteuttaa ehdot 1.—3., ei ole aivan helppoa todistaa, ettd F'(z)
on todella jonkin satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Todistus 16ytyy vaa-
tivista todennékoisyyslaskennan oppikirjoista.

Esimerkki 5.1 Funktio

(5.1.1) F(z) =
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on esimerkki jatkuvasta kertyméfunktiosta, joka siis toteuttaa Lauseen 2.10
ehdot 1.—-3. Koska

lim e =00, mniin lim F(z)=0
ja
lim F(z) =1, koska lim e ® =0.
Funktio F(z) on kasvava, koska sen 1. derivaatta
e_x
F'(z) = — > 0.
(.T) (1 + efx)Q

On my6s helppo todeta, ettd F'(x) ei ole ainoastaan oikealta jatkuva vaan
jatkuva. O

Satunnaismuuttujan jatkuvuus voidaankin mééritelld siithen liittyvén ker-
tyméfunktion jatkuvuuden avulla.

Maéaritelmi 5.1 Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen kertyméfunktio
Fx(x) on x:n jatkuva funktio. Satunnaismuuttuja X on diskreetti, jos sen
kertyméafunktio on x:n porrasfunktio.

Vastaavalla tavalla kuin diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio
voidaan lausua summana, voidaan jatkuvan satunnaismuuttujan kertymé-
funktio lausua integraalina:

(5.1.2) P(X < 2) = Fy(z) = / Fr(t) dt.

Jos fx(t) on jatkuva, niin integraalilaskennan peruslauseen mukaan
(5.1.3) Fi(z) = fx(x),
missé [ (x) on kertyméfunktion Fx(z) derivaatta.

Maaritelma 5.2 Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio fx(z) on
funktio, joka toteuttaa yhtalon

(5.1.4) FX(x):/fX(t)dt kaikilla =z € R.

Esimerkki 5.2 Olkoon X tiettyyn palvelunumeroon tulevien puheluiden pi-
tuus. Oletetaan, ettd X:n tiheysfunktio on

1
f(z) = Q—Oe’x/m, 0 <z < o0.
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Silloin X noudattaa ns. eksponenttijakaumaa keskiarvolla 20. Nyt
S={z]|0<z<o0} ja f(zr)>0 kun z€S.

Kertyméfunktio on

[l r1
F(z) = / %et/mdx:/Q—Oet/Qodx
—00 0

_ / _et/20 _ 1 _ o=2/20
0

Silloin 4 X
F'(z) = a(l - e_x/m) = %e_‘”/% = f(z), x>0
ja f(z) =0, kun = < 0. O

Huomaa, ettid yksittdisen pisteen a € R todennikoisyys P(X = a) on
aina nolla, jos X on jatkuva satunnaismuuttuja. Silloin erityisesti kaikilla
reaaliluvuilla b > a

F(b)—F(a)=Pla< X <b)=Pla< X <b)
=Pla<X<b=Pla<X<b).

Esimerkki 5.3 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on f(x) =2z, kun 0 < 2 < 1. Silloin X' kertyméfunktio on

0, z<0;
Fz)=<2% 0<z<l,;
1 1<z

Y

Huomaa, ettéd
F(x):/Qtdt:x2, kun 0 <z < 1.
0

Jos kertyméafunktio on annettu, niin tiheysfunktio saadaan derivoimalla ker-

tyméfunktio:

d
F’(x):£x2:2x, 0<z<l.

Kertyméfunktion avulla voidaan laskea todennékoisyyksia. Esimerkiksi
todennéakdoisyys

r(exed)=r(2)-o()-()- (-2
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f(z) F(x)
2 4
1+ 1+
F(3))+-—"— ‘
F(3) -~ \ |
} T } T T : } } X
1 1 3 1 1 3
i o2 1 1 i o2 1 1

Kuvio 5.1. Jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(z) = 2z

ja kertyméfunktio F(z) = z2.

(3x =) ) o) () 5

Toisaalta tietysti P(% < X< %) voidaan laskea suoran y = 2x ja z-akselin
véliin jadvana pinta-alana:

ja

3/4
P l§X§§ :/Qxdng,
2 4 15
1/2
joka tietysti voidaan esittda kertyméafunktion avulla. ([l

Jatkuvan satunnaismuuttujan momentit méaéritellddn vastaavasti kuin
diskreetin satunnaismuuttujan tapauksessa, mutta méaritelméssa summa kor-
vataan integraalilla. Jatkuvan satunnaismuuttujan r. momentti on

o0

a, = E(X") = / " f(z) da,

—00

missé f(z) on X:n tiheysfunktio. Satunnaismuuttujan X r. keskusmomentti
on

e = EI(X — o)),

missé u = E(X) = oy on X:n odotusarvo. Satunnaismuuttujan X odotusarvo

on siis integraali
o0

uw=FEX)= /xf(x)dx

—00
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ja X'm varianssi 02 on 2. keskusmomentti
0% = piz = E[(X — p)?]

~ [P

—00

Merkitsemme myés E[(X — )] = Var(X), jolloin X:n hajonta on

Var(X).
Momenttifunktio on
(5.1.5) M(t) = B(e) = / o' f(z) da

jos integraali 5.1.5 on olemassa jollakin avoimella vililld (—a, a), missd a > 0.
Tietysti esimerkiksi tulokset

02 = E(X2> - /1/27
= M'(0),
ay = B(X?) = M"(0)

pitdvit edelleen paikkansa samalla tavalla kuin diskreettien satunnaismuut-
tujien tapauksessa.

Esimerkki 5.4 Lasketaan nyt Esimerkissd 5.3 mééritellyn satunnaismuut-
tujan X odotusarvo ja varianssi:

[GCIN )

pw=E(X)= /x(Qx)dx:

1
=
3
0

ja

Kolmas momentti on

1

2 2

a3:E(X3):/I3(2x)dx: B /x5:g
0
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ja 3. keskusmomentti on
1
o= E[(X = )] = [ (o= n*(22) da
0

1
/(x3 — 3uz® + 3p’r — p?)(27) dx
0

1 1 1 1
/x3(2x) dr — 3,u/x2(2x) dz + 3p° / r(2r)dz — p? / 2z dx
0 0 0 0

= a3 — 3oy + 3 — 1® = a3 — 3pag + 248

_2 21 AN 3,16 _ 1
5 3 3) 5 21 15

O

Myd6s prosenttipisteet ovat térkeitd jakauman tunnuslukuja. Jakauman
100p-prosenttipiste m, méaritellddn seuraavasti:

p=/f(:r)d:r=F(7rp), 0<p<Ll

Prosenttipistetta m 50 kutsutaan mediaaniksi ja pistetta mg o5 ja mo.75 alakvar-
tiiliksi ja yldkvartiiliksi. Esimerkissé 5.3 késitellyn jakauman 36 %:n piste on
0.6, koska

F(mo.36) = T 55 = 0.6 = 0.36.

Esimerkki 5.5 Olkoon satunnaismuuttujan X kertyméfunktio méaritelty
seuraavasti

0, x < 0;
2
z 0<x<1;
_J) 2 =T >4
Flz) = 1- & 1<r<
1, 2<zx.

Tarkistamme ensin, ettd F' on todella kertyméfunktio. Toteamme helposti,
etta

1) lim F(z)=0 ja lim F(z)=1,

2) F(x) on z:n kasvava (ei-viahenevi) funktio ja

3) F(x) on oikealta jatkuva, koska se on jatkuva.
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Tiheysfunktio saadaan derivoimalla F'(x). Nyt siis F'(z) = x vélilld 0 < z <
1ja F'(x) =2 — x vililld 1 <z < 2. Néin siis tiheysfunktio on

x, 0<x <1,
fle)=122—2, 1<z<2;
0 muualla.

Tiheysfunktio voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa
flx)=1—]z—1], 0<z<2

Koska X:n tiheysfunktion kuvaaja on kolmion muotoinen, X:n jakaumaa
kutsutaan kolmiojakaumaksi.

f(x)
1.0 +
0.90

i i i . T : i i : T
05 1.0 15 20 05 1.0 15 20

Kuvio 5.2. Kolmiojakauman tiheysfunktion ja kertyméfunktion ku-
vaajat.

Kolmiojakauman odotusarvo on

=
Il
O\w
S
<
—~
=
(o
S
I
o
8
8
(o
S
+
»—A\M
=y
[\]
|
=
o
S

Koska jakauma on symmetrinen odotusarvon 1 suhteen, on 1 myos jakauman
mediaani g 59. Se voidaan todeta helposti myos méaritelmén perusteella, silli
F(1) = 12—2 = 0.5. Jakauman 90 %:n piste g9y saadaan ratkaisemalla yht#lo
(2 — m0.90)?

1—
2

= 0.90.

Ratkaisu on mp 99 = 2 — V0.2 = 1.55. O
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Itse asiassa relaatio (5.1.4) ei vélttaméattd ole voimassa kaikilla z:n ar-
voilla, silld F'(z) voi olla jatkuva, mutta ei derivoituva. Jos f(z) on jatkuva,
niin silloin tietysti yhtdlo (5.1.4) pitdd paikkansa. Huomattakoon, etté jat-
kuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktio ei vélttamétta ole jatkuva, mutta
kertyméafunktio on.

Esimerkki 5.6 Tarkastellaan nyt satunnaismuuttujaa X, jonka tiheysfunk-

tio on
1 1.
f(x)z{ﬁ’ AL
31
Vastaavasti X:n kertyméfunktio on
0, x < 0;
1 1
=T 0<z<z;
F(z) = ?’3 1 1; <i.
iTsl@—3), <2<y
1, 1 <.

Havaitsemme nyt, ettd X:n tiheysfunktio ei ole jatkuva. Nyt myoskaan F ei

()

% 1 . . F(z)
1+ 1+
% -— % 1
1
L
} } T } } €T
1 1
2 1 2 1

Kuvio 5.3. Satunnaismuuttujan X tiheysfunktion ja kertyméfunk-
tion kuvaajat.

ole derivoituva pisteessé 3. Pisteessi © = 3 ei ole voimassa, ettd F'(z) =
f(z). Tassi on esimerkki jatkuvasta satunnaismuuttujasta, jonka tiheysfunk-

tio ei ole jatkuva ja jonka kertyméfunktio ei ole koko maééarittelyalueella S
derivoituva. O

Jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktiolla voi olla dérellinen ma&ra
epdjatkuvuuspisteitd, mutta kertyméafunktio on jatkuva. Esimerkin 5.6 satun-
naismuuttujan tiheysfunktiolla on méarittelyalueellaan yksi epdjatkuvuuspis-
te ja kertyméfunktio on jatkuva. Relaatio (5.1.3) pitdéd paikkansa vain tiheys-
funktion jatkuvuuspisteisséd, mutta ei epdjatkuvuuspisteissé.
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Esimerkki 5.7 Maéiritelladn satunnaismuuttuja X siten, ettd sen kertymé-
funktio on

0, x <0
1 =0:
(5.1.6) Flz) =47 v
3+t35 0<z<l;
1, 1 <.
F(x) f(x)
1+ 1+
1 1
2 2
| x R

1 1

N =
N =

Kuvio 5.4. Satunnaismuuttujan X kertyméfunktion ja ’'tiheysfunk-
tion’ kuvaajat.

Kertyméfunktio ei ole nyt jatkuva, koska funktio hyppéé pisteessia x = 0.
Kertyméafunktio ei ole myoskadn porrasfunktio. Nyt myos yksittéiselld pis-
teelld X = 0 on positiivinen todennékéisyys P(X = 0) = £, joten f(z) ei ole
tiheysfunktio. Itse asiassa kertyméfunktio (5.1.6) voidaan kirjoittaa porras-
funktion (kertyméfunktio) ja jatkuvan kertyméfunktion summana. Alaluvus-
sa 4.1 médriteltiin hyppyfunktio e(x) siten, ettd e(x) = 1 epédnegatiivisilla
zm arvoilla ja e(z) = 0, kun # < 0. Funktio (x) on porrasfunktio ja siis
diskreetin satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Puoliavoimella vililla (0, 1]
tasajakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan kertyméafunktio on

0, =<0
F(r)=1<z, 0<x<l;
1, 1<

Nyt kertyméfunktio (5.1.6) voidaan kirjoittaa muodossa

1 1

—e(x) + = F.(x).

Fx) =3 2

Esimerkiksi todennakoisyys

p(xsy) %5() #3(3)

1+ L_3
2 2 2 4

Satunnaismuuttuja X ei ole diskreetti eikd jatkuva. 0
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Yleisesti jatkuva satunnaismuuttuja voidaan mééritelld identiteetin (5.1.4)
avulla olettamatta tiheysfunktion f(x) jatkuvuutta. Jos on olemassa sellai-
nen epanegatiivinen funktio f(z) [ts. f(x) > 0 kaikilla z € R], ettd (5.1.4)
pitdéd paikkansa kaikilla x € R, niin kertyméfunktion F(z) sanotaan olevan
absoluuttisesti jatkuva. Absoluuttisesti jatkuva funktio on jatkuva. Kaikkien
tassa luvussa kasiteltdviat jatkuvien satunnaismuuttujien kertyméfunktiot
ovat absoluuttisesti jatkuvia.

5.2 Tasajakauma ja eksponenttijakauma

5.2.1 Tasajakauma

Jatkuva satunnaismuuttuja X noudattaa tasajakaumaa valilla [0, 1], jos sen
tiheysfunktio on 1 téalla vililla ja 0 muualla:

(5.2.1) flz) = {17 kun z € [0, 1],

0 muualla.

Silloin merkitaan X ~ Tas(0,1). On helppo todeta, ettd f(z) on tiheysfunk-

tio, koska f(z) > 0 ja
1 1
/f(x)dx:/dle.
0 0

() F(x)

1 . 1+ —

f x

1 1

8

Kuvio 5.5. Tasajakauman Tas(0, 1) tiheysfunktio ja kertyméfunktio.

Tasajakauman keskiarvo ja varianssi ovat:
1

E(X):/xdx:%

ja

=
—_
[\

Var(X) = B(X?) — [E(X)]* = /gﬂ dz —
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Satunnaismuuttujan X momenttifunktio on

et — 1

1 1
1
MX(t):/et‘”dx:/gem: .
0 0

Huomaa, ettd Mx(0) = 1.

Olkoon [a, b] annettu suljettu véli, a < b. Silloin satunnaismuuttuja U =
(b — a)X + a noudattaa tasajakaumaa valilla [a, b]. Silloin merkitdén U ~
Tas(a,b). Koska E(U) = (b—a) BE(X) +a ja Var(U) = (b — a)? Var(X), niin

E(U):a;“b ja \M(U):%.

Satunnaismuuttujan U tiheysfunktio on

{ﬁ, kun u € [a, b];

0 muualla

(5.2.2) Flu) =

tb _ ab

40
My(t) = t(b—a)

1, t=

5.2.2 Eksponenttijakauma

Poissonin prosessissa tarkastellaan, montako tapahtumaa (lisdystd) sattuu
jollain aikavalilla. Merkitdan w:n pituisella vililla sattuvien tapahtumien lu-
kumééraéd satunnaismuuttujalla X,,. Jos Poissonin prosessin intensiteetti on
A, niin Maéritelmén 4.3 mukaan todennékoéisyys, ettd w:n pituisella vélilla
sattuu x tapahtumaa, on

x
(5.2.3) P(X,=1)= e)‘w%.

Poissonin prosessilla voidaan mallintaa esimerkiksi asiakkaiden saapumis-
ta palvelupisteeseen, puheluiden tuloa vaihteeseen, onnettomuuksien sattu-
mista tarkasteltavalla tieosuudella tai autojen kulkua liikenteen tarkkailupis-
teen ohi. Talloin ajatellaan, ettd yksittédiset tapahtumat sattuvat toisistaan
riippumatta tidysin satunnaisesti.

Tarkkaillaan nyt Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on \. Olkoon W
odotusaika siihen hetkeen, kunnes seuraava tapahtuma sattuu. Odotusaika
on jatkuva satunnaismuuttuja. Jos tarkkailemme prosessia hetkesté ¢ hetkeen
t+w eli w:n pituisen aikavilin [¢, ¢+ w], niin tapahtuma { W > w } sattuu jos
ja vain jos Poissonin prosessissa ei satu yhtddn tapahtumaa valilla [t, ¢ + w].
Siksi identiteetin (5.2.3) mukaan

P(W >w)=P(X,=0)=e¢.
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Xy ~ Poi(Aw) X, =3
w=1.25
N
1 2 | 3 | 4
. ! f T T T T i
W1=0.5 W4=0.88 t t+w Aika

Kuvio 5.6. Kaaviokuva esittdi Poissonin saapumisprosessia, esimer-
kiksi autojen kulkemista liikenteen tarkkailupisteen ohi. Esimerkiksi
W1 on 1. auton odotusaika ja Wy on 3. ja 4. auton vélinen aika. Kiin-
nitetylla w:n pituisella vélilla on kulkenut ohi X,, = 3 autoa. Perik-
kéiset odotusajat Wy, Wy, W3, ... ovat toisistaan riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa.

Odotusajan W kertyméfunktio on siis
F(w) =P(W < w)
=1-PW>w)=1-P(X, =0)
=1—e .

Koska odotusaika W on epénegatiivinen, niin F(w) = 0, kun w < 0.
Odotusajan W tiheysfunktio on

F'(w) = f(w) = Xe™™

derivointisdéannén (5.1.3) nojalla. Usein merkitddn A = 7, missd ¢ > 0. Sa-
nomme, ettd W noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 6 ja merkitsem-
me W ~ Exp(#). Parametri 6 on jakauman keskiarvo. Eksponenttijakauman
tiheysfunktio on silloin muotoa

1
(5.2.4) flw) = Ee—w/e.

Eksponenttijakauman Exp(6) momenttifunktio on

001 o0 —(1-6t)w/6
M(t)Z/ée_w/edw: /-

= t<1
11—t 0

Eksponenttijakaumalla on vastaava "unohtamisominaisuus” kuin geomet-
risella jakaumalla. Jos T' ~ Exp(#), niin

(5.2.5) P(T>a+0b|T>a)=P(T >Db)

kaikilla epédnegatiivisilla a ja b. Tulos voidaan todistaa laskemalla ehdollinen
todennéakdisyys

P(T'>a, T>a+b) P(T>a+Db)
P(T>a+b|T>a)= P> a) = PT > a)
ef(aer)/G

- e—a/0

=e " = P(T > b).
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Huomattakoon, ettéd edelld on kaytetty tulosta
P(T>t)=1-P(T<t)=1-F(t)=e""  t>0.

Esimerkki 5.8 Oletetaan, etté asiakkaiden saapuminen liikkeeseen noudat-
taa Poissonin prosessia intensiteetilld 20 asiakasta tunnissa. Mikéd on toden-
nakoisyys, ettd myyjé joutuu odottamaan seuraavaa asiakasta yli 5 minuut-
tia? Olkoon X odotusaika, kunnes seuraava asiakas saapuu. Silloin prosessis-
sa (5.2.3) A = 1/3 asiakasta minuutissa ja X ~ Exp(3), koska eksponenttija-
kauman keskiarvo # = 1/\. Jakauman Exp(3) tiheysfunktio on

1
f(x):§e_“’/3, 0<z<oo

ja
0 oo

1
P(X >5)= / ge*ﬂ”/3 dz = / —e /3 = 753 ~0.1889.
5 5

Jatkuvan jakauman mediaani m on sellainen piste, ettd F(m) = 1/2. Nyt

jakauman Exp(3) mediaanin m tulee toteuttaa ehto F(m) =1—e ™3 = 1,
joten
m = 3log(2) ~ 2.0794.
0

5.2.3 Elinaikajakauma

Ominaisuuden (5.2.5) perusteella eksponenttijakauma on sopiva elinajan ja-
kauma silloin, kun jiljelld oleva elinaika ei riipu tdménhetkisesta idstéa. Ol-
koon T esimerkiksi jonkin elektronisen komponentin ikd tunteina. Silloin
P(T > b) on todennékaisyys, ettd uusi komponentti kestdd ainakin b tuntia,
kun taas P(T" > a+b | T > a) on todennédkdisyys, ettd a tuntia kiytossa
ollut komponentti kestda vield b tuntia. Jos elinaika noudattaa eksponent-
tijakaumaa, niin ominaisuuden (5.2.5) nojalla todennékdoisyydet P(T > b)
ja P(T > a+b| T > a) ovat samat kaikilla a ja b. Todennékoisyys, etté
komponentti rikkoontuu b:n seuraavan tunnin aikana, ei riipu lainkaan siité,
kuinka kauan komponentti on jo ollut kéiytossa.

Funktiota G(t) = P(T > t) kutsutaan eloonjiimisfunktioksi. Eksponent-
tijakauma méisrittelee eloonjiamisfunktion G(t) = e~/?, jolla on unohtamis-
ominaisuus

(5.2.6) G(t+s) =G(t)G(s), t>0, s>0.

Maéritelménsd nojalla G(0) = 1 ja G(t) — 0, kun ¢ kasvaa. Onko ekspo-
nenttifunktion lisdksi muita eloonjaamisfunktioita, joilla on unohtamisomi-
naisuus (5.2.6)7 Voidaan osoittaa, ettd ehdon (5.2.6) toteuttavat eloonjia-
misfunktiot ovat aina muotoa e™, X\ > 0.
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Jos elinaika 7" noudattaa eksponenttijakaumaa Exp(#), niin vakio A\ = %

on hetkellinen kuolleisuusaste tai vaaran aste. Parametri A sdatelee todenné-
koisyytta kuolla hetken T' = t jdlkeiselld yksikon pituisella aikavélilla.
Olkoon A tarkasteltavan aikavélin pituus. Maaritellddin todennakoisyys

PT<t+A|T>t)=1-P(T>t+A|T>1)
=1-P(T>A)=1—-e"2,

missd viimeistd edellinen yhtésuuruus saadaan unohtamisominaisuuden (5.2.6)
nojalla. Kun funktiota e *# arvioidaan Taylorin polynomin avulla, saadaan

1
1—e_m:1—(1—/\A+§)\2A2—---)

1
:AA—§A2A2+---
~ AA, kun A on pieni.

Arviointivirhe pienenee merkityksettomaéksi verrattuna A:aan, kun A — 0.
Silloin siis P(T' <t+ A |t > t) =~ AA.

1 4

N[ =

Kuvio 5.7. Eksponenttijakauman Exp(2) tiheysfunktio f(¢) = %e*t/ 2
ja vastaava eloonjéimisfunktio G(t) = e~*/2.

Nyt ndhdééan, etta

. P(T<t+A|T>t)
lim

A0 A =A

on riippumaton ajasta t. Eksponentiaalisesti jakautuneen elinajan tapauk-
sessa kuolleisuusaste A\ on idstd riippumaton vakio. Yleisesti kuolleisuusaste
A(t) on tietysti idn funktio.

5.3 Gammajakauma ja y’-jakauma

Gammajakaumajakauma on vililla [0, co) médritelty jakauma tai jakauma-
perhe, koska parametrien vaihdellessa saadaan hyvinkin erinékoisia jakaumia,
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vaikka ne ovat matemaattisesti samaa muotoa. Gammafunktio

(5.3.1) [a) = /xo‘lex dz

méériteltiin jo Pykélassa 2.4.7. Jos a > 0, niin I'(«w) on &érellinen. Jos «
on positiivinen kokonaisluku, niin I'(«) voidaan lausua suljetussa muodossa,
muutoin ei.

Gammafunktio toteuttaa rekursiivisen relaation

IMNa+1) =al(a),

joka voidaan osoittaa osittaisintegroinnilla. Jos o = n on positiivinen koko-
naisluku, niin

I'n+1)=nl'(n)=n(n—-1)---2-1-I'(1) =nll'(1).
Koska I'(1) = 1, niin

IF'n+1)=n!
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla. My&s I'(3) = /7 on térked erikoista-
paus.
Funktio
tafleft
5.3.2 ) = ——— 0<t<

médrittelee tiheysfunktion, silli gammafunktiossa integroitava on positiivi-
nen vililld (0,00). Sanokaamme, ettd (5.3.2) on satunnaismuuttujan 7" ti-
heysfunktio. Kaikkien gammajakaumien perhe saadaan méérittelemélla sa-
tunnaismuuttuja X = 7, missd 3 on positiivinen vakio. X:n tiheysfunktio
voidaan johtaa soveltamalla Lauseen 5.5 muunnostekniikkaa. Merkitsemme
X ~ Gamma(q, 3) ja sanomme, ettd X noudattaa gammajakaumaa para-
metrein « ja (. Jakauman Gamma(c, 3) tiheysfunktioksi saadaan

1
o lem /P 0<r<oo, a>0, (>0

()5 ’

Esitémme nyt gammajakauman perusominaisuudet seuraavassa lausees-
sa.

(5:33)  fl@)= 2

Lause 5.1 Oletetaan, ettd X ~ Gamma(a, 3).
1. Funktio (5.3.3) mddrittelee tiheysfunktion kaikilla o > 0, 5 > 0.

2.
E(X) = ap, Var(X) = af”

Jja

M(t) = B(@X) = (1 _1&)&, t < %.
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I+ ¢)p°

E(X°) =
(X°) o)
kaikilla ¢ > —a.

4. Olkoon U =bX, b > 0. Silloin U ~ Gamma(«, bf3).

Eksponettijakauma on gammajakauman erikoistapaus. Kun sijoitetaan
tiheysfunktioon (5.3.3) a = 1, saadaan

fla;B) = %e“/ﬁ, x> 0.

Havaitaan siis, ettd Gammal(l, 5) = Exp(03).

x?-jakauma

Toinen tirked, gammajakauman erikoistapaus on y2-jakauma. Jos valitaan
a = 3, missd r on positiivinen kokonaisluku, ja 8 = 2, tulee tiheysfunk-
tio (5.3.3) muotoon

/D= tem2/2 0<z<oo,

(5.3.4) f(z) = W

mikéi on y2-jakauman tiheysfunktio vapausastein r. Jos X noudattaa y2-
jakaumaa vapausastein r, merkitiin X ~ Khi2(r). x2-jakauman keskiarvo,
varianssi ja momenttifunktio saadaan nyt suoraan gammajakauman avulla.
Jos X ~ Khi2(r), niin

E(X)=r, Var(X) = 2r
ja

1
M@t)=(1-2t"?%  t< 5

Odotusaika Poissonin prosessissa

Seuraavan tapahtuman odotusaika Poissonin prosessissa noudattaa eksponet-
tijakaumaa. Olkoon W nyt odotusaika, kunnes sattuu a tapahtumaa, missé
« on siis positiivinen kokonaisluku. Jos Poissonin prosessin intensiteetti on
A, niin todennékoisyys, ettd w:n pituisella aikavililla sattuu x tapahtumaa,
saadaan kaavalla (5.2.3):

Q)

_ = Aw
P(X,=12)=¢ o
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Odotusajan W kertyméfunktio, kun W > 0, on

Fw)=PW <w)=1-P(W >w)
= 1 — P(vihemmaén kuin « tapahtumaa valilld [t, ¢ + w])
a—1

_ _)\w()\w)ac
1oy e

z=0

koska tapahtumien lukumé&éré aikavililla [¢,t + w] noudattaa Poissonin ja-
kaumaa keskiarvolla Aw [ks. (5.2.3)]. Laskemalla derivaatta F'(w) = f(w)

saadaan tiheysfunktio
_ )\(}\w>a—1 —Aw

Jos w < 0, niin F(w) =0 ja f(w) = 0. Nyt huomaamme, etti

W~ Gamma(a, %)

5.4 Normaalijakauma

5.4.1 Standardimuotoinen normaalijakauma

Tarkastelemme nyt todennékoisyysteorian ja tilastotieteen térkeinta jakau-
maa, normaalijakaumaa. Olkoon Z jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheys-
funktio on

1 _22/2
(5.4.1) f(z) = e — 00 < z < 00.

V2T
Silloin Z noudattaa standardimuotoista normaalijakaumaa. Kaytetdan myos
sanontaa ”Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa”.

Tarkistamme nyt, ettd (5.4.1) on todellakin tiheysfunktio. Koska f(z) >
0, pitda vain osoittaa, etta

oo

1 2
—2z%/2 o
— [ e dz =1.
Vor /
Osoitamme siis, etté
(5.4.2) / e 2 dz = Vor.

Emme pysty suoraan integroimaan funktiota e/ 2 koska sen integraalifunk-
tio ei ole lausuttavissa suljetussa muodossa. Osoittautuu kuitenkin, ettéd in-

tegraalin (5.4.2) nelié on helppo laskea.
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Integraalin arvo ei muutu, jos integrointimuuttuja nimetddn uudelleen,
joten

(e o] o0 (e 9]

I= /ezg/de: /er/de: /eyg/Qdy.

—00 —00 —00

Riitta4 osoittaa, ettd 12 = 27. Nyt

([ ()

0o 00 00 2
= / /e_(”2+y2)/2 drdy = (/Te_r2/2 dr) (/ d@)
—00 —00 0 0

= 27r/e_“ du = 27.

0

Niéin siis tulos (5.4.2) pitédéd paikkansa. Edelld kolmas yhtdsuuruus saadaan
siirtymalld napakoordinaatteihin:

xr =rcosf ja y =rsinf.

Silloin 2? + y? = r?, dedy = rdfdr ja integrointirajat ovat 0 < r < oo,
0 <0 <2m.

Integraalilla (5.4.2) on my6s ldheinen yhteys gammafunktioon. Koska in-
tegraalissa (5.4.2) integroitava on symmetrinen nollan suhteen, niin integraa-
lit yli vélien (—o0,0) ja (0,00) ovat yhtd suuret. Siksi

(5.4.3) /e—22/2 dz = \/g
0

Tekemélld sijoitus # = 12? integraaliin (5.4.3) saadaan integraali, joka on
F(%) Silloin

(5.4.4) r(%) — ]Ox—lﬂe—x dz = /7.

Lause 5.2 Oletetaan, etti Z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa.
Silloin
1. Z: momenttifunktio on

M(t) = /2, —00 < t < 00.

2. BE(Z)=0 ja Var(Z)=1.
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Todistus. 1. Miaritelmian mukaan

[ .1
M(t) = /etZEeZQ/QdZ.

Tehdién sijoitus z = z — . Silloin dz = dz ja ee=*"/2 = e(*=#)/2 joten
1 (t2—22)/2 t2/2 1 —z2/2 t2/2
M(t)= | —e de =e —C dz =e"/~.

Viimeinen yhtédsuuruus seuraa siité, ettd integraali yli normaalijakauman ti-

heysfunktion \/LQ—We*xQ/Q on 1.
2. Koska M (t) = /2 niin M'(t) = te*’/? ja M"(t) = e"'/2 412"/, Silloin
M'(0) =0, M"(0) =1 ja Var(Z) = M"(0) — [M'(0)]* = 1. O

Merkitddn Z ~ N(0, 1), missi siis F(Z) = 0 ja Var(Z) = 1. Seuraavassa

pykéldsséd médritellddn normaalijakauma, jonka keskiarvo on p ja varians-

si o2.

5.4.2 Yleinen normaalijakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa keskiarvolla p ja varians-
silla 02 > 0, jos se voidaan esitté##i muodossa

X=pu+oz,

missi, Z ~ N(0,1). Silloin merkitdsin X ~ N(u,0?). Jos X ~ N(u,0?), niin

vastaavasti
X —p

o

7 =

~ N(0,1).
Seuraavassa lauseessa esitetddn jakaumaa koskevat perustulokset.
Lause 5.3 Jos X ~ N(u,0?), niin

1. E(X)=p, Var(X)=0% ja

2.
Mx(t) = E(e”) = T2 —00 <t < 00.

3. X :n tiheysfunktio on

1
fla) = ———c /207 —00 < T < 00.

\V2mo
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Todistus. 1. Koska X ~ N(u,0?), niin X = p+ 0Z, missi Z ~ N(0,1).
Silloin
EX)=E(p+cZ)=p+oEZ)=p

ja
Var(X) = Var(u + 0Z) = 0 Var(Z) = o°.
2. Madritelmén mukaan (ks. myos Lause 3.14)

MX( ( ) |: M+UZ):| _ tu E(etoZ>
tu ( ) tu t2o 2/2 tu—i—tg 02/2'
h(

3. Tehddan muunnos x = h(z) = p + oz. Silloin h:lla on kéénteisfunktio
gjaz=g(x) ="t sekil ¢’(r) = L. Alaluvussa 5.5 esitettévin muunnostek-
niikan avulla saadaan X :n tiheysfunktioksi

fx(@) = fz(x — M) L

o]/ lo]
1

B V2r|o|

Tavallisesti tiheysfunktio kirjoitetaan muodossa

o (2-1)? /207

(5.4.5)

(o) = <,
2wo
missé
o =++/Var(X) =
on X:n hajonta. Todistuksessa ei oletettu, ettd o > 0. O

Esimerkki 5.9 Jos X:n tiheysfunktio on

1
flz) = ?e—(ac+7)2/327 —00 < < 00,
T

niin X ~ N(=7,16) ja
My (t) _ e—7t+8t2‘

Esimerkki 5.10 Jos X:n momenttifunktio on
My (t) = eot+12t%
niin X ~ N(5,24) ja X:n tiheysfunktio on

1
flz) = 4—867(%5)2/48’ —00 < T < 00.
m
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Jos X ~ N(u,o0?), niin X tiheysfunktio saavuttaa maksimin pisteessi
r = | ja kddnteispisteet ovat x = p4o. Todenndkdisyysmassa on jakautunut
siten, etta

P(X =l < 0) = P(1Z] < 1) = 0,682,
P(IX — p| <20) = P(|Z] <2) =0.9544,
P(IX — | < 30) = P(|Z| < 3) = 0.9974,
missd Z ~ N(0,1). Esimerkiksi
P(X =yl <o) = P(Z] <1) = P(-1< Z < 1)
= ®(1) — O(—1) = 0.8413447 — 0.1586553 = 0.6826895,

missé

[l
@(z):/\/—Q_ﬂe” /2 du

on standardimuotoisen normaalijakauman kertyméfunktio. Sen arvot on tau-
lukoitu ja se saadaan laskettua useilla ohjelmistoilla. Edelld esitettyjen to-
dennékoisyyksien kahden numeron likiarvoina kiytetddn tavallisesti lukuja
0.68, 0.95 ja 0.99, jotka eivit ole pyoristettyja vaan katkaistuja arvoja. Myos
yll& esitetyt neljan numeron likiarvot ovat katkaistuja arvoja.

Lause 5.4

1. Olkoon X ~ N(u,0?) ja U = aX +b, missi a # 0 ja b ovat annettuja
vakioita. Silloin
U ~ N(ap + b, a*c?).

2. Olkoot X1, X, ..., X, riippumattomat, X; ~ N(u;,02),i=1,2,...,n
ja ay, as, ..., a,, b ovat annetut vakiot, joista ainakin yksi a; poikkeaa
nollasta. Silloin Y = Z?:l a; X; + b noudattaa normaalijakaumaa

Y ~ N(i aipy; + b, i a?af).
i=1 i=1

Esimerkki 5.11 Riippumattomat satunnaismuuttujat X, X5, X3 noudat-
tavat normaalijakaumaa siten, ettd X; ~ N(2¢i%), i = 1,2,3. Silloin YV =
X1 + XQ + X3 ~ N(14, 32), silla

EY)=24+224+2"=14 ja  Var(Y)=1+2"+3" =32

ja Lauseen 5.4 mukaan Y noudattaa normaalijakaumaa. Satunnaismuuttuja
Y = X, 4+ 2X5 4+ 3X3 ~ N(34,260), koska

EY)=2+2-22+3.2"=34
ja
Var(Y) =142 2% + 3% - 3° = 260.
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5.5 Muuttujien vaihto

Oletetaan, ettd X on jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméifunktio on
F(z). Lukuisissa sovelluksissa tarvitaan satunnaismuuttujan X jonkin funk-
tion Y = h(X) jakaumaa, kun X':n jakauma tunnetaan. Tehtdvindmme on
nyt siis madrittdd satunnaismuuttujan ¥ = h(X) jakauma, missd h(z) on
x:n reaaliarvoinen funktio.

5.5.1 Muunnos kertymifunktio avulla
Voimme pyrkid johtamaan Y :n kertyméfunktion
Gly) = P(Y <y)

suoraan X:n kertyméfunktion F(x) avulla. Y tiheysfunktio ¢g(y) voidaan
médrittad sitten identiteetin (5.1.3) avulla, kun G(y) on derivoituva.

Esimerkki 5.12 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

flz)=—, —-1<z<L

Tarkastellaan satunnaismuuttujan ¥ = X? jakaumaa. Silloin Y:n arvoava-
ruus on Sy = [0, 1] ja Y:n kertyméfunktio on

Gly)=PY <y)=P(X*<y)=P(-y =X 2y
Vi

NG
32 3
:/§dx= [ 5=y 0=yl
-7 -y

Derivoimalla saadaan Y :n tiheysfunktioksi

9(y) =G'(y) = %

O

Esimerkki 5.13 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméafunk-
tio on
Flz)=1-(1+z)e ", x> 0.

Johdetaan satunnaismuuttujan Y = =¥ jakauma. Merkitidin Y:n kertymé-
funktiota G:lla. Silloin

G(y) =P(Y <y)=Pe* <y) = P[-X <log(y)]
> )] =1-P[X < —log(y)]
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missd F'(x) on X:n kertyméfunktio. Sijoittamalla © = —log(y) X :n kertymé-
funktioon saadaan

G(y) = [1 — log(y)]e"=¥ = [1 — log(y)]y.

Koska Sx = (0, 00), niin Sy = (0, 1). Y on jatkuva satunnaismuuttuja, koska
G(y) on jatkuva ja silld on jatkuva derivaatta muualla paitsi pisteessid y = 0.
Y :n tiheysfunktio on

—log(y), kun 0 <y < 1;
9(y) =G'(y) = )
0 muualla.

Huomaa, ettd —log(y) > 0, kun 0 < y < 1. Nyt siis g(y) > 0 kaikilla
y € Sy = (0,1). 0

5.5.2 Muunnos tiheysfunktion avulla

Seuraavaksi esitetdén yleinen menetelmé, jonka avulla voidaan johtaa satun-
naismuuttujan X funktion Y = h(X) tiheysfunktio suoraan X:n tiheysfunk-
tion fx(x) avulla. Menetelmén edellyttdad kuitenkin, ettd funktiolla h(x) on
tarkasteltavalla valilla kddnteisfunktio. Esimerkiksi funktion y = e* ka#nteis-
funktio on z = log(y). Myds funktio y = 2% on kddntyvdi, kun x > 0, silli
silloin x = ,/y. Funktio y = 22 ei ole kddntyvi koko reaaliakselilla, koska sil-
loin z = #,/y, joka ei ole funktio. Huomattakoon, etté jatkuva funktio h(x)
on kddntyvd, jos ja vain jos se on joko aidosti kasvava tai aidosti vihenevaé.

Lineaarinen munnos

Tarkastellaan ensin yksinkertaista lineaarista muunnosta ¥ = aX + b, missé
a ja b ovat annettuja vakioita. Nyt siis h(X) = aX + b. Funktion y = h(x)
derivaatta on

j—i = h'(x) = a.

Funktiolla h(z) on kéénteisfunktio

= 0
9(y) — a#
ja
dy_, 1
@-g(y)—a'

Esimerkki 5.14 Oletetaan, ettd X ~ Tas(0.5,1.5) ja Y = 2X. Mité jakau-
maa Y noudattaa?
Kuviossa 5.8 on alueen A pinta-ala

PIX € (v, + Az)] = fx(x) - Az = Ax
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————— -3
fy(y) | 9
y+ Ayt
B
y 77777
————— -1 \
| |
| |
| |
| A fX(fC)}
| |
| |
| | T
052 z+Ax 1.5

Kuvio 5.8. Tasajakaumaa Tas(0.5,1.5) noudattavan satunnaismuut-
tujan X lineaarinen muunnos.

ja alueen B pinta-ala

PlY € (y,y +Ay)] = fr(y) - Ay.

Tapahtumat X € (z,x+ Az) jaY € (y,y+ Ay) sattuvat tdsmiélleen saman-
aikaisesti, joten

(5.5.1) PIX € (z,x + Ax)] = P[Y € (y,y + Ay)].

Koska y = 2z ja y+ Ay = 2(z+ Ax), niin Ay = 2Ax ja identiteetisté (5.5.1)
seuraa, ettd fy(y) = % Koska 0.5 < < 1.5, niin 1 < y < 3. Néin siis

Y ~ Tas(1,3):
1 1<y<3;
fry) = {2

0, muualla.

O

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka arvoavaruus on Syx. Silloin satun-
naismuuttujan Y = h(X) arvoavaruus Sy méidrdytyy siten, ettd

XeSxyeYesy.

Seuraavassa lauseessa esitettavissd menetelméssa oletetaan, ettd funktio y =
h(z) on tarkasteltavalla arvoalueella kdéntyvéa. Silloin on olemassa sellainen
funktio = = g(y), ettd
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Lause 5.5 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on fx(x)
ja arvoavaruus Sx. Olkoon Y = h(X) sellainen funktio, ettd silld on kddn-
teisfunktio x = g(y) ja kddanteisfunktion derivaatta g'(y) on olemassa kaikilla
y € Sy, missi Sy on Y :n arvoavaruus. Silloin Y :n tiheysfunktio on

Fr@w) = fx(gw)ldW)l,  yeSy.

Todistus. Oletuksen mukaan g(y) on derivoituva, joten se on jatkuva. Koska
h ja g ovat kddntyvid, niin h ja g ovat molemmat joko kasvavia tai vihenevia.
Oletetaan h ja g ovat vihenevia. Silloin

Fy(y)=PY <y)=PX)<y)=P(X >g(y) =1-Fx(g9(y)).

Derivoidaan 1 — Fy[g(y)] ketjusddnnon avulla, jolloin saadaan

fry) = Fy(y) = —Fx(9(y)d'(v)
=—fx(9)d' W) = fx(gW) g W)l.

Viimeinen yhtésuuruus seuraa siitd, ettd ¢’(y) on negatiivinen, koska g on
véiheva.

Jos h ja g ovat kasvavia, niin todistus on melkein samanlainen ja se jéte-
tadn harjoitustehtaviksi. 0

Esimerkki 5.15 Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on fx(zr) =e®jaSy ={x|x >0} Olkoon Y = X2 joten X = V2 =
g(Y) ja Sy = Sx. Koska ¢'(y) = 2y, niin

fr(y) = fx(@W)2yl =2y, y>0.
Tarkastellaan vield satunnaismuuttujaa V = e=*. Silloin X = —log(V).
Merkitddn nyt — log(V') = g(V). Silloin Sy = [0, 1] ja ¢'(v) = —1/v. Siksi

(Y

fre) = fxl-Togw)ll 1 = 2 =1,

joten V' noudattaa tasajakaumaa vélilla [0, 1]. O

Mikéli muunnosfunktiolla A ei ole kdanteisfunktiota X :n arvoavaruudessa
Sx, niin Lauseen 5.5 muunnosmenetelméé ei voi suoraan soveltaa. Jos kui-
tenkin on olemassa sellainen Sx:n ositus yhteispisteettomiin osavéleihin Aq,
Ag, ..., A, etta

ja h on kdantyvé jokaisella osavélilld, voidaan muunnos tehdé jokaisella osa-
valilla erikseen. Sitd varten méadritellaan funktiot

W) = hi(z), kun z € A;;
0 muualla.
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Silloin h(z) voidaan kirjoittaa muodossa h(z) = > " h;(x), missd jo-

kainen h;(x) on kédntyva vililld A;. Olkoot funktioiden h; kéénteisfunktiot
vastaavasti g;, ¢ = 1,2,...,m. Satunnaismuuttujan ¥ = h(X) tiheysfunktio
voidaan nyt esittdd Lauseen 5.5 avulla muodossa

m

(5.5.3) Frw) = fx(a)lgiw).  y e Sy.

=1

Huomattakoon, ettd joskus tarvitaan &érellisen osituksen (5.5.2) sijasta osi-
tus, jossa jakovéleja Ay, Ag, ... on ddreton médrd (m = 0o).

5.5.3 Normaalimuuttujan muunnokset

Jos X ~ N(0,1), niin X:n tiheysfunktio on
1 —382/2
f(z) = —e , —00 < T < 00,

joka on standardimuotoisen normaalijakauman tiheysfunktio. Johdetaan nyt
satunnaismuuttujan U = X? jakauma. Muunnosfunktio v = h(z) = 22 ei
ole kddntyvé, koska © = +4/u ei ole funktio. Siksi esitdmme arvoavaruuden
Sx = { —00 < & < 00 } ositettuna muodossa

SX = (—O0,0] U (O, OO)
Silloin funktiolla h(z) on valilla

(
vélilld (0, 00) kaanteisfunktio go(u)
U:n tiheysfunktio on

—00, 0] kadnteisfunktio ¢;(u) = —+/u ja
= /u. Nyt siis kaavan (5.5.3) mukaan

B54) o) = IVig =+ (Vi) g = = e

kun u € (—00,00). U noudattaa y?-jakaumaa vapausastein 1. Késittelemme

tilastotieteessi tirkedd y2-jakaumaa vield jatkossa tarkemmin.

Lause 5.6 Jos X ~ N(u,0?), o > 0, niin silloin

(X —p)? :
" Khi2(1).
Todistus. Koska X ~ N(u,c?), niin méiritelmin mukaan % =7 ~
N(0,1). Edelld niiytettiin, ettd Z? ~ Khi2(1). Néin on lause todistettu. O

Lause 5.7 Jos Z;:t ovat riippumattomat ja Z; ~ N(0,1), ¢ = 1,2,...,n,
nimn
73+ 75+ 72 ~ Khi2(n).
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Jos tehdédén otos normaalijakaumasta N(0, 1), niin Lauseen 5.7 mukaan
havaintojen nelicsumma noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n, misséd n
on otoskoko.

Seuraus 5.1 Jos X;:t ovat ritppumattomat ja X; ~ N(pu,02),i=1,2,...,n,
nimn .

(Xi — p)? .
Z # ~ Khi2(n).
i=1

Jos vastaavasti tehddén n:n suuruinen otos normaalijakaumasta N(u, o?),
niin Seurauslauseen 5.1 mukaan standardoitujen havaintojen nelibsumma
noudattaa Khi2-jakaumaa vapausastein n.

Lause 5.8 Olkoot X ja X, ritppumattomat ja X; ~ Khi2(n;), i = 1,2.
Silloin
Xl -+ XQ ~ Kh12(n1 + ng).

5.6 Satunnaismuuttujan funktion
odotusarvo

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio f(z) on mééritel-
ty arvoavaruudessa S. Olkoon h(X) satunnaismuuttujan X reaaliarvoinen
funktio, joka siis méérittelee uuden satunnaimuuttujan.

Maaritelma 5.3 Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin satunnaismuut-
tujan h(X) odotusarvo on

(5.6.1) E[h(X)] = / h(z)f(z) da,

mikéli E(|h(X)]) < oo. Jos E(|h(X)]) = oo, niin sanomme, ettéd E[h(X)] ei
ole olemassa.

Huomautus 5.1 Odotusarvon E[h(X)] olemassaolo tarkoittaa siis sité, et-
té funktion |h(X)| odotusarvo on dérellinen. Jos X noudattaa esimerkiksi
eksponenttijakaumaa keskiarvolla 1, niin f(z) = ™ ja S = [0, 00). Silloin
X:n odotusarvo on

o0

B(X) = / e~ da

00 o0

- /(—xe‘ﬂ%—/e‘x dz (osittaisintegrointi)
0 0

:/e_f"’dle,

0
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joten odotusarvo on olemassa. Hyvin usein odotusarvot ovat epéoleellisia
integraaleja, niin kuin téssédkin esimerkissé.
Jos h(X) integroituu itseisesti, eli

[in)

on &dérellisend olemassa, niin E[h(X)] on olemassa. Funktio V' = h(X) on

satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio g(v) on mééritelty arvoavaruudessa
Sy ={v|v=h(z), x €S} Silloin

EIW(X)) = B(V) = [ vg(o).

Sy

Esimerkki 5.16 Tarkastellaan nyt Cauchyn jakaumaa noudattavaa satun-
naismuuttujaa X, jonka tiheysfunktio on

1
(5.6.2) f(z) = T+ —00 < x < 00.

Kaava (5.6.2) todellakin méérittelee tiheysfunktion, koska

o0

2
/7 :—/arctan :—~E=1.
(1+22) T 2

— 00

Osoitamme nyt, ettd F(]X|) = oo, misté seuraa, ettd Cauchyn jakaumalla
el ole keskiarvoa. Symmetrian nojalla voidaan kirjoittaa

E(|X]) = = —
(X)) = [ gl e =2
—00 0
Jokaista reaalilukua M > 0 kohti saadaan
M M
/ T 4 / log(1+2%)  log(1+ M?)
(14 22?) 2 2
0
Téasta seuraa, etté
M
2 T 1 9
E(X]) = ]J;Lnoo;/ T 22 00 = 7l log(1+ M7) = oo,

0

joten E(X) ei ole olemassa. O
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Taulukko 5.1. Térkeitéd odotusarvoja.

h(x) E[h(X)] Merkintd Nimitys

x E(X) i odotusarvo

x" E(X7) a, r. momentti

(™) E[X™] gr r. tekijimomentti
(x —p)? E[(X—p? o2 varianssi

(x—p)" E[(X—w r. keskusmomentti

5.6.1 Momentifunktio ja momentit

Kun A(X) = X", niin F[h(X)] = E(X") on X:n r. momentti. Jatkuvien sa-
tunnaismuuttujien momentit méaritelladn vastaavasti kuin diskreettien sa-
tunnaismuuttujien momentit. Summalausekkeet vain korvataan integraaleil-
la. Taulukossa 5.1 esitetddn yhteenveto eri momenteista

Momenttifunktio méériteltiin 3. luvussa (Méadritelma 3.12) ja jatkuville
satunnaismuuttujille alaluvussa 5.1 [ks. identiteetti (5.1.5)]. Jatkuvan satun-
naismuuttujan X momentifunktio on

M(t) = BE(e"*) = /et“"f(x) dz, te A,
S

missid f(x) on X:n tiheysfunktio ja A sellainen ¢:n arvojen joukko, ettd M (t)
on &érellinen kaikilla ¢ € A. Koska M(0) = 1, niin 0 € A. Sanomme, etté
M(t) on olemassa, jos (—a,a) C A jollakin a > 0. Momenttifunktion perus-
ominaisuudet esitettiin Pykiléssa 3.5.2.

Esimerkki 5.17 Huomautuksessa 5.1 laskettiin odotusarvo E(X), kun X ~Exp(1).
Silloin X' tiheysfunktio on f(z) = e™* > 0 vililld S = [0, 00) ja f(x) =
muualla. Kaikki momentit E(X") voidaan méarittdéd osittaisintegroinnilla,
mutta kidytetdmme nyt momenttifunktiota, joka on

o0

1
M(t):E(etX) /e exdx—l—_t, t<1.
0

Derivoimalla M (t) toistuvasti r kertaa saadaan M (t) = (1757’““ Siksi
E(X") = M"(0) = r!,
joten

p=FEX)=1, E(X?) =2, o’ = E(X?) —u?=1.
O

Erityisesti keskiarvo ju, varianssi o2 ja hajonta o = 1/Var(X) ovat tavalli-
simmat tunnusluvut, joilla jakaumaa luonnehditaan. Jakauman yksityiskoh-
taisemmassa tarkastelussa voidaan kayttdd myos korkeampia momentteja,
mikéli ne ovat olemassa.
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Vinous ja huipukkuus

Satunnaismuuttujan 1. momentti ¢ méadrittdd jakauman sijainnin. Keskis-
tetyn muuttujan X — u toinen momentti (keskusmomentti) on varianssi o>
ja se mittaa todennakoisyysmassan hajaantumista. Normeeratun muuttujan
(X — p)/o kolmas ja neljis momentti luonnehtivat jakauman muotoa.
Jakauman vinouskerroin, josta kiytetdan merkintad v;, madritelladn seu-

raavasti:
3
X —pu s
o o3’

missd pu3 on jakauman 3. keskusmomentti ja 0 = 4/Var(X) on hajonta.
Olkoon X:n tiheysfunktio f(x). Silloin X:n jakauma on symmetrinen pisteen
a suhteen, jos

(5.6.3) n=E

fla—z) = fl—(a—x)]

kaikilla z:n arvoilla. Jos E(X) on olemassa, niin silloin £(X) = a. Symmetri-
sen jakauman vinouskerroin on nolla. Jos jakaumalla on pitkd h&nta oikealle,
kuten Poissonin jakaumalla ja geometrisella jakaumalla, niin jakauma on po-
sitiivisesti vino ja ; > 0. Jos jakaumalla on pitkd héntd vasemmalle, niin
v1 < 0. Jakaumalla on tietysti oltava 3. momentti, jotta vinouskerroin voi-
daan laskea. Huomaa, ettd Cauchyn jakauma, jonka tiheysfunktio on

1
f(x):m, —00 < & < 00,

on symmetrinen pisteen a = 0 suhteen, mutta 0 ei ole jakauman keskiarvo,
koska jakaumalla ei ole keskiarvoa (ks. Esimerkki 5.16). Cauchyn jakauman
vinouskerrointa ei voida laskea, vaikka méédritelmén nojalla voimme todeta
jakauman olevan symmetrinen.

Huipukkuuskerrointa merkitdan v, ja se méaaritellidn normeeratun muut-
tujan 4. momentin avulla seuraavasti:

(X - u) ] pa
=2 -3,
o o
missd g4 on X:n 4. keskusmomentti. Normaalijakauman huipukkuus on 0.

Jos jakaumalla on paksummat hdnnét kuin normaalijakaumalla, niin silloin
v > 0. Jos hénnét ovat ohuemmat kuin normaalijakaumalla, niin v, < 0.

5.7 Kaksiulotteiset jakaumat

Tarkastellaan nyt kahden jatkuvan satunnaismuuttujan yhteisjakaumaa. Yleis-
tys usean muuttujan tapaukseen on sen jilkeen suoraviivainen.
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Maéaritelmi 5.4 Olkoot X ja Y samassa otosavaruudessa médritellyt jat-
kuvat satunnaismuuttujat. Olkoon kaksiulotteisen jatkuvan satunnaismuut-
tujan (X,Y") arvoavaruus S. Funktio f(z,y) on (X,Y)m tiheysfunktio (X:n
ja Y':n yhteisjakauman tiheysfunktio), jos silld on seuraavat ominaisuudet:

1. f(z,y) >0  kaikilla (z,y) € R?

2. T ?f(x,y)dxdyzl ja

—00 —00

Pl(X,Y) e A] = / f(z,y)dzdy,
(z,y)€A

missd (X,Y) € A on tasossa mééritelty tapahtuma.

Esimerkki 5.18 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio
3
f(x,y)zéxQ(l—]y]), —“l<z<l, —-1l<y<l.

Maaritellddn A = {(z,y) | 0 < z < 1, 0 < y < z }. Todennikoisyys, etti
(X,Y)€e A, on

1 z 1
_ 3 9 3 2/ y?
P[(X,Y —// 2x (1—y)dyde = /2x (y 5 dx
0 0
1

5.7.1 Reunajakauma ja ehdollinen jakauma

Kaksiulotteista satunnaismuuttujaa (X,Y’) kutsutaan kaksiulotteiseksi sa-
tunnaisvektoriksi. Silloin X ja Y ovat tietysti (yksiulotteisia) satunnaismuut-
tujia. X reunajakauman tiheysfunktio, jota merkitddn fx(x), on pelkéds-
tddn X:n tiheysfunktio, jossa Y:téd ei oteta huomioon. Satunnaismuuttujan
X ehdollinen tiheysfunktio ehdolla Y = y on on X:n tiheysfunktio, kun Y:n
arvo tunnetaan. X:n ehdollista tiheysfunktiota ehdolla Y = y merkitddn

fx(x | Y =y) tai lyhyesti fx(z | y).

Madritelma 5.5 Olkoon f(x,y) jatkuvan satunnaisvektorin (X,Y") tiheys-
funktio ja S sen arvoavaruus. Silloin satunnaismuuttujat X ja Y ovat jatkuvia
ja niiden reunajakaumien tiheysfunktiot ovat

fX(x):/f(xay>dya xESX; fY(y):/f(xay>dxa yESYa
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misséd Sy on X:n ja Sy on Y:n arvoavaruus. Satunnaismuuttujat X ja Y
ovat rippumattomat jos ja vain jos

(5.7.1) flz,y) = fx(z)fy(y) kaikilla = € Sx ja y € Sy;

muutoin X ja Y ritppuvat toisistaan.

Esimerkki 5.19 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio
flay)=2, 0<z<y<l,

muualla f(z,y) = 0. Satunnaisvektorin (X,Y") arvoavaruus on S = { (z,y) |
0<z<y<l1}.

Y

S={(z,y)[0<z<y<1}

\
!
\
!
\
!
\
|
1
Kuvio 5.9. Tasajakauman f(z,y) = 2 méérittelyalue S.

Silloin esimerkiksi todennékoisyys

1
P(ogxg—,ogyg

[\
N —

ja
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Lasketaan viela X:n ja Y:n odotusarvot sekd Y:n 2. momentti.

1 1 1
1
E(X)://Qxdydx:/Qx(l—x)dg;:g’
0 =z 0
1 vy 1 2
E(Y)://dexdy:/Qdeyzg,
0 0 0

1 vy 1
1
E(YQ)://Qdexdy:/2y3dy:5.
0 0 0

Odotusarvot E(X), E(Y) ja E(Y) voidaan laskea joko suoraan reunajakau-
masta tai sitten yhteisjakaumasta. 0

Néhd&an helposti, ettd Esimerkissd 5.19 satunnaismuuttujat X ja Y eivét
ole riippumattomat, koska

fx(@) fy(y) =21 —2)2y # flz,y) =2,  (z,y) €S,

Sen sijaan voidaan osoittaa, ettd Esimerkissd 5.18 satunnaismuuttujat X ja
Y ovat riippumattomat.

Jatkuvan satunnaismuuttujan ehdollinen tiheysfunktio mééaritellddan seu-
raavasti:

Maéritelmé 5.6 Jos jatkuvan satunnaisvektorin (X,Y') tiheysfunktio on
f(z,y) ja arvoavaruus S, niin X:n ehdollinen tiheysfunktio ehdolla Y = y

. F )
~ flxy
ja Y :n ehdollinen tiheysfunktio ehdolla X = x on
_ f(z,y)
fY(y ’ .CE) - fX(x) ) ('T:y> €S.

Huomattakoon, ettd Maaritelméssé 5.6 oletetaan, ettd fy (y) > 0ja fx(z) > 0.

Esimerkki 5.20 Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y samat kuin Esimerkis-
sé 5.19 Silloin

flx,y) =2, 0<z<y<l,
fx(z) =201 —x), 0<z<1,
fr(y) = 2y, 0<y<l1

Magdritetddn nyt Y:n ehdollisen jakauman tiheysfunktio, kun X = z on
annettu. Méaritelmén 5.6 mukaan

2 1
f@|@:f@w): = ., r<y<l 0<z<l.

fx(x) 2(1—2) 1-=x
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Y :n ehdollinen odotusarvo ehdolla X = z on

L 1
1 y? 1+z
E(Y\x):/y—l_xdy:/Q(l_x): . 0<az<l

xT

Samalla tavalla voidaan osoittaa, ettéa
E(X|y):%, 0<y<l1.

Suoraan méadritelméan perusteella Y :n ehdollinen varianssi ehdolla X = z
on

B(Y — B [ 2)? | 2 =/1(y— e
/a5
(1—-2)*
12

Jos U ~ Tas(a,b), niin E(U) = 2 ja Var(U) = % Koska Y:n ehdol-
linen jakauma ehdolla X = z on Tas(z, 1), niin olisimme voineet tasajakau-
man ominaisuuksien perusteella suoraan todeta, etté

E(Y|x):x;—1 i Var(y o) = & 12‘”)2.
Lasketaan vield ehdollinen todennékoisyys
/8 7/8
PEASY <18 |X =14 = [Jwlyay = [ rar-g
3/4 3/4

O

Havaitsimme edellisessé esimerkissé, ettd Y:n ehdollinen odotusarvo on
x:n lineaarinen funktio:

1 1

Jos E(Y | ) on lineaarinen, niin pitdé yleisesti paikkansa, etté

(%
E(Y | 2) = py + p— (2 — px).
ox

missd p = Cor(X,Y) on X:n ja Y:n vilinen korrelaatio, ox on X:n hajonta
ja oy on Y:n hajonta. Jos E(X |y) on lineaarinen, niin

g
E(X | y) = px + p=(y — py).
Oy
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Ehdollisten odotusarvojen E(Y | z) ja E(X | y) yhtéldissé kertoimien pZ-

ja p% tulo on p?. Esimerkissd 5.20 niiden kertoimien tulo on p? = i. Siksi
p = %, koska molemmat kertoimet ovat positiiviset. Nédiden kertoimien suh-
de on 0% /0% ja esimerkissi tdméi suhde on 1. Téstd voimme pédtelld, etti
Esimerkissi 5.20 0% = o%.

Satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuuden tarkistaminen suoraan
relaation (5.7.1) perusteella edellyttid reunajakaumien tiheysfunktioiden fx ()
ja fy(y) tuntemista. Seuraava apulause tekee riippumattomuuden tarkista-
misen jonkin verran helpommaksi, koska siind ei edellytetd reunajakaumien

tuntemista.

Apulause 5.1 Olkoon (X,Y) kaksiulotteinen satunnaisvektori, jonka yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f(x,y). Silloin satunnaismuuttujat X ja'Y ovat
ritppumattomat, jos ja vain jos on olemassa sellaiset funktiot g(x) ja h(y),
etta

f(z,y) = g(x)h(y) kaikilla v € R ja kaikilla y € R,

missd g rippuu vain x:std ja h vain y:sta.

Kertyméifunktio

Kaksiulotteinen jakauma voidaan taydellisesti luonnehtia kertyméafunktion-
sa avulla. Satunnaisvektorin (X,Y") yhteisjakauman kertyméfunktio F'(x,y)
maédritellddn relaatiolla

F(z,y)=P(X <z, Y <y)

missi (z,y) € R?. Tiheysfunktion avulla lausuttuna kertymifunktio on

F(x,y):/x/yf(s,t)dsdt.

-0 —0
Integraalilaskennan peruslause kahden muuttujan tapauksessa sanoo, etta
O*F(z,y)
Ox Oy

kaikissa f(z,y)m jatkuvuuspisteissd. Relaatio (5.7.2) on hyodyllinen silloin,
kun kertyméfunktio tunnetaan ja halutaan johtaa tiheysfunktio. Silloin ti-

heysfunktio f(z,y) saadaan derivoimalla F(z,y) sekd x:n ettd y:n suhteen
OF(zy)
ordy

(5.7.2) = f(z,y)

eli laskemalla osittaisderivaatta

Esimerkki 5.21 Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman kertyméafunktio

(

vy, 0<r<1ljal0<y<l
y, x>1,0<y<1
Flz,y)=<z, y>1 0<z<1;

1, xz>1ljay>1;

0, z<0taiy<O0.
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9%F (z,y

Laskemalla osittaisderivaatta 9251 ) saadaan

I, 0<z<1,0<y<1;

0 muualla.

f(x,y):{

Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa siis kaksiulotteista tasajakaumaa Tas[(0, 1) x
(0,1)]. Todennikoisyys voidaan lausua kertyméfunktion avulla seuraavasti:

Plzy < X <o, y1 <Y <o)

T2 Y2 Z
Z//dydflf: //$y=($2—$1)(y2—y1)
1 Y1 Tr1 Y1

= Talo — XToY1 — T1Y2 + T1Y1
= F'(22,y2) — F(w2,y1) — F(21,92) + F(21,51).

Yleisesti pitédd paikkansa, etté

P(x1 <X <z, y1 <Y <o)
= F(x2,y2) — F(22,y1) — F(1,92) + F(21,51).

Kahden muuttujan tasajakauman Tas[(0, 1) x (0, 1)] tapauksessa todennikoi-
syys P(; <X <3, 3<Y <) on

1 11 1 1 1
F a) § - F a’ o - F ) § +F FERY
24 22 4" 4 4" 2

1 1

5.7.2 Yhteisjakauman momenttifunktio

Kaksiulotteisen diskreetin satunnaisvektorin momenttifunktio méériteltiin
alaluvussa 4.7.2. Jatkuvien satunnaismuuttujien X; ja X, yhteisjakauman
eli jatkuvan satunnaisvektorin (X7, Xs) jakauman momenttifunktio maéri-
tellddn samalla tavalla kuin diskreetissé tapauksessa. Olkoon (X7, X5) jatku-
va satunnaisvektori ja t; X + 2 X5 satunnaismuuttujien X; ja X, lineaarinen
yhdiste, missd t;,t; € R. Satunnaisvektorin (X, X3) jakauman momentti-

funktio on
M(ty, 1) = B(etXi+2X2)

Jatkuvien satunnaismuuttujien tapauksessa odotusarvon lauseke on muotoa

oo 00
E(eththng) — / / et1:t1+t2$2f(x1’ 3;2) d]jl d.]?g.

—00 —O0
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Merkitaan
M%m:@%¥i
M;i(t1,t2) = %&hmj
AMmm:i%%@’

missd M;(t1,t2) on M:n osittaisderivaatta ¢;:n suhteen, M;;(t;,t2) on M:n
2. osittaisderivaatta t;:n suhteen ja M;;(t1,t2) on osittaisderivaatta ¢;m ja
t;m suhteen (1 = 1,2; j = 1,2). Esitimme nyt seuraavassa lauseessa, miten
momenttifunktio generoi satunnaisvektorin momentit.

Lause 5.9 Oletetaan, etti satunnaisvektorilla (X1, Xo) on momenttifunktio.
Silloin E(X;), E(X?) ja E(X;X;) ovat ddrelliset ja

E(X;) = M;(0,0),  E(X})= M;(0,0), E(X;X;) = M;(0,0)
kaikilla 1 = 1,2 ja j =1, 2.

Esimerkiksi X;:n odotusarvo saadaan derivoimalla ensin momenttifunktio
t1:n suhteen ja sijoittamalla sitten derivaatan lausekkeeseen t; = 0 ja to = 0.
Sekamomentti F(X;X5) saadaan médrittdmalla toisen kertaluvun osittais-

derivaatta Mis(t1,t2) (derivoidaan momenttifunktio ¢3:n ja t1:n suhteen) ja
laskemalla osottaisderivaatan arvo M;;(0,0) pisteessé (t1,t2) = (0,0).

Esimerkki 5.22 Jos Z; ja Z, ovat riippumattomat ja noudattavat standar-
dimuotoista normaalijakaumaa, niin (7, Z5) noudattaa kaksiulotteista stan-
dardimuotoista normaalijakaumaa. (Z;, Z3):n momenttifunktio on

M(ty,t) = E(etlzﬁtﬂ?) = E(etlzl) E(etZZQ)
— of1/24t3/2 _ o(t1413)/2

Tissii tapauksessa M (ty,t;) = t1e+2)/2 joten E(X;) = M;(0,0) = 0.
Vastaavasti My, = e(lit3)/2 4t e(+5)/2 ja F(X2) = M1(0,0) = 1. O

Huomattakoon, ettd myos satunnaisvektoreiden tapauksessa pétee mo-
menttifunktioden yksikésitteisyyttd koskeva lause (vrt. Lause 3.12). Jos siis
satunnaisvektoreilla (X7, Xs) ja (Y7, Ys) on sama momenttifunktio, niin niil-
14 on sama jakauma. Reunajakaumien momenttifunktiot saadaan katevésti
yhteisjakuman momenttifunktiosta.

Lause 5.10 Oletetaan, etti satunnaisvektorin (X,Y) momenttifunktio on
M(s,t) seki X :n ja Y :n momenttifunktiot vastaavasti Mx (s) ja My (t).

1. Silloin
Mx(s) = M(s,0) ja My (t) = M(0,1).
2. X ja'Y ovat risppumattomat jos ja vain jos

M(S, t) = Mx(S)My(t)
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5.8 Kahden muuttujan normaalijakauma

5.8.1 Standardimuoto

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Z ja V' ovat riippumattomat ja noudat-
tavat standardimuotoista normaalijakaumaa. Silloin Z:n ja V:n riippumatto-
muuden nojalla satunnaisvektorin (Z, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on

_ _ 1 —22/2 1 —v2/2 i —(224v?)/2
(6.8.1)  fzv(z,v) = f(2)f(v) = \/ﬂe \/ﬂe =g-e :
Sanomme, ettd satunnaisvektori (Z, V') noudattaa kaksiulotteista standar-
dimuotoista normaalijakaumaa ja funktio (5.8.1) on tdmén jakauman ti-
heysfunktio. Merkitédén (Z, V) ~ Ng(0,I), missia 0 on 2 x 1-nollavektori eli
0 = (0,0)T. Merkinté (0,0)" tarkoittaa vektorin (0,0) transponointia, joka
muuntaa vaakavektorin (0, 0) pystytoriksi. Matriisi

()

on 2 x 2-identiteettimatriisi. Yhteisjakauman reunajakaumien keskiarvot ovat
E(Z) = E(V) = 0 ja varianssit Var(Z) = Var(V) = 1 sekd Cov(Z,V) = 0.
Satunnaisvektorin (Z, V) odotusarvovektori on [E(Z), E(V)]T = 0 ja kova-

rianssimatriisi
Var(Z) Cov(Z,V)\ (1 0
Cov(V,Z) Var(V) ) \0 1)°

Huomaa, ettéd aina Cov(Z, V) = Cov(V, Z), joten kovarianssimatriisi on sym-
metrinen. Voidaan merkitd myos (Z, V) ~ Ny(0,0;1, 1,0), missd odotusarvot,
varianssit ja korrelaatio on annettu sulkeissa.

5.8.2 Korreloivat muuttujat

Oletetaan, ettd X ~ N(0,1) ja Z ~ N(0,1) ovat riippumattomat. Niiden
avulla voidaan konstruoida normaalijakaumaa noudattava satunnaismuuttu-
ja Y siten, ettd X ja Y korreloivat. Kiertdmélla z-akselia kulman 6 ver-
ran vastapaividn saadaan y-akseli (Kuvio 5.10). Projisoidaan satunnaispiste
(X, Z) y-akselille ja merkitdédn tiata projektiota Y:114. On helppo todeta geo-
metrisen paittelyn avulla (Kuvio 5.10), etté

Y = X cosf + Zsinb.

Satunnaismuuttuja Y saadaan siis X:n ja Z:n lineaarisena muunoksena. Té&s-
ta seuraa, etta

E(Y)=cost -E(X)+sinf-E(Z)=0

ja
Var(Y) = cos*# - Var(X) +sin® 6 - Var(Z) = 1,
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z z
(X,2)
<« — — — — — — Jr—-—————-
P y | y
|
| |
1o 9
: Y m@ Y
\
I Q
| SN
0 ¥ x 0 N x
X
Kuvio 5.10.

koska E(X) = E(Z) = 0 ja Var(X) = Var(Z) = 1. Lauseen 5.4 mukaan
Y ~N(0,1). Satunnaisuuttujien X ja Y 2. kertaluvun sekamomentti on

E(XY) = FE[X(X cosf + Zsin0)]
=cosf - E(X?) +sinf - B(XZ)

= cosd.

Viimeinen yhtédsuuruus seuraa siité, etti £(X?) = 1ja F(XZ) = E(X) E(Z) =
0. Satunnaisuuttujien X ja Y vilinen korrelaatio Cor(X,Y) = E(X,Y), kos-
ka E(X)=E(Y) =0 ja Var(X) = Var(Y) = 1.

5.9 Satunnaisvektoreiden muunnokset

Oletetaan, ettd jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman ti-
heysfunktio on f. Olkoon

(5.9.1) U=mh(XY); V=hy(X,Y)

sellainen satunnaisvektorin (X, Y) muunnos, etté silld on kddnteismuunnos.
Silloin mité tahansa satunnaisvektorin (U, V') arvoa (u,v) € R? vastaa yksi-
késitteinen satunnaisvektorin (X,Y) arvo (z,y) € R? Voimme silloin m#i-
ritelld kéanteiskuvauksen

z = g1(u,v); y = ga(u,v).

Vektoreiden (u,v) € R? ja (z,y) € R? vililld on yksi-yksinen vastaavuus.
Oletetamme liséksi, ettd funktioilla g; ja go on jatkuvat osittaisderivaatat.
Yksiulotteisen muunnoksen tapauksessa laskettavaa derivaattaa ¢’ vastaa sa-
tunnaisvektorien muunnoksen Jacobin determinantti, joka on funktioiden g¢;
ja go osittaisderivaattojen matriisin determinantti. Jacobin determinanttia
kutsutaan muunnoksen Jakobiaaniksi.
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Muunnoksen (5.9.1) Jakobiaani on

o or
d(z,y) ou ov| 0Oxrdy Oydx

(5:92) B(uwv) |dy dy| " Dudv  Budv
ou

missa

Or  Ogi(u,v) or  0gy(u,v)

ou_ Ou o v

oy _ 0ga(u, v) oy _ 0ga(u,v)

ou ou ov ov
Jacobin determinanttia merkitdin J = %. Oletetaan, ettd J # 0, kun
f(z,y) > 0. Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on
(5.9.3) fov(u,v) = f(gl(uav)a%(% U))|J|

Satunnaisvektorin (U, V') arvoavaruus Sy saadaan tarkastelemalla kuvaus-
ta (5.9.1), joka kuvaa satunnaisvektorin (X, Y') arvojoukon Sx y kuvajoukok-
si SU,V'

Esimerkki 5.23 Olkoot X ja Y jatkuvat satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f. Méaritelldan satunnaismuuttujat U ja V siten,
etta

(5.9.4) U=X+Y;, V=X-Y

Johdetaan nyt (U, V)m jakauman tiheysfunktio. Muunnoksen (5.9.4) kddn-
teismuunnos on

u—+v ( ) u—7v
9 ) Yy go\u, 9 )

r =g (u,v) =

ja muunnoksen Jakobiaani on

Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on yhtélon (5.9.3) no-
jalla

1 u+v u—v

5.9.5 = — )
(5:95) ot =5 £( 5515
Jos esimerkiksi X ja Y ovat riippumattomat ja noudattavat tasajakaumaa
Tas(0, 1), niin (X, Y):n yhteisjakauman tiheysfunktio f(z,y) = 1, kun z €

[0,1] jay € [0,1]. Silloin (U, V):n tiheysfunktio on

L 0<u+v<2, 0<u—v<2

fU,v(U,U) = {57

0  muualla.
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Yleinen muunnos

Tarkasteltavalla muunnoksella ei tietenkédén aina ole kddnteismuunnosta. Jos
muunnos (5.9.1) ei ole yksi-yksinen eli bijektio, niin silld ei ole kd&nteis-
muunnosta. Jos kuitenkin on olemassa sellainen arvoavaruuden Sxy ositus
yhteispisteettomiin (x, y)-tason osavileihin Ay, Ay, ..., A, ettd

(5.9.6) Sxy=A1UAU---UA,
ja muunnoksella

u:hl('x:y>7 U:hg(l',y)

on kaanteismuunnos

= gi(x,y), y=g2(x,y)

jokaisella osavililld A;, ¢ = 1,2,...,m, niin kaavaa (5.9.3) voidaan soveltaa
kullakin osavélilld erikseen vastaavalla tavalla kuin yhden muuttujan tapauk-
sessa. Madritellaan funktiot

hi(z,y), kun (z,y) € Aj;
0 muualla,

hki(%y) = {

kun £ = 1,2. Silloin hy(x,y) = Y0, hulz,y) ja he(z,y) = >0 hai(z,y).
Jokaisella muunnoksella

u = hy;(z,y), v = hai(z,y)

on kddnteismuunnos valilla A;, ¢+ = 1,2,...,m. Merkitdén naitd kdanteis-
muunnoksia
T = gli(u7v)7 Y= g?i(ua U)‘

Satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio voidaan silloin esittdd kaavan (5.9.3)
avulla seuraavasti

(5.9.7) fov(u,v) = Z Fxy (g1i(u,v), gai(u, v)) [ Jil,

missd J; on muunnoksen x = gy;(u,v), y = g2;(u, v) Jakobiaani.

Satunnaismuuttujien funktion jakauma

Usein tarkasteltavana on vain yksi satunnaismuuttujien X ja Y funktio U =
hi(X,Y). Funktio hy(X,Y) voi olla esimerkiksi muotoa X +Y, XV, X2+Y?
jne. Esitettyd muunnostekniikkaa voidaan edelleen kayttdd, jos 1oydetddn
sellainen apumuuttuja V' = he(X,Y), ettd muunnoksella

U=hnh(X,Y), V =hy(X,Y)
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on kiinteismuunnos. Muunnoskaavan (5.9.3) avulla saadaan sitten satunnais-
vektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio, josta voidaan méérittaa U:n
reunajakauman tiheysfunktio. Jos esimerkiksi U = hy(X,Y) = X 4+ Y, niin
voidaan valita apumuuttuja V' = he(X,Y) = X — Y. Silloin muunnoksella
u=1x+y, v=1x—y on kddnteismuunnos

U+ v ( ) uU—v
9 9 Yy g2\U, 92

r =g (u,v) =

ja (U, V):n tiheysfunktio saadaan kaavalla (5.9.3), niinkuin Esimerkissd 5.23
osoitettiin. Kun tastd (U, V):n tiheysfunktiosta “integroidaan v pois”, saa-
daan U:n tiheysfunktio. Jos ollaan kiinnostuneita esimerkiksi satunnaismuut-
tujan U = XY tiheysfunktiosta, voidaan valita apumuuttuja V = X, silld
muunnoksella u = xy, v = x on kddnteismuunnos. Sitten sovelletaan jélleen
edelld kuvattua tekniikkaa. Huomaa, ettd apumuuttujan valinta ei ole yksi-
késitteinen, vaan useilla eri valinnoilla voidaan paédsta haluttuun tulokseen.

Téassé yhteydessd on syyté palauttaa mieleen Lause 3.6. Siiné osoitettiin
riippumattomille satunnaismuuttujille X ja Y seuraava tulos: Jos g(X) ei
riipu Y:std ja h(Y') ei riipu X:std, niin silloin satunnaismuuttujat g(X) ja
h(Y') ovat riippumattomat. Lause todistettiin diskreettien satunnaismuuttu-
jien tapauksessa, mutta se pitdéd paikkansa myos jatkuville muuttujille.

Esimerkki 5.24 Jos X ja Y ovat riippumattomat ja noudattavat standar-
dimuotoista normaalijakumaa, niin mita jakaumaa noudattaa X 4 Y7 Maa-
ritelddn ensin apumuuttuja V = X — Y. Kuten esimerkisséa 5.23 osoitettiin,
muunnoksen v = r + y, v = r — y kddnteismuunnos on

U+ v ( ) U—v
= u.v) =
9 ) Yy g2\u, 9 )

. Yhtédlon (5.9.5) perusteella (U,V):mn

r=gi(u,v) =

ja muunnoksen Jakobiaani J = —
tiheysfunktio on

[N

fov(u,v) = L w0202/

4
o wereya - L ea L g
dm Var Vam
(5.9.8) = fo(u) fv(v).

Nédemme, ettd fy(u) ja fi(v) ovat kumpikin normaalijakauman N(0,2) ti-
heysfunktioita. Siksi

7fU,V(U7U)dU:fU(U)7fV(U)dU:fU(u)a

joten U = X +Y ~ N(0,2). Identiteetistd (5.9.8) seuraa, etti X + Y ja
X — Y ovat riippumattomat. Havaitsemme myos, ettd X —Y ~ N(0, 2). Itse
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asiassa voidaan todistaa seuraava tulos: Jos X ja Y ovat riippumattomat ja
noudattavat samaa jakaumaa F', niin X +Y ja X — Y ovat riippumattomat
jos ja vain jos F' on normaalijakauma. 0

Esimerkki 5.25 Olkoot X ja Y jatkuvat satunnaismuuttujat, joiden yhteis-
jakauman tiheysfunktio on f. Mééritelldén lineaarinen muunnos

u = ax + by,
(5.9.9) Y
v =cr+dy.

Ratkaisemalla yhtaloryhmésta (5.9.9) z ja y saadaan kddnteismuunnos

du — bv

Y= D’
missd D = ad — be. Kéadnteismuunnos on olemassa, jos D # 0. Muunnoksen

Jakobiaani on
b

J—% 3_ad—bc_i
Tl sl D D

Satunnaisvektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on yhtélon (5.9.3) no-
jalla

(5.9.10) Fo (0, 0) = ﬁ ((du— bv)/D, (av — cu)/D.

Esimerkin 5.23 yhtdlo (5.9.5) on yhtélon (5.9.10) erikoistapaus. Kun a =
b=c=1jad= —1 sijoitetaan yhtdloon (5.9.10), saadaan yht&ls (5.9.5).
Lineaarinen muunnos

u=axr+ by +e,
v=-cr+dy+ f.

voidaan palauttaa muunnokseen (5.9.9) merkitsemilld u* = u — e ja v* =
v — f, jolloin

u* = ax + by,
vt = cx + dy.
Yhtélosta (5.9.10) saadaan sitten (U*, V*):m tiheysfunktio. O

5.9.1 Yleinen kahden muuttujan normaalijakauma

Standardimuotoinen kaksiulotteinen normaalijakauma méaériteltiin alaluvus-
sa 5.8.1. Yleinen kaksiulotteinen normaalijakauma voidaan mééritelld stan-
dardimuotoisen normaalijakauman avulla vastaavasti kuin yhden muuttu-
jan tapauksessa. Olkoon (X,Y) sellainen satunnaisvektori, ettd E(X) = u,
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E(Y) = s, Var(X) = 02, Var(Y) = 02 ja Cov(X,Y) = 015. Silloin satun-
naisvektorin (X,Y) keskiarvovektori on g = (j1, t2) T ja kovarianssimatriisi

2
O'l 012
E — 2 .
019 0'2

Satunnaismuuttujien X ja Y vilinen korrelaatiokerroin on p = 0%22

Maégritelma 5.7 Satunnaisvektori (X, Y) noudattaa normaalijakaumaa, jon-
ka keskiarvovektori on p ja kovarianssimatriisi 3, jos se voidaan lausua muo-
dossa

X — iy = o1 = p*Zy + po, Zs,

(5.9.11)
Y — poy = 0925,

misséd 7, ja Zy ovat riippumattomat ja noudattavat standardimuotoista nor-
maalijakaumaa N(0, 1) sekd oy > 0, 09 > 0 ja |p| < 1.

Merkitsemme (X,Y) ~ Na(pu, ), kun (X, Y) noudattaa normaalijakau-
maa, jonka keskiarvovektori on p ja kovarianssimatriisi 2. Normaalijakaumaa
Ny (p, ) noudattava satunnaisvektori (X, Y) saadaan aina riippumattomista
standardoiduista normaalimuuttujista lineaarisella muunnoksella (5.9.11)

Yleisen normaalijakauman tiheysfunktio saadaan suoraan Esimerkissi 5.25
esitetylld tekniikalla. Merkitddn x — p; = u ja y — ue = v. Koska nyt lineaa-
risessa muunnoksessa (5.9.9) ¢ = 0 ja D = ad, saa yhtlo (5.9.10) muodon

fU,V(U,U) = %f(du_bv g)-

ad ' d
Koska f on kahden muuttujan standardimuotoisen normaalijakauman tiheys-

funktio ja muunnoksessa (5.9.11) a = g1y/1 — p?, b = po; ja d = oy, niin

1 1 , v
Joy(u,v) = Yrooan/1 = 2 exp {—m(azu — po1v)” + a—%}

1 [ 1 (u2 9,0 U 1)2)]
= exp|l—-————< =5 —2p———+ = | |-
2mo1094/1 — p? 2(1—p?) \o? o109 O3
Kun edelld johdettuun tiheysfunktioon sijoitetaan u =z — py ja v =y — o,
saadaan (X, Y)m tiheysfunktio

1 1 T — [ 2
5.9.12 z,y) = exp | — ( )
( ) fxy( Y) 2roroan/1 — 2 [ 2(1 — p?) < o1

(5 (1) (5]

Seuraavassa lauseessa esitetdéan kaksiulotteisen normaalijakauman keskei-
set ominaisuudet.
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Lause 5.11 Oleteaan, etti satunnaisvektori (X,Y') noudattaa kaksiulotteis-
ta normaalijakaumaa No(p, 3), missi p = (1, po) T = [E(X), E(Y)]T ja

5 _ of o\ _ ( Var(X) Cov(X,Y)
o O3 Cov(Y,X) Var(Y)
ja p = Cor(X,Y) = % Silloin pitdvdt paikkansa seuraavat ominaisuudet:
1 X~ N(:U’lvo-%) jCL Y ~ N(:“’%"%)?

2. X ja'Y ovat ritppumattomat jos ja vain jos p = 0.

3. X:n ja 'Y :n ehdolliset jakaumat:

(y — p2), o (1 — pQ)),

o
X|yNN(M1+p;

O'—
eli X noudattaa normaalijakaumaa ehdolla, ettdi Y = y on annettu.
Vastaavasti

[oX
Vo N+ 22— ), 1= ).
1

4. Satunnaisvektorin (X,Y) momenttifunktio on

o1s? + o3t + p01025t>
5 :

M(s,t) = exp (NIS + pat +

Lause 5.12 Satunnaisvektori (X,Y) noudattaa kaksiulotteista normaalija-
kaumaa, j0s ja vain jos satunnaismuuttujien X ja Y lineaarikombinaatiot
aX+bY noudattavat yksiulotteista normaalijokaumaa kaikilla a € R ja b € R.

5.9.2 Studentin t-jakauma, F-jakauma ja beta-jakauma

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Z ja U ovat riippumattomat, Z ~ N(0, 1)
ja U noudattaa y*-jakaumaa vapausastein r eli U ~ Khi2(r). Tarkastellaan
nyt satunnaismuuttujan

A
VU/r

jakaumaa. Tatd muotoa olevalla satunnaismuuttujalla on erittdin keskeinen
rooli tilastollisessa pééttelyssd. Satunnaismuuttuja (5.9.13) noudattaa ns.
Studentin t-jakaumaa (tai lyhyesti t-jakaumaa) vapausastein r. Jakauma on
nimetty englantilaisen tilastotieteilijin W. S. Gossetin mukaan. Gosset esitti
tdmén jakauman Biometrikassa vuonna 1908 nimimerkilld "Student”. Kun T°
noudattaa Studentin ¢-jakaumaa vapausastein r, merkitdén 7' ~ t(r).

(5.9.13) T =
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Olkoon X1, Xy, ..., X, on otos normaalijakaumasta N(yu,c?). Silloin siis
satunnaismuuttujat Xy, X, ..., X,, ovat toisistaan riippumattomat ja
X; ~N(u,0%), 1 <i < n. Otoksesta laskettu suure

X—p_ (X p)/lo/vn)
S/\/n /52/02

eli otossuure noudattaa t-jakaumaa vapausastein n — 1, missd X on otoskes-
kiarvo ja

(5.9.14)

2 RN 2
§f = — ;(XZ X)
on otosvarianssi. Lausekkeen (5.9.14) osoittaja (X — u)/(0/+/n) noudattaa
normaalijakaumaa N(0, 1) ja satunnaismuuttuja S?/o? noudattaa jakaumaa
Khi2(n — 1). Koska X ja S? ovat toisistaan riippumattomat, niin lausekkeen
(5.9.14) osoittaja ja nimittdja ovat toisistaan riippumattomat.
Satunnaismuuttujan (5.9.13) eli Studentin t-jakauman tiheysfunktio va-
pausastein r on

(5.9.15) fT(t)—F(Z>\/1_( +t2/1r) . —o<t<o.

Huomaa, ettd vapausastein 7 = 1 tiheysfunktiosta (5.9.15) tulee Cauchyn
jakauman tiheysfunktio.

Tiheysfunktio (5.9.15) saadaan suoraviivaisesti edelld esitetylld muunnos-
tekniikalla. Léhdetéaén liikkkeelle satunnaisvektorin (Z, U) yhteisjakaumasta.
Koska Z ja U ovat riippumattomat, niin

121
_ —= r/2—1
Jov(zw) = e pi g

2 —c0 <z <00, 0< U< 00.

Tehd&dan muunnos .

t:—a = u,
Va0

jonka kadnteismuunnos on

=t/ w/r, u=w.

Muunnoksen jakobiaani on y/w/r. Sen jéilkeen voidaan soveltaa muunnos-
kaavaa (5.9.3). T'n tiheysfunktio saadaan (7, W):n yhteisjakauman tiheys-
funktiosta integroimalla w:n yli:

t):/fZ7U[t(w/7“)1/2,w](w/r)l/de.

Laskennan lopputuloksena on ¢-jakauman tiheysfunktio (5.9.15). Yksityis-
kohdat jatetddan lukijan tehtévéksi.
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Studentin ¢t-jakaumalla ei ole momenttifunktiota, koska sillé ei ole kaikkien
kertalukujen momentteja. Jos T, ~ t(r), niin silloin 7,:114 on ainoastaan
r — 1 ensimmaéistd momenttia. Esimerkiksi jakaumalla t(1) ei ole keskiarvoa
ja jakaumalla t(2) ei ole varianssia. Voidaan laskemalla osoittaa, etti

(5.9.16)  E(T,)=0, josr>1,  Var(T,)= Lz jos T > 2.

Toinen tilastollisessa péaéttelyssd keskeinen jakauma, Snedecorin F'-ja-
kauma tai vain lyhyesti F-jakauma, voidaan johtaa t-jakauman tapaan. Jos
X1, Xs, ..., X, on otos normaalijakaumasta N(uy, %) ja X1, Xo, ..., X,, otos
normaalijakaumasta N (i, 03), niin silloin satunnaismuuttuja

Si/oi
53 /03

(5.9.17)

noudattaa F-jakaumaa vapausastein n — 1 ja m — 1. Lausekkeessa (5.9.17)
S? ja S3 ovat otosvarianssit. S?/o? ja S3 /o3 ovat riippumattomat ja

(n —1)S} /o7 ~ Khi2(n — 1), (m —1)S3 /o3 ~ Khi2(m — 1).

F-jakauma mééritellddn seuraavasti: Jos X ~ Khi2(r) ja Y ~ Khi2(s)
ovat riippumattomat, niin satunnaismuuttuja

X/r

(5.9.18) F=%s

noudattaa F-jakaumaa vapausastein r ja s. Silloin merkitddn F' ~ F(r,s). F-
jakauman tiheysfunktio voidaan johtaa vastaavalla tavalla kuin ¢-jakauman
tiheysfunktio. Maéritellain muunnos

X/r
U=X+Y V=-"-
+ ) Y/S’

missé F-suuretta (5.9.18) on merkitty kirjaimella V. Muunnoksen kéddnteis-
muunnos on

-1 -1
X:5<1+fv) Uv, Y:(1+fv> U.
s s s
Koska X ja Y ovat riippumattomat, niin
Fxy(X,Y) = kokya(r/2 71y /D" 1g=(@ty)/2. 0<z<oo, 0<y<oo,

missé k, = 1/T(5)27% ja ks, = 1/T'(£)2%/%. Kun lasketaan Jakobiaani ja teh-
déaén sijoitukset, saadaan satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio fy v (u,v)
kaavan (5.9.3) mukaisesti. V:n reunajakauman tiheysfuntio on sitten F-jakauman
tiheysfuntio:

T(E) ey e
(5.9.19) fr(v) = o) \s < ) T YR 0<wv < oo.

S
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F-jakauman keskiarvo ja varianssi ovat

s
5.9.20 E(F) = 2
( ) (F)=1—5 s>
25*(r+s—2)

r(s—2)%(s —4)’

(5.9.21) Var(F) = s> 4.

Beta-jakauma

Olkoot X ~ Gamma(«,6) ja Y ~ Gamma(f,6) riippumattomat gamma-
jakaumaa noudattavat satunnaismuuttujat. Silloin satunnaisvektorin (X,Y)
tiheysfunktio on

IR R e Tty
f(x’y)_F(a)F(ﬁ)QaJrﬂx Yy exp( 7 ), 0<z, y<oo.

Tarkastellaan muunnosta

U:

X+Y’

jonka kadnteismuunnos on
X=UV, Y=V-UV.

Muunnoksen Jakobiaani on

(% u

v 1-u =v(l —u) 4+ uv=w.

Satunnaisvektorin (U, V') tiheysfunktio on kaavan (5.9.3) mukaan

_
P(a)l'(B)

missd 0 < u < 1ja0 < v < oo. Kun tédstd (U, V) yhteisjakauman tiheys-
funktiosta médritetdan U:n reunajakuman tiheysfunktio, saadaan

[la+5) «
P

Sanomme, ettd U noudattaa betajakaumaa parametrein « ja (. Silloin mer-
kitsemme U ~ Beta(a, 3). Koska (5.9.22) on tiheysfunktio, niin

1
ﬁld
oz—l—ﬁ /u u
0

(u0)* (v — )P~ te ",

fU,V(U, U) =

(5.9.22) fo(u) = T1-w)f, 0<u<l.

Funktiota

(5.9.23) B(a, 8) =
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kutsutaan betafunktioksi.

Betajakauma on yksi niitd harvoja nimettyja jakaumia, joiden koko to-
denniikoisyysmassa on dérellisella valilld, eli vélilla (0, 1). Betajakauman mo-
mentit on helppo laskea tiheysfunktion erityisominaisuuksien avulla. Kun
n > —a, niin

Bla+n,8) T(a+n)T(a+pF)

(5.5.24) EXY) = —pa 3 "TetitnT)

Sijoittamalla n = 1 ja n = 2 kaavaan (5.9.24) saadaan 1. ja 2. momentti ja
niiden avulla varianssi:

o af

(5.9.25) E(X) = P ja Var(X) = TR E)

Esimerkki 5.26 Oletetaan, ettd on suoritettavana n+m tyota. Toiden suo-
rittamiseen tarvittavat ajat noudattavat toisistaan riippumatta eksponetti-
jakaumaa keskiarvolla § > 0 (ts. gammajakaumaa parametrein a = 1 ja 6.)
Oletetaan, ettéd kaksi eri tyontekijad tekee ndméa tyot siten, ettéd tyontekija A
tekee tyot 1, 2, ..., n ja B tekee tyot n+1, n+2, ..., n+m. Jos merkitdan
X:1l4 tyontekijan A kiayttaméa aikaa ja Y:1l4 tyontekijan B kiayttaméia aikaa,
niin toisistaan riippumatta X ~ Gamma(n,#) ja Y ~ Gamma(m, #). Silloin
(n + m):n tyon vaatima kokonaisaika X + Y noudattaa gammajakaumaa
Gamma(n + m, 0). Tyontekijan A kdyttdmé suhteellinen osuus X/(X +Y)
kokonaisajasta noudattaa betajakaumaa Beta(n,m). 0

5.9.3 Hierarkkiset mallit ja yhdistetyt jakaumat

Tarkastellaan aluksi esimerkkiné tietyn laitteen, esimerkiksi kopiokoneen, rik-
koontumista. Oletetaan, ettd rikkoontumisten lukuméaard X vuodessa nou-
dattaa Poissonin jakaumaa parametrilla A. Kun laite on rikkoontunut,sen kor-
jaamiseen tarvittava aika noudattaa eksponettijakaumaa keskiarvolla 6 > 0.
Olkoon Y; aika, joka tarvitaan 7. rikkoontumisen korjaamiseen. Oletetaan li-
siksi, ettd korjausajat eri kerroilla ovat riippumattomat. Jos vuodessa sattuu
X = x rikkoontumista, niin kokonaiskorjausaika on

Y=Y +Yo+ o +Y

Silloin
E(Y |z) = EY1) + E(Y2) + -+ E(Y;) = 20
ja
Var(Y | z) = Var(V;) + Var(Yz) + - - - + Var(Y,) = 26°.

Edella lasketut keskiarvo ja varianssi ovat siis ehdollisia ehdolla X = .
Ehdollinen keskiarvo ja varianssi

wr)=EBY |z)=20 ja  o*(z) = Var(Y | z) = 26
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ovat z:n funktioita. Koska X ~ Poi(A) on satunnaismuuttuja, niin myos
wWX)=EY |X)=X0 ja o*(X)=Var(Y | X)= X0
ovat satunnaismuuttujia. Silloin

E[u(X)] = B[E(Y | X)] = 0 E(X) = 0,
E[0*(X)] = E[Var(Y | X)] = 0> E(X) = 6°),
Var[u(X)] = Var[E(Y | X)] = 6 Var(X) = 6.

Madaritimme siis edelld kaksinkertaisen odotusarvon E[E(Y | X)|, missi si-
simméainen odotusarvo on otettu Y:n suhteen ja ulompi X:n suhteen.

Esitémme nyt kaksinkertaisia odotusarvoja koskevan lauseen, joka usein
helpottaa huomattavasti odotusarvojen laskemista.

Lause 5.13 Olkoot X ja 'Y mitkd tahansa kaksi satunnaismuuttujaa. Silloin
(5.9.26) E(Y)=FE[E(Y | X)],
jos odotusarvot ovat olemassa.

Todistus. Olkoon f(z,y) satunnaisvektorin (X,Y") tiheysfunktio. Mééritel-
méan mukaan

o2 B0 = [[feayae= | [ e dy] Fx (@) da,

missd f(y | ) on Y:n ehdollisen jakauman tiheysfunktio ehdolla X = x ja
fx(z) on X:n reunajakauman tiheysfunktio. Integrointi tehdaan yli (X,Y):n
arvoavaruuden. Koska sisempi integraali luasekkeessa (5.9.27) on ehdollinen
odotusarvo E(Y | ), niin odotusarvo (5.9.27) voidaan kirjoittaa muodossa

B(Y) = / E(Y | 2)fx(2) de = BIE(Y | X)),

niin kuin lauseessa vaitetaan. OJ

Voimme soveltaa nyt Lausetta 5.13 laitteen rikkoontumisten vaatimaa
korjausaikaa koskevaan esimerkkiin. Kokonaiskorjausaika vuodessa on Y ja
sen keskiarvo on Lauseen 5.13 mukaan

E(Y)=E[E(Y | X)]
=FE0X)=0E(X) =0\
Télldinen sovellus on selvintéd ajatella kaksitasoisena hierarkisena mallina,

missd 1. vaiheessa sattuvat rikkoontumiset Poissonin jakauman mukaan ja
sitten 2. vaiheessa tarvittavat korjausajat jakaantuvat eksponenttijakauman
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mukaan. Huomaa, ettd kokonaiskorjausajan Y keskiarvoparametri on nyt sa-
tunnaismuuttuja X, missd X noudattaa Poissonin jakaumaa. Siksi Y:n ja-
kaumaa on perusteltua kutsua yhdistetyksi jakaumaksi, koska siind yhdis-
tyvat parametrin Poissonin jakauma ja korjausajan eksponenttijakauama.
Odotusarvoa E(Y') laskettaessa on yksinkertaisinta laskea ensin ehdollinen
odotusarvo E(Y | X) ja sitten néiden ehdollisten odotusarvojen odotusarvo.
Silloin laskennassa ei tarvita Y :n reunajakaummaa. Lopputulos on kuitenkin
Lauseen 5.13 mukaan F(Y).
Myos varianssi voidaan laskea ehdollisen jakauman varianssin avulla.

Lause 5.14 Olkoot X ja 'Y mitkd tahansa kaksi satunnaismuuttujaa. Silloin
(5.9.28) Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)],
jos odotusarvot ovat olemassa.
Todistus. Varianssin méédritelméan mukaan
Var(Y) = E[Y — E(V)P = E([Y — E(Y | X)+ E(Y | X) — EQ)P?),

missi viimeinen yhtdsuuruus on saatu lisidmaélla ja vihentamallda E(Y | X).
Korottamalla lauseke nelioon ja ottamalla odotusarvot saadaan

(5.9.29) Var(Y)=E([Y —E(Y | X)]?) + E([(Y | X) — E(Y)])
+2E(Y —E(Y | X)|E[(Y | X) - E(Y))]).

Lausekkeen (5.9.29) viimeinen termi on nolla, miké voidaan osoittaa laske-
malla merkitytyt odotusarvot. Yhtdlon (5.9.29) oikean puolen ensimméinen
termi voidaan kirjoittaa muodossa:

B(IY = B(Y | X)) = B(EY - E(Y | X)I*| X)
= E[Var(Y | X)]

ja toinen termi muodossa
E([E(Y | X) - E(Y)]") = Var[E(Y | X)],

joten identiteetti (5.9.28) pitdd paikkansa. O
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Jatkuvat jakaumat: Yhteenveto

e Satunnaismuuttuja X on (absoluuttisesti) jatkuva, jos X:1l14 on tiheysfunk-
tio f(z) > 0, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. f(x)>0,kun z € S,
2. [ f(z)dx =1,
S

3. P(X € A) = [ f(z)dx on tapahtuman {X € A} todennikdisyys.
A

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on
Fla) = / () dt

ja momenttifunktio

o0

M(t) = E(e'*) = / e f(z) da.

—00

e Tasajakauma X ~ Tas(a,b). Tiheysfunktio on

L kun z € [a,b]; .
)= 7 0
0 muualla
b b—a)?
E(X) = a‘; i Var(x) = 12“> .
Momenttifunktio
etb o eta 0
t .
M(t)=<S tb—a)’ 70
1, t=0.
e Eksponenttijakauma X ~ Exp(6), 0 > 0 ja x >0,
1 —xz/0 : —xz/0
f(x)zée ja F(z)=1-—e%",
Silloin
EX)=0 ja Var(X) = 6?
Momenttifunktio ) .
M(t) t< -
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e Gammajakauma X ~ Gamma(q, 3), @ > 0 ja > 0. Silloin

1
f(z) = Wxafle"”/ﬁ, 0<z< o0,
F C
B(X°) = % kaikilla ¢ > —a.
Q
Erityisesti
EX)=af ja Var(X) = af”.
Momenttifunktio

1 “ 1

o y*-jakauma, X ~ Khi2(r). y*jakauma saadaan, kun gammajakaumassa
valitaan o = 7 ja 8 = 2, missé r on positiivinen kokonaisluku. Silloin

1
E(X)=r, Var(X)=2r ja M@t)=@1-20"2 t< 5
Jos X; ~ Khi2(r;), i = 1, 2, ovat riippumattomat, niin X;+ X, ~ Khi2(r +
7“2).
e Normaalijakauma X ~ N(u,¢?). Silloin
1

f(z) = Q—e’(x’“)Q/Q"Q, —00 < 7 < 00,
o

E(X)=p,  Var(X)=0> ja  M(t) =),
e Jos Z ~N(0,1), niin Z? ~ Khi2(1).
Jos Z; ~N(0,1), i = 1,2, ovat riippumattomat, niin Z? + Z2 ~ Khi2(2).

e Studentin ¢-jakauma, 1" ~ t(r).
A

VU/r h

jos Z ~ N(0,1) ja U ~ Khi2(r) ovat riippumattomat. Silloin

t(r),

r> 2.

E(T)=0, r>1 ja Var(T):r_Q,

e [-jakauma, F' ~ F(r,s).
X/r

= Y—/S ~ (7" 8),
jos X ~ Khi2(r) ja Y ~ Khi2(s) ovat riippumattomat. Silloin
s 2s%(r +s—2)
E(F) = > 2; Var(F') = > 4.
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e Beta-jakauma, X ~ Beta(a, 3); a >0, 8 > 0.

Tiheysfunktio
_Te+8) o .
o B a8
BX) = at+g Var(X) = (a+B)2(a+3+1)

Muuttujien vaihto

Satunnaismuuttujan Y = h(X) tiheysfunktio, kun X:n tiheysfunktio on
fx(2):
K@) =fxlgW]ldWl,  yeSy,

missé ¢g(y) on h(x):n kddnteisfunktio.

Kaksiulotteiset jakaumat

e Jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y muodostaman satunnaisvektorin
(X,Y) tiheysfunktio toteuttaa ehdot

1. f(z,y) > 0 kaikilla (z,y),

2. 70 Tf(x,y)dxdyzl,

—00 —O0

3. P(X,Y)eAl= [ f(z,y)dzdy.

(z,y)EA

Reunajakaumien tiheysfunktiot

fX(x):/f(xay>dya .I'GS)(; fY(y):/f(xay)dxa yGSY

Ehdolliset tiheysfunktiot

_ f(=zy) _ f(=z,y)
Pl =G0y o MR =TG)
missd fx(x) >0 ja fy(y) > 0.
Kertyméfunktio

F(x,y):/x/yf(s,t)dsdt.

—00 —0o0
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e Normaalijakauma (X,Y) ~ Ny (M,MQ, 01,03, P)-
Tiheysfunktio

missé

Reunajakaumat:

X ~N(un,od)  ja Y ~N(us0d),
Ehdolliset jakaumat:

X:n jakauma ehdolla Y =y on
po
Xy~ N[Ml + 0—;(9 — pi2), oi(1 - P2)},
Y:n jakauma ehdolla X =z on

o2
V@~ N+ 22w = ), 31— )],
1

Muuttujien vaihto
Olkoon
U:hl(X7Y>; V:hQ(Xay)

muunnos, jolla on kidnteismuunnos = = ¢;(u,v), y = go(u,v). Satunnais-
vektorin (U, V') yhteisjakauman tiheysfunktio on

fU,v(U,U) = f(gl(ua?)),g2(uav))u’7

missd f(z,y) on satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio
ja
Oxr Ox

S |ou a| _oray _oyon
oy dy| Oudv Ouodv

ou v
Ehdolliset odotusarvot ja varianssit
e Ehdollinen odotusarvo
E(Y) = E[E(Y | X)]
e Ehdollinen varianssi

Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)].
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Harjoituksia

1. Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio

o
IN
8

— Wl Wi

=
8
~
I

N Wi

IN
8
IN A A

o
IA
&

0  muualla.

(a) Laske c.
(b) Madritd X:n kertyméfunktio.
(c) Piirrd X:n tiheysfunktio ja kertyméfunktio.

2. Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio f(x) = 2(1 — z),
kun 0 <z <1 ja f(x) = 0 muualla.

(a) Piirrd X' tiheysfunktio.

(b) Madrita ja piirrd X:n kertyméfunktio.

(c) Laske (i) P(0 < X < 1/2), (ii) P(1/4 < X < 3/4), (iii)) P(X =
3/4) ja (iv) P(X > 3/4).

3. Olkoon f(z) jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. (i) M&éri-
té jokaisesta alla méadritellysta funktiosta f(x) vakio c siten, ettd f(z)
on tiheysfunktio. (ii) M&aritd kertymifunktio F(x) = P(X < z) ja
(iii) hahmottele tiheysfunktion f(z) ja kertyméfunktion F'(x) kuvaajat.

(a) f(z)=23/4, 0<z<c
(b) f(z)=(3/16)z* —c<x<c;

(¢) f(z)=¢/\/r, 0<xz<1. Onko f(x)rajoitettu?
4. Olkoon X:n tiheysfunktio f(z) = ¢/2? 1 <z < oo.

(a) Mé&&ritd c:n arvo siten, ettd f(z) on tiheysfunktio.

(b) Osoita, ettd E(X) ei ole dérellinen.

5. Olkoon X ~ Khi2(12). Méérita vakiot a ja b siten, etté
Pla<X <b) =090 ja  P(X <a)=0.05

6. Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Méérita a ja b siten, ettd P(a < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.
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10.

11.

12.

13.

(¢) X:n keskiarvo ja varianssi.
Olkoon X:n momenttifunktio M (¢) = (1 —2t)7'2, ¢ < 1/2. Laske
(a) E(X),
(b) Var(X) ja
(¢) P(15.66 < X < 42.98).

. Olkoon X ~ N(7,4). Laske todennikéisyys P[15.364 < (X — 7)* <

20.096] (Vihje: Lause 5.6).

. Oletetaan, ettd X ja Y ovat riippumattomat ja X ~ Khi2(8) ja Y ~

Khi2(12).
(a) Laske
P(1.646 < X <20.09), P(Y >6.304), P(X+Y =19.34).
(b) Madrita b, ¢ ja d siten, etté
P(X<b)=09, P >c)=09, PX+Y >d)=0.05.

(Vihje: Lause 5.8)

Olkoot Zy, Z5 ja Z3 riippumattomat ja ne noudattavat N(0, 1)-jakaumaa.
Maaritelladn satunnaismuuttujat

1
I=5(lit D+ Z) Ja U=Zi+Z+7

Maéarita vakiot a, b siten, etta
P(|Z| < a) = 0.95; P(U > b) = 0.025.

(Vihje: Voit olettaa, etti Z noudattaa normaalijakaumaa. Ks. myos
Lause 5.7).

Maaritd Esimerkissd 5.13 X:n ja Y:n jakaumien (reunajakaumien) ti-
heysfunktiot. Totea, ettd X ja Y ovat riippumattomat.

Totea laskemalla, ettd Esimerkissd 5.20 E(X |y) =%, 0<y <1

Olkoon jatkuvien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman kertymé-
funktio

kxy(xr+y), kin0<zx<ljal<y<l1;

0 muualla.

F(x,y):{

(a) Laske vakion k arvo ja méadritd X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheys-
funktio.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Luku 5. Jatkuvat jakaumat

(b) Madritd X reunajakauman ja ehdollisen jakauman tiheysfunktio.

(c) Laske todenn#koisyydet

P(X < 0.5, Y <0.5); P(X <0.5); P(X <05]|Y <0.5).

Maéarita a, b, ¢, d siten, ettéa

(a) p(& < F&lg < b) = 08, p(C < F6,6 < d) = (0.98.

(b) P(|te] > a) = 0.05; P(|tag| > b) = 0.95.

(C) p(Fl’lg > b) = 005, P(F1,12 < C) =0.2.
Olkoot Y ja Z sellaiset riippumattomat satunnaismuuttujat, ettd 2 ~

N(0,1) ja Y ~ x3. Mééritéd a, b siten, ettd

P(Z<aVY)=0975;  P(Y +Z><b)=0.975.

Oletetaan, ettd X ~ t(r). Osoita muuttujien vaihtotekniikalla, etté
X? ~ Fy,. (Huomaa, ettd muunnos ei ole monotoninen).

Olkoon X ~ Khi2(12).
(a) Mé&iritd vakiot a ja b siten, ettd

Pla<X<b) =090 ja P(X<a)=0.05.

(b) Olkoon X ~ N(1,4) ja P(a < X < b) = 0.50. Maéritd a ja b siten,
ettd b — a on mahdollisimman pieni.

Olkoot Zy, Z, ja Zs riippumattomat ja Z; ~ N(0,1)-jakaumaa, i =

1,2, 3. Mééritelladn satunnaismuuttujat X; =i7; + 1 ja

_ 1
X = §(X1+X2+X3).

Miérité vakio a siten, ettd P(]X| < a) = 0.95. (Vihje: Voit olettaa, etté
X noudattaa normaalijakaumaa.)

Olkoon X ~ Khi2(23).

(a) Laske P(14.85 < X < 32.01).

(b) Méérita a ja b siten, ettd Pla < X < b) = 0.95 ja P(X < a) =
0.025.

(c¢) Laske X:n keskiarvo ja varianssi.

Oletetaan, ettd X ~ Gamma(cq, ). Osoita gammajakauman momentti-
funktion avulla, etti E(X) = af ja Var(X) = af>.
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sillalle saapuu autoja Poissonin prosessin mukaan keskimédrin 15 au-
toa 10:ssd minuutissa. Laske todennékoisyys, etté siltamaksujen kerddjéa
joutuu odottamaan annetusta hetkesté alkaen kahdeksaa autoa (eli kah-
deksatta autoa) ainakin puoli tuntia.

Oletetaan, ettd X noudattaa gammajakaumaa Gamma(3,2). Madrita
satunnaismuuttujan Y = v/ X tiheysfunktio.

Logistista jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
on

—X

e

Osoita, ettd satunnaismuuttuja ¥ = He%x noudattaa tasajakaumaa

Tas(0,1).

Oletetaan, ettd X ~ Tas(—1,3). Méadritd satunnaismuuttujan ¥ = X2
jakauma.

Olkoon momenttifunktio M(t) = (1 —2t)7'2 ¢t <
Var(X) ja P(15 < X < 42).

. Madriti E(X),

1
2

Oletetaan, ettd matkustusaika kotoa toihin noudattaa normaalijakau-
maa, jonka keskiarvo on 40 minuuttia ja hajonta 7 minuuttia. Jos haluat
95 %:n todelldkoisyydelld olla tyopaikalla klo 8:00, niin milloin viimeis-
tddn on ldhdettava kotoa?

Olkoon X:n momenttifunktio M (¢) = (1 —2¢t)7'2, ¢ < 1/2. Laske
(a) E(X),

(b) Var(X) ja

(c) P(15.66 < X < 42.98).
Oletetaan, ettd X ~ Gamma(3,1.5). Laske

(a) P(X >5),
(b) jakauman moodi (tiheysfunktion maksimi) seké

(c) E(Y) ja Var(Y), kun Y = +. (Ks. Lause 5.1.)
Tarkastellaan Poissonin prosessia, jonka intensiteetti on A. Olkoon W

odotusaika, kunnes a tapahtumaa sattuu. Silloin W:n kertyméfunktio
on

Aw)?®
F —1— )xw(
(w) Z; e
Osoita, ettd tiheysfunktio f(w) on

)\(}\w>a—1 —Aw
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30.

31.

32.

33.

34.

35.
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Satunnaismuuttujan Z tiheysfunktio on fz(z). Olkoon Y = aZ+b, missi
a ja b ovat annettuja vakioita.

(a) Osoita, ettd Y:n tiheysfunktio on

(b) Esitd Y:n tiheysfunktio, kun a =2, b =1 ja Z ~ N(0,1).

Olkoon X:n ja Y:n yhteisjakauman tiheysfunktio (Esimerkki 5.18)
3 9
flay)=ga (=Pl -l<z<l, -l<y<l

Maéritd X:n ja Y:n jakaumien (reunajakaumien) tiheysfunktiot. Totea,
ettd X ja Y ovat riippumattomat.

Oletetaan, etté riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat
tasajakaumaa Tas(0, 1). Laske todenndkoisyydet

(a) P(IX -Y[<3)ja
(b) P(l5 =1 < 3).

Olkoot X ja Y riippumattomat standardoidut normaalimuuttujat. M&a-
ritellddn muuttujat

v VTTa
Kirjoita U:n ja V:n yhteisjakauman tiheysfunktio. Nayta, ettd U ja V
ovat riippumattomat.

X4V X -y
v=221 v .

Satunnaisvektori (X, V) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa pa-
rametrein iy = s =0, 07 =4, 02 =9 ja p=0.8.

(a) Kirjoita (X,Y)m yhteisjakauman tiheysfunktion lauseke,

(b) E(Y | z) ja

(c) Var(Y | z).

(Ks. Lause 5.11.)

Erdédseen naisten kunto-ohjelmaan osallistuneilta mitattiin kehon rasva-
prosentti X ennen ohjelman alkua ja rasvaprosenttin muutos Y ohjel-
man lopussa. Oletetaan, ettd muuttujien yhteisjakauma on normaalinen
ja ux =24.5, 0x = 4.8, uy = —0.2, oy = 3.0 ja pxy = —0.32. Laske

(a) P(1.3<Y <5.8),
(b) E(Y | X =),
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36.

37.

(¢) Var(Y | X = x),
(d) P(13<Y <58| X =18).

(Ks. Lause 5.11.)

Oletetaan, ettd satunnaisvektori (X, noudattaa standardimuotoista
normaalijakaumaa, missd Cor(X,Y) = 0.6. Laske P(X-Y < 1, X+Y >
2).

Olkoot X ja Y riippumattomat satunnaismuuttujat, joiden tiheysfunk-
tiot ovat

fl@)y=e = fly)y=e¥  0<z<o0, 0<y<oo0.

Esitd satunnaisvektorin (U, V) yhteisjakauman tiheysfunktio, kun U =
X-YjaV=X4+Y.
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Luku 6

Otantajakaumien teoria

6.1 Riippumattomat satunnaismuuttujat

Muistamme edellisisté luvuista, ettd satunnaismuuttujat X; ja Xo ovat riip-
pumattomat (mééritelmét 4.6 ja 5.5), jos

f(l‘l,l‘g) = fl(l‘l)fg(l‘g) kaikilla z; € Sl, To € SQ,

missa f(z1,x2) on X;i:m ja Xom yhteisjakauman tiheysfunktio, fi(z1) on Xj:n
ja fa(xg) on Xym tiheysfunktio. Mééritelma yleistyy suoraviivaisesti usean
satunnaismuuttujan tapaukseen. Satunnaismuuttujat X, Xo, ..., X, ovat
rippumattomat, jos

f(xlvm?v s 7xn) = fl(xl)fQ(l‘?) e fn(xn)

Jos satunnaismuuttujat Xy, Xo, ..., X, ovat riippumattomat, niin myos nii-
den funktiot uy(X1), ue(X2), ..., u,(X,) ovat riippumattomat, mikali kukin
funktio u;, ¢ = 1,2,...,n riippuu vain satunnaismuuttujasta X; eiké siis sa-

tunnaismuuttujista X;, j # 7. Silloin erityisesti Lauseen 3.10 mukaan
Elur(X1)ua(Xz) - - un(Xn)] = Elu(X1)] Elua(X2)] - - - Elun (X))

Jos riippumattomat satunnaismuuttujat X, Xo, ..., X,, noudattavat sa-
maa jakaumaa (RSJ), jonka kertyméfunktio on F(z), niin sanomme, ettd
X1, Xs, ..., X, on n:n kokoinen otos jakaumasta F'. Kertyméfunktio edustaa
populaatiota, josta otos tehd&an.

Esimerkki 6.1 Olkoon X, Xy,..., X, otos normaalijakaumasta N(u,o?).
Silloin X; ~ N(u,0%),i=1,2,...,nja X1, Xo, ..., X,, ovat riippumattomat.

213
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Otoksen X1, X, ..., X, yhteisjakauman tiheysfunktio on siis

fz1,20,. .. 2) = Hf(x,)

~TI L —n/ee)@-n?

:< 1 )%eu/@am i)

Y

misséa

O

Lause 6.1 (Apulauseen 5.1 yleistys) Satunnaisvektorit X = (X1, Xo, ...,
Xn) jaY = (Y1,Ys, ..., Y,) ovat rigppumattomat jos ja vain jos on olemassa
sellaiset funktiot g(X) ja h(Y'), ettd

f(x,y) = g(x)h(y)

kaikilla x:n ja y:n arvoilla, missd g ei riipu y:std ja h et riipu x:std.

6.2 Riippumattomien satunnaismuuttujien
summan jakauma

Tilastollisissa sovelluksissa tarkastellaan tavallisesti erilaisia satunnaismuut-
tujien funktioita. Otoksesta X, X, ..., X, laskettua reaali-, tai vektoriar-
voista suuretta T'(Xy, X, ..., X,) sanotaan otoksen tunnusluvuksi (statis-
tics). Kaksi tirke#s otoksen tunnuslukua ovat otoskeskiarvo X ja otosva-
rianssi S2. Esimerkiksi T3 (X1, Xo, ..., X,) = X on reaaliarvoinen ja Th(X7,
Xo, ..., X,,) = (X, 58%) on vektoriarvoinen.

Lause 6.2 Olkoon X1, X,,..., X, otos jakaumasta, jonka tiheysfunktio on

f(z). Silloin satunnaismuuttujien X1, Xo, ..., X, yhteisjakuman tiheysfunk-

tio on fi(xy) fo(x2) - - - fu(n). Jos g(y) on satunnaismuuttujan Y = u(Xy, Xo,
.., X, tiheysfunktio, niin

E(Y)= / yg(y) dy

Sy
= //-~-/u(xl,xz,---,xn)fl(flrl)fz(xz)“'fn(l“n) drydzy ... da,,
S S S

mikdli odotusarvo on olemassa. Diskreettejd satunnaismuuttujia koskeva vas-
taava tulos saadaan korvaamalla integraalit summalausekkeilla. Satunnais-
muuttujien X1, Xo, ..., X, arvoalue on S ja Y :n arvoalue on S,.
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Esimerkki 6.2 Heitetddn kahta noppaa. Olkoon 1. nopan silméluku X, ja 2.
nopan silméluku X,. Méaritetddan nyt silmélukujen summan Y = X; 4+ X5 to-
dennékoisyysfunktio ¢g(y). Tarkastellaan ensin yksittdisen arvon, esimerkiksi
y = 4, todennikaisyyden g(4) laskemista. Tapahtuma {Y = 4} voi sattua kol-
mella toisensa poissulkevalla tavalla: {X; =1, Xy, = 3}, {X; =2, Xy, =2}
ja {X1 =3, Xy =1}. Siksi

g(4) = P(Y =4)
=P(X1=1, Xo=3)+P(X1=2, Xo=2)+P(X; =3, Xy =1)
11 .11 11 3
“6 6766766 36

Jatkamalla samalla periaatteella saadaan todennékoisyysfunktio g(y):

4 3 2 1

y 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 4 5 5 3 2 1
3 36 36 36 36 36 36

O

Yleisesti Esimerkin 6.2 todennékoisyydet voidaan laskea ns. konvoluutio-
kaavalla

y—1
gy)=PY =y)= ) f(k)fly—k),
k=1
missé 1
fh)=5.  k=123456

on nopan silméluvun todennékoisyysfunktio.
Toinen tapa johtaa ¢(y), on kiayttdd momenttifunktiota. Nopan silmélu-
vun momenttifunktio on

1 1 1 1 1 1
MX(t) = E(etX) = éet + 66% + éegt + 664t + 665t + 66&.

Koska silméluvut ovat riippumattomat, niin Y :n momenttifunktio on
My (t) = Mx, () Mx, (t) = [Mx(t)]*.

Koska e*:n kerroin My (t):n lausekkeessa on todennikoisyys P(Y = k), k =

2,3,...,12, ne muodostavat Y :n todennékoisyysfunktion.
Lause 6.3 Olkoot riippumattomien satunnaismuuttujien Xy, Xo, ..., X,
odotusarvot py, Hg, ..., fin ja varianssit oi, oa, ..., o=. Silloin satunnais-

muuttujan Y = Z?Zl a; X; odotusarvo ja varianssi ovat

n n

. 2 2 2

W:EGM Jja szaM,
i=1 i=1

missd ay, as, ..., a, ovat annettuja vakioita.
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Todistus. Koska odotusarvo on lineaarinen operaattori, niin

- E(i aiXZ-> - zn: BE(a; X
i=1 i=1
i=1 i=1

Vastaavasti

o= B ] = £ (S~ Son)
:E[Zai(Xi_,ul} _E[ZZ&Z&] Z(Xj—uj)}

i=1 i=1 j=1
= Z Z aia; B[(X; — pi) (X5 — py)] = Z Z a;;0ij5,
i=1 j=1 =1 =1
missé
oy = B[(Xi — p)(X; — )]

Koska X; ja X; ovat riippumattomat, niin o;; = 0, kun 7 # j. Tésté seuraa,

etta
n
_ E 2 2
- az g;

=1

O

Esimerkki 6.3 Olkoot X; ja X, riippumattomat satunnaismuuttujat, joi-
den odotusarvot ovat p; = —4 ja uy = 3 sekél varianssit vastaavasti o = 4 ja
o3 = 9. Silloin satunnaismuuttujan Y = 3X; — 2X, odotusarvo ja varianssi
ovat
py =3-(—4)+(-2)-3=—18
ja
oy =324+ (=2)*-9="T2.
OJ

Esimerkki 6.4 Olkoon X7, X5,..., X, otos jakaumasta, jonka odotusarvo
on u ja varianssi 2. Silloin otoskeskiarvon

X — 1+ Xo + +

n

odotusarvo ja varianssi ovat

" /1 "1\ o?
MYZZ(E)MZM ja 0§22<5)02:F.

=1
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Otosvarianssi on muotoa

n

1 — 1 - _
§ = —= Y (- X)= n_1<ZX3—nX2),
=1

i=1

joten
n

! [Z E(X2) —n E(72)] .

n—1

E(S?) =

Koska E(X2) = o2 + 12 ja E(X°) = 02/n + pi2, niin laskemalla on helppo
todeta, etti F(S?) = 2. Olemme siis osoittaneet, ettd X on w:n ja S? on

o?:n harhaton estimaattori. O
Lause 6.4 Jos Xi, X5, ..., X, ovat ruppumattomat satunnaismuuttujat,
joiden momenttifunktiot ovat Mx,(t), i = 1,2,...,n, niin satunnaismuuttu-

jan'Y =" a; X; momenttifunktio on

n

My (t) = [ [ Mx, (ait).

i=1
Todistus. Satunnaismuuttujan ¥ momenttifunktio on
My(t) —_ E(etY) —_ E(et(a1X1+a2X2+---+aan))
— E(ea1tX1 . ea2tX2 . .eantXn)
—_ E(ea1tX1> E(eath2> . E(eantXn)’

a;tX,

koska satunnaismuuttujat e***¢ ovat keskendén riippumattomat. Momentti-

funktion méaaritelman mukaan
E(etxi) = MXi (t),

joten
E(e®X:) = My, (ait).

Siksi .
My (t) = MX1 (alt)MX2 (agt) te MXn ((lnt) = H MXi (a,t)
i=1
0

Esimerkki 6.5 Olkoon X7, X5, ..., X,, otos Bernoullin jakaumasta Ber(%).
Silloin

Téstd ndemme, ettd Y ~ Bin(n, l). O
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Seuraus 6.1 Jos X1, Xs,..., X, on otos jakaumasta, jonka momenttifunk-
tio on M(t), niin

1. satunnaismuuttujan Y =Y | X; momenttifunktio on

2. otoskeskiarvon X =Y 1 (1/n)X; momenttifunktio on

- (2) - (2]

Esimerkki 6.6 Olkoon X7, X5, X3 otos eksponenttijakaumasta, jonka odo-
tusarvo on 6. Eksponenttijakauman momenttifunktio on M (t) = 1/(1 — 6t),
t < 1/6. Silloin summan Y = X; + X5 + X3 momenttifunktio on

My(t)=[1/(1— 0P = (1013, t< %

mikd on gammajakauman Gamma(3, §) momenttifunktio, joten Y ~ Gamma(3, 4).
Toisaalta X:n momenttifunktio on

o= [0 T () e ?

Otoskeskiarvo X noudattaa siis gammajakaumaa Gamma(3,6/3). O

6.3 Normaalijakaumaan liittyvit jakaumat

Lause 6.5 Jos X1, Xs,..., X, on otos normaalijakaumasta N(p, 0?), niin
otoskeskiarvon X =31 (1/n)X; jakauma on N(u,o?/n).

Todistus. Koska X; ~ N(u,0?), niin

2t2
My, (t) = exp (,ut + UT)

Seurauslauseen 6.1 mukaan

st = o £+ Y]

o+ L)

joka on normaalijakauman N(u,0?/n) momenttifunktio. Koska momentti-
funktio maarittaa yksikéasitteisesti satunnaismuuttujan jakauman, niin X ~
N(u, o%/n). O
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Lause 6.6 Olkoot X; ~ x*(r;), i = 1,2,...,n. Jos Xy, Xo, ..., X,, ovat
risppumattomat, nitn satunnaismuuttujan ¥ = X1 + Xo + - - - + X, jakauma
on X3 (r1+ro+ -+ 1)

Todistus. Satunnaismuuttujan ¥ momenttifunktio voidaan kirjoittaa muo-
dossa

My (t) = B [e!Xr Xt Xn)]
etX1) . E(eth) . -E(etX”>

Koska

niin
1
_ _ —ri/2 _ . —(ri1+re+-+rn)/2 -
My(t)—i”l(l 21)~"i/2 = (1 — 1)~ (v o<y

on y?-jakauman x*(ry + 79 + - - - + 1,) momenttifunktio. T#std seuraa, etti
Y ~ X2 (ry+rat 1) O

Lause 6.7 Olkoon Z1,Zs, ..., Z, otos standardimuotoisesta normaalijakau-
masta N(0,1). Silloin W = Z3 + Z3 + - - - + Z2 noudattaa jakaumaa x*(n).

Todistus. Koska Z; ~ x*(1),i=1,2,...,nja Z, Z3, ..., Z? ovat keske-
néan riippumattomat, niin tulos seuraa Lauseesta 6.6. 0
Seuraus 6.2 Olkoot X, Xs, ..., X, ruppumattomat ja X; ~ N(p;,0?2),
1=1,2,...,n. Silloin satunnaismuuttuja

- (Xi - Mz’)2
W=> =
i=1 i

noudattaa jakaumaa x*(n).

Lause 6.8 Olkoon X1, Xy, ..., X, otos normaalijakaumasta N(, 0?), X =
S (1/n)X; on otoskeskiarvo ja S* = [1/(n — 1)] > (X; — X)? on otos-
varianssi. Silloin

1. X ja S? ovat ritppumattomat satunnaismuuttujat,
2. X noudattaa normaalijakaumaa N(u, o /n),

3. (n —1)S?/0? noudattaa x*-jakaumaa x*(n —1).
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Todistus. Kohdan 1 todistus sivuutetaan téssd yhteydessd. Kohta 2 on
lause 6.5. Todistetaan nyt véite, ettéa

n—1)52
Laskemalla voidaan todeta, etté
S (Kom) o [Ee T & ]
o o

i=1 i=1

XX\ n(X —p)?
SR
— o o

-t ()

Koska Z = f/—?/% ~ N(0,1), niin Z? ~ x*(1). Vastaavasti Seurauslauseen 6.2
mukaan W = >0 (22£)" ~ %(n).
Koska S? ja Z? ovat kohdan 1 mukaan riippumattomat, niin

E(etW) _ E(et[(n—1)52/02+z2}> _ E(et(n—1)52/02 .etZQ)
_ E(et(nfl)SQ/Ug) E(etZQ)'
Koska W ~ x?*(n) ja Z? ~ N(0,1), niin
(1—2t)™2 = Ble!=D5/7"] . (1 — 21)71/2,

Téasta seuraa, etté

E[et(nfl)S/ag] — (1 _ Qt)*(nfl)/Q. t < %7

9

joka on jakauman x?(n — 1) momenttifunktio. Niin on lauseen viite 3 todis-

tettu. 0
Lause 6.9 Olkoot X, Xo, ..., X,, keskenddin ritppumattomat normaalija-
kaumaa noudattavat satunnaismuuttujat, joiden odotusarvot ovat piy, o, .. .,
fn Ja varianssit o3, o3, ..., o2. Silloin lineaarikombinaatio

Y = i CLZ‘XZ'
1=1

noudattaa normaalijakaumaa

N (Zn: aifli, i a?af) .
i=1 i=1

Todistus. Tulos saadaan soveltamalla Lausetta 6.4 normaalijakaumaan. [
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6.4 Jarjestyssuureet

Otoksen suurin ja pienin arvo seké keskiméarédinen arvo, mediaani, ovat tér-
keitd otossuureiden arvojen jarjestykseen perustuvia tunnuslukuja. Olkoon
X1, X,..., X, otos. Merkitééin otoksen pieninté arvoa X(;) seuraavaksi pie-
nintd X(2) ja niin edelleen, joten

Xy =Xe ==X

Tamé indeksointi tarkoittaa sité, ettd otosarvot pannaan kasvavaan jarjes-
tykseen. Jos otos on esimerkiksi 5.0, 3.1, 2.7, 6.1, 5.3, niin jarjestetty otos on
2.7, 3.1, 5.0, 5.3, 6.1. Nyt siis esimerkiksi X; = 5.0, X(1) = 2.7 ja X(3) = 5.0
on mediaani ja X3 = 2.7. Nyt siis

X(l) = min(Xl, e 7Xn)
ja
X(n) = maX(Xl, e ,Xn).

Tunnusluku X ;) on otoksen k. jérjestystunnusluku.

6.4.1 Maksimi ja minimi

Olkoon Xy, X, ..., X, otos jakaumasta, jonka kertyméfunktio on F'(x). Mak-
simin kertyméfunktio on

Fay(z) = P(X@) < )
:P(Xlgxa XQSx: ceey XTLS‘T)

koska X1, Xo, ..., X,, ovat riippumattomat. Kertyméfunktion méaritelmén
mukaan P(X; < x) = F(z), joten

Minimin kertyméfunktio on

Foy(z) = P(X@) < )
—=1-P(Xy > )
=1-PXy>z, Xo>uz, ..., X, > 1)
=1—-P(X; > )(X2>x) -P(X,, > x)
=11~ F@)"

Esimerkki 6.7 Olkoon X, X5, ..., X, otos eksponenttijakaumasta Exp(\).
Mééritetdan minimin X1y jakauma. Eksponenttijakauman Exp(\) kertymé-

funktio on
0, kun z < 0;
F(z) = e
1—e, kunx > 0.
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Silloin minimin kertyméfunktio on

0, kun z < 0;
Foyle) = {1 —e ™% kun x > 0.

Minimi noudattaa siis eksponenttijakaumaa Exp(n)). O

Jos otos on jatkuvasta jakaumasta, jonka tiheysfunktio on f(x), saa-
daan X(;y:n ja X(,)m jakaumien tiheysfunktiot derivoimalla kertyméfunktiot
Finy(z) ja Fipy(x). Nyt siis maksimin tiheysfunktio on

d

= P = nlF @] @)

fay ()

ja minimin tiheysfunktio on

o) = (1= [1 = F@)") = nll — F@)]"~ f(a).

i

6.4.2 Jéarjestyssuureen X(;) jakauma

Olkoon X1, Xs, ..., X, otos jakaumasta, jonka kertyméfunktio on F'(z). Joh-
detaan nyt jérjestystunnusluvun Xy, 1 < k < n, jakauma. Jos {X@) < z},
niin silloin ainakin k£ otosarvoa on pienempié tai korkeintaan yhta suuria
kuin x. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi tapausta n = 3. Johdetaan
mediaanin X ) jakauma. Tapahtuma {X ) < 2} toteutuu tdsmélleen silloin,
kun {X; <z, Xy <z} tai {X; <2z, X3 <z} tai {Xy <z, X3 <z} ta
{X; <z, Xy <z X3<uz}. Koska

P(Xi<w, X;<a)=[F@)Pl—F(2)], i#]
" P(X; <z, Xo<ux, X3<ux)=[F()]

niin

(6.4.1) -y (3) (F(2)] [l — F(a)].

- 2
=2

Yleisessé tapauksessa vastaava kaava voidaan johtaa samalla periaatteel-
la. Emme kuitenkaan kasittele yleisen kaavan johtoa sen tarkemmin, toteam-
me vain, ettd X;ym kertyméfunktio on

642)  Fu)=PXp<)=Y (”) F())1 - Fl)™.

- 1
i=k
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Jos otos on jatkuvasta jakaumasta, saadaan vastaava tiheysfunktio deri-
voimalla kertyméfunktio. Esitetdéin ensin X()m tiheysfunktio, kun n = 3.
Kun kertyméfunktio (6.4.1) derivoidaan, saadaan

fey(@) = Fy(x) =3 2F (2) f(2)[1 — F(x)] = 3[F(2)* f () + 3[F (2)]*f ()
=3IF(x)[1 = F(x)]f(2).

Derivoimalla lauseke (6.4.2) saadaan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
yleisessé tapauksessa (1 < k < n):

n!

(6.4.3) oo (x) = R [F(@)]* 11 = F(a)]" " f ().

Esimerkki 6.8 Olkoon X7, X5, X3, X, X5 otos jakaumasta, jonka tiheys-
funktio on f(z) = 2z, 0 < z < 1. Jakauman kertyméfunktio on

0, z<0;
Fz)=<¢2% 0<z<1;
1, x>1.

Silloin mediaanin tiheysfunktio on lausekkeen (6.4.3) nojalla

5!
~ 2121

Vastaavasti minimin tiheysfunktio on

(1 — 2?)? - 20 = 602°(1 — 2%)?, O<z<l

f)(@)

fay(z) = 10z(1 — 2%)*, 0<zr<l1
ja maksimin tiheysfunktio on

fes)(z) = 1027, 0<az<l1.

6.5 Keskeinen rajavaittama

Olemme havainneet, ettd otossuureen jakauma riippuu tavallisesti otoskoos-
ta n. Jos Xi, Xs,..., X, on otos Bernoullin jakaumasta Ber(p), niin X =
X;+ Xo+ -+ X,, ~ Bin(n, p). Satunnaismuuttujan X jakauma riippuu siis
otoskoosta n. Jos X1, X, ..., X, on otos normaalijakaumasta N(u,o?), niin
otoskeskiarvon X jakauma N(u,0%/n) riippuu n:sti.

Olkoon (X;;i > 1) = Xj, Xo, X3, ... satunnaismuuttujien jono, misséi
satunnaismuuttujien X,,, n = 1,2,3,... jakauma riippuu n:std. Merkitaan
satunnaismuuttujan X,, kertyméfunktiota F,,(x), joka siis riippuu n:sta. Seu-
raavassa madritellidn satunnaismuuttujien jonon (X;;¢ > 1) suppeneminen
jakaumamielessd.



224 Luku 6. Otantajakaumien teoria

fay(@)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Kuvio 6.1. Minimin, maksimin ja mediaanin tiheysfunktio, kun otos
on jakaumasta f(z) =2z, 0 <z < 1.

Maaritelma 6.1 Satunnaismuuttujien X, Xo, X3, ... jono suppenee jakau-
maltaan kohti satunnaismuuttujaa X, jos lim F,(x) = F(z) kaikissa pisteis-
n—oo

sé x, joissa F'(x) on jatkuva.

Kun jono {X,} suppenee jakaumaltaan kohti satunnaismuuttujaa X,

merkitadn X, %, X. Momenttifunktioiden yhteydessé esitettiin momentti-
funktion ja ja jakauman (kertyméfunktion) yksikésitteista vastaavuutta kos-
keva Lause 3.12. Samassa yhteydessd esitettiin myos momenttifunktioiden
suppenemista koskeva Lause 3.15, jota voidaan soveltaa raja-jakaumien méaa-
rittamiseen.

Merkitdan satunnaismuuttujien X, Xo, ..., X,, summaa ja keskiarvoa
seuraavasti:
B S,
—1 n
1=

Lause 6.10 (Keskeinen rajaviittami) Olkoon X1, Xs, ..., X, otos jakau-
masta, jonka keskiarvo on u ja varianssi 0. Merkitddn

_yn_,u_sn_n:u
~o/yn Voo

Silloin Z,,:n jakauma lihenee normaalijakaumaa N(0, 1), kun n — oo.

Zn

Keskeisen rajavaittdmén mukaan riippumattomien satunnaismuuttujien
summa noudattaa likimain normaalijakaumaa, kun n on suuri. Merkitsemme

Z, ~N(0,1),

kun n on suuri. Merkki ~ tarkoittaa "noudattaa likimain jakaumaa”. Kaytén-
nossé keskeisen rajaviittdmén avulla voidaan arvioida Z,:n jakaumaa, kun
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n on riittavan suuri. Silloin

[l
P(Zn < Z) ~ / —%6722/2 de = CI)(Z),

missid ®(z) on normitetun normaalijakauman kertyméfunktio. Voimme mer-
kitd saman asian myos seuraavasti:

P(Z, < z) — ®(2),
kun n — oo.

Esimerkki 6.9 Olkoon X, Xs,..., X5 otos jakaumasta, jonka tiheysfunk-
tio on f(x) = (%)xQ, —1 < x < 1. Jakauman odotusarvo p = 0 ja varianssi

2 = 3/5. Esimerkiksi todennikoisyys P(X < 0.15) voidaan laskea joh-
tamalla ensin X:n jakauma ja méasrittamalld siitd kysytty todennikoisyys.
Keskeisen rajaviittdaméan avulla saadaan tdmén todennékoisyyden tarkka ar-

vio ilman tietoa X:n tarkasta jakaumasta:

P(X <0.15) = ( — 0 v15-0 )

VTS V5~ /375 V5
= P(Z5 < 0.75)
~ ®(0.75) = 0.7734.

Arvion tarkkuudesta keskeinen rajavéittdma ei kuitenkaan anna késitysta. [

6.6 Jakaumien likiarvot
normaalijakauman avulla

Olkoon X1, Xs,. .., X, otos Bernoullin jakaumasta Ber(p). Silloin S,, = X; +
X3+ - -+ X, noudattaa binomijakaumaa Bin(n, p). Keskeisen rajavéittamén
mukaan

X n—P _ Sn —np

p(1—p)/n np(1 —p)

noudattaa likimain normaalijakaumaa N(0, 1), kun n on suuri. Tuloksen mu-
kaan binomijakauma ldhenee normaalijakaumaa, kun n kasvaa. Peukalosadén-
tond voidaan pitdd, ettd n on riittdvan suuri, kun np > 5 ja n(l — p) > 5.
Mitd enemmén p poikkeaa 0.5:sté, sitd suurempi n tarvitaan.

n

Esimerkki 6.10 Oletetaan, ettd X ~ Bin(10,0.5). Lasketaan todennikoi-
syys P(3 < X < 6). Voidaan kirjoittaa

PB<X<6)=P25<X<55).
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Arvioidaan nyt jalkimmaistd todennékoisyytta keskeisen rajavaittdméan no-
jalla normaalijakauman avulla. Silloin
25—-5 X -5 55—5
P(2.5§X§5.5):P( < < )
V10/4 — /10/4 © /10/4
~ ©(0.316) — ®(—1.581) = 0.5670.

Tarkka todennidkoisyys binomijakauman avulla on P(3 < X < 6) = 0.5683.

O
6.7 t-jakauma ja F'-jakauma
Oletetaan, ettd X, Xy, ..., X, on otos jakaumasta N(u, c?), jonka varianssi
o? tunnetaan. Tarkastellaan lauseketta
_ X—u
X - o/\/mn
T Ho /v

B S/\/ﬁ N \/(";12)52/(71_ 1)7

joka tunnetaan t-testisuureena. Tieddmme, etta

_X-p
2= N(0, 1)

ja Lauseen 6.8 mukaan

(n—1)52

_ 2

o
Liséksi Lauseen 6.8 mukaan Z ja U ovat riippumattomat. Téllainen satun-
naismuuttuja noudattaa t-jakaumaa vapausastein r = n— 1. Alaluvussa 5.9.2
esitettiin ¢-jakauman tiheysfunktio.

Usein halutaan verrata kahden normaalijakauman N(uy,0%) ja N(us, 03)
variansseja. Teemme n;:n kokoisen otoksen jakaumasta N(uy, 0%) ja namn ko-
koisen otoksen jakaumasta N(ug, 03). Oletetaan, ettd otokset ovat toisistaan
riippumattomat. Olkoot S? ja S7 ndisté eri otoksista lasketut otosvarianssit.
Lauseen 6.8 mukaan

82 ) 2
U=(m—-1)=% ~x*(ni—1) ja V=(n—1)=3~x(no—1).
01 05

Koska otokset ovat keskendén riippumattomat, niin satunnaismuuttujat U
ja V ovat riippumattomat. Varianssien yhtdsuuruutta voidaan testatata tar-
kastelemalla suhdetta

Ulr
p=Yn

V/Tg
missé r; = ny—1 jary = ng—1. Alaluvussa 5.9.2 osoitettiin, ettd suhde (6.7.1)
noudattaa F-jakaumaa vapausastein ry ja rs.

(6.7.1)
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6.8 Momenttifunktion rajafunktiot

Tarkastelemme nyt satunnaismuuttujan (usein otoksen tunnusluku) jakau-
man riippuvuutta otoskoosta n. Otoskeskiarvo ja otosvarianssi ovat taval-
lisimmat otoksesta lasketut tunnusluvut. Oletetaan esimerkiksi, ettd X, ~
Bin(n, p). Eri n:n arvoilla saamme eri binomijakauman. Miten jakauma muut-
tuu n:n kasvaessa? Olemme keskeisen rajavéittdmén avulla jo osoittaneet,
ettd Bin(n, p) ldhenee normaalijakaumaa, kun n kasvaa.

Voimme tutkia Bin(n,p):n rajajakaumaa myos ehdolla, ettd jakauman
odotusarvo np pidetddn vakiona A. Jos np = A on vakio ja n — 00, niin
p — 0. Satunnaismuuttujan X,, ~ Bin(n, p) momenttifunktio on

M,(t) = (1 — p+ pet).

Koska p = A/n, niin

M,(t) = {1—5+5etr: PJFMY

n n n

Kayttaen hyvéksi analyysin tulosta
lim (1 n 3) — et
n—oo n

lim M, (t) = e "D = M(¢),

n—oo

saadaan

joka on olemassa kaikilla t € R. Koska
M(t) = A=)

on Poissonin jakauman Poi(A) momenttifunktio, niin Lauseen 3.15 mukaan
X,m jakauma ldhestyy siis Poissonin jakaumaa Poi()\), kun n — oo.

6.9 Suppenemiskisitteet

Olemme edelld jo useaan otteeseen tutustuneet suppenemiseen jakaumamie-
lessd. Késite médriteltiin alaluvussa 4.3.4 (Mééritelméa 4.2). Satunnaismuut-
tujien jono (X,,n > 1) = (X, Xy, ...) suppenee jakaumaltaan kohti satun-

naismuuttujaa X (X, 4, X, kun n — 00), jos

lim Fx, (x) = Fx(x)

n—o0o

kaikssa pisteissé x, joissa Fx(x) on jatkuva. Téssd yhteydessd on myos syyta
muistaa, ettd momenttifunktioiden jonon suppenemisesta seuraa vastaavien
jakaumien suppeneminen jakaumamielessa.
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Esimerkki 6.11 Olkoon {X,,} sellainen satunnaismuuttujien jono, etté

1, kunxz?—l—%;
0, kun x # 2+

pn(w) = P(Xp = 2) = {

3=

Huomaa, ettd p,(2) = 0 kaikilla n. Téstd seuraa, ettd p,(x) — p(z), missd
p(z) = 0 kaikilla z. Satunnaismuuttujan X,, kertyméafunktio on muotoa

Fi(2) 0, kina <2+ L
n\r) =
1, kuanQ%—%.

Kun n — oo, niin F,(z) — F(x), missi

Plz) = {O, T <2

1, z2>2.

F(z) on pisteeseen z = 2 degeneroituneen jakauman kertyméfunktio eli
P(X = 2) = 1. Todennékoisyysfunktioiden p,(z) jono ei kuitenkaan sup-
pene kohti tdmén jakauman todennékoisyysfunktiota. 0

Olkoon {X,,} jono satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo on y ja varians-
si 02. Silloin keskeisen rajaviittdmin mukaan

o/\/n
missd Z ~ N(0, 1). Huomattakoon, ettd Z,:n jakaumat ovat usein diskreet-

tejd, mutta silti rajajakauma on normaalijakauma. Kun n on riittdvan suuri,
niin

Ly = Z,

P(a < 70’;\;5“ < b) ~ ®(b) — d(a).

Jos esimerkiksi X, ~ Bin(n, p), niin silloin keskeisen rajaviittaméin mukaan

VX —p) 4 7
p(1—p)

missd Z ~ N(0, 1). Tata tulosta kutsutaan De Moivren ja Laplacen lauseeksi.
Osoitimme alavuvussa 3.4 TSebySevin epayhtélon avulla, ettd otoskeskiar-

vo X on hyvi populaation keskiarvon tunnusluku. Tarkastelu ei perustunut

suppenemiseen jakaumamielessd vaan ns. stokastiseen suppenemiseen.

?

Maédritelmi 6.2 Satunnaismuuttujien jono { X, } suppenee stokastisesti koh-
ti satunnaismuuttujaa X, jos kaikilla € > 0

lim P(|X, — X|>¢) =0

tai yhtapitavasti
lim P(|X, — X|<e)=1.

n—oo
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Stokastista suppenemista sanotaan myos suppenemiseksi todennékoisyy-

den mielessd ja merkitddan X, L, X. Usein tarkastellaan tilannetta, ettd
satunnaismuuttuja, jota ldhestytéan, on vakio. Téllainen tilanne on heikossa
suurten lukujen laissa (Lause 3.11, HSLL). Esitetty heikon suurten lukujan
lain todistus oli silld tavalla yleinen, ettd se on pateva myos jatkuville satun-
naismuuttujille. HSLL sanoo, etté otoskeskiarvo suppenee stokastisesti kohti
populaation keskiarvoa, kun otoskoko kasvaa.

Olkoon {X,} sellaisten satunnaismuuttujien jono, ettd F(X,) = u ja
Var(X,) = ¢%. Heikon suurten lukujen lain mukaan

X,

missid X, = (X1+Xo+---+X,,)/n. Lause todistettiin Tebysevin epidyhtilon
avulla.

Esimerkki 6.12 Olkoon {X,} jono sellaisia diskreetteji satunnaismuuttu-
jia, etté

1 1
PX,=1)=— i PX,=0)=1-——.
( )=— ( ) -
Silloin .
P(X,=1)=—, kunO 1;
P(X,| > &) = ( ) - un 0 < e <
0, kun e > 1.

Téstd nahdéén, ettd P(]X,| > ¢) — 0, kun n — oo. Voimme siis sanoa, etta
P
X, — 0. O

Esimerkki 6.13 (Otosvarianssin tarkentuvuus) Olkoon {X,,} sellainen
satunnaismuuttujien jono, etti F(X,) = p ja Var(X,) = 0% < oo. Otosva-

rianssi on
n

52 = ! > (Xi—-X)

n—14%
=1

Tieddmme, ettd F(S?) = o2, TsebySevin epiyht#léon mukaan

E(S? —0?) _ Var(S?)

g2 g2

P(|S; =0 2 ¢) <

Jos nyt Var(S2?) — 0, kun n — oo, niin lim, .., P(|S2 —¢?| > ¢) = 0 ja
(S2,n > 1) suppenee stokastisesti kohti populaation varianssia. 0

Téassé yhteydessa on tietysti luonnollista kysyéd, miten stokastinen sup-
peneminen ja suppeneminen jakaumamielessd suhteutuvat toisiinsa. Voidaan
osoittaa, ettéd stokastinen suppeneminen implikoi suppenemisen jakaumamie-
lessa. Jos siis X, £, X, niin X, 4, X. Jos jono {X,} suppenee kohti va-
kiota g, niin silloin X, L, /4 jos ja vain jos X, <, L.

Rajoitumme téssa esityksesséd kahteen edelld esitettyyn suppenemiskésit-
teeseen: stokastiseen suppenemiseen ja suppenemiseen jakaumamielessé. Esi-
tdmme kuitenkin vield ns. melkein varman (m.v.) suppenemisen.
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Madéritelmé 6.3 Jono {X,,} suppenee melkein varmasti kohti satunnais-
muuttujaa X, jos
P(lim |X, - X|<e) =1
n—oo
Néennéaisesti méaritelmé muistuttaa stokastisen suppenemisen méaéritel-
maéad, vaikka késitteet ovat sisdllollisesti erilaisia.

6.10 Estimaattorit

6.10.1 Estimaattoreiden ominaisuuksia

Olkoon Xi, Xy, ..., X, otos jakaumasta, jonka tiheysfunktio on f(z,0). Jos
haluamme est1m01da jakauman tunnuslukua 6 jollakin otoksen tunnusluvulla,
merkitsemme usein titd otoksen tunnuslukua 6. On siis muistettava, etta 6 on
otoksen funktio ja tédydellisempi merkinta olisi G(Xl, Xo, ..., X,). Havaitus-
ta otoksesta a1, Ts, . . . , T, laskettua estimaattorin arvoa 8 = é(xl, Toy .oy Ty)
sanotaan estimaatiksi. Olemme edelld jo tarkastelleet useita estimaattoreita.
Tavanomaisia odotusarvon j ja varianssin o? estimaattoreita ovat otoskes-
kiarvo X ja otosvarianssi S2, eli i = X ja 62 = S2.

Mééritelmé 6.4 Estimaattori 6 on parametrin harhaton estimaattori, jos
E(0) = 0 kaikilla #:n arvoilla. Muutoin ¢ on harhainen ja #m harha on
harha(f) = E(0) — 6.

Olemme jo aikaisemmin osoittaneet, etti i = X ja 6% = S? ovat harhat-
tomia estimaattoreita.

Erés intuitiivisesti hyvéksyttiava estimaattorille asetettava vaatimus on,
ettd se antaa 'tarkempia’ estimaatteja kun otoskoko kasvaa. Tarkan estimaat-
torin arvot osuvat suurella todenndkoisyydelld lahelle parametrin 6 oikeata
arvoa. Tarkentvuvuus sisaltdd tdméan ajatuksen.

Maésritelma 6.5 Tunnusluku 6 on parametrin 0 tarkentuva estimaattori, jos
[/ 0, kun otoskoko n kasvaa rajatta.

Selvempi olisi merkita 0, = é(Xl,Xg, ooy, X)), missé (émn > 1) on sa-
tunnaismuuttujien jono. Jos 0, on #:n tarkentuva estimaattori, niin jono
(0,;n > 1) suppenee stokastisesti kohti parametrin arvoa 6.

Miéritelms 6.6 Estimaattorin f keskineliévirhe (MSE = Mean Square Er-
ror) on

MSE(6) = E[(6 — 0)?].
Maéaritelmésta seuraa suoraviivaisesti, etti
MSE(f) = Var(d) + [harha(6)]?.

Voidaan osoittaa, ettd § on #:n tarkentuva estimaattori, jos MSE(f) —
otoskoon n kasvaessa rajatta.
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6.10.2 Delta-menetelméa

Maéaritelma 6.7 Funktion g(x) r. asteen Taylorin polynomi pisteessi a on

9" (a) 9" (a)
21 r!

(6.10.1) T,.(x) = g(a) +¢'(a)(x — a) + (x—a)*+--+ (x—a),

missé ¢ (z) = L g(z) on funktion g(z) r. derivaatta.

Taylorin lauseen mukaan

(6.10.2) lim

—~

jos g (a) on olemassa. Funktio g(z) voidaan lausua pisteen x = a ympiris-

t0ssd muodossa
g(I) = TT(I) + Rr-f—l(x)v

missé R, 1(x) = g(x)—T,(x) on jidnnostermi, joka siis toteuttaa ehdon 6.10.2.

Oletetaan, ettd X on satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on E(X) =
p # 0. Jos estimoidaan funktiota g(u), niin sen Taylorin polynomiin perus-
tuva 1. kertaluvun likiarvo pisteessé p on

(6.10.3) g(X) = g(p) + g (1) (X — p).

Jos kiiytetddn g(u)m estimaattorina funktiota g(X), niin

ja
Var[g(X)] = [¢'(1n)]* Var(X).

Esimerkki 6.14 Tarkastellaan odotusarvon E(X) = p # 0 funktion g(u) =
1/p estimointia. Olkoon estimaattorina 1/X. Silloin edellisen mukaan

o(¥) =3
v 1) = (1) v,

Lause 6.11 (Delta-menetelmi) Olkoon {X,} sellainen satunnaismuuttu-
jJien jono, etti \/n(X,—0) lihenee jakaumamielessi normaalijakaumaa N(0, 02).
Oletetaan, ettd annetulla funktiolla g on mddratylld arvolla 6 derivaatta

g'(0) # 0. Silloin

ja

O

Vnlg(Xa) — 9(0)] — N(0,0%[g'(9))%)

jakaumamielessd.
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Esimerkki 6.15 Olkoon X7, ..., X, otos jakaumasta Ber(p). Onnistumisen
todennakdisyyden p estimaattori on tavallisesti p = % > X;. Onnistumi-
sen mahdollisuus (odds) p/(1 — p) on vedonlyonnissi ja biostatiikassa tavan-
omainen parametri. Voimme kiyttdd p/(1—p):n estimaattorina p:n funktiota
p/(1—p). Mitd voimme sanoa tdmén estimaattorin ominaisuuksista? Nyt es-
timoidaan siis funktiota g(p) = p/(1 — p). Koska ¢'(p) = 1/(1 — p)?, niin
lausekkeen 6.10.3 mukaan

Var(l ? ) ~ [g/(p))? Var(p)

—p
{ 1)}%0—@_ p
p2

(1- no n(l-p)?




Luku 7

Uskottavuusfunktioon
perustuva estimointi

7.1 Tilastolliset mallit

Tilastollinen malli on joukko havaintojen yhteisjakaumaa koskevia oletuksia.
Havaintojen vaihtelu jaetaan systemaattiseen osaan ja satunnaisosaan:

havainnot = systemaattinen osa + satunnaisosa.

Havaintojen oletetaan olevan peraisin jostain jakaumaperheesté ja tavallisim-
min ns. parametrisesta jakaumaperheesté. Systemaattinen osa on esimerkiksi
havaintojen X7, Xo, ..., X,, odotusarvoja E(X;), 1 < i < n, koskeva oletus,
joka lausutaan regressiofunktiona. Tavallisesti odotusarvo riippuu joistain se-
littdvistd muuttujista (eli kovariaatista).

Esimerkki 7.1 Oletetaan, ettd Yi,Ys, ..., Y, on otos normaalijakaumasta
N(pi, 0?), missi E(Y;) = p;. Oletetaan liséiksi, ettd F(Y;) riippuu lineaarisesti
selittdavastd muuttujasta x, joten

i = o+ B, 1<i<n.
Malli voidaan kirjoittaa my6s muodossa
)/i = M + €i,

missi ¢; = Y; — E(Y;). Virhetermi &; noudattaa normaalijakaumaa N(0, 02).
0

Esimerkki 7.2 Tarkastellaan auto-onnettomuuksien vakavuusastetta, kun
selittdjanid on kuljettajan ikd. Usein viitetddn, ettd nuoret kuljettajat ai-
heuttavat keskimédrdistd enemmén vakavia onnettomuuksia.

Oletetaan, ettd onnettomuuksien lukuméard kuukaudessa noudattaa Pois-
sonin jakaumaa Poi()). Tarkastellaan neljda onnettomuustyyppié, jotka on

233
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Taulukko 7.1. Vakavien onnettomuuksien lukumaéra alueella A tam-
mikuussa vuonna 2000.

Yli 21-vuotiaat Alle 21-vuotiaat
Kuolemaan Kuolemaan
johtaneet Muut johtaneet Muut

Y Y, Y3 Yy
11 62 4 7

médritelty kuljettajan idn ja onnettomuuden vakavuusasteen mukaan. Eri
tyyppisten onnettomuuksien lukumaéaérien Y;, 1 < i < 4, oletetaan noudatta-
van toisistaan riippumatta Poissonin jakaumaa Poi(};). Oheisessa taulukos-
sa on annettu erds aineisto. Silloin esimerkiksi alle 21-vuotiaiden kuolemaan
johtaneiden onnettomuuksien lukuméird Y3 ~ Poi()\3). Parametrit A\;, Ag,
A3 ja Ay ovat satunnaismuuttujien Y7, Y5, Y3 ja Y, odotusarvoja. Odotusar-
vo \; kertoo onnettomuusasteen i. kategoriassa. Vastaavasti esimerkiksi yli
21-vuotiaiden onnettomuusaste on Ay + Ay ja alle 21-vuotiaiden A3+ A4. Mer-
kitdan 01 = A1 + Ag ja 03 = A3+ A\4. Néin todennékoisyys, ettéd yli 21-vuotias
aiheuttaa kohtalokkaan onnettomuuden, on

At
TN N
ja alle 21-vuotiaan todennékoisyys aiheuttaa kohtalokas onnettomuus on
Az
WV

Nelikko (6,71, 65, m2) muodostaa uuden parametrisoinnin, joka saattaa olla
tulkinnallisesti selkefimpi ja mielenkiintoisempi kuin alkuperéinen. 0

7.2 Estimoinnista

Tarkastelemme téssé luvussa satunnaismuuttujia, joiden todennékoisyysfunk-
tion (tai tiheysfunktion) funktionaalinen muoto tunnetaan, mutta jakauma
riippuu jostain tuntemattomasta parametrista 6. Oletetaan, ettd parametrin
f mahdolliset arvot kuuluvat johonkin annettuun joukkoon ©, jota kutsutaan
parametriavaruudeksi. Tiedetdéan esimerkiksi, ettd jonkin tuotteen elinaika X
noudattaa eksponenttijakaumaa

1
f(z;0) = ge_fc/e, 0 <z < oo,

missd € © = {0 | 0 < § < oo }. Parametriavaruus © on siis positiivisten
reaalilukujen joukko. Haluamme valita funktioperheesta

F={f(x;0), 00}
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yvhden tiheysfunktion, joka esittédd parhaiten tuotteen elinaikaa. Valitaan siis
yksi parametrin 6 arvo eli parametrin 6 piste-estimaatti, joka méarittiaa ja-
kauman.

Parametrin arvo arvioidaan eli estimoidaan havaintojen perusteella. Teem-
me jakaumasta havainnon X = z ja estimoimme parametrin 6 arvon ha-
vainnon x perusteella. Parametrin 6 estimoimiseen kéytettavia otosfunktio-
ta T'(X) kutsutaan parametrin 0 estimaattoriksi ja estimaattorin 7'(X') arvoa
t = T'(z) kutsutaan parametrin 0 estimaatiksi. Estimaattori pyritdén valit-
semaan siten, ettd se antaa hyvid arvioita parametrista 6.

Esimerkki 7.3 Estimoidaan ehdokkaan A kannattajien suhteellinen osuus
7 erddssi suuressa kaupungissa. Valitaan kaupungin dénioikeutetuista satun-
naisesti n henkil6a, joilta tiedustellaan, kannattavatko he ehdokasta A. Ol-
koon X ehdokkaan A kannattajien lukumééri otoksessa. Koska populaation
koko on suuri verrattuna otoskokoon n, voidaan olettaa, ettd X ~ Bin(n, ),
missé 7 on todennakoisyys, ettd satunnaisesti valittu henkilo kannattaa A:ta.
Binomijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan X todennékoisyysfunktio
on muotoa

fin-

)Wx(l—ﬂ)”_“”, xr=0,1,...,n; 0<w<l1.
T

Binomijakauman parametriavaruus on © = {7 | 0 < 7 < 1}. Tehtdvinam-
me on méadrittdd mm estimaattori T'(X) siten, ettd havaitun arvon X = x
perusteella saadaan hyvd m:n piste-estimaatti T'(x). Havainnon X = z to-
dennékoisyys on

(7.2.1) P(X =1)= (Z) (1 — )"
Erids tapa madrittdéd mn estimaatti on tarkastella todennikoisyytta P(X =
x) parametrin 7 funktiona ja etsié sellainen 7:n arvo, ettd havainnon x toden-
nékoisyys saavuttaa maksiminsa. Voidaan osoittaa, ettd havainnon X = z
todennikoisyys maksimoituu, kun 7 = x/n. Tétd estimaattia kutsutaan 7:n
suurimman uskottavuuden estimaatiksi ja sitd merkitddn
x

T=—.
n

7.3 Suurimman uskottavuuden menetelméa

Kun todennékdisyyttd (7.2.1) tarkastellaan parametrin 7 funktiona, huo-
maamme, ettd tekija (Z) ei riipu parametrista 7. Siksi méarittelemmekin
uskottavuusfunktion seuraavasti:

(7.3.1) L(O)=c- f(x;0),
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missd f(x;0) on todennékoisyysfunktio ja f(z;6) on siis havainnon X = x
todennékoisyys. Vakio ¢ ei riipu parametrista ¢, vaikkakin se voi riippua ha-
vainnosta x. Vakio ¢ pyritddn valitsemaan siten, ettd L(f):lle saadaan yk-
sinkertainen lauseke. Uskottavuusfunktioon perustuvat paiatelméat eivét riipu
vakion ¢ valinnasta.

Tavallisesti uskottavuusfunktio tulee olemaan useiden tekijoiden tulo ja
mm. siitd syystd on osoittautunut kitevéksi tyoskennelld uskottavuusfunk-
tion logaritmin avulla. Logaritmoitu uskottavuusfunktio 1(6) on uskottavuus-
funktion luonnollinen logaritmi eli

(7.3.2) [(0) = log L(0).
Esityksestd (7.3.1) seuraa, ettd
[(0) = logc+log f(x;6),

missé vakio ¢ ei riipu #:sta. Jatkossakin kaikki logaritmit ovat luonnollisia
logaritmeja, ellei toisin mainita.

Suurimman uskottavuuden estimaatti (SUE) 0 on se parametrin 6 arvo,
joka maksimoi havainnon x todennékéisyyden f(x;#). Sama arvo 6 maksimoi
myds funktiot L(0) ja I(A). Suurimman uskottavuuden estimaatti 6 on siis us-
kottavuusfunktion ja logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimikohta. Ta-
vallisesti tarkastellaan logaritmoitua uskottavuusfunktiota, koska se on usein
matemaattisesti yksinkertaisempi kuin uskottavuusfunktio. Logaritmoidulla
uskottavuusfunktiolla on myos teoreettisesti merkittiva tilastollinen tulkin-
ta.

Esimerkki 7.4 Tarkastellaan edelleen Esimerkkié 7.3, jossa havaintojen to-
dennékéisyysfunktio on f(z;6) = (7)7”(1—m)" . Kun uskottavuusfunktios-
sa (7.3.1) valitaan vakion arvoksi ¢ = 1/("), saadaan esitysmuoto

L(r) =7"(1—m)""", 0<7<I.

Téssé uskottavuusfunktion esityksessé ei ole "turhia” vakiotekijoita. Tata us-
kottavuusfunktion esitysmuotoa kutsutaan myos uskottavuusfunktion ytimek-
si. Yleensé esitdmme uskottavuusfunktion téassa ydinmuodossa. Logaritmoitu
uskottavuusfunktio on

[(m) =zlogm+ (n— z)log(l — ), 0<m<l
Parametrin 7 suurimman uskottavuuden estimaatti on siis se m:n arvo, joka

maksimoi funktion /(7). Huomattakoon, ettd {(7) ei ole mééritelty vilin [0, 1]
pédtepisteissd, mutta L(7) on. O
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7.4 Pistefunktio ja informaatiofunktio

Estimaatin 0 laskemiseksi on siis miiritettéivé funktion /(@) maksimikohta
parametriavaruudessa ©. Jos funktio on riittdvéan sdénnollinen, voidaan 6
médrittad derivointikeinolla. Funktion [(f) 1. derivaattaa kutsutaan Fisherin
pistefunktiokst tai lyhyesti vain pistefunktioksi ja se mééaritelldéin seuraavasti:

(7.4.1) u(f;x) = % 1(0; ).
Merkitsemme my6s lyhyesti u(6) = (). Informaatiofunktio Z () on logarit-

moidun uskottavuusfunktion [(f) 2. derivaatta miinus-merkkisené:

(7.4.2) T(0) = —1"(0) = —u/(0) = —~— 1(0).

Huomattakoon, ettd funktiot u(0) ja Z() eivit riipu uskottavuusfunktioon
(7.3.1) liittyvédn vakion ¢ valinnasta.

Tavallisesti parametriavaruus © on jokin reaalilukuvéli ja {(f)m 1. ja 2.
derivaatta ovat olemassa kaikissa ©:n sisépisteissi. Jos nyt 0 on O:n sisépiste,

~ ~

niin /'(#) = 0 ja I”(#) < 0. Néiden ehtojen vallitessa on siis
(7.4.3) u@ =0 ja  ZI(A) >0.

Suurimman uskottavuuden estimaatti 6 voidaan siis midrittis ratkaisemalla
uskottavuusyhtdalo

u(f) = 0.

Esimerkiksi Z(6):n merkkié tarkastelemalla on vield tutkittava, onko kyseessé
maksimi. Jos edelld mainitut sdénnollisyysoletukset eivét pidé paikkaansa, ei
f:a valttamatta saada uskottavuusyhtéalon ratkaisuna.

Esimerkki 7.5 Binomijakauman tapauksessa (Esimerkki 7.4)

n—ux x n—ux
Ir) = =+ —— 0<m<l1.
1—n’ () 2 i (1—m)?’ g

u(m) = ; —

Kun 1 < 2 < n — 1, niin uskottavuusyhtélolld u(m) = 0 on yksikésitteinen
ratkaisu m = z/n. Koska Z(m) > 0 pisteessi m = x/n, niin funktiolla I(7)
[ja funktiolla L(7)] on maksimi pisteessid m = x/n. Koska L(0) = L(1) = 0,
niin @ = x/n on globaali maksimi ja siksi 7:n suurimman uskottavuuden
estimaatti. Kun x = 0, niin uskottavuusyhtalolla ei ole ratkaisua, mutta
uskottavuusfunktio on silloin

L(m) = (1—m)", 0<7m<1.

Néhdéén helposti, ettd L(0) = max L(r), joten # = 0. Vastaavasti kun z = n,

niin 7 = 1. Néin siis kaava 7 = z/n pétee kaikilla havaintoarvoilla, vaikka
kaikkia estimaatteja ei saada uskottavuusyhtélon ratkaisuna. 0
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Esimerkki 7.6 Oletetaan, ettd puhelinvaihteeseen péivan aikana tulevien
"véadrien” puheluiden lukumaéaérd noudattaa Poissonin jakaumaa, jonka odo-
tusarvo on u. Oletetaan, etté jakauma on kaikkina péivinéd sama ja eri paivien
havainnot ovat toisistaan riippumattomat. Olkoot xy, xs, ..., z, eri paivind
havaitut virhepuheluiden lukumé&éarat. Havainnon x; todennékoisyys on

1
flizp) = —pte™, z;=0,1,2,....
ZTi-

Koska eri péivind havaittujen virhepuheluiden lukumé&éréit ovat toisistaan
riippumattomat, niin otoksen 1, zs, ..., x, todennikoisyys on

V(w25 1) - -+ f(n; 1)

1

1 1
T q——)
1

[, 2o, . ) = flags p
!

Valitaan uskottavuusfunktiossa suhteellisuusvakioksi ¢ = x{lzo!-- - x,!, jol-
loin uskottavuusfunktion ydin on

L(p) = p="e™™,  0<p<oo
ja vastaava logaritmoitu uskottavuusfunktio on
U(p) =D wilog(p) —np.

Pistefunktio ja informaatiofunktio ovat vastaavasti

up) = izx—n ja I() =

Funktiot u(u) ja Z(u) eivét riipu vakion ¢ valinnasta.

Jos > x; > 0, niin uskottavuusyhtdlolla u(u) = 0 on yksikésitteinen rat-
kaisu u = > z;/n = Z. Koska Z(p) > 0 pisteessi p = Z, niin Z on maksi-
mikohta. Se on myos globaali maksimi, koska L(0) = 0 ja L(u) — 0, kun
p — o00. Jos Y x; = 0, niin uskottavuusyhtalolla u(u) = 0 ei ole ratkaisua,
mutta uskottavuusfunktio saavuttaa maksiminsa pisteessd p = 0. Niin siis

it = T kaikilla havaintoarvoilla. Havaintojen x, xs, ..., x, todennakdisyys
maksimoituu, kun jakauman tuntematon parametri y estimoidaan otoskes-
kiarvolla Z. 0

7.4.1 Frekvenssitaulukkoon liittyva
uskottavuusfunktio

Usein tarkastellaan koetta, jossa on useita toisensa poissulkevia tulosvaih-
toehtoja. Toistetaan n kertaa koe, jolla on k toisensa poissulkevaa tulosvaih-
toehtoa. Oletetaan liséksi, ettd koetoistot ovat toisistaan riippumattomat.
Silloin koetulokset voidaan esittdéd seuraavana frekvenssitaulukkona:
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Tulos T} T ... T  Yhteensi
Havaittu frekvenssi  ny Ny ... Ny n
Teoreettinen frekvenssi nymy nemy ... Ny n

Esimerkki 7.7 Tuotantoprosessissa syntyva tuote luokitellaan yhteen ja vain
yhteen seuraavista kategorioista: ensiluokkainen (7}), sekunda (7%) tai vial-
linen (7%). Olkoot ensiluokkaisen, sekundan ja viallisen tuotteen todennikoi-
syydet vastaavasti 7y, my ja m3 = 1 — 7w — m. Testataan n tuotetta. Olkoon
X, ensiluokkaisten lukumééré, Xy sekundan lukumééara ja X3 viallisten lu-
kumaéré tuote-erdssd. Koska ny + ng +ng = n ja m + m + m3 = 1, niin
todennéakdoisyys saada n, ensiluokkaista, n, sekundatuotetta ja ns viallista
on

n!
. _ ni, n2__ns3
f(n17n2,n3,7T1,7T2) = Ty Tg™ T3

n1!n2!n3!

|
= i Ty (1 —m — )

n—mi—na
nilng!(n — ny — ny)! ’

Parametrien m; ja my uskottavuusfunktioksi saadaan

L(ﬂ-ly 7T2) = W?lﬂ';w(l - — ,71_2)71—711—7127

nilna!(n—ni—nsa)!

kun suhteellisuusvakioksi valitaan ¢ = —

vuusfunktio on vastaavasti

. Logaritmoitu uskotta-

(71, m2) = nylog(my) + nglog(ms) + (n — ny — ng) log(1 — m — m3).

Téssé tapauksessa saadaan siis kahden tuntemattoman parametrin uskotta-
vuusfunktio. Mallissa on alunperin kolme tuntematonta parametria 7, 7 ja
m3, mutta niitd sitoo reunahto m + m + m3 = 1, joten mallissa on vain 2
vapaata parametria. Uskottavuusfunktio on lausuttavissa minka tahansa pa-
rameteista 7y, my ja w3 valitun kahden parametrin avulla. Maksimoimalla lo-
garitmoitu uskottavuusfunktio saadaan parametrien my, m ja w3 suurimman
uskottavuuden estimaateiksi

Fi=—, i=1,2,3.
O

Todennékoisyys, ettéd kokeessa saadaan edelld esitetyn frekvenssitaulukon
mukaiset havainnot, on

n!
. _ ni,_no ng
f(ni,no, ..o yng;m, mo, .. M) = mi Tyt Tk,

nl!ng! ce nk'

joten uskottavuusfunktion ydin on

(7.4.4) L(my,may ... ) = mtmy? o mpt
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ja logaritmoitu uskottavuusfunktio

(7.4.5) l(my, 7, ..., mk) = nylog(m) + nglog(ma) + - - - + ny log(mg),

. . . . Inol... | .
kun suhteellisuusvakioksi valitaan ¢ = “72-  Koska parametreja my, mo,

.., M sitoo ehto my + my 4 - - - 4+ m, = 1, niin uskottavuusfunktiossa (7.4.4)
on vain k — 1 vapaata parametria. Parametrien m, m, ..., 7 arvot 7y,
To, ..., Tk, jotka maksimoivat uskottavuusfunktion (7.4.4), ovat parametrien
suurimman uskottavuuden estimaatit. Niille pétee siis epayhtélo

L(7T1,7T2, .. .,7Tk;) < L(’ﬁ'l,ﬁ'g, e ,’ﬁ'k), kaikilla (7T1,7T2, ce ,7Tk) S @,

missé
k
@:{(m,m,...,nk)]ogm, i=1.2,.. .k ja Zmzl}.
=1

Niiden estimaattien avulla saadaan sitten odotettujen frekvenssien suurim-
man uskottavuuden estimaatit nmy, nma, ..., nmg.

Seuraavassa apulauseessa esitetddn multinomijakauman parametrien suu-
rimman uskottavuuden estimaatit, jotka ovat erittdin kayttokelpoisia analy-
soitaessa frekvenssitaulukoita.

Apulause 7.1 Olkoon l(my,mo, ..., ) = Zle n;log(m;). Josn; > 0 ja m; >

0,i=1,2,....k sekd m + mo + ---m, = 1, niin funktio (7w, mo, ..., 7x)
saavuttaa maksiminsa pisteessa (my, o, . .., m) = (71, To, . . ., Tk), MISSE 7T; =

7.5 Riippumattomien otosten yhdistiminen

Tehdaéan kaksi toisistaan riippumatonta koetta (tai otosta), jotka antavat
informaatiota samasta parametrista . Havainnon X = z todennikoisyys
1. kokeessa on fi(x;0) ja havainnon Y = y todennékoisyys 2. kokeessa on
fa(y; 6). Vastaavasti 1. kokeeseen perustuva uskottavuusfunktio on

Ll(e) = 01f1(33§ 9)

ja 2. kokeeseen perustuva uskottavuusfunktio on

Ly(0) = cafa(y; 0),

missé ¢; ja cg ovat joitain positiivisia vakioita. Olkoon satunnaismuuttujien X
ja Y yhteisjakauman todennékoisyysfunktio f(z,y). Yhdistettyyn kokeeseen
perustuva uskottavuusfunktio on

L(0) = cf(x,y;0),
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missé ¢ on jokin positiivinen vakio. Koska X ja Y ovat riippumattomat (ko-
keet ovat riippumattomat), niin f(z,y) = fi(z)f2(y). Yhdistettyyn kokeeseen
perustuva uskottavuusfunktio voidaan siis kirjoittaa muodossa

L(Q) = c*Ll(Q) LQ(Q),
missé c¢* = Clccg.
Jos nyt valitaan ¢* = 1, niin yhdistettyyn kokeeseen perustuva uskotta-
vuusfunktio on

(7.5.1) L(6) = Ly(6) Ly (6).

Ottamalla uskottavuusfunktiosta (7.5.1) puolittain logaritmit saadaan vas-
taava logaritmoitu uskottavuusfunktio

Kahdesta riippumattomasta kokeesta saatava parametria 6 koskeva in-
formaatio voidaan siis yhdistda siten, ettd kerrotaan yksittéisiin kokeisiin
liittyvét uskottavuusfunktiot keskenéddn ja vastaavasti logaritmoidut uskot-
tavuusfunktiot lasketaan yhteen. On helppo nidhda, ettd useamman kuin kah-
den riippumattoman kokeen antamat tulokset voidaan yhdistédéd vastaavasti
kertomalla kokeisiin liittyvéit uskottavuusfunktiot ja laskemalla yhteen loga-
ritmoidut uskottavuusfunktiot. Suoraan pistefunktion mééaritelmésté seuraa,
ettd yhdistetyn kokeen perusteella saatu #:n pistefunktio on

missé u1(0) ja ug(f) ovat 1. ja 2. kokeen perusteella médritetyt pistefunktiot.
Yhtalosta (7.5.3) ja identiteetisté (7.4.2) seuraa, ettd yhdistettyyn kokeeseen
perustuva informaatiofunktio on

(7.5.4) Z(0) =T1:1(0) + Z2(0),
missid Z1(0) ja Z5(0) ovat yksittiisista kokeista saadut informaatiofunktiot.

Esimerkki 7.8 Jatketaan esimerkin 7.3 késittelyd. Oletetaan, etta kaksi eri

tutkijaa tekevit samaan aikaan toisistaan riippumatta ehdokkaan A kannat-

tusta mittaavan haastattelututkimuksen siten, etté 1. tutkija haastatteli ng

ja 2. tutkija no dédnioikeutettua. Merkitddn n = ny + no. Havaittiin, etta 1.

tutkijan otoksessa oli z; ja 2. tutkijan otoksessa x5 ehdokkaan A kannattajaa.
Nyt 1. otokseen perustuva logaritmoitu uskottavuusfunktio on

Li(m) = x1 log(m) + (ny — x1) log(1 — )
ja 2. otokseen perustuva logaritmoitu uskottavuusfunktio on vastaavasti

lo(m) = xglog(m) + (ng — x2) log(1 — ).
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Otoksista lasketut suurimman uskottavuuden estimaatit ovat vastaavasti

X1 X2

T = ja Ty =

ny %) '
Koska populaatio on suuri, otokset voidaan olettaa riippumattomiksi. Sil-
loin tuloksen (7.5.2) mukaan yhdistettyyn otokseen perustuva logaritmoitu
uskottavuusfunktio on

I(m) = ly(m) + la(m)
= (21 + x2) log(m) + (n1 + ngy — 21 — 2) log(1l — )
= (

(7.5.5) x1 + x9)log(m) + (n — z1 — x9) log(1 — 7).

Logaritmoidusta uskottavuusfunktiosta (7.5.5) laskettu m:n suurimman us-
kottavuuden estimaatti on
T+ To Tq ) ny . ng .

7= =4+ = —h o+ — .
n n n n n

7.6 Normitettu uskottavuusfunktio

Parametrin 0 normitettu uskottavuusfunktio R(0) saadaan jakamalla uskot-
tavuusfunktio L(6) uskottavuusfunktion maksimiarvolla:

(7.6.1) R(0) = =L,

Koska ¢ ei riipu 0:sta lausekkeessa L(6) = cf(z;60), niin
0 ;0
Rio) - L) _ i)
cf(x;:0)  f(x;0)

Huomaa, etti 0 < R(0) < 1, silld L(0) < L(0) kaikilla 6:n arvoilla.
Logaritminen normitettu uskottavuusfunktio log R(#) on normitetun us-
kottavuusfunktion logaritmi, joten se voidaan lausua logaritmoidun uskotta-

vuusfunktion [(#) avulla seuraavasti:

(7.6.2) () = 1(0) — 1(6).
Olkoon #; jokin parametrin # arvo. Silloin

_ L(Ql) _ f(l’; 91)

L) f(x:0)°

missé f(z;601) on havainnon x todennékdisyys, kun ¢ = ¢;. Havainnon z
suurin mahdollinen todennédkéisyys on f(x;6), jos oletetaan todennikoisyys-
funktio f(z;6). Jos esimerkiksi R(f;) = 0.05, niin parametrin arvo ¢ = 6,

R(0)



7.6. Normitettu uskottavuusfunktio 243

on hyvin epduskottava, silla parametrin arvolla § = 6 havainto on 20 kertaa
todennékoisempi kuin parametrin arvolla 6 = ;. Normitetun uskottavuus-
funktion avulla voidaan asettaa parametrin arvot uskottavuutensa mukaan
jérjestykseen.

Yleisemmin normitettu uskottavuusfunktio voidaan méaéritelld suhteena

__LO)

koska @ ei ole aina olemassa. Koska L(0) = cf(x,0) ja f(z,0) < 1, niin supre-
mum on &drellinen. Normitettu uskottavuusfunktio on siis aina olemassa té-
mén yleisemmén mééritelmén mielesséd. Useimmiten tarkastelemme sellaisia
tilanteita, joissa 0 on olemassa ja yksikésitteinen.

7.6.1 Uskottavuusvilit ja uskottavuusalueet

Parametrien arvojen uskottavuutta voidaan nyt verrata normitetun uskotta-
vuusfunktion avulla suurimman uskottavuuden estimaatin uskottavuuteen.
Parametrin 6 100p %:n uskottavuusalue ua(#, 100p) muodostuu niistd #:n
arvoista, jotka toteuttavat epiayhtialon R(6) > p:

ua(f, 100p) = {0 | R(6) = p }.

Tavallisesti uskottavuusalue ua(f,100p) on reaalilukuvili, jolloin uskotta-
vuusaluetta kutsutaan uskottavuusviliksi (uv). Tavallisesti tarkastellaan 50 %:n,
10 %:n ja 1 %:n uskottavuusvileji.

Uskottavuusalue on usein kidtevampédd maarittdd normitetun uskotta-
vuusfunktion logaritmin r(#) avulla. Esimerkiksi #:n 50 %:n uskottavuusvéli
saadaan madrittamalla epayhtalon

R(0) > 0.5
tai vastaavasti epayhtalon
r(0) > log(0.5) = —0.69

toteuttavien #:n arvojen joukko. Parametria 6 koskeva informaatio voidaan
kuvata havainnollisesti R(6):n tai r(#):n kuvaajan avulla. Kun funktio r(6) on
matemaattisesti riittdvéan yksinkertainen, kuten useimmissa esimerkeissdm-
me, saadaan parametrista riittdvan tarkka yleiskuva esittdamalld suurimman
uskottavuuden estimaatti @ ja pari kolme uskottavuusvilid. Niiden avulla
voidaan jo hahmotella 7(0):n kuvaaja.

Esimerkki 7.9 Tuotantolijalla testattiin 100:n tuotteen satunnaisotos. Vir-
heellisten tuotteiden lukuméédrd X otoksessa noudattaa binomijakaumaa
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Bin(100, 7). Otoksessa on kaksi viallista tuotetta (X = 2). Logaritmoitu
uskottavuusfunktio on silloin

[(8) = 2log(#) + 981log(1 — )

ja 6 = 0.02. Logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimi

~

1(6) = log(0.02) + 9810g(0.98) = —9.80.

Logaritmoitu suhteellinen uskottavuusfunktio on siis

~

r(0) = 1(0) — 1(8) = 21log(#) + 981og(1 — ) + 9.80.
Esimerkiksi 50 % uskottavuusalue on
{0 |r(0) —1log(0.5) >0} ={6] 2log(f) + 981log(1 — #) +9.80 + 0.69 > 0 }.

Uskottavuusalue on vali. O

7.7 Uskottavuus jatkuvissa malleissa

Kun X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin tiheysfunktion arvo f(z;60) ei
ole todennikoisyys P(X = z). Itse asiassa P(X = z) = 0 kaikilla z, kun
X on jatkuva satunnaismuuttuja. Koska mittaustarkkuus on aina &érelli-
nen, sovelluksissa tapahtuma {X = z} tarkoittaa, ettd x kuuluu johonkin
mittaustarkkuuden maarittdméaan véliin. Tapahtumien {X = x} sijasta tar-
kastellaan siis tapahtumia {a < X < b}, missd a < b. Silloin tapahtuman
{X = z} todenniksisyys on siis muotoa

Pla<X <b) = /f(:z;; 0)dz = F(b) — F(a).

Olkoon X1, X, ..., X, otos jakaumasta F'(x). Havaitaan arvot X; = 1,
Xy = x9, ..., X, = x,, joihin liittyvéit mittaustarkkuudet ovat (a;, b;), 1 <
t < n. Otoksen todennékdisyys on

|

s
I
_

P(Xlzl'l, XQZZEQ, ey Xn:xn)

(7.7.1) [F(b:) — F(a;)).

Il

.
Il
—

Jos vili A; = b; — a; on lyhyt ja F' on kohtuullisen siled, niin F'(b;) ~ F(a;).
Silloin voidaan kayttia likiarvoa
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Kun likiarvoa (7.7.2) sovelletaan todennékoisyyden (7.7.1) laskemiseen,
saadaan

i=1 i=1 i=1

Koska pituudet A; eivat riipu parametrista 6, niin uskottavuusfunktio on
vakio kertaa tiheysfunktion arvojen tulo, eli

n

(7.7.3) L) = c[ ] f(:0),

=1

misséd ¢ on mikéd tahansa sopivasti valittu positiivinen vakio. Usein A; = A,
1 <i < n, jolloin ¢ = A™.

o f(xi;0)
7
A Ti
Esimerkki 7.10 Olkoon z1, x», ..., z, havaittu otos eksponenttijakaumasta

Exp(#). Valitaan ¢ = 1 identiteetissa (7.7.3). Silloin

1 T 1 1
L(0) = H 9 exp(—?) = on eXp(—a Z%)
Logaritmoitu uskottavuusfunktio on

1
K@zz—nkg&——§§:xh

pistefunktio
0y — n 1

ja informaatiofunktio
n 2

Kun ratkaistaan yhtils w(f) = 0, saadaan ratkaisu 6 = LN % =T
Koska

A 2nf
Th) = —— + = = 2 >,
02 P
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niin ratkaisu 6 on uskottavuusfunktion maksimikohta. Logaritmoidun uskot-

tavuusfunktion maksimi on () = —nlogf — n. Logaritminen normitettu
uskottavuusfunktio on

A ~

~

r(0) =1(0) —1(9) = —n(g —1—log g)

7.8 Invarianssi

Oletetaan esimerkiksi, ettéd erddn elektronisen komponentin eliniké noudattaa
eksponenttijakaumaa Exp(€), jolloin sen tiheysfunktio on

1
(7.8.1) flz) = ge_x/e, 0 <z < o0.

Jokaista parametrin 6 arvoa vastaa yksi jakauma. Olemme esittdneet ekspo-
nenttijakauman tiheysfunktion myos muodossa

(7.8.2) f(x) = e, 0 <z < oo,

missé A = 1/6. Tavallisesti parametrisointi valitaan siten, ettd parametri
esittédd jotain térkedd jakauman ominaisuutta tai siten, ettd jakauman mate-
maattinen esitystapa saadaan yksinkertaiseksi. Parametrisoinnissa (7.8.1) 6
on jakauman keskiarvo.

Jos esimerkiksi # = 2, niin A = % Jokaista #:n valintaa vastaa yksikésit-
teinen jakauma parametrisoinnissa (7.8.2) ja kddntden. Uskottavuusmenetel-
mélld on se miellyttava piirre, ettd menetelmé on invariantti bijektiivisten
(yksi-yksisten) parametrimuunnosten suhteen. Olkoon 6 = g(\) bijektiivinen
parametrimuunnos ja L(#) parametrin 6 uskottavuusfunktio. Kun #:n paikal-
le sijoitetaan § = g()\), saadaan Am uskottavuusfunktio, sanokaamme L()\).
Silloin ndma uskottavuusfunktiot riippuvat toisistaan siten, etta

missd 6 = g(A\). Jos Ay = A ja 6; = g(\1), niin silloin arvoilla A; ja 6; on sa-
ma suhteellinen uskottavuus. Suhteelliset uskottavuudet eivét riipu valitusta
parametrisoinnista. Jos A on Am suurimman uskottavuuden estimaatti, niin

~

0 = g(A\) on O:n suurimman uskottavuuden estimaatti.
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7.9 Normaalijakaumaan perustuva likiarvo

Olkoon [(#) parametriavaruudessa © maédritelty jatkuvan parametrin 6 loga-
ritmoitu uskottavuusfunktio. Vastaavasti :n pistefunktio on u(f) = I'(0) ja
informaatiofunktio Z(0) = —I"(6). Oletetaan, ettd 6 on olemassa jossain O:m
sisépisteessd ja ettd [(6):1la on pisteessd 0 = 0 Taylorin sarjakehitelmé:

@(e—éww(e—é)u@(e—é)u--..

1(6) = 1(9) + o

Koska I'(0) = 0 ja r(0) = 1(0) — I(0), saadaan

~

(0 —0)>Z(0) + ";(!m(e—é)u-.- .

1
(7.9.1) r(0) = ~51
Funktion () kehitelméén (7.9.1) perustuva likiarvo mééritelldén seuraavas-
ti:

(7.9.2) ry(0) = —1(0 — 0)*Z(d).

Jos |0 — 6| on pieni, niin lausekkeessa (7.9.1) kolmannen ja sité korkeamman
asteen termit ovat pienié ja silloin 7(0) ~ ry(#). Kun otoskoko kasvaa, on |0 —
0| suurella todenniksisyydelld pieni ja ry () on silloin r(6):m hyvi likiarvo.

Parametrin 6 100p %:n uskottavuusvili on sellaisten 6:n arvojen joukko,
ettd () > logp. Kun r(0) korvataan likiarvollaan, saadaan epayhtélosta
ry(0) > log p parametrin 6 100p %:n uskottavuusvilin likiarvo

A 21
(7.9.3) N
Z(0)
Esimerkki 7.11 Olkoon 1, Zs,...,z, otos normaalijakaumasta N(u,c?),

jossa p on tuntematon ja o? annettu. Silloin

n

Lp)=c- H flzip) =c- H(27T02)*1/2 exp [—T;(% - M)Q]

= exp {—% Z(xi iu;} ;

kun valitaan ¢ = (2m0?)™2. Logaritmoitu uskottavuusfunktio on

1

T 9,2 (2 —M)27

l(p) =

pistefunktio
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ja informaatiofunktio

Ratkaisemalla yhtdlo u(pu) = 0 saadaan i = T ja logaritminen normitettu
uskottavuusfunktio on

Sieventamalla lauseketta saadaan
r(p) = —5(p— 1) Z(i).

Normaalijakauman tapauksessa ry(u) = r(u) kaikilla p:n arvoilla. Siksi li-
kiarvoa (7.9.2) kutsutaan normaalijakaumaan perustuvaksi likiarvoksi. Us-
kottavuusvili voidaan kirjoittaa muodossa

X —2logp
+ .
pto -

O

Esimerkki 7.12 Olkoon x1, 2o, ..., z, otos eksponenttijakaumasta Exp(0).
Esimerkissé 7.10 johdettiin #:n uskottavuusfunktio, pistefunktio ja informaa-
tiofunktio. Logaritminen normitettu uskottavuusfunktio on

0 0
r(6) = —n(a —1—log 5)

Téamén funktion likiarvo (7.9.2) on
1 A9
o(0) = — (0 — 0 T(0) = -

Jos esimerkiksi n = 10 ja 6 = 25.5, saadaan

25.5 25.5 , 0 2

Likiarvon ry () ja funktion r(#) yhteensopivuus ei ole tdssd tapauksessa hyvi,
koska r(6) on voimakkaasti epdsymmetrinen (Kuvio 7.1). O

7.10 Moniparametriset uskottavuusfunktiot

Seuraavassa tarkastellaan parametrien estimointia uskottavuusmenetelmél-
14, kun todennékoisyysmallissa on kaksi kaksi tai useampia tuntemattomia
parametreja.
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r(0), rn(0)

Kuvio 7.1. Logaritminen normitettu uskottavuusfunktio ja sen nor-
maalijakaumaan perustuva likiarvo.

7.10.1 Pistevektori ja informaatiomatriisi

Oletetaan, ettd mallissa on kaksi tuntematonta parametria « ja 3. Paramet-
rien « ja [ yhteinen uskottavuusfunktio on

(7.10.1) L(a,B) =c- f(x;a, ),

missi f(x; «, §) on havaintojen @ = (1, xa, . . ., Z,,) yhteisjakauman todenné-
koisyysfunktio tai tiheysfunktio ja ¢ on parametreista riippumaton vakio. Lo-
garitmoitua (luonnollinen logaritmi) uskottavuusfunktiota merkitéén I(a, 3).

Parametriparin (a, 4) suurimman uskottavuuden estimaatti (&, 3) on sel-
lainen arvopari, joka maksimoi funktiot L(«, ) jal(«, 3). Kahden parametrin
tapauksessa pistefunktio on vektoriarvoinen, eli

= (107)

missé uy(a, B) = % ja us(ar,003) = %. Estimaatit (@,B) loydetdan tavalli-
sesti ratkaisemalla yhtélo u(«, 5) = 0, eli yhtélopari

(7.10.2) u (o, ) =0 ja  wus(a,B)=0.
Kahden parametrin tapauksessa informaatiofunktio Z(«, ) on matriisi

) ) 9% 9%
(7.10.3) I(a, B) = (Z.“ 2.12) =< g 6§2ﬁ>7

tar 122 T 9Boa 0B2

missé i;;:t ovat siis a:n ja G:n funktiota. Olkoon informaatiomatriisin Z (v, 3)

I(d,@) _ (211 @2) ‘
121 122
Paikallisessa maksimissa Z (&, B) on positiivisesti definiitti. Silloin Z(&, 5):n
alkiot toteuttavat ehdot 417 > 0, o9 > 0 ja 21490 — 125 > 0.

arvo pisteessi (&, B)

~
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Esimerkki 7.13 Mitataan kaksi kappaletta erikseen ja yhdessé, joten saa-
daan kolme mittaustulosta X;, X5 ja X5. Kappaleiden painot p; ja ps ovat
tuntemattomia. Tiedetdéan kokemuksesta, ettd mittaukset ovat toisistaan riip-
pumattomat ja noudattavat normaalijakaumaa, jonka varianssi on yksi. Muut-
tujat X1, X5 ja X3 ovat siis keskendén riippumattomat ja

Xy~ N(pu,1); Xy ~ N(pg,1); X3~ N(pg + pa, 1).
Havaintojen X, X5, X3 yhteisjakauman tiheysfunktio on
1

f(x1, 29, 23) = (\/—2_71') exp{—3 [(z1 — 1)’ + (w2 — p2)” + (w3 — p11 — p2)*] }-

Uskottavuusfunktion ydin on
L(p, pia) = exp{—5 [(x1 — p1)? + (22 — p2)? + (35 — 11 — p12)?] }
ja logaritmoitu uskottavuusfunktio on
U, po) = —5 (21 — 1) + (w2 — p2)® 4 (x5 — p1 — M2)2]~

Pistefunktion komponentit ovat

ol
w (1, o) = a—m = (1 — 1) + (23 — p1 — pa);

ol
ug(fi, p2) = E (zg — pi2) + (23 — 11 — pa2).
2
Toiset derivaatat ovat
9?1 0?1 . 9?1
=2 o =-2 - -1,
oy o Ou10ps

joten informaatiomatriisi on

(g1, pr2) = — (j j) - G ;) '

Téssé tapauksessa Z (1, p12) ei riipu parametreista. Suurimman uskottavuu-
den estimaattien méarittdmiseksi ratkaistaan yhtalopari

ur(pns p2) =0 ja ug(p, p2) = 0.
Silloin ensimmaéisestd yhtilosta saadaan
fir (p2) = %(951 + x3 — p2),

joka on pi:n suurimman uskottavuuden estimaatti, jos uo tunnetaan. Kun
[ = %(xl + x3 — pe) sijoitetaan toiseen yhtéloon ja ratkaistaan o, saadaan
/12 = %(21‘2 + I3 — ZL‘l) = %IQ + %(Ig — ZL‘l).

Téastd saadaan

fn = %(m + 3 — fig) = %(2% + x5 — 1) = %xl + %(Ig — Ig).
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7.10.2 Normitettu uskottavuus ja korkeuskiyrit

Parametrin « ja § yhteinen normitettu uskottavuusfunktio (YNUF) mé&éri-
tellddn suhteena

L(a, B)

L(&, B)

Huomaa, ettd 0 < R(a, ) <1 ja R(@,B) = 1. Logaritmoitu yhteinen nor-
mitettu uskottavuusfunktio » on R:n logaritmi, kuten yhden parametrinkin
tapauksessa:

(7.10.4) R(a, B) =

r(a, 8) =log R(av, B) = (o, B) — (&, B).

Parametrin arvojen (o, fy) normitettu uskottavuus (NU) on

L(av, fo)

L(&, B)
Jos R(ap, fp) = 0, niin arvopari (v, o) ei ole uskottava, koska on muita sel-
laisia arvopareja, joilla havainnot ovat paljon todennékoisempié. Parametrien
arvot voidaan asettaa R(«, 3):n avulla uskottavuuden suhteen jarjestykseen.

100p %:n uskottavuusalue on epayhtélon R(«, ) > p toteuttavien para-
metrin arvojen joukko:

uay (e, ) = { (o, B) | R(e, B) = p }.

Kéyrd R(a, 5) = p on alueen ua,(a, §) reuna ja sitd kutsutaan uskottavuus-
kdyrdksa.

R(Oloaﬁo) =

Esimerkki 7.14 Esimerkissi 7.13 parametrien p; ja po logaritmoitu uskot-
tavuusfunktio oli

pn, p2) = =5 (21— ) + (22 — p2)? + (23 — pu — p2)?].

Oletetaan, ettéd saatiin mittaustulokset xy = 15.6, xo = 29.3 ja x3 = 45.8.
Silloin 11 = 15.9 ja i = 29.6, joten

U(fi1, o) = —1(0.3% + 0.3* 4+ 0.3%) = —0.135.
Siksi p1:n ja po:n yhteinen logaritmoitu normitettu uskottavuusfunktio on
r(fi1, fio) = 1(p1, p2) + 0.135.
Esimerkiksi 10 %:n uskottavuuskayra on
—1(15.6 — p1)? + (29.3 — p12)? + (45.8 — 11 — 12)*] + 0.135 = log 0.1.

Yhtilon kuvaaja on (fiq, fi2)-keskinen ellipsi. 10 %:n uskottavuusalue on té-
mén ellipsin rajaama alue. 0
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7.10.3 Profiiliuskottavuus

Vaikka mallissa on kaksi tuntematonta parametria (a, 3), saattaa olla, etta
olemme kiinnostuneita vain toisesta parametrista, sanokaamme 3:sta. Para-
metria o pidetddn kiusaparametrina. Parametrien yhteinen normitettu us-
kottavuusfunktio asettaa arvoparit (a, ) niiden uskottavuuden mukaiseen
jarjestykseen. Haluamme nyt mallit vain (:aa koskevan informaation mukai-
seen jérjestykseen.

Olkoon &g parametrin a arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion an-
netulla G:n arvolla. Maaritelladn uskottavuuden profitlifunktio (:n suhteen
seuraavasti:

(7.10.5) L*(8) = max L(a, ) = L(ds, ).
Vastaavasti logaritmoitu profiilifunktio on

(7.10.6) I*(8) = log L*(ag, B),
normitettu profiilifunktio

(7.10.7) R*(8) = max R(o., §) = R(@s. )

ja logaritmoitu normitettu profiilifunktio on

(7.10.8) r(8) = r(ég, B) = U, B) = 1(a, 53).
Koska dg on an suurimman uskottavuuden estimaatti, kun 8 on kiinnitetty,
sen arvo saadaan usein ratkaisemalla yhtalo uq(a, 3).

Funtio R*(f) muistuttaa ominaisuuksiltaan vastaavaa normitettua yhden
parametrin uskottavuusfunktiota. Esimerkiksi

~

0<R(B)<1 ja R =1

Funktioiden R*(() tai r*(3) avulla voidaan maarittdd 5:n 100p %:m suurim-
man uskottavuuden alue (tai vili), joka on {5 | R*(8) > p}.

Esimerkki 7.15 Tarkastellaan Esimerkin 7.13 logaritmoitua uskottavuus-
funktiota
(s p12) = —%(331 - M1)2 - %(1’2 - M2)2 - %(3?3 — M1 — Mz)Q-

Kuten Esimerkissa 7.13 todettiin, pq:n suurimman uskottavuuden estimaatti
on

fir(pt2) = 5(21 + 23 — p12)
ehdolla, ettd po on annettu. Logaritmoitu normitettu profiilifunktio on
r(p2) = Ui (p2), po] — 1, fi2),
josta sieventdmalld saadaan
™ (p2) = =5 (pa — f12)*.

Jos [io = 29.6, kuten Esimerkissd 7.14, niin po:n suurimman uskottavuuden
véli on 27.85 < e < 31.35. O
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7.10.4 Normaalijakaumaan perustuva likiarvo

Alaluvussa 7.9 johdettiin logaritmoidun normitetun uskottavuusfunktion nor-
maalijakaumaan perustuva likiarvo

r(6) = —3(0 —0)°Z(6)

Taylorin sarjakehitelmén avulla. Kahden parametrin tapauksessa voidaan
johtaa vastaavanlainen likiarvo:

(7.10.9)  ry(e, B) = —L(a — @)% — (B — 3)%ia — (@ — &)(B — B)ina,

missé i; = (&, B) ovat informaatiomatriisin alkioita. Merkit#in @ = (a, 3)7,

6=(a,0)" ja
A (AFEP
ZOo)=1." 7|,
(©) (221 Z12)
jolloin likiarvo (7.10.9) voidaan kirjoittaa matriisimuodossa
rv(0) = —5(0 - 6)TL(6)(6 - 6).

Kun ry(a, 3) derivoidaan a:n suhteen, saadaan pistefunktion u(c, 3)
likiarvo

u(a, B) = (o — &) — (B — 3)5127
joka on a:n ja (:n lineaarinen funktio. Asettamalla likiarvo nollaksi ja rat-
kaisemalla o saadaan

(7.10.10) a(B) ~ &+ (3 — B)ir/ins.

Kun ratkaisu sitten sijoitetaan a:n paikalle lausekkeeseen (7.10.9), saadaan
G:n logarimoidun normitetun profiilifunktion likiarvo:

(7.10.11) r(8) & =3(8 — B)*(iz2 — i55/001).
Likiarvo (7.10.11) voidaan kirjoittaan my6s muodossa
(7.10.12) r(8) ~ —L(3 - B/,

missd 222 on informaatiomatriisin Z(&, 3) kidnteismatriisin (2, 2)-alkio.

Esimerkki 7.16 Tarkastellaan Esimerkin 7.13 kaksiulotteista normaalija-
kaumaa, jossa parametrien py ja po logaritmoitu uskottavuusfunktio

I(pr, pi2) = —%(331 - M1)2 - %(1’2 - M2)2 - %(3?3 — M1 — M2)2
on p1:n ja po:n 2. asteen polynomi. Téstéd seuraa, ettéd likiarvot (7.10.9) ja
(7.10.11) pitavét tdssd tapauksessa tdsméllisesti paikkansa. Koska 417 = 199 =
2 ja ’212 = ]_, niin

(s p2) = —(pn — ) = (p2 — 1) = (g1 — ) (p2 — faa).-
Funktion 7(p1, o) tasa-arvokayrit (korkeuskéyrét) ovat ellipseja. O
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7.11 Normaalinen regressiomalli

7.11.1 Ehdollinen normaalimalli

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Yi, ..., Y, ovat riippumattomat ja
(7.11.1) Y; ~ N(a + By, 0%), 1<i<n.

Havaittu aineisto muodostuu n:sta arvoparista (x1,91), ..., (s, y,). Ennus-
temuuttujan z arvot xq, ..., x, ajatellaan tunnetuiksi vakioiksi. Populaation
regressiofunktio on siis

EY|z)=a+ px

ja kaikilla satunnaismuuttujilla Y; on sama varianssi 0. Malli (7.11.1) voi-
daan myo6s lausua muodossa

Y, =a+ Bz, + €, 1<i<n,

missi €1, ..., &, ovat riippumattomat ja g; ~ N(0,02%), 1 < i < n.
Havaintojen Y7, ..., Y, yhteisjakauman tiheysfunktio on

Téastd ndhdéaén, ettd uskottavuusfunktion ydin on

n

L(a, 3,6%) = (62) 2 exp l—% Z(yz' —a— 5%)2}

i=1
ja logaritmoitu uskottavuusfunktio on

l(0,8,0%) = 5 108(0%) — 55 > (i —a— B}
=1

7.11.2 Kahden muuttujan normaalimalli

Oletetaan, ettd havaintoparit (x1,41), ..., (Tn,y,) ovat satunnaisvektorien
(X1, Y1), ..., (X,,Y,) arvoja. Satunnaisvektorit ovat riippumattomat ja nou-
dattavat kaksiulotteista normaalijakaumaa

(X3, Y;) ~ No(pta pry, 03,00, p),  1<i<n.
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Otoksen (X1, Y1), ..., (X,,Y,) yhteisjakauman tiheysfunktio on kahden muut-
tujan normaalijakaumien tiheysfunktioiden tulo.

Koska regressiossa ajatellaan X selittdjaksi ja Y vasteeksi, niin tarkas-
telemme vastemuuttujan kdyttdytymistd z:n funktiona. Haluamme siis esti-
moida ehdollisen odotusarvon

ag. (2 g
Eﬂﬁxﬁﬂw+mi@—uﬁz(w—piwﬂ+pix

Kahden muuttujan normaalimallista seuraa, ettd populaation regressiofunk-
tio on x:n lineaarinen funktio. Tassé tapauksessa

EY |z)=a+ fx,

missd [ = p(o,/0y) ja a = py, — p(o,/0oy) i, Téssd mallissa Y:n ehdollinen
varianssi ehdolla X = z ei riipu x:n arvosta

Var(Y | z) = o)(1 — p°).

7.11.3 Yksinkertainen lineaarinen regressio

Lineaarisessa regressiossa oletetaan, ettd vastemuuttuja riippuu lineaarisesti
selittéjistd. Malli on muotoa

Yi=a+ fx; + &, 1<i<n,

misséd Y; on havaittava satunnaismuuttuja ja €; on virhetermi, « ja § ovat
tuntemattomia vakioita ja x1, ..., x, ovat tuntemattomia koevakioita. Ole-
tamme, ettd E(e;) = 0, joten

(7.11.2) E(Y;) = a + Bz;.
Itse asiassa (7.11.2) on ehdollinen odotusarvo

Téassé oletetaan, ettd regressiofunktio on lineaarinen. Pienimmén neliGsum-
man keinolla saadaan parametrien estimaateiksi

2@ —T)Yi _ Say _ TSy _ Sy

Sowr 2 s s,

A

y— Pz

@
I

Q

Voidaan osoittaa, ettd & ja 3 ovat minimivarianssisia kaikkien a:n ja G:n
lineaaristen harhattomien estimaattorien joukossa.
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7.12 Probit- ja logitmallit: Esimerkki

Tutkitaan lddkeannoksen vaikutusta kokeilemalla eri annosmaéairida. Olkoot
kokeiltavat annokset x1, o, ..., ;. Annokset ilmoitetaan usein vaikuttavan
aineen pitoisuuden logaritmina, joten annos x — —oo, kun pitoisuus ldhenee
nollaa. Oletetaan, ettéd jokainen yksilo joko reagoi annokseen x tai ei reagoi,
joten vastemuuttuja on dikotominen. Esimerkiksi uusi lddke parantaa poti-
laan tilaa (positiivinen vaste) tai ei paranna (ei vastetta). Kun hyonteismyrk-
ky& kokeillaan hyonteisiin, hyonteiset joko reagoivat myrkkyyn (kuolevat) tai
eivit reagoi (jaavét henkiin).

Olkoon 7(z) todennékaisyys, ettd yksilo reagoi annokseen x. Oletamme,
ettd m(x) on x:n ei-viheneva funktio. Lisiksi oletamme, ettd 7(z) — 0, kun
r — —oo jaw(r) — 1, kun x — oo. Ajattelemme siis, ettd yksilo ei reagoi,
kun annos on riittdvan pieni. Toisaalta taas yksilo reagoi, kun annos on
riittdvan suuri. Tédhén tulokseen voidaan padtya myos kuvittelemalla, etté
vksil6illd on erilainen lddkkeen sietokyky. Olkoon X minimiannos, joka saa
satunnaisesti valitun yksilon reagoimaan. Annos z aiheuttaa reaktion silloin
ja vain silloin, kun yksilon sietokyky on korkeintaan x. Silloin todennékoisyys
7(x) saada vaste annokseen x on

m(x) = P(X <x)= F(x),

misséd F' on satunnaismuuttujan X kertyméfunktio.

7.12.1 Probitmalli
Oletetaan, etté sietokyky X ~ N(u, 0?). Silloin

o

”(f”)ZP(XSx):P(ng—u)

(7.12.1) :cp(x;“) = d(a + fBa),

missd « = —p/o, = 1/0 ja ® on standardoidun normaalijakauman kerty-
méfunktio. Yhtélo voidaan myos lausua muodossa

(7.12.2) (1) = a + B,

missé @1 on standardimuotoisen normaalijakauman kertyméfunktion kiin-
teisfunktio. Mallia (7.12.2) kutsutaan probit malliksi.

7.12.2 Logistinen malli

Logistisen jakauman kertyméfunktio

G(z)=1- : —00 < z < 00
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on muodoltaan hyvin ldhelld normaalijakaumaa. Historiallisesti logistisen ja-
kauman suosio regressiosovelluksissa perustunee osittain siihen, etta sen ker-
tyméfunktion avulla todennékoisyydet voidaan laskea helposti ilman numee-
rista integrointia.

Kun yhtélossa (7.12.1) korvataan ® logistisen jakauman kertyméfunktiol-
la G saadaan

1

(7.12.3) m(z) =Gla+ pr)=1- [T

Kun ratkaistaan yhtilo G(z) = 7, saadaan z = log( ) ja siksi malli voidaan
kirjoittaa muodossa

(7.12.4) 1og(1 - ) = a+ Bz,

missé log on luonnollinen logaritmi. Mallia (7.12.4) kutsutaan logistiseksi
malliksi ja muunnosta log( ) todennéakdoisyyden 7 logistiseksi muunnok-
sekst.

7.12.3 Suurimman uskottavuuden estimointi

Oletetaan, ettd n; yksilod saa annoksen x; ja Y; yksilod reagoi. Silloin Y; ~
Bin(n;, m;), i =1,2,...,k ja

eaJrﬁ:ti

T =

1 4 extBzi’

Otoksen Y7, Y5, ..., Y, yhteisjakauman todennékoisyysfunktio on

Yi

k
T i ni—Yyi
f(y17y27"'7yk):H( )7’(’?(1—7(’@') v
=1

Uskottavuusfunktion ydin on

ja logaritmoitu uskottavuusfunktio

[yi 1og(1 = ) +n; log(1 — w,)}

[yi(o+ Ba;) + nilog(1 — m;)].

e, B) =

M- 1D~

1

2
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Koska m; = e*™9%i /(1 4 e*T0%)  niin

om; a+B;
e —m(l—m);
a (1 + eatBz:)

om; e tiTig, a )
= ———— . —_— . x<'
B (1+ ea-f—ﬁaci)Q i )T
Derivoimalla logaritmoitu uskottavuusfunktio i(«, ) saadaan osittaisderi-
vaatat

8[ y n; 87@
3_oz:2(yi_ 1—m 804)

k k
n
=3[ e )| = Y )
=1 i =1
ja
ol b n; on;
a0 TiYi
o5~ &=\""" 1% 9P
k n. k
= i — ——— m(l = m)z;| = i — M) T
il[xy T i ( W)ZE} Zzl(y n;m;) T
Tasté seuraa, ettéd pistefunktiot voidaan kirjoittaa muodossa
k
ol
ul(&aﬂ) = = Z (yl - ,ul>a

missd F(y;) = p; = ngm;.
Suurimman uskottavuuden estimaatit saadaan ratkaisemalla yhtéalopari

ur(a, ) =0 ja ug(a, B) = 0.

Néama yhtalot ovat acn ja [:n suhteen epélineaarisia ja ne on ratkaistava
jollakin numeerisella iteratiivisella menetelmaéllé.

7.13 Uskottavuusyhtilon ratkaiseminen
numeerisesti

Yhden parametrin tapauksessa uskottavuusyhtdlé on muotoa

u(f) =0,
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missi u(f) = I'(f). Newtonin menetelmé tarjoaa erdéin numeerisen mene-
telmén uskottavuusyhtélon ratkaisemiseksi. Olkoon 6, jokin parametrin 6
alkuarvo. Silloin péivityskaavalla

u(f)
Z(6o)

91:90+

saadaan uusi arvio, kun u(fy) on pistefunktion arvo ja Z(fp) informaatio-
funktion arvo pisteessi 6 = 6. Niin saadaan arvojono 6,60,,05,..., jota
voidaan jatkaa, kunnes perdkkéisten arvojen erotuksen itseisarvo |6; — 0;_1|
on riittavan pieni, jolloin u(6;) ~ 0.

Kahden tai useamman parametrin tapauksessa voidaan kéayttaa Newtonin
ja Raphsonin menetelméé, joka on Newtonin menetelmén yleistys. Olkoon
0 = (o, 3)T parametrivektori. Silloin saadaan péivityskaava

01 = 00 +I(00)71’U;(00),

missd w(0y) = [u1(a, Bo), ua(ap, B)]" on alkuarvolla 8y = (ap, 3y)T lasket-
tu pistevektorin arvo ja Z(6y) on pisteessi 6y laskettu informaatiomatriisin
arvo.

Harjoituksia

1. Oletetaan, ettd puustotauti A on levinnyt satunnaisesti ja tasaisesti yli
laajan metsdalueen ja sairastuneita puita on keskimédrin A kappaletta
hehtaaria kohden. Kymmenelld satunnaisesti valitulla neljan hehtaarin
koeaalalla havaittujen sairaiden puiden lukumaéaéarat olivat: 0, 1, 3, 0, 0,
2,2, 0, 1, 1. Madritd A:n suurimman uskottavuuden estimaatti (Vihje:
Poissonin jakauma).

2. Bakteerien lukuméaérd X joesta otetussa vesindytteessd noudattaa Pois-
sonin jakaumaa, jonka keskiarvo on u. Kun analysoitiin n néytettd, saa-
tiin tulokseksi seuraava aineisto:

Bakteerien lukumaara 0 1 2 ... Yhteensa
Havaittu frekvenssi fo f1 foa ... n

(a) Mééritd p:n uskottavuusfunktio ja logaritmoitu uskottavuusfunk-
tio.

(b) Ma&ritd p:n suurimman uskottavuuden estimaatti.

3. Tarkastellaan koetta, jonka tarkoituksena on méirittda verytyypin A
suhteellinen osuus 6 erd#ssi suuressa populaatiossa. Tarkastellaan seu-
raavia kahta tilannetta:

(a) Valitaan henkil6itd satunnaisesti (yksitellen), kunnes 16ydetéaén 10
verityyppid A. Havaittiin, etté oli testattava 100 henkil6é.
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(b) Valitaan 100:n hengen otos, josta loydettiin 10 A-tyypin henkil6a.

Lausu kummassakin tapauksessa 6:n uskottavuusfunktio ja osoita, et-
ta funktiot ovat suhteellisuuskerrointa vaille samat (ts. saadaan samat
suurimman uskottavuuden estimaatit).

. Erdén geneettisen teorian mukaan verityyppien MM, NM ja NN suh-

teelliset osuudet suuressa populaatiossa ovat 6%, 20(1 — 6) ja (1 — 6)?,
missd 0 < 0 < 1 on tuntematon parametri.

(a) Valitaan populaatiosta n:n alkion otos, jossa eri verityyppien luku-
méadrat olivat xq, x9 ja x3. Esitd 6:n lauseke.

(b) Olkoon n = 100 ja havaitut frekvenssit 32, 46 ja 22. Laske g ja
odotettujen frekvenssien estimaattit.

. Heitetddn n kertaa sellaista yleistettyd noppaa (suorakulmainen sarmio),

ettd 4 tahoa ovat kesken#dén yhtd todennékoiset (p3 = ps = p3 = ps =
p) ja kaksi muuta tahoa (vastakkaiset) ovat vastaavasti keskenddn yhté
todennékaiset (ps = ps = q). Oletetaan, ettd i. taho sattuu z; kertaa
(t=1,2,...,6), missd »_ x; = n.

(a) Osoita, etti § = (3t —2n)/12n, kun p = 1/6 + 0 ja t = 21 + x5 +
T3+ Ty4.
(b) Oletetaan, ettéd havaitut frekvenssit ovat 11, 15, 13, 15, 22, 24. Laske

odotettujen frekvenssien estimaatit, kun noppaa koskevat oletukset
(malli) oletetaan oikeiksi.

. Hatussa on N arpalippua, jotka on numeroitu perdkkéin 1,2,..., N. Ha-

tusta valittiin satunnaisotannalla palauttaen 8 arpalippua, joiden jérjes-
tysnumerot olivat 137, 24, 86, 33, 92, 129, 17, 111. Osoita, ettd N = 137.

Haluttiin selvittdd tautiin A tartunnan saaneiden suhteellinen osuus 6
erédssd populaatiossa. Analysoitiin nk:lta satunnaisesti valitulta henki-
161t4 saadut verindytteet. Ajan sdastamiseksi yhdistettiin aina k néiytet-
téd yhdeksi nédytteeksi, jolloin saatiin n yhdistettya naytettd. Yhdistetty
nédyte on negatiivinen, jos kellddn néytteeseen kuuluvalla k:lla henkil6lla
ei ole tartuntaa, muutoin nédyte on positiivinen. Yhdistetyistd nédytteista
on x negatiivista ja n—x positiivista. Maaritd suurimman uskottavuuden
estimaattori 6.

. Oletetaan, etta 6 on estimaattien 6, ja 0y painotettu keskiarvo. Silloin

Siis

0 =aby + (1 —a)bs,

missa 0 < a < 1.

(a) Osoita, ettd O:n arvo on fy:n ja By viilissé.
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(b) Olkoon
0 =aith +--+ a0,

missd a;:t ovat positiivisia ja > a; = 1. Osoita, ettd § on pienimmén
ja suurimman 6;:n vélissa.

9. Piirrd 1. tehtdvidn tapauksessa logaritminen normitettu uskottavuus-
funktio ja sen perusteella 50 %:n ja 10 %:n uskottavuusvilit.

10. Maaritd tehtavissd 1.5 (yleistetty noppa) arvon § = 0 (symmetrinen
noppa) suhteellinen uskottavuus ja logaritmisen normitetun uskotta-
vuusfunktion arvo pisteessia 6§ = 0. Onko tdmé parametrin arvo uskotta-
va?

11. Perheiden tuloja X mitataan sellaisella asteikolla, ettd arvo X = 1 on
minimipalkka. Oletetaan, ettd tulojakauman tiheysfunktio on

0
f(x):x“l’ kun x >1

ja 8 > 0. Satunnaisesti valittujen 10 perheen tulot olivat:
1.02, 1.41, 1.75, 2.31, 3.42, 4.31, 9.21, 174, 38.6, 392.8

Maaritd 6:n suurimman uskottavuuden estimaatti ja 10 %:n uskotta-
vuusvéli.

12. Kun tietyn metallin pitoisuus liuoksessa mitataan, noudattaa mittauk-
sessa syntyvi virhe normaalijakaumaa N(0, 02). Jos oikea pitoisuus on
@, niin havaittu pitoisuus X ~ N(u,c?). Varianssi o tunnetaan aikai-
semmasta kokemuksesta.

(a) Olkoot xy, 3, ..., T, tuntemattoman pitoisuuden p riippumat-
tomat mittaukset. Osoita, ettd i = T ja logaritminen normitettu
uskottavuusfunktio on

no_
r(p) = —ﬁ(ﬂﬁ—ﬂ)27 —00 < [t < 00.
o

(Vihje: Osoita Y (x; — pu)? = D (2 — 7;)* + n(Ti — p)?.)

(b) Laimennetaan alkuperiisen liuoksen pitoisuus puoleen niin, etté pi-
toisuus on /2. Tehddén lisamittaukset yi, vy, ..., Ym. Madrita
kaikkiin n 4+ m mittaukseen perustuva p:n suurimman uskottavuu-
den estimaatti.

13. Kimmoisesta materiaalista valmistettuja naytekappaleita testattiin iske-
malld niitéd toistuvasti vasaralla vakiovoimalla, kunnes havaittiin murtu-
ma. Jos ndytekappale kestéd iskun vaurioitumatta todennikoisyydelld 6,
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14.

15.

16.

17.
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niin murtumiseen tarvittavien iskujen lukumé&érd X noudattaa geomet-
rista jakaumaa

flz)=6""1(1-0); r=12,....
Kun testattiin 200 néytettd, saatiin seuraavat tulokset:

Iskujen lkm 1 2 3 Ainakin 4 Yhteensi
Naytteiden lkm 112 36 22 30 200

Laske 0:n suurimman uskottavuuden estimaatti ja odotetut frekvenssit.

Tuotteen kestonaika noudattaa eksponettijakaumaa siten, etta kestoaika

on ainakin ¢ > 0:
f(z) =e"" kun z > c.

Olkoon x4, ..., x, otos tiastd jakaumasta.
(a) Osoita, ettéd pienin havainto x(;y on c:n suurimman uskottavuuden
estimaatti. Madritd c:n normitettu uskottavuusfunktio.
(b) Madritd c:n 100p %:n uskottavuusvélin lauseke.

Olkoon x4, ..., z, otos tasajakaumasta Tas(6, 20). Ma&ritd :n normitet-
tu uskottavuusfunktio.

Tehd&an riippumattomat mittaukset xq, ..., z, aikayksikon vélein. Mit-
taukset i = 1,2,. .., 0 noudattavat normaalijakaumaa N(0, 1). Jakauman
keskiarvossa sattuu yhden yksikon siirtymé hetken 6 jélkeen. Siksi mit-
taukset i = 6 4+ 1,0 + 2,...,n noudattavat normaalijakaumaa N(1,1).

(a) Osoita, ettd 6:n uskottavuusfunktion ydin on

0

L(6) = exp [Z(zz - %)]

i=1
(b) Saatiin seuraavat 20 perdkkéistd havintoa:

~1.26, —0.16, —0.64, 0.56, —1.82, —0.76, —2.08,
—0.58, 0.14, 0.94, —0.58, 0.78, 1.80, 0.58,
0.02, 0.86, 2.30, 1.80, 0.84, —0.18.

Hahmottele logaritmisen normitetun uskottavuusfunktion r(6) ku-
vaaja. Minké 6:n arvojen suhteellinen uskottavuus on yli 10 %?

Komponentin elinaika X noudattaan eksponenttijakaumaa Exp(6). Ol-
koon v elinajan mediaani.

(a) Osoita, ettd v = 0log 2.
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18.

19.

20.

21.

22.

(b) Madritd v 10 %:n uskottavuusvéli.

Méarita tehtdvien 3.2 ja 3.3 tapauksissa likiméédrdiset 10 %:n uskotta-
vuusvalit ja tutki nédisséd tapauksissa tdmén normaalijakaumaan perus-
tuvan likiarvon tarkkuutta funktion r(6) avulla.

Olkoon 1, ..., x, otos Poissonin jakumasta Poi(u). Tarkastellaan para-
metrimuunnosta g = A%, missi a # 0.

(a) Miaritd logaritmoitu uskottavuusfunktio I(A). Osoita, ettd I[(A):mn
Taylorin sarjakehitelméssa (A:n ympéristossd) 3. asteen termi on 0,
kun a = 3.

(b) Masritd parametrin A = p!/3m likim#drdinen 10 %:m uskottavuus-
véali ja muunna se p:n uskottavuusviliksi.

Kasvitaudin levidmista tutkivassa kokeessa on istutettu kuusia jonoon.
Lasketaan kahden perikkéisten sairastuneiden kuusten véliin jéaavien
terveiden kuusten lukuméérat X. Saatiin seuraava aineisto:

Terveiden puiden lkm 0 1 2 3 Ainakin 4 Yhteensi
Havaittu frekvenssi 50 23 14 8 5 100

Jos tauti ei ole tarttuva, terveiden lukuméérian X pitédisi noudattaa geo-
metrista jakaumaa

f(z) =6%(1-0), x=0,1,2,...,
missd 0 < 6 < 1.

(a) Madritd 6:n 10 %:n uskottavuusvili, jos malli oletetaan oikeaksi.

(b) Estimoi mallin avulla odotetut frekvenssit. Sopiiko malli hyvin ai-
neistoon?

Hernekasvit luokitellaan niiden tuottamien herneiden muodon (pyored
tai sdrmikés) ja vérin (vihred tai keltainen) mukaan. Geneettisen teorian
mukaan eri tyyppien PV, PK, SV ja SK todennikoisyydet ovat a3, a(1—
B), (1—a)Bja (1—a)(1—7) jaeri kasvit ovat riippumattomia toisistaan.
Seuraavassa on eri tyyppien jakauma 500 kasvi otoksessa:

Hernetyyppi PV PK SV SK
Havaittu frekvenssi 276 104 94 26

Laske parametrien suurimman uskottavuuden estimaatit. Estimoi odotet
frekvenssit, kun malli oletetaan oikeaksi.

Olkoon 1, ..., x, otos normaalijakumasta N(ju,c?), missi u ja o2 ovat
tuntemattomia parametreja.
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(a) Osoita, ettd i =T ja 6% = = > (2; — T)%
(b) Osoita, ettd

Z(ajZ —7) = fo —nT = Zx? - <sz>2/n

23. Oletetaan, ettd riippumattomilla satunnaismuuttujilla X, ..., X,, on
sama odotusarvo, eri varianssit:

X; ~ N(p, 0%/a;) kuni=1,2,...,n,
missa aq, as, ..., a, ovat positiivisia vakioita.
(a) Osoita, ettd p:n suurimman uskottavuuden estimaatti fi(o), kun o
annettu, on sama kaikilla o:n arvoilla.
(b) Johda fi:n ja o:n lausekkeet.
(c) Osoita, ettd parametrivektorin (u, o) pisteessa ([, 6) laskettu infor-
maatiomatriisi Z(/i, &) on positiivisesti definiitti.

24. Johda Tehtédvassa 21 normitetun uskottavuusfunktion maksimi. Maarita
parametrin o 10 %:n uskottavuusvali.

25. Riippumattomat satunnaismuuttujat X ja Y noudattavat Poissonin ja-
kaumaa siten, ettd E(X) = pja E(Y) = Au.

(a) Johda normitetun uskottavuusfunktion R(\) maksimi.

(b) Erdassa valtiossa tehtiin 47 murhaa kuolemanrangaistuksen poistu-
mista edellisend vuonna. Kuolemanrangaistuksen poistumisen jil-
keisend vuonna tehtiin 57 murhaa. Maérita A:n 10 %:n uskottavuus-
véli, jos havainnot riippumattomien Poissonin satunnaismuuttujien
arvoja ja muuttujien odotusarvot ovat p ja Au. Onko uskottavaa,
ettd murhatiheys ei ole muuttunut?



Luku 8

Frekvenssitulkinta
uskottavuuspiittelyssa

Tilastollisia menetelmié arviodaan tavallisesti siten, etté tarkastellaan mene-
telmén kayttaytymista koetta toistettaessa. Koetta ei tosiasiassa kdytannos-
sa useimmiten toisteta, vaan se vain ajatellaan toistettavaksi niissd samoissa
olosuhteissa, joiden vallitessa havaittu aineisto saatiin.

8.1 Otantajakaumat

Jos koetta toistetaan, saadaan eri toistoilla todennékoisesti eri havainnot.
Uskottavuusfunktio L(6) riippuu saadusta havainnosta, jolloin koetta tois-
tettaessa saadaan aina eri uskottavuusfunktio. Jos halutaan eksplisiittisesti
korostaa uskottavuusfunktion riippuvuutta havainnoista, merkitdan L(6; z).
Jatkossakin kdytdmme useimmiten lyhyempééd merkintad L(#). Koetta tois-
tettaessa saadaan tietysti aina myos erilainen suurimman uskottavuuden es-
timaatti 0 tai vaikkapa erilaiset 5 %:n uskottavuusvilin péitepisteet ja ne
ovat téllaisessa asetelmassa siis satunnaismuuttujia. Kun koetta toistetaan
annetulla #:n arvolla, saadaan estimaattorin otantajakaumia.

Yksi térkeimpid uskottavuusfunktioon liittyvistd tunnusluvuista on wus-
kottavuustestisuure

;x) = —21o L(G;:z:):_ 3 T) — A'x
D(0;z) = =21 5 e 2[1(0; x) — 1(6; )]
tai lyhyemmin
(8.1.1) D(0) = —2r(0) = —=2[1(0) — 1()].

Testisuure D(#) noudattaa normaalijakauman tapauksessa y’-jakaumaa. Ja
yleisemminkin, D noudattaa asymptoottisesti x?-jakaumaa.

Esimerkki 8.1 Valitaan suuresta tuotepopulaatiosta satunnaisesti 10 tuo-
tetta. Tarkoituksena on estimoida viallisten tuotteiden suhteellinen osuus

265
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0 tuotepopulaatiossa. Viallisten lukuméird X noudattaa binomijakaumaa
Bin(n, #). Parametrin 6 logaritmoitu uskottavuusfunktio on

[(0) = xzlog(d) + (10 — z) log(1 — 0), 0<H<1.

Riippuen x:n arvosta (z =0, 1,...,10) on mahdollista saada 11 erilaista us-
kottavuusfunktiota. Suurimman uskottavuuden estimaatti # = x/10 ja loga-

ritmoitu normitettu uskottavuusfunktio on 7(0) = {(0) —1(0). Jos esimerkiksi
z =3, niin 6 = 0.3, 1(d) = —6.109 ja

r(0) = 3log(f) + 7log(1l — 6) + 6.109, 0<H<1.

Suurimman uskottavuuden estimaatti @ = x/10 on funktion r(#) maksi-
mikohta ja eri x:n arvoilla saadaan siis eri maksimikohta. Mahdollisten mak-
simikohtien (f:n mahdollisten arvojen) lukuméérd on 11 (z = 0,1,...,10).
Niiden arvojen todennékodisyydet saadaan binomijakaumasta Bin(10,60) ja
namé todenndkoisyydet riippuvat #:n arvosta. Jokaista annettua 6 = 6, koh-
ti saadaan maéaaritettya f:n jakauma. Vastaavalla tavalla voidaan tarkastella
esimerkiksi suureen

D(6) = —2log(0) = —2[1(0) — 1(0)].

jakaumaa. Jokaista annettua 6 = 6 kohti D(6):114 on 11 mahdollista arvoa,
jotka vastaavat X:n mahdollisia arvoja. Ndiden arvojen todennékoéisyydet
saadaan jélleen X jakaumasta Bin(10,6y). Ndin voimme méérittdd D:n
otantajakauman.

r(0)
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f f f f l 0
14
91
r(6) = log(0.1)
SN/ N
z=0 xr=3 =5 =28

Kuvio 8.1. Binomijakauman logaritmoitu normitettu uskottavuus-

funktio r(0) = 1(0) — (#), kun n =10 jax = 0,3,5 ja 8

Uskottavuusvali uv(z) on pelkéstédén havainnon z funktio. Se voidaan
madrittda heti, kun havaintoarvo z on annettu. Koska havainnon z toden-
nékoisyys riippuu parametrin 6 arvosta, voidaan vilin uv(z) todennékoisyys
laskea, kun #:lle on annettu jokin arvo 6. 0
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Esimerkki 8.2 Oletetaan, ettd X ~ N(6,1). Tastd jakaumasta on saatu
yvksi havainto X = z, jolloin #:n logaritmoitu uskottavuusfunktio on

1(0) = —1(z — 6)%, —00 < # < 0.
Silloin § = z ja l(é) = 0. Nyt siis logaritmoitu normitettu uskottavuusfunktio
on

r(0) = —
Ratkaisemalla epayhtélo r(0) > logp saadaan 6:n 100p %:n uskottavuusvili

xr—+/—2logp <O <x++—2logp.

Jos koetta toistetaan, kun 6 = fp, niin X ~ N(fo, 1). Silloin vaihtelevat
my6s #:n arvot, eli se on satunnaismuuttuja. Edelli jo totesimme, ettd § = X,
joten

Mz —0), —00 < 0 < 0.

6 ~ N(6,1).

Vastaavasti uskottavuusvilin padtepisteet R, = X —+/—2logp ja R, = X +
v —2log p ovat satunnaismuuttujia ja

R, ~N(f—/—2logp, 1); R, ~N(fy++/—2logp, 1).
Uskottavuustestisuure
D = —27r(6p) = (X — )3,
on téssd satunnaismuuttuja. Koska

Z =X —0,~N(0,1),

niin

D= 7% ~ x*(1).
Uskottavuussuure noudattaa siis x2-jakaumaa vapausastein 1. 0
Esimerkki 8.3 Oletetaan, ettd havainnot =1, xs, ..., x, ovat otos normaa-

lijakaumasta N(u,03), missid of oletetaan tunnetuksi. Odotusarvon suurim-
man uskottavuuden estimaatti on i = 7 ja logaritmoitu normitettu uskotta-
vuusfunktio on

r(p) =) —U(a) =

~ L @-p)?, —co<p<oo
202 ) H .
Silloin parametrin g 100p %:n uskottavuusvili on

n

uv(T) = {u ) —273(?— p)? > logp}-

Tasta saadaan uskottavuusvaliksi
COy
n

uv(z) = {T—%,T-F 7],
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missé ¢ = v/—2logp.

Koetta toisttaessa annetulla p = pg estimaattori t =  on satunnais-

muuttuja
. i
o~ N (MO: _)
n

Silloin uskottavuusvali on satunnaisvali

w(X) = {7—%,7+ %]

Uskottavuustestisuure on
n —
D = —=27(uo) = _Q(X - MO)Q,
09

joka noudattaa y2-jakaumaa vapaustein 1. 0O

8.2 Peitetodennikdisyys

Ajatellaan, ettd koetta toistetaan annetulla parametrin arvolla 8 = 6, ai-
van kuten alaluvussa 8.1. Méiritetddan esimerkiksi 10 %:n uskottavuusvili
epayhtélostd r(0) > log0.1. Koetta toistettaessa vilin alaraja R, ja yldraja
R, vaihtelevat. Vilin pditepisteet IR, ja I, ovat satunnaismuuttujia. Niiden
otantajakaumat voidaan johtaa havaintojen jakauman avulla ja ne riippuvat
yleensé parametrin arvosta 6y. Véli [R,, R,] my0s vaihtelee toistosta toiseen
ja vali joko siséltad parametrin arvo 6 tai ei sisilld. On toivottavaa, etté vali
siséltda fp:n, eli peittdd 0y:n, mahdollisimman usein.

Satunnaisvélin [R,, R,] peitetodenndikdisyys on todennékoisyys, ettd véli
[R., R,| siséltdd parametrin arvon 6p:

(821) pt(@o) = p(Ra < 90 < Ry ’ 0= 90)

Huomaa, ettd (8.2.1) ei ole ehdollinen todenndkoisyys. Merkintd korostaa
vain sité, ettd peitetodenndkoisyyttd laskettaessa kaytetddn parametrin ar-
voa 6. Peitetodennékoisyys riippuu siis tavallisesti tuntemattoman paramet-
rin 6 arvosta.

Esimerkki 8.4 Ajatellaan, etti toistetaan esimerkin 8.1 koetta parametrin
arvolla 6. Lasketaan jokaisella toistolla 10 %:n uskottavuusvili. Kaikki mah-
dolliset uskottavuusvélit saadaan méaéritelman mukaan

(8.2.2) la(x),y(z)] = uv(x) = {8 | r(0;x) >log0.1},

missd z = 0,1,...,10. Haluamme nyt tietdd, kuinka usein 8 = 6y kuuluu
10 %:n uskottavuusvilille. Olkoon # = 0.1. Mairitdimme kaikki 11 mahdol-
lista 10 %:n uskottavuusvélid. Voimme todeta, ettd R, < 0.1 < R,, kun
0 < X < 3. Siksi 10 %:n uskottavuusvilin peitetodennékoisyys

pt(0.1) = P(R, <0.1<R,|0=01)=P0O<X <3]|0=0.1),
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kun koetta toistetaan parametrin arvolla # = 0.1. Binomijakaumasta Bin(10,0.1)
saadaan peitetodennakdoisyys

pt(0.1) = 0.349 + 0.387 4 0.194 + 0.057 = 0.987.

Ennen koetta ei tunneta X:n arvoa, joten myos uskottavuusvéli on satun-
naisvali

(8.2.3) [Ra, R,) = uv(X) = {6 | r(6; X) > log0.1},

jonka mahdolliset arvot ovat (8.2.2):n méaarittdmat 11 vélid. Esimerkiksi to-
dennékoisyys
Pluv(1)] = P(X =1 6) = 100(1 — 6)°,

riippuu tuntemattomasta ¢:sta. Kun § = 0.1, niin Pluv(1)] = 0.387.
Koska binomijakauma on diskreetti, peitetodennikoisyys pt(f) on €:n
epdjatkuva funktio. Tarkastellaan nyt satunnaisvilid (8.2.3). Silloin

pt(0o) = POy € uv(X) | 0 = 6]

= Y PX=z[0=06)= ), (1950) 02 (1 — 65)'0.
()

x:0pcuv(x) z:fp€uv(z

Jos esimerkiksi 8 = 0.206, niin 0.206 € uv(z), kun x = 0,1,2,3,4 ja 5. Silloin
saadaan peitetodennéakoisyydeksi

5
10
pt(0.206):§ ( )0.1%-0.910%
Xz

=0

O

Esimerkki 8.5 Esimerkissi 8.2 6:n 100p %:n uskottavuusvéli on muotoa
X—c<0< X +eg,

missé ¢ = /—2logp. Mééritelmén (8.2.1) mukaan tdmén vélin peitetoden-
nékoisyys parametrin arvolla # = 6y on

pt(fg) = P(X —c <0y < X +c|0=0))
=P(—c< X —0y<c|O=0,).

Koska oletuksen mukaan X ~ N(fg, 1), niin
Z =X — ~N(0,1).

Téasta seuraa, etté
pt(fy) = P(—c < Z < ¢).
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Jos esimerkiksi p = 0.1, niin ¢ = /—2log0.1 = 2.146. Silloin 10 %:n
uskottavuusvélin peitetodennékoisyys on

pt = P(—2.146 < Z < 2.146) = 0.968.

Vastaavasti 10 %:n uskottavuusvili on X £2.146. Kun koetta toistetaan kiin-
nitetylld parametrin arvolla # = 6, niin 96.8 %:a uskottavuusvileisti peittii
parametrin todellisen (kiinnitetyn) arvon. Toisaalta tieddimme esimerkiksi,
etta

P(—1.96 < Z <1.96) = 0.95.

Valitsemalla siis ¢ = 1.96 saadaan peitetodennékoisyys 0.95. Ratkaisemalla
p yhtélosta /—2logp = 1.96 saadaan

1.962
p:exp( 26 ) = 0.147.

Havaitsemme, ettd X #+ 1.96 on 14.7 %:n uskottavuusvéli. O

8.2.1 Peitetodennikoisyyden arviointi uskottavuustes-
tisuureen avulla

Peitetodennédkoisyydet voidaan maéarittad uskottavuustestisuureen D otan-
tajakauman avulla. Parametrin 6 100p %:n uskottavuusvéli on epayhtalon
r(6) > log p, toteuttavien parametrin arvojen joukko. Parametrin arvo § = 6
kuuluu uskottavuusvilille, jos ja vain jos r(fy) > log p. Koska D = —21r(6,),
niin 6y on 100p %:n uskottavuusvililld jos ja vain jos D < —2logp. Siksi
100p %:n uskottavuusvilin peitetodennikoisyys on

(8.2.4) pt(fy) = P(D < —2logp | 6 = by).
Esimerkki 8.6 (jatkoa Esimerkkiin 8.2) Esimerkin 8.2 uskottavuussuureen
D otantajakuma on x?(1) parametrin arvosta riippumatta. Siksi 100p %:m
uskottavuusvélin peitetodennékoisyys on
pt = P(D < —2logp).

Koska Z? ~ x?*(1), niin jokaista d > 0 kohti

P(x*(1) <d) = P(2? <d) = P(-Vd < Z <Vd),
missd Z ~ N(0,1). Tasté seuraa, etté

pt = P(—\/—Qlogp <zZ< \/—210gp).

Sama tulos saatiin Esimerkissa 8.2 uskottavuusvalien avulla. O
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8.3 x*-likiarvo

8.3.1 Uskottavuustestisuureen jakauma

Alaluvussa 8.2 osoitimme, etté peitetodennidisyydet voidaan méérittaa us-
kottavuussuureen D = —2r(f) avulla. Yleensd D:n jakauma riippuu pa-
rametrin 6 = 6, arvosta. Normaalijakuman tapauksessa totesimme, etti
D ~ x?(1) kaikilla 6:n arvoilla. Usein D:n tarkka otantajakauma on han-
kala johtaa. Onneksi tarkan jakauman hyva likiarvo on useimmiten helppo
maarittaa.

Osoittautuu, ettd D:n jakauma on usein varsin lihelld jakaumaa x?(1):

(8.3.1) D = —27(6y) =~ x*(1).

Normaalijakaumaa koskeva tarkka tulos on siis monissa tilanteissa hyva li-
kiarvo. Kun meilld on otos X1, Xo, ..., X, jostain jakaumasta (n identtisesti
jakautunutta riippumatonta satunnaismuuttujaa), voidaan tulos (8.3.1) pe-
rustella keskeisen rajaviittdmén avulla. Voidaan néyttad, ettd melko lievien
oletusten vallitessa

(8.3.2) lim P(D <d|0=6)= P[x*(1) < d,

kaikilla d > 0.

Térkein tuloksen (8.3.2) todistamiseksi vaadittava sannollisyysehto on se,
ettd havaintojen X;, 7 = 1,2, ..., n vaihtelualue ei saa riippua parametrista 6.
Parametrin arvon 6, tulee olla lisiksi parametriavaruuden sisépiste. Jos 6y
on ldhelld reunaa, saatetaan tarvita varsin suuri havaintojen méara n, jot-
ta D:n jakauma on riittdvin lihelld y2-jakaumaa. Uskottavuussuureen raja-
kauma on x?(1) kaikissa parametriavaruuden siséipisteissi )y, mutta annetun
tarkkuuden saavuttamiseksi tarvittava otoskoko voi riippua 6,:sta.

Esimerkki 8.7 Esimerkissa 8.1 valittiin 10 tuotetta satunnaisesti suuresta
tuotepopulaatiosta. Otoksesta estimoitiin viallisten tuotteiden suhteellinen
osuus 6. Kun parametrille annetaan jokin arvo, esimerkiksi § = 0.1, saa-
daan D:n tarkka otantajakauma binomijakauman Bin(10,0.1) avulla. x*(1)-
jakaumasta saadaan todennékoisyys P(X2(1) < 2.707) = 0.90. Lasketaan
sitten tarkka todennékoisyys P(D < 2.707). Koska D < 2.707 sattuu tés-
maélleen silloin, kun X < 2, niin

P(D < 2.707) = P(X < 2) = 0.349 + 0.387 + 0.194 = 0.930.

Vastaavasti x%(1)-jakauman 95 %:n ja 99 %:n pisteet ovat 3.841 ja 6.635. D:n
tarkan jakauman mukaan vastaavat todenndkoisyydet ovat

P(D < 3.841) = P(X < 3) =0.987 ja

P(D <6.635) = P(X <4) =0.998.
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Esimerkki 8.8 Olkoon Xy, X5, ..., X, otos Poissonin jakaumasta, jonka kes-
kiarvo on p. Silloin p:n logaritmoitu uskottavuusfunktio on

() = slog p — np,

missd g > 0 ja s = Y x;. Parametrin p suurimman uskottavuuden estimaatti
on i =Y x;/n ja logaritmoitu normitettu uskottavuusfunktio on

r(i) = () — (1) = slogg —np -+ nji

s
= —slog(—) —np+ s.
np

Ajatellaan, ettd koetta toistetaan, kun g = pg. Silloin havaintojen summa

S = > X, vaihtelee otoksesta toiseen ja se on siis satunnaismuuttuja. Pois-

sonin jakauman yhteenlaskuominaisuuden mukaan S ~ Poi(nuy).
Uskottavuustestisuure on

S
D = —27r(up) :2{Slog—+n,u0—5 :
o

D on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvot maaraytyvit satunnaismuut-

tujan S arvojen S = 0,1,2,... perusteella. Arvojen todennédkoisyydet saa-
daan Poissonin todennékdisyyksien

s

P(S:s)zm, s=0,1,2,...
S

avulla. Kun esimerkiksi pg = 0.5 ja n = 20, niin nue = 10 ja
S
D=2 Slogﬁ%—lO—S .

Termin Slog £ arvoksi annetaan 0, kun S = 0. Jos D ~ x*(1), niin P(D <
2.706) = 0.9. Tarkka todennékoisyys P(D < 2.706) saadaan Poissonin jakau-
man avulla. Laskemalla todetaan, ettd D < 2.706, jos ja vain jos 6 < .S < 15.
Koska S ~ Poi(10), niin

15
P(D <2.706) = Y 10°%'%/s! = 0.884.
s=6
O

Esimerkki 8.9 Erdédn elektronisen komponentin kestoaika X noudattaa eks-
ponenttijakaumaa, jonko odotusarvo on F(X) = 0. Kun testattiin n:n kom-
ponentin kesto, saatiin n:n kestoajan muodostama aineisto z1, s, . . ., x,. Pa-
rametrin # suurimman uskottavuuden estimaatti § = s/n, missi s = Y x;.
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Eksponenttijakauman logaritmoitu uskottavuusfunktio on [(6) = —nlog —
s/6, joten logaritmoitu normitettu uskottavuusfunktio on

0 0 5 s
r(0) :—n<§ —1—log§) = —n(@ —1—log@>.

Ajatellaan nyt, ettd koetta toistetaan annetulla parametrin arvolla § =
0. Kokonaiskestoaika S = > X; on jatkuva satunnaismuuttuja. Siksi myos
uskottavuussuure

D= —-2r(by) = Qn(i -1 —logi)

nb, nby
on jatkuva satunnaismuuttuja. Huomaa, etté
D=2n(Y —-1-logY),
missd Y = S/(nby). Siksi

P(ng):P(Y—1—1ogY32i).
n

Tarkastellaan funktiota

g(y) =y —1—logy, y > 0.

Koska ¢'(y) = 1 — 1/y ja ¢"(y) = 1/y? niin funktiolla g(y) on pisteessi
y = 1 yksikésitteinen minimi. Siksi jokaista d > 0 kohti on olemassa sellaiset
ehdon y; < 1 < y, toteuttavat y:n arvot, ettd g(y) < d/(2n), jos ja vain jos
y1 <y < yo. Néiden arvojen 16ytamiseksi ratkaistaan yht&lo g(y)—d/2n = 0.
Silloin saadaan tulos

S
P<D§d)=P(y1§Y§yQ>:P(y1§WSyg)
0

25
= P<2ny1 < N < 2”92)-
0

Satunnaismuuttuja 25/6, noudattaa y*-jakaumaa vapausastein 2n, joten to-
dennékoisyys P(D < d) voidaan laskea x?-jakauman avulla. 0

8.3.2 Pistefunktion jakauma

Seuraavassa perustelemme, miksi tulos (8.3.2) pitdd paikkansa. Tamé& perus-
telu ei ole tarkka muodollinen todistus. Olkoon Xy, X, ..., X, otos jostain
jakaumasta eli Xy, Xo, ..., X, ovat riippumattomat ja noudattavat samaa
jakaumaa. Alaluvussa 7.5 tarkasteltiin riippumattomien otosten yhdistamis-
td. Koska Xy, ..., X, ovat riippumattomat, niin havaintojen X; = x4, ...,
X, = x, perusteella madritetty uskottavuusfunktio on muotoa

L(0; 21,20, .., xn) = L(0;21) L(0; 22) - - - L(6; ).



274 Luku 8. Frekvenssitulkinta uskottavuuspééttelyssé

Vastaavasti logaritmoitu uskottavuusfunktio on
n
l(ea L1, X2y .- ,I'n) = Z l(07 xi)a
i=1

missé [(0; ;) = log L(0;z;), 1 < i < n. Suoraan pistefunktion mééritelmésta
seuraa, etta

n

(8.3.3) w(l;x1, 9, ... x,) = Z u(0; x;),

i=1

missd u(0; z;) = U'(0; ;).

Kun pistefunktion u(0; 1, xe,. .., x,) esityksessd (8.3.3) annetaan para-
metrille jokin arvo # = 6, ja tarkastellaan havaintoja satunnaismuuttujina,
saadaan satunnaismuuttuja

n

(8.3.4) u(lo; X1, Xa, .., Xo) = Y u(flo; Xo).

=1

Myo6s satunnaismuuttujaa (8.3.4) kutsutaan pistefunktioksi. Jatkossa piste-
funktiota (8.3.4) merkitdén usein lyhyesti u(6o; X1, Xo, ..., X,) = U(6o).

Vastaavasti voidaan myos informaatiofunktiota tarkastella satunnaismuut-
tujana. Silloin saamme

n

(835) I(‘go, Xl,XQ, cee 7Xn) = — Zu'(@o, X]) = Zl(eo, Xj),
Jj=1

j=1

missé u'(6p; X;) on pistefunktion u(f; X;) derivaatan arvo pisteessd 6 = 6,
ja i(6p, X;) on havaintoon X; perustuva informaatio. Informaation (8.3.5)
odotusarvo

(8.3.6) 1(0) = E[Z(00; X1, X, ..., X))

on odotettu informaatio. Osoitamme alaluvussa 8.6, ettd U(6y):n odotusar-
vo on 0 ja varianssi on odotettu informaatio I(6y) Keskeisen rajavéittamén
mukaan

~ N(0,1),
kun n on riittavan suuri.

Esimerkki 8.10 Olkoon Xj, ..., X, otos normaalijakaumasta N(6,1). Sil-

loin
n

16) = —5 S (X~ 6

i=1
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ja I'(6) = S (X, — 0). Kun 0 = 6, niin
i=1
l/(eo) =u(ly; X1,...,Xy) = Z(Xz — bh).
i=1
Koska I"(0) = —n, niin Z(0) = I(0) = n. Nyt siis
u(@o, Xl, Ce ,Xn) _ Z?:I(Xl — 00) _ 7 — 00 N N(O, 1)
1(6o) Vn 1/v/n
OJ

Esimerkki 8.11 Olkoon Xj,

..., X, otos Poissonin jakaumasta Poi(u). Sil-
loin

() = <ZXZ> logpu —nu, 1'(p) = 2 X “n g () = _ZXZ‘

2 Y
i1 w K
joten Z(p) = > X;/u?. Odotettu informaatio on siis
X; nw n
=55 ) = =
7 w2
Kun oletetaan p = pg, niin pistefunktio on
X,—n n,—
U(/,Lo,Xl,,Xn):iz Ho :_(X_,UO)
7 7
Téasta seuraa, etté
Ulpo) _ (n/m)(X — o) _ X — po
(o) V1 o V o/
Koska Var(X) = pg/n, niin keskeisen rajaviittimin mukaan
X
Fo 4, N(0, 1), kun n — oo.
vV fo/m
0
Esimerkki 8.12 Kun Xj,..., X, on otos eksponenttijakaumasta Exp(6),
niin %
[(0) = —nlogf — Zg :
ja
P D DD, (R | on
1(0) = —% + =2 = = (DX —nh) = (X —0).
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Koska I"(6) = n/6* — (23 X;) /6°, niin
1) :E(QZXZ' _ E) _ 0 n_n

03 62 03 62 02
Téasta seuraa, etté

U)  (n/05)(X —60) X =0

1(6h) Vn/65 Vg /n

joka keskeisen rajaviittdméan mukaan lihenee normaalijakaumaa N(0, 1), kun
n kasvaa. 0J

~

Suurimman uskottavuuden estimaatti on yhtélon U(f) = 0 ratkaisu. Edel-
14 esitetyn tuloksen perusteella voidaan osoittaa, etté 6 — 6, todennikoisyy-
den mielessé, kun n — oo. Voidaan lisiksi osoittaa, ettd Z(A)/I(6,) — 1
todennékoisyyden mielessd, kun n — oo. Siksi

U(0o)

(8.3.7) -
0

~ N(0,1),

s

kun n on riittdvan suuri.
Koska 0 on lihelld arvoa 6y, kun n on suuri, niin likiarvon (7.9.2) mukaan

r(0) ~ —1(0 — 60)*Z(0).
Derivoimalla 0y:n suhteen (6 tdssid muuttuja) saadaan
U(6y) ~ (6 — 6,) Z(6).

Silloin tuloksen (8.3.7) mukaan

(8.3.8) (0 — 0)\/Z(A) ~ N(0,1).
Tasta saadaan uskottavuussuureen D likiarvo
D = —27(0) ~ (0 — 0,)* Z(6).

Koska (8.3.8):n mukaan (6 —6,)V/Z(0) noudattaa likimain normaalijakaumaa
N(0,1), niin D noudattaa likimain y?-jakaumaa vapausastein 1, kun n on
suuri.

8.4 Luottamusvalit

Satunnaisvélia [R,, R,] kutsutaan parametrin 6 luottamusvdliksi (LV), jos
sen peitetodennékoisyys

pt(@o) :P(Ra SGO S Ry | 0:00)
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ei riipu parametrin arvosta 6y. Luottamusvilin peitetodennikoisyytta sano-
taan luottamuskertoimeksi. Esimerkiksi vili [R,, R,] on #:n 95 %:mn luotta-
musvili, jos

P(R, <0y < Ry, | 6 =0y =095

kaikilla mahdollisilla fy:n arvoilla. Kun koetta toistetaan kiinniteylld para-
metrin arvolla 6 = 6y, niin luottamusvili peittaid fy:n 95 %:ssa kaikista tois-
toista.

Esimerkissa 8.5 100p %:n uskottavuusvilin peitetodennikoisyys oli sama
parametrin arvosta riippumatta, joten uskottavuusvéli on luottamusvali. Sen
sijaan Esimerkissd 8.4 100p %:n uskottavuusvilin peitetodennikoisyys riip-
puu parametrin todellisesta arvosta 6, joten siiné tapauksessa uskottavuus-
véli ei ole luottamusvili. Usein on kuitenkin mahdollista konstruoida liki-
médrdinen luottamusvéli siten, ettd pt(fy) on likimain vakio tarkasteltavalla
parametrin arvoalueella. y2-likiarvon ansiosta uskottavuusvilit ovat useim-
missa sovelluksissa likimadraisid luottamusvileja. Jos tulosta (8.3.1) voidaan
soveltaa, niin

pt ~ P[x*(1) < —2logp].

On viarin ajatella, ettd esimerkiksi jokin annettu 95 %:n luottamusva-
li [a,y] peittdd todellisen parametrin arvon 6y todennédkoisyydelld 0.95. Voi
esimerkiksi sattua, etté [a, y| peittdd kaikki mahdolliset parametrin arvot, jol-
loin vili peittda 0y:n todennikoisyydelld 1. Siitd huolimatta véli on 95 %:n
luottamusvili. Peitetodennikoisyys on teoreettinen tunnusluku, joka liittyy
ajateltuun koetoistojen sarjaan. Peitetodennékoisyys ei ole yksittdisen valin
ominaisuus, vaan se on vilien méaérittdmiseen kdytetyn menetelmén ominai-
suus.

Luottamusvili voidaan muodostaa uskottavuusfunktion avulla. Jos esi-
merkiksi tarvitaan 6:n 95 %:mn luottamusvéli, méiritetdan 100p %:n uskot-
tavuusvili valitsemalla p siten, ettd vilin peitetodennikoisyys on 0.95. Jos
tarvitaan esimerkiksi 95 %:n luottamusvili, méiritetdan 100p %:n uskotta-
vuusviali valitsemalla p siten, ettd vélin peitetodennéikoisyys on 0.95.

Esimerkki 8.13 Esimerkissé 8.5
Z =X -0y, ~N(0,1).
Koska P(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95, niin
P(X —1.96 <6, <X +1.96)=P(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95.
Vilin [X —1.96, X +1.96] peitetodennékaisyys on 0.95 kaikilla fy:n arvoilla ja

se on siksi 95 %:n luottamusvali. Se on myds uskottavuusvili. Esimerkissé 8.2
nihtiin, ettd p - 100 %:n uskottavuusvili on muotoa

[X— v/ —2logp, X + \/—210gp].
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Kun p maéritelldin siten, ettd saadaan 95 % luottamusvili, saadaan p =
0.147. Tassé tapauksessa luottamusviéli voidaan muodostaa monella muulla-
kin tavalla. Esimerkiksi

P(—2.376 < Z < 1.751) = 0.95,

joten vilin [X — 2.376, X + 1.751] peitetodenniksisyys on 0.95 kaikilla 6 ja
se on siis luottamusvali. Se el kuitenkaan ole uskottavuusvali. O

8.4.1 Normaalijakaumaan perustuva likiarvo

On suositeltavaa muodostaa luottamusvéali uskottavuusvilin avulla. Kun muo-
dostettaan esimerkiksi 95 %:n luottamusvili, méiritetdin ensin 100p %:n
uskottavuusvéli siten, ettd vilin peitetodennékoisyys on 0.95. Jos likiar-
vo (8.3.1) on pétevé, niin silloin uskottavuusvili on likiméérdinen (tai tarkka)
luottamusvili.

Joskus luottamusvali voidaan muodostaa laskennallisesti helpommin nor-
maalijakaumaan perustuvan likiarvon avulla. Likiarvon (7.9.2) mukaan

h+ °
VI(0)

on #:n likiméérdinen uskottavuusvili, missd ¢ = y/—2logp. Vilin peiteto-
dennékoisyys on
0= 00>

<0y <0+ c

VI(0) VI(0)

Tuloksen (8.3.8) mukaan
pt(fy) = P(—c < Z < ¢),

missd Z ~ N(0,1). Koska P(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95, niin véli

- 196 . 1.96
(8.4.1) [ 0

0— ~
VZ(0) (6)

on 6:n likiméaidriinen 95 %:n luottamusvili.

N
D>

Esimerkki 8.14 Oletetaan, ettd jakaumasta Bin(100, ) on saatu havainto
x = 17. Lasketaan 6#:n likimdérdinen 95 %:n luottamusvéili. Nyt #:n suurim-
man uskottavuuden estimaatti on § = z/n = 0.17 ja

r(0) = 171og 0 + 83log(1 — 0) + 45581, 0 <6 < 1.
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Laskemalla voidaan todeta, ettd r(6) > log0.147, kun 0.105 < 6 < 0.251.
Tama on 6:n 14.7 %:n uskottavuusvali ja likimain 95 %:n luottamusvéli.
Informaatiofunktio on
x n—x

7(0) = = +

ZAN TP 0<fd<1.

Sijoittamalla informaatiofunktioon 6§ = 6 saadaan

=Lyt _n, o
2 (1-62 6 1-6 6(1-0)
Nyt (8.4.1):n mukaan
0+ 1.96 oa-0) _ 0.17 4+ 0.0736
mn

on #:n likiméirainen 95 %:n luottamusvili. Vali ei kuitenkaan ole uskotta-
vuusvéli, silld vélin alarajan 0.096 suhteellinen uskottavuus R(0.096) = 0.072
on paljon pienempi kuin yldrajan 0.244 suhteellinen uskottavuus R(0.244) =
0.200. O

Esimerkki 8.15 Oletetaan, ettd X ~ Bin(3,#). Silloin

[(0) = xlogb + (3 — x)log(1 — 0)
= 3[0log 0 + (1 — ) log(1 — 0],
missé 0 = 2/3 ja 0 < 0 < 1. Silloin
1(0) = 3[Alog § + (1 — ) log(1 — 6)],

1

missé ¢ voi saada arvot 0, 3, % ja 1. Parametrin 10 %:n uskottavuusvili on

uv(z; 10%) = {6 ] 1(0) — 1(6) > log0.1}.
Jos esimerkiksi z = 1, niin

uv(z; 10%) = {0 | logf + 2log(1 — 0) > —0.39 }
— [0.015,0.869].

Eri 2:n arvoilla saadaan seuraavat 6:n 10 %:n luottamusvilit

uv(0) = [0,0.536],
uv(1) = [0.015, 0.869],
uv(2) = [0.131,0.985],
uv(3) = [0.464, 1].
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1/3 2/3 1

\ r(0) = log(0.1)
1 z=2

I/

Kuvio 8.2. Logaritmoitu normitettu uskottavuusfunktio r(0) = 1(6)—

~

1(#), kun x = 0,1,2 ja 3.

Il 1

r=3 r=0 T

Todennékoisyys, ettd vali peittdd parametrin todellisen arvon, riippuu nyt
parametrin arvosta.

Normaalijakaumaan perustuvan likiarvon avulla johdettu tavanomainen
95 %:n luottamusvali on muotoa

Iv(0) =0+ 1.96 ﬁ%;@.

1

Koska 6:n mahdolliset arvot ovat 0, 3,

ovat

2 ja 1, niin mahdolliset luottamusvilit

0, [0.061,0.605], [0.395,0.939] ja 1.

Havaintoarvoilla X = 0 ja X = 3 vili degeneroituu yhdeksi pisteeksi. Kun
0 < 6 < 0.061 tai 0.939 < 0 < 1, on luottamusvélin peitetodennikdisyys 0

~

eli P[0 € 1y/(6)] = o 0

Esimerkki 8.16 Oletetaan, ettd eksponenttijakaumasta Exp(f) on saatu 10
riippumatonta havaintoa. Oletetaan, etta 6 = 28.8. Pyrimme nyt méaaritta-
méian 95 % luottamusvilin likiarvon.

Logaritminen normitettu uskottavuusfunktio on

0 0 28.8 28.8

kun 0 > 0. Mééritetddn epayhtalostd r(6) > log0.147 parametrin 14.7 %:n

uskottavuusvili, joka on [16.42,57.47]. Tamé on 95 %:n luottamusvilin li-

kiarvo. Luottamusvélin tarkka peitetodennékoisyys on 0.948.
Vaihtoehtoisesti voimme kayttéaé likiarvoa (8.4.1). Koska

n Qné A n

IO =—m+—3 Ja I =5
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niin /Z(0) = /n/6 = 0.1098 ja

. 196 . 1.96
8.4.2 0 — L0+ — | =[10.95,46.65).
) [ vzo ' vzw) ! |
Likiarvo
(8.4.3) (0 — 65)\/Z(0) ~ N(0,1)

ei ole téssd tapauksessa kovin tarkka, silld vilin (8.4.2) oikea peitetodenné-
koisyys on 0.9035. Vili (8.4.2) on symmetrinen #:n suhteen, kun taas r(6)m
antamat uskottavuusvilit eiviit ole symmetrisiéi #:n suhteen. Likiarvo (8.4.3)
paranee, jos tehddén parametrimuunnos, joka tekee funktiosta r(6) mahdol-
lisimman symmetrisen 6:n suhteen. 0

8.4.2 Napasuureet

Olkoon Xj, ..., X, otos tasajakaumasta Tas(0, #) ja olkoon Y = X,y havain-
tojen maksimi. Muodostetaan tuntemattomalle parametrille 6 viliestimaatti.
Tarkastellaan kahta vaihtoehtoa:

Y, aY], 1 <a;
Y,Y +b], 0<b,

missé a ja b ovat annettuja vakioita. Ensimmaisen vélin peitetodennékoisyys
on

a 0

Koska Y:n tiheysfunktio on fy(y) = ny"~'/0", 0 < y < 6, niin satunnais-
muuttujan 7' = Y/6 tiheysfunktio on fr(t) = nt"~' 0 <t < 1. Siksi peiteto-
dennékoisyys on

1
1 1\"
P(—§T§1):/ﬁw4mz1—(—>.
a a

1/a

Pwewmﬂy:mygegmq:p(lgzg1)

Peitetodennékaisyys ei riipu #:sta ja siksi vélin [V, aY] luottamustaso on 1 —
(1/a)™. Toisen vilin peitetodennékoisyys on

POEY,Y +8)=P(Y <0<Y +b)

Cr(i-beren)

1

b n
= lqt=1—-(1-—=] .
/ nt dt ( 0)

1-b/0
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Téssé tapauksessa peitetodennékoisyys riippuu parametrista 6. Vili [Y, Y +b]
ei siis ole edelld esitetyn maédritelmén mielessé luottamusvali.

Sanomme satunnaismuuttujaa T'( Xy, . . ., X,; 0) napasuureeksi (pivotal quan-
tity tai pivot), jos T(Xq, ..., Xy;0):m jakauma ei riipu parametrista 6. Napa-
suureen avulla voidaan siis konstruoida luottamusvileja.

Esimerkki 8.17 Olkoon X, ..., X, otos normaalijakaumasta N(u, 0g), mis-
sé o2 on tunnettu. Silloin (X — u)/(09/+/n) on napasuure, jonka avulla voi-
daan madrittdd p:n luottamusvéli. Jokaista 0 < a < 1 kohti voidaan 16ytaa
standardoidun normaalimuuttujan Z avulla sellainen luku z, /2, ettd
X—p
P_ZO(QS SZQQ):P_ZQQSZSZ()2:1_Q‘
( 125 T T S Rl (—2ay /2)

Jos esimerkiksi 1 — a = 0.95, niin z,/2 = 20025 = 1.96. Téastd saadaan p:n
luottamusvili

{u’X—za/g~%§u§X—i—za/Q'%},

jonka luottamustaso on 1 — . Sanomme myds, ettd véli on (1 — «)100 %:n
luottamusvali.

Jos otos on normaalijakaumasta N(u, 0?), missi myds o2 on tuntematon,
niin o
X —p
S/v/n
noudattaa t-jakaumaa vapausastein n — 1. Otosvarianssi S? on o%:n harhaton
estimaattori. Silloin (1 — «)100 %:mn luottamusvéli saadaan valitsemalla ¢-

jakauman avulla luku #,/9,,—1 siten, etté

Tnfl =

X—p
Pl —taon-1 < w7—7—= <tlajzn- = P(~taj2n-1 < Tho1 < tajon-1)-
( 1 S g Sl 1) (—taj2n—1 1 /2:n—1)

Silloin pgn (1 — @)100 %:n luottamusvéli on

- S
X —toyppt —=<
{“’ BN

— S
O G T
S X+ tayon—1 \/ﬁ}

O

Esimerkki 8.18 Tarkastellaan nyt normaalijakauman N(u,c?) parametrin
o? viliestimointia. Koska

on napasuure, niin

l—a=Pla<T<h), a<b
2 )
:P(LSLSL)ZP(%SUQSE)

on luottamusvilin [ng?/b, ng?/a] luottamustaso. O
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8.5 Kahden parametrin mallit

Oletetaan nyt, ettd todennikdisyysmallissa on kaksi tuntematonta paramet-
ria « ja (. Olkoon r(a, 3) logaritminen normitettu uskottavuusfunktio. Pa-
rametrien (o, 3) 100p %:n uskottavuusalue on

ua(a, f) = {(a, 8) | r(a, 8) = logp}.

Alaluvussa 7.10.3 méériteltiin parametrin § logaritminen normitettu pro-
fiilifunktio

() = maxr(a, 3).

o

Parametrin § 100p %:m profiilivdli on

(8.5.1) pv(B8) ={B[r"(B) = logp}

Ajatellaan ensin, etta koetta toistetaan, kun parametriparin (o, 3) arvoksi
on kiinnitetty (o, fo). Mééritetddn kokeen tuloksesta uskottavuustestisuure

D = —2 T’(Oé(), ﬁo)

Toisaalta tarkastellaan koetoistoja, kun vain 3 = (3, on kiinnitetty. Tédmén
kokeen tuloksesta méaritetdéan uskottavuustestisuure

D2 = —27“*(50)

My6hemmin testisuuretta D tullaan kiyttdméin hypoteesin (o, 5) = (ag, Go)
ja testisuuretta Dy hypoteesin § = [, testaamiseen.

Suureiden D ja D, arvot vaihtelevat kokeesta toiseen havaintojen arvois-
ta riippuen. Periaatteessa niiden tarkka jakauma voidaan johtaa todennékoi-
syysmallista, muttd kdytdnnossi se voi olla vaikeaa. Siksi kidytdmme useim-
miten likiarvoa. Alaluvussa 8.3 esitettyjen ehtojen vallitessa D ja Dy nou-
dattavat suurissa otoksissa likimain y2-jakaumaa:

D=x*2) ja  Dy=x*1).

Arvopari (ag, Bp) kuuluu 100p %:n uskottavuusalueeseen, jos r(ag, By) >
log p. T&lloin 100p %:n uskottavuusalueen peitetodennéikoisyys on

pt(ao, f) = P(D < =2logp | a = ap, = 3)
~ P(x*(2) < —2logp).

Esimerkki 8.19 Olkoon havainto = jakaumasta N(u,1) ja y jakaumasta
N(#,1). Liséksi = ja y ovat toisistaan riippumattomat. Silloin g = z, § =y
ja

r(p,0) = —5(x — p)* = 3(y — 0)%,

missd —o00 < < 00 ja —oo < 0 < o0.
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Kun koetta toistetaan parametrin arvoilla pu = g ja € = 6y, niin
D = —=27(po, 00) = (X — po)* + (Y = 0)* = Z{ + Z3
ja
Dy = =27 (00) = (Y — 0y)* = Z2.
Koska X ~ N(pu,1)jaY ~ N(6p, 1) ovat riippumattomat, niin 7; = X —pq ja

Zy =Y — 0y ovat riippumattomat ja noudattavat normaalijakaumaa N(0, 1).
Siksi D ja Do ovat riippumatomat ja D ~ x?(2) ja Dy ~ x*(1). O

8.6 Odotettu informaatio

ja kokeiden suunnittelu

8.6.1 Johdanto

Toistaiseksi on yleensé oletettu, ettd koe on tehty (havainnot kédytettévissa).
Olemme tarkastelleet sitd, miten havainnoista saadaan parametria 6 koske-
vaa informaatiota. Tilastollisia menetelmid voidaan kdyttdd myos kokeiden
suunnitteluvaiheessa padtettaessa siitd, mita kokeita kannattaa tehda ja mité
estimaattoreita kayttaa.

Alaluvussa 8.4 esitettyjen tulosten mukaan

C

Z(9)

0 +

on #:n likim#darainen uskottavuusvéli ja luottamusvéli. Suuri informaatio-
funktion arvo Z (é) tarkoittaa sité, ettd saadaan lyhyt luottamusvéli. Jos siis
kokeen tarkoituksena on saada hyvid 6:n estimaatti, kannattaa yrittda va-
lita koe siten, ettd saadaan mahdollisimman suuri 7 (é) Emme kuitenkaan
voi laskea esimaattia 6 ja vastaavasi informaatiofunktion arvoa Z (é) ennen

koetta.

Esimerkki 8.20 Testataan n:n tuotteen kestoaika tarkistamalla, moniko
niistd kestdi tietyn ennalta asetetun testiajan ¢y3. Olkoon Y testiajan ¢y kesté-
vien tuotteiden lukumééra. Oletetaan, ettd kestoajat X; noudattavat toisis-
taan riippumatta eksponenttijakaumaa Exp(6). Miten ¢, olisi valittava, etta
odotettu informaatio olisi mahdollisimman suuri?
Koska X ~ Exp(#), niin
o
1
7(0) = PX > ta) = [ Geltdo—e
to

Testiajan ty kestévien tuotteiden lukuméérd Y noudattaa binomijakaumaa
Bin(n, 7), jonka logaritmoitu uskottavuusfunktio on

[(0) =Ylognm() + (n—Y)log[l — m(0)],
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missi 7(0) = e~0/%. Derivoimalla [(f) kaksi kertaa saadaan

o[58 - (G205

Koska E(Y) = nm, niin

n dm\?

1(0) = E[Z(0)] = m(@)
nmtd n m 9
S T g

Voidaan osoittaa, ettd (#) saavuttaa maksiminsa, kun 7 = 0.203. Siksi kan-
nattaa yrittad valita tq siten, ettd noin 20 % testattavista tuotteista kestda
koko testijakson ajan. 0

8.6.2 Pistefunktion ja informaatiofunktion
ominaisuuksia

Oletetaan, ettd X noudattaa jakaumaa, jonka tiheysfunktio on f(z;60). Fis-
herin pistefunktio on

d
0) = u(0;x) = — ((6;
u(0) = u(b: ) = 5 1(6:),
missé [(0; x) = log f(x;0). Tarkastellaan nyt funktiota satunnaismuuttujana

U = u(f; X), kuten alaluvussa 8.3.

Esimerkki 8.21 Olkoon X7, ..., X,, otos normaalijakaumasta N(u, 03), mis-
sé o2 on tunnettu. Silloin p:n logaritmoitu uskottavuusfunktio on

l(p) = —%‘8 (X; — p)?
ja .
U= U_(g) Z(Xz — )
Silloin
E(U) :E|:02 Z(XZ_U)] = 0(2] ZE(XZ_,U) =0
ja
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Toisaalta I"(1) = —n/o?, joten Z(u) = n/o? ei riipu havainnoista ja sil-
loin my¢s I(p) = n/oj. Havaitsemme siis, ettd Var(U) = I(u). Seuraavassa
néiytetadn, ettd vastaava tulos pitda paikkansa kaikille piste- ja informaatio-
funktioille, kunhan riittavét sdannollisyysehdot ovat voimassa. 0

Voidaan osoittaa yleisesti, ettd E(U) = 0:

E(U) = E [% log f(X: 9)}

- /[f(xl; R gﬂf(“”e) &

S

d d
8.6.1 = — ;0)der = —1=0
(861) G [ fmta = =

5
missd S on X:n arvoalue. Odotusarvon laskemisessa on oletettu, etta deri-
voinnin ja integroinnin jérjestystd voidaan vaihtaa. Koska E(U) = 0, niin
(8.6.2) Var(U) = E(U?).
Tété suuretta kutsutaan (Fisherin) odotetuksi informaatioksi ja merkitaan
Var(U) = 1(0).

Toisaalta odotettu informaatio voidaa lausua muodossa

)

(8.6.3) 1(6) = — E{ T

Todetaan ensin, etté

do? dé
R S P 1 [df(=;6)7°
= Fwoae! Y [f(x;é’)Pl a6 ]
1 d?

Koska

1 RE
b f(z;0) a1 0)} N

Cdezt
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niin

d6? do

Néin on identiteetti (8.6.3) todistettu. Odotusarvon laskemisessa oletettiin
jalleen, ettéd derivoinnin ja integroinnin jérjestys voidaan vaihtaa.

Kuten alaluvussa 7.5 todettiin, riippumattomista kokeista saatu paramet-
rin 6 pistefunktio saadaan laskemalla yhteen riippumattomista kokeista méaa-
ritetyt pistefunktiot. Informaatiofunktiolla on vastaava ominaisuus. Olkoot
X ja X, riippumattomat satunnaismuuttujat ja olkoot Uy () = u(f, X;) ja
Us(0) = u(60, X,) vastaavat pistefunktiot. Silloin yhdistetyn kokeen pistefunk-
tio U(0) = u(0; X1, X3) on

_E[M} _ E{wr — B(U?).

Ominaisuuden (8.6.1) nojalla E(U) =0 ja
Var(U) = Var(U;) + Var(Us),

koska U; ja U, ovat riippumattomat. Koska Var(U) = I(f), niin odotettu
informaatio on additiivinen:

(8.6.4) 1(6) = I,(6) + L(6),

missa Var(U;) = [;(0), i = 1,2.
Jos nyt Xi,..., X, on otos jakaumasta, jonka tiheysfunktio on f(z;6),
niin

U6; X1, Xa) = > U(6),
=1

missid E(U;) = 0 ja U;:t ovat riippumattomat, 1 < i < n. Hajotelmaa (8.6.4)
vastaavasti

I1(0) = ZVar(Uj) =ni(f),
missé () = Var(U;), i < j <n.

8.6.3 Cramérin ja Raon alaraja

Cramérin ja Raon lauseen avulla voidaan mééarittad harhattoman estimaat-
torin varianssin alaraja.

Lause 8.1 (Cramér ja Rao) Olkoon 0 parametrin 0 harhaton estimaatto-
ri. Silloin tiettyjen sdadannollisyysehtojen vallitessa
s 1
(8.6.5) Var(0) > —,
1(0)

missd I(0) on odotettu informaatio.
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Todistus. Koska pistefunktion U odotusarvo on 0, niin

Cov(0,U) = E[(6 — 0)U]
— E(0U) — 0 E(U) = E(AU).

Toisaalta saadaan

{di log f(z; H}f(x;ﬁ)dx

[

id g
050

x@pm@m

flz 0f(w:6) do

~ o

0=1.

I
%|CL\\\

Koska ) )
[Cov(6, U))* < Var(0) Var(U),

~

Cov(0,U) =1 ja Var(U) = I(#), niin tdstd seuraa Cramérin ja Raon epayh-
talo (8.6.5)
1

Var(0) > o) -

8.6.4 Suurimman uskottavuuden estimaattorin
ominaisuuksia

Totesimme alaluvussa 8.3.2, ettd U(fy) noudattaa likimain normaalijakau-
maa, kun n on suuri:

U(6y) -2 N[0y, I(6p)],  kun n — oo.

Seuraavassa esitetdan melko luettelomaisesti suurimman uskottavuuden es-
timaattorin asymptoottiset ominaisuudet.

Tarkentuva. Suurimman uskottavuuden estimaattpri on tarkentuva erai-
den yleisten ehtojen vallitessa. Silloin siis lim,, o, P(|6 —0p| > €) = 0 kaikilla

£ > 0, missd # on parametrin #y € © suurimman uskottavuuden estimaattori.

Asymptoottisesti normaalinen. FEriiden yleisten ehtojen vallitessa

9—>N(90, ((19)) kun n — oo.
0

Kun 6 = 0y, niin #:n jakauma ldhenee normaalijakaumaa n:n kasvaessa.
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Esimerkki 8.22 Olkoon X7,..., X, otos eksponenttijakaumasta Exp(1/03).
Silloin f(z) = Be™7* ja

1(8) =nlogf— B .

joten I"(3) = —n/B? ja Z(3) = n/F2. Suurilla nm arvoilla 3 noudattaa
likimain normaalijakaumaa:
2
pan(s2)

Invariantti parametrisoinnin suhteen. Jos # on #:n suurimman uskot-
tavuuden estimaattori, niin g(6) on g(f):n suurimman uskottavuuden esti-
maattori, missid g on #:n monotoninen funktio.

O

Esimerkki 8.23 Olkoon Xj, ..., X, otos eksponenttijakaumasta Exp(f). Pa-
rametrin § suurimman uskottavuuden estimaattori on § = 7. Lasketaan to-
denniikoisyyden P(X > tg) suurimman uskottavuuden estimaattori. Ekspo-
nenttijakauman perusteella P(X > to) = e /% = 7(f). Todenniikoisyyden 7
suurimman uskottavuuden estimaattori on

F=m(0) =e /7
O

Lause 8.2 Oletetaan, etti 0 on 6:n harhaton estimaattori, joka saavuttaa
Cramérin ja Raon alarajan. Jos 0:n suurimman uskottavuuden estimaattori
6 on yhtalon oL — () ratkaisu, niin 0 = 0.

Lauseen todistus sivuutetaan.

Suurimman uskottavuuden estimaattori voi olla harhainen, mutta se on
asymptoottisesti harhaton. Jos 6 on harhaton, niin silld on Cramérin ja Raon
lauseessa esitetty minimivarianssi 1/1(f). Téllaista estimaattoria sanotaan
tehokkaaksi. Jos 6 on harhainen, niin 6 on asymptoottisesti tehokas eli f:n

varianssi ldhenee varianssin alarajaa.

8.6.5 Uskottavuusfunktioon liittyvia
testisuureita

Alaluvussa 8.1 madriteltiin uskottavuussuhteen avulla uskottavuustestisuure

D(0;z) = —2log LEG %) Seuraavassa esitetédéin kaksi muuta keskeistii uskot-

tavuusfunktioon perustuvaa testisuuretta. Naméa ovat Waldin testisuure ja
Raon pistetestisuure.

Koska suurilla n:n arvoilla likimain § ~ N[0, I(6)~], niin (6 —6)1(0)Y/2 ~
N(0, 1). Silloin siis likimain

(0= 0)*1(0) ~ x*(1).
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Kun testataan hypoteesia Hy: 0 = 0y, niin Hy:n vallitessa testisuure

~ A~

(8.6.6) W = (0 —6,)°1(0)

noudattaa likimain y?-jakaumaa vapausastein 1.

Vastaava tulos pétee myos vektoriarvoisille parametreille. Jos @ = (64, . ..,
0,)7 ja @ = (6y,...,6,)7, niin 6 noudattaa suurilla n:n arvoilla likimain k:m
muuttujan normaalijakaumaa N[0, I(6)~!], missid k on vapaiden paramet-
rien lukuméérd ja 7(@)~! on Fisherin informaatiomatriisin (odotettu infor-
maatio) kddnteismatriisi. Silloin likimain

(6-6)T1(8)(8 —6) ~ X’(k).

~

Kun Hy: 6 = 0 ja I(0) korvataan estimaatillaan 7(0), niin likimain
(8.6.7) W =(0—60)T1(6)(0—8,) ~ (k).

Testisuureita (8.6.6) ja (8.6.7) kutsutaan Waldin testisuureiksi.
Pistesuure U(6) = I'(#; X1, ..., X,,) noudattaa likimain normaalijakau-
maa N[0, 7(#)], kun n on suuri. Silloin likimain

0
vto) ~ N(0,1) ja vastaavasti
1(6) 1(6)

Kun testataan hypoteesia Hy: 0 = 0y, niin Hy:n vallitessa testisuure
U(6y)?
1(6o)

noudattaa myos likimain y2-jakaumaa vapausastein 1.
Kun @ = (0y,...,0;)7, niin suurilla n:n arvoilla likimain

(8.6.8) S =

U(6)"1(0)7'U(8) ~ x*(k),

missd U(0) on pistevektori ja 1(0)~! on informaatiomatriisin kidnteismatrii-
si. Kun testataan hypoteesia Hy: @ = 0, niin Hy:n vallitessa likimain

(8.6.9) S = U(80)T1(80) U (80) ~ x*(k).

Testisuuretta (8.6.8) sanotaan Raon pistetestisuureeksi. Jos hypoteesi on yh-
distetty ja testisuure (8.6.9) riippuu tuntemattomasta parametrista, ne esti-
moidaan Hj:n vallitessa. Raon pistetestisuureen asymptoottinen jakauma on
sama kuin vastaavan uskottavuustestisuureen.

Esimerkki 8.24 Olkoon Xj, ..., X, otos normaalijakaumasta N (6, ¢2), mis-
si o2 on tunnettu. Testataan hypoteesia Hy: 6 = 6, missi 6y on jokin annettu
0:n arvo. Silloin § = X ja I(f) = n/c?, joten

~ n

W =(0—00)I0) = —=(X — 6>

o2
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~

Huomaa, ettd I(d) = 1(0), koska I(6) ei riipu parametrin arvosta. Koska
0

(X — 6,)/(0/ /) ~ N(0,1), niin

Tissi tapauksessa Waldin testisuure noudattaa tismillisesti y?-jakaumaa.
Raon pistetestisuure on

= —(X —6)?,

o2

U6y)? o2 {n(Y - 90)} ‘on

koska U(Qo) = 0_—12 Z?:l(XZ — 00) = U—TLQ(Y — 90)
Uskottavuustestisuure on

~

D = 2[1(0) — 1(6o)]

XX YK ) =

n
o2 2

(X — 6,)2.

g

Téssé tapauksessa siis kaikki kolme testisuuretta W, .S ja D ovat identtiset.
O
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Luku 9

Hypoteesien testaus

9.1 Yleisia nakokohtia

Hypoteesin Hy testaus on menettely, jolla mitataan havaintojen hypoteesia
vastaan osoittamaa todistusvoimaa. Oletamme, ettd Hy on tosi, ja tarkis-
tamme sitten, onko tdméa oletus sopusoinnussa havaintojen kanssa. Menettely
muistuttaa jossain médrin matematiikasta tuttua todistustekniikkaa vastao-
letuksen avulla. Tilastollinen hypoteesi H ei tavallisesti johda havaintojen
ja hypoteesin viliseen loogiseen ristiriitaan, mutta havainnot saattavat olla
adrimmaisen epatodennakoisia, mikéli Hy olisi tosi. Mitéd epatodennakoisem-
pid saadut havainnot ovat Hy:n vallitessa, sitd vahvemmin niiden katsotaan
osoittavan, ettd H ei pidd paikkansa.

Esimerkki 9.1 Heitetdén rahaa 100 kertaa. Kruunujen lukumaéarda X nou-
dattaa binomijakaumaa Bin(100, #). Testataan, onko raha harhaton. Testat-
tava hypoteesi on siis Hy: 0 = %
Jos Hy pitdé paikkansa, niin

100
flz) = (12(]) (%) , x=0,1,...,100.

Tiedamme, ettd E(X) = 50 ja odotusarvon liheisyydessé olevat X:n arvot
ovat kaikkein todennakoisimpiéd. Voimme valita testisuureeksi esimerkiksi sa-
tunnaismuuttujan 7" = |X — 50|, joka mittaa, kuinka hyvin havainnot ja
hypoteesi sopivat yhteen.

Jos havaitaan esimerkiksi X = 30, niin 7" = |30 — 50| = 20. Todennéakoi-
syys, ettd saadaan néin poikkeava arvo, on

P(T > 20) = P(]X — 50| > 20) ~ 0.

On darimmaisen epatodennékoisté, ettd harhattomalla rahalla saadaan néin
"poikkeava” tulos. Havainto tukee voimakkaasti késitystéd, ettd Hy on vadra
ja raha on harhainen. 0

293
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9.1.1 Testisuureet ja p-arvot

Merkitsevyyden testauksessa mahdolliset koetulokset (havainnot) on kyet-
tava asettamaan jéarjestykseen sen mukaan, miten hyvin ne sopivat yhteen
hypoteesin kanssa. Tétéa tarkoitusta varten valitaan jokin testisuure T', joka
mittaa havaintojen ja hypoteesin Hy yhteensopivuutta. Testisuureen T pieni
arvo osoittaa havaintojen hyvaa yhteensopivuutta hypoteesin kanssa ja 7T':n
suuri arvo osoittaa huonoa yhteensopivuutta. Testisuure valitaan ennen kuin
tutkitaan havaintoja. Valintaan vaikuttaa tietysti se, millaisia poikkeamia
halutaan tunnistaa.

Kun havainnot on saatu, voidaan laskea testisuureen arvo T = t. Sit-
ten voidaan laskea todennékoisyys, ettd saadaan ainakin ndin poikkeava T':n
arvo, jos Hy on tosi. Téatéd todennakoisyytta

(9.1.1) ap = P(T >t | Hy tosi)

kutsutaan p-arvoksi tai havaituksi merkitsevyystasoksi. Jos oy, on hyvin pieni,
niin se osoittaa, ettd sellaista havaintoa ei saataisi juuri koskaan, jos Hy on
tosi. Silloin havainnot tukevat vahvasti oletusta, ettd Hj ei pidéd paikkaansa.

Esimerkki 9.2 Henkilolle jactaan satunnaisessa jéarjestyksessa poytadan ku-
vapuoli alaspéin 4 korttia, jotka ovat eri maata (#, ©, &, ). Jokaisen kortin
kohdalla henkilo arvaa, mitd maata kortti on. Henkilo vaittédé, ettd hénel-
14 on sellaisia yliaistillisia kykyjé, ettd hén pystyy keskittymalla "ndkem&an”
kortin ja paaseméan parempiin tuloksiin kuin pelkké arvaaja. Ajatellaan, et-
td henkilolla on 4 kirjekuorta, jotka on merkitty symboleilla &, O, & ja .
Kortit on pistettava oikeisiin kirjekuoriin.

Olkoon X oikein sijoitettujen korttien lukuméaré. Jos henkilé on pelkka
arvaaja, niin silloin oikeiden lukumaéérin X todennéakoisyysfunktio on

X 0 1 2 4 Yhteensa
f@) 21 2 w1 ow L

Laskemalla voidaan todeta, ettd E(X) = 1 ja Var(X) = 1. Testataan nyt
nollahypoteesi Hy, ettd henkil6 on arvaaja. Toistetaan koe 50 kertaa ja olkoon
X; oikein sijoitettujen korttien lukuméaéra i. kokeessa, ¢ = 1,...,50. Silloin
jokainen satunnaismuuttuja X; noudattaa edelld méériteltyd X :n jakaumaa.
Satunnaismuuttujien summa

S:X1+X2+"'+X50

noudattaa keskeisen rajavéittdmén mukaan likimain normaalijakaumaa. Nyt
E(S) =50-1 ja Var(S) = 50 - 1, joten

S — 50
V50

Henkilo sai seuraavan tuloksen:

~ N(0,1).
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Oikein sijoitettujen lkm 0 1 2 4 Yhteensa
Havaittu frekvenssi 17 18 9 6 50

Olkoon Hy, ettd henkil6 on arvaaja. Aineistosta laskettu S:n arvo on 60. Siksi

_ 6050
— VR0

misséd Z noudattaa normaalijakaumaa N (0, 1). Koska p-arvo ei ole kovin pie-
ni, niin H, saa jadda voimaan. Toisaalta p-arvo on niin pieni, etté se ei anna
vakkuuttavaa nayttod Hy:n puolesta. Eréds tapa ratkaista ongelma, on keréta
lisdé aineistoa, mikéli mahdollista. 0

ap = P(5 > 60) ~ P(Z ) = 0.079,

9.2 Uskottavuussuhdetestit:
Yksinkertaiset hypoteesit

Tilastollinen malli on tiheysfunktioiden jouko
(9.2.1) F={f(-;0)|60cO0CR},

missé jokainen annettu @ € © maéérittelee jonkin jakauman tiheysfunktion.
Kun satunnaismuuttuja on diskreetti, tiheysfunktion paikalla on todenné-
koisyysfunktio. Seuraavassa ajatellaan, etti testattava tilastollinen hypotee-
st voidaan lausua tilastollisen mallin tuntemattomia parametreja koskevina
oletuksina.

Hypoteesi H on yksinkertainen, jos se méaarittaa kaikkien tuntematto-
mien parametrien arvot niin, ettei malliin jad tuntemattomia parametreja.
Yhdistetty hypoteesi ei sen sijaan taysin madritd tuntemattomien paramet-
rien arvoja, mutta rajoittaa mahdollisten arvojen joukkoa.

9.2.1 Yksi parametri

Oletetaan aluksi, ettd mallissa on yksi tuntematon parametri 6. Testataan
hypoteesia

(9.2.2) Hy: 0 = by,

missé #p on jokin #:n numeerinen arvo.

Olkoon [(#) logaritmoitu uskottavuusfunktio ja 6 parametrin 6 suurim-
man uskottavuuden estimaatti. Uskottavuustestisuure hypoteesin (9.2.2) tes-
taamiseksi on

L(6o)

D= —-2lo -
*L0)

— 2[1(0 — 1(60))] = ~27 (),
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missa 7(f) on normitetun uskottavuusfunktion logaritmi. Pieni D:n arvo viit-
taa siihen, ettd parametrin arvo 6 = , on uskottava.

Havainnoista x1, xa,, ..., &, voidaan laskea testisuureen arvo d = D(xy,
Tg,...,x,). Kun arvo d on saatu, voidaan laskea testisuureen arvoon liittyva
todennakoisyys

ap, = P(D > d| H tosi),

joka on siis havaittu merkitsevyystaso eli p-arvo. Huomaa, ettd todennikoi-
syyden lausekkeessa suure D = D(Xi, Xs,...,X,) on satunnaismuuttuja.
Todennékoisyyden oy, tarkan arvon laskeminen osoittautuu usein vaikeaksi,
mutta sopivien ehtojen vallitessa likiarvo

(9.2.3) ap=P(D>d|0=>0)~ P(x}>d)

on riittdviin hyvi. Likiarvo saadaan y2-jakauman avulla, silli suurilla nmn
arvoilla D noudattaa likimain y2-jakaumaa vapausastein 1.

Esimerkki 9.3 Tehd&din n riippumatonta Bernoullin koetta, joissa onnistu-
mistodennékoisyys on #. Onnistumisten lukumédrd X noudattaa binomija-
kaumaa Bin(n, ). Testataan hypoteesia Hy: 6 = 6, missé 6y on jokin nu-
meerinen arvo.

Binomijakauman logaritmoitu uskottavuusfunktio on

1(0) = xlogf+ (n —x)log(l —0),

missa 0 < 8 < 1. Silloin
A x x
1(0) = zlog — —1x)1 1——
(0) = wlog — + (n —x) og( n)

missd 0 = x/n. Jos Hy on tosi, silloin logaritmoidun uskottavuusfunktion
arvo on
[(6y) = zlog Oy + (n — x)log(1l — 6p).

Jos esimerkiksi 6y = 0.5, silloin 1(0.5) = nlog(0.5). Uskottavuustestisuure
hypoteesin Hy: § = 6, testaamiseksi on

A~

D =2[l(0) — 1(6p)] = —27(0y)

N o gnQO " ¥) 208 n(l —60)
0 19
:2{x10g0—0+(n—x)10g1_00}.

Jos n on suuri, D noudattaa likimain y2-jakaumaa vapausastein 1.
Olkoon esimerkiksi n = 100 ja 0y = i. Silloin uskottavuustestisuure hy-
poteesin Hy: 6 = i testaamiseksi on

100 —
D:Q{xlog;—S—i—(n—x)log x]

75



9.2. Uskottavuussuhdetestit: Yksinkertaiset hypoteesit 297

Jos havaitaan X = 43, on D:n havaittu arvo

43 57
d =86 -1og = + 114 - log =£ = 15.35.
%895 * 675

Testisuureen arvoon liittyva p-arvo on

ap=P(D>1535]0=1) ~ P(x} > 15.35) ~ 0.

1
1
Jos 0 = i, on erittdin epdtodennékoistd, ettd havaitaan arvo X = 43. Ha-
vainnot tukevat vahvasti késitysté, ettd 6 # i.

Jos esimerkiksi n = 10 ja 0y = i, niin y?-jakaumaan perustuva likiarvo ei
ole endd kovin tarkka. Oletetaan, ettd havaittiin X = 5. Silloin D:n havaittu
arvo on

5 5
d:10~logﬁ+10-logﬁ:2.88

ja tarkka p-arvo on syyté laskea binomijakauman Bin(l(), i) avulla:

ap = P(D >2.88) = P(X = 0) + P(X >5) = 0.1344.

9.2.2 Useita parametreja

Oletetaan, ettd malli riippuu tuntemattomien parametrien vektorista 8 =
(01,60, ...,0;). Olkoon 6, tdmén vektorin annettu arvo. Uskottavuussuure
hypoteesin

(9.2.4) Hy: 0 = 6,

testaamiseksi on

D =2[1(0) —1(8y)] = —271(8y),
misséi @ on parametrivektorin 0 suurimman uskottavuuden estimaatti ja r(0)
on parametrien 6, 6o, ..., 05 yhteisen normeeratun uskottavuusfunktion lo-
garitmi. Voidaan osoittaa vastaavin perustein kuin alaluvussa 8.3, ettd D
noudattaa likimain y2-jakaumaa. x?-jakauman vapausasteiden lukumé&iri on
mallissa olevien toisistaan funktionaalisesti riippumattomien parametrien lu-
kumaéara. Tasta seuraa, ettd

ap=P(D>d| 0 =80, ~ P[x*k)>d|,
missd k on mallin riippumattomien parametrien lukuméara

Esimerkki 9.4 Erddssd pitkdaikaisessa sydantauteja koskevassa tutkimuk-
sessa seurattiin suurta joukkoa miehié, joilla ei ollut mitdan merkkia aikai-
semmista syddnongelmista. Seurantajakson aikana miehistd 63 kuoli yllat-
tavaan sydaninfarktiin. Seuraavassa taulukossa kuolemat on kirjattu viikon
paivian mukaan.



298 Luku 9. Hypoteesien testaus

Viikon paiva ma ti ke to pe la su
Kuolemien lkm 22 7 6 13 5 4 6

Testataan hypoteesi, ettd kuoleman todenndkdoisyys on sama kaikkina paivi-
né. Silloin testattava hypoteesi on

missé 6; on kuoleman todennékéisyys viikon ¢. paivéani. Mallissa on 6 vapaata
parametria, silld parametreja 64, ..., 07 sitoo rajoite 21‘721 0; = 1. Olkoon f;
viikon . péaiviani kuolleiden lukuméara. Koska 0; = f;/63, niin

7
1(6) = filogf; = —110.995.
=1

Nollahypoteesin vallitessa

7
[(3) = filog(}) = —63log 7 = —122.592.
i=1

Silloin uskottavuustestisuureen arvo on
D =2(I(0) —1(})] = 23.274.
Testisuureeseen liittyva p-arvo on
ap ~ P(xg > 23.274) = 0.0007.

Havainnot eivét tue hypoteesia H. 0

9.3 Uskottavuussuhdetestit:
Y hdistetyt hypoteesit

Oletetaan, ettd todennikoisyysmalli riippuu tuntemattomista parametreis-
ta @ = (6y,...,0;). Hypoteesi Hy koskee nyt parametrivektorin 6 alkioita.
Hypoteesi Hy méaarittda mallin, joka saadaan asettamalla joitain rajoittei-
ta alkuperdiseen malliin. Hypoteesin Hy méaarittdma malli on alkuperéista
mallia yksinkertaisempi ja siind on ¢ < k funktionaalisesti riippumatonta
parametria.

Yksinkertainen hypoteesi madrittad kaikille parametreille arvot, niin etta
Hy:n vallitessa ¢ = 0. Yhdistetty hypoteesi ei poista kaikkia tuntemattomia
parametreja ja silloin ¢ > 0.

Olkoon [(0) parametrivektorin @ logaritmoitu uskottavuusfunktio perus-
mallissa. Silloin 1(§) > 1(6) kaikilla @:n arvoilla, kun 6 on #:n suurimman
uskottavuuden estimaatti.
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Olkoon 6 parametrivektorin 0 suurimman uskottavuuden estimaatti, kun

~ ~ ~

oletetaan Hy todeksi. Koska ((8) > [(0) kaikilla 8:n arvoilla, niin [(8) > ().
Rajoitteen H vallitessa laskettu maksimiarvo l(é) ei voi olla suurempi kuin
ilman rajoitetta laskettu maksimiarvo [ (é)

Uskottavuussuhdetestisuure hypoteesin H testaamiseksi mééritellaan nii-

den kahden maksimin erotuksen avulla:
(9.3.1) D =2[I(6) — 1(6)).

Testisuureen D nimi johtuu siitd, ettd se voidaan lausua uskottavuussuhteen
L(0)/L(0) funktiona seuraavasti:

D =2log EEZA;

Koska [(0) > 1(0), niin D on epéanegatiivinen. Kun hypoteesi Hy: @ = 8, on
yksinkertainen, niin vektori 6y on jokin annettu numeerinen vektori. Silloin
Hy:n vallitessa vain arvo @ = 6 on mahdollinen, joten @ = 0, ja funktion
[(6) maksimi yksinkertaisen hypoteesin tapauksessa on [(8y).

9.3.1 p-arvon méirittidminen

Okoon D = d havaittu uskottavuustestisuureen arvo. Silloin testisuureen
arvoon liittyvé p-arvo on

ap = P(d > d| Hy tosi).

Useimmiten oy,:n tarkan arvon laskeminen on hankalaa, mutta y*-jakauman
perusteella saadaan tyydyttava likiarvo. Melko yleisten oletusten vallitessa
(vrt. alaluku 8.3) D noudattaa x*-jakaumaa vapausastein k — q, kun Hy on
tosi. Tamén likiarvon perusteella

Huomattakoon, etté y%-jakauman vapausasteet k — ¢ saadaan perusmallin
parametrien lukuméardn k ja Hy:n méarittdmén mallin parametrien luku-
méadrin g erotuksena.

9.3.2 Kaksi parametria, joista toista testataan

Oletetaan, ettd @ = (0, 6,), joten k = 2. Testataan hypoteesia
HO: 92 = a,

missd @ on annettu numeerinen arvo. Hypoteesin H, vallitessa mallissa on
yksi tuntematon parametri 6y, joten ¢ = 1.
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Olkoon [(fy,6;) parametrien 6, ja 60y logaritmoitu uskottavuusfunlftio.
Tavallisesti parametrien #; ja 6, suurimman uskottavuuden estimaatit 6, ja
0, saadaan ratkaisemalla samanaikaisesti uskottavuusyhtalot

u1(6’1, 02) =0 ja u2(017 02) = 07

missd uq(60y,60) = %5192) ja ug(by,05) = %‘1,2’92). Kun Hy:n mukaisesti

0> = a, saadaan #;:n ehdollinen suurimman uskottavuuden estimaatti él(a)

ratkaisemalla yhtalo
al(br,a
u1(91, &) = %
1

Logaritmoidun uskottavuusfunktion 1(6;, 6,) maksimi on (6, ég)A. Hypo-
teesin Hy vallitessa logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimi on [[¢; (a), a].
Siksi uskottavuustestisuure hypoteesin Hy: 6, = a testaamiseksi on

D =2[i(01,0) — 1(6:(a), a)].

=0.

Uskottavuusfunktio [(6;, f2) maksimoidaan ensin ilman rajoitteita ja sitten
rajoitteen Hy: 0, = a vallitessa ja sitten lasketaan maksimien erotus. Huo-
mattakoon, etté

D = —-27r%(a),

missd r*(f2) on Oy:n logaritmoitu normitettu profiilifunktio. Kun Hy: 6, =
a on tosi, niin D:n jakauman likiarvona voidaan kiyttas y?-jakaumaa va-
pausastein £ — g = 2 — 1 = 1. Vastaavasti p-arvon likiarvo on

ap=P(D>d|0y=a)~ P(x}>d).

Esimerkki 9.5 Olkoon zy, ..., x, otos Weibullin jakaumasta, jonka tiheys-
funktio on

(9.3.2) f(z) = afz’ ' exp(—azx?), 0 <z < oo,

missd a > 0 ja > 0 ovat tuntemattomia parametreja. Testataan esimerkik-
si iskunvaimentimien kestoa kokeilemalla, montako standardivoimakkuudella
annettua iskua ne kestéavat tietyissa vakio-olosuhteissa. Tuote-erésta valittiin
kokeeseen 25 iskunvaimenninta.

Kun 3 = 1, saadaan Weibullin jakaumasta (9.3.2) erikoistapauksena eks-
ponenttijakauma. Testataan siksi hypoteesi Hy: § = 1. Mallin (9.3.2) loga-
ritmoitu uskottavuusfunktio on

l(a, B) = nloga+nlogf+ (8 — 1)Zlog3:i —&sz.

Pistefunktiot ovat
6 l n 3
_— = — — €T. y
Jda « Z ¢

ol n
=4 log z; — « xiﬁ-lo T;.
55 =5 2 loswi—a) allog
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Yhtalon g_oli = 0 ratkaisu on a(f) = n/ZxZﬁ Sijoitetaan tdmé ratkaisu
b

yhtdloon 55 = us(a, ) = 0 ja ratkaistaan 3. Saadaan
nY 2 log ;
. log z;

> a
Yhtilo us|a(f5), 8] = 0 voidaan ratkaista numeerisesti esimerkiksi Newtonin

menetelmallé.
Aineistosta saatiin suurimman uskottavuuden estimaatit

us|&(B), Bl = % + Zlogzi —

~

a@=09515-10"" ja [ =2.1021.
Uskottavuusfunktion maksimi on
I(é&, §) = —113.691.

Kun Hy: =1 on tosi, niin a:n suurimman uskottavuuden estimaatti on

n 25

A]_ p— = —
o) = 5= 1305

= 0.01385

ja uskottavuusfunktion maksimi
1(a(1),1) = —121.433.
Uskottavuustestisuureen arvo testattaessa hypoteesia Hy: 3 =1 on
D =2[i(&,8) —1(a(1),1)] = 2(~113.691 + 121.433) = 15.48.
Testisuureen arvoon liittyva p-arvo on
ap ~ P(x3 > 15.48) < 0.001.

Havainnot tukevat vahvasti késitysté, ettd Hy: 3 = 1 ei pidd paikkaansa. [

9.3.3 Homogeenisuuden testaus

Oletetaan, ettd tehddin k riippumatonta koetta. Oletetaan aluksi, etté jo-
kaisen kokeen tuloksista estimoidaan eri parametri 6;, 1 = 1,..., k. Olkoon
1;(0) ja 0; kokeisiin i = 1,. ..,k liittyvit logaritmoidut uskottavuusfunktiot
ja suurimman uskottavuuden estimaatit. Yhdistettyyn kokeeseen liittyva us-
kottavuusfunktio on

01, .. 08) = L(0)) + -+ 1x(6)

ja funktion maksimi on Zle 1(0;).
Testataan nyt hypoteesia
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Hypoteesin H vallitessa kaikissa kokeissa parametrin arvo on sama ja silloin
logaritmoitu uskottavuusfunktio on

(9.3.4) (O, ..., 00) = _Li(0),

missé yhteistd parametrin arvoa on merkitty 6:lla. Merkitadn yhdistetysté ko-
keesta estimoitua suurimman uskottavuuden estimaattia 6:lla, jolloin funk-
tion (9.3.4) maksimi on 3_1;(f). Uskottavuustestisuure hypoteesin (9.3.3)
testaamiseksi on

D= Qi[lz(éz> - lz(é)] = _Qiri(é>a

i=1 =1

missi r;(6;) = 1;(6;) — 1;(6;) on i. kokeeseen liittyvil logaritmoitu normitettu
uskottavuusfunktio.

Jos D on suuri, niin silloin ei ole olemassa sellaista parametrien arvoa,
joka olisi uskottava kaikissa kokeissa. Hypoteesin testauksessa on k& — 1 va-
pausastetta, koska H, pudottaa tuntemattomien parametrien lukumé&érin
k:sta parametrista yhteen parametriin. Jos havaitaan D = d, niin

Qp = P(Xzfl > d)-

Esimerkki 9.6 Olkoon Xj,..., X, otos jakaumasta Exp(#;) ja Y;...,Y,,
otos jakaumasta Exp(6s). Silloin

1 1
Far,e i) = [[ e /" = e S/t

ja
flyi, .. yn; 01) = ﬁ ie_yj/‘92 = ie_zyj/e?
Parametrin 0, logaritmoitu uskottavuusfunktio on
11(0,) = —nlogh, — nX /0,
ja fy:n logaritmoitu uskottavuusfunktio on
I5(6;) = —mlog By — mY /6,
missd nX = > X; jamY = >i=1 Y. Koska 6, = X ja 6, =Y, niin

1(6,) = —nlogX —n

Ja )

lg(eg) = -—m log? — m.
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Testataan hypoteesia Hy : 61 = 05. Jos Hy on tosi, niin 61 = 6, ja silloin
X, X, Y1, .., Y ~ Exp(6),
missd 6 = 6, = 6,. Parametrin 6 logaritmoitu uskottavuusfunktio on

[(0) = —(n+m)log — W

ja #:n suurimman uskottavuuden estimaatti on yhdistetyn otoksen keskiarvo

i YXi+2Y, nX+mY

n+m n+m
Silloin ) i
1(0) = —(n+m)logh — (n+m)
ja
D =2[1,(61) + l2(62) — 1()]
= 2[-nlog X —mlogY — (n+m) + (n+m)logf + (n +m)]
0 0
=2|nlog = +mlog =|,
5X 5y
joka riippuu vain otoskeskiarvoista X, Y ja otoskoosta n ja m. 0

Esimerkki 9.7 Testataan, onko erdén jarven vedessd tiettyd bakteeria. Ei
ole mahdollista laskea néaytteessd olevien bakteerien méaérédé, vaan voidaan
ainoastaan todeta, onko niyteputkessa bakteereita vai ei. Negatiivinen tulos
osoittaa, ettd nayteputkessa ei ole bakteereita. Positiivinen tulos tarkoittaa,
ettd néytteessd on ainakin yksi bakteeri.

Bakteerien lukuméarda X tilavuudessa V' vettd noudattaa Poissonin ja-
kaumaa Poi(uV):

V)* —uV
f(x):u, x=0,1,....
x!
Negatiivisen reaktion todennékoisyys on
"= f(0) = et

ja positiivisen reaktion todenndkdisyys on
l—-m=1-—e".

Kun testataan n vesindytettd, noudattaa negatiivisten naytteiden lukuméaéra
Y binomijakaumaa Bin(n, 7):
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Kun vesindytteitd otetaan, on maéaritettdva yhteen néytteeseen tarvit-
tavan vesimadrdn tilavuus. Jos V' on liian suuri, kaikkiin néytteisiin tulee
bakteereita ja kaikki néytteet ovat positiivisia. Jos taas V' on liian pieni, on
vaara, ettéd kaikki nédytteet ovat negatiivisia. Erés tapa suojautua tata ongel-
maa vastaan on valmistaa erikokoisia néytteité.

Tehtiin kaksi riippumatonta koetta. Ensimmaéisessd kokeessa oli 40 néy-
teputkea, joiden tilavuus V' = 10ml. Toisessa kokeessa tarkistettiin 40 vesi-
néytetté, joiden tilavuus oli 1ml. Kun V = 10ml, saatiin 28 negatiivista ja
12 positiivista tulosta. Kun ndytteen koko V' = 1ml, saatiin 37 negatiivista
ja 3 positiivista tulosta.

Ensimmaisessé kokeessa uskottavuusfunktio on

Li(m) = 71°(
missia m = e . Parametrin p; suurimman uskottavuuden estimaatti on
it = 0.0357. Toisesta kokeesta saadaan uskottavuusfunktioksi

L2(,u2) = 737(1 - 7T2)3,

missd my = e M2, Parametrin po suurimman uskottavuuden estimaatti on
fto = 0.0780. Kokeisiin liittyvét logaritmoidut uskottavuusfunktiot ovat vas-
taavasti

1-— 7T1)12,

—10p1

ll(/,bl) =28 10g7T1 + 12 log(l — 7T1)
ja
lg(/,bg) =37 logﬂ'g + 310g(1 — 7T2).

Jos oletetaan, ettd bakteerien maara millilitrassa on molemmissa kokeissa
keskimé&arin sama, voidaan kokeet yhdistdéd. Kaikkiin 80 ndytteeseen perus-
tuvan yhdistetyn kokeen parametrin p logaritmoitu uskottavuusfunktio on

[(p) = L) + L2 (p).

Tasta funktiosta maksimoimalla saatu suurimman uskottavuuden estimaat-
ti o = 0.04005. Ensimmaéisestd kokeesta saadaan logaritmoitu normitettu
uskottavuusfunktio

ri(p) = —280p + 121log(1 — e~ %) 4 24.43
ja toisesta kokeesta
ro(p) = —37p + 3log(1l — e™#) 4 10.66.
Kun testataan hypoteesia
Ho: p1 = po,
on uskottavuustestisuureen arvo
D =2[li(fi1) + l2(fi2) — (i) — ()] = —2[r1 () + r2(1)] = 1.24.
Hypoteesin testauksessa on yksi vapausaste, joten
an ~ P(x} > 1.24) > 0.25.

Havainnot ovat sopusoinnussa Hy:n kanssa. O
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9.3.4 Binomitodennikdisyyksien testaaminen

Oletetaan, ettéd verrataan erilaisten hoitojen vaikutusta. Olkoon vertailtava-
na k erilaista hoitomenetelméé. Ensimmaéista hoitoa annettiin n;:lle potilaal-
le, joista Y; parani. Vastaavasti ¢. hoito annettiin n;:lle potilaalle, joista Y;
parani. Téllaisen hoitokokeen tulokset ovat Taulukossa 9.1 esitettyd muotoa.

Taulukko 9.1. Hoitokokeiden tulokset parantuneiden lukumédran

mukaan.
Kasittely 1 2 . k
Parantuneiden lkm Yi Y, o Y.
Epédonnistumisten lkm n; —Y; na—Yy ... ng—Y;,
Potilaiden lkm nq o . g

Oletamme, ettéd parantuneiden lukumaéra Y; . hoidossa noudattaa bino-
mijakaumaa Bin(n;, m;) ja ettd lukumaarat Yy, ..., Y ovat toisistaan riippu-
mattomat. Hoitojen tehoa voidaan vertailla onnistumistodennékéisyyksien
7 = (my,..., ) avulla. Perusmallissa on k tuntematonta parametria ja lo-
garitmoitu uskottavuusfunktio on

Zyzlogﬂ'z_'_z — Y log 1_7Tz>

Parametrin 7; suurimman uskottavuuden estimaatti on 7; = y;/n; ja & =
(71, ..., 7). Logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimi on

Yi
Zyz lOg Z —Yi 10g<1 - n_)

1

Testataan nyt hypoteesi, ettd hoidoilla ei ole eroa:
(9.3.5) Hy:m=m="=m,.

Hypoteesin Hy mukaisessa mallissa on yksi tuntematon parametri, koska on-
nistumistodennékoisyyksien yhteinen arvo on tuntematon. Kun Hy on tosi
on logaritmoitu uskottavuusfunktio

(9.3.6) Z y;logm + Z —y;)log(1 — 7),

missé 7 on hoitojen yhteinen onnistumistodennékéisyys. Logaritmoidusta us-
kottavuusfunktiosta (9.3.6) mééritetty suurimman uskottavuuden estimaatti
onT=y/njaw= (7. ., 7T), missidy = Zle Yy jan = Zle n;. Logarit-
moidun uskottavuusfunktion (9.3.6) maksimi on

Zyﬁogw%—Z — ;) log(1 — 7).
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Uskottavuustestisuure hypoteesin (9.3.5) testaamiseksi on

93:7) D =20(0) ~1(7)] =2 wilog L + 3 (o — ) og

n;m i1 nl(l — ﬁ') ’

Huomattakoon, ettd onnistumisten lukuméérien odotusarvot ovat n;7 ja epa-
onnistumisten lukumaéérien odotusarvot n;(1—m), jos Hy on tosi. Vastaavasti
n;7 jan;(1—7) ovat ndiden odotettujen frekvenssien estimaatit ja yy, ..., yx
ovat havaitut frekvenssit. Testisuure (9.3.7) vertailee siis havaittuja ja Hy:n
vallitessa estimoituja frekvenssejd yli kaikkien luokkien (2k kappaletta).

Jos hoidot ovat ladkkeen eri annosmééaria ay, as, ..., ag, niin voitaisiin
testata hypoteesia

1

3. Him=1———"
(9.3.8) i ey

, 1=1,...,k.

Tamé& hypoteesi olettaa, ettd paranemistodennékdéisyys riippuu annoksesta
logistisen mallin mukaan. Hypoteesin (9.3.8) spesifioimassa mallissa on kaksi
tuntematonta parametria. Kun hypoteesi (9.3.8) oletetaan oikeaksi ja kirjoi-
tetaan logaritmoitu uskottavuusfunktio parametrien « ja (8 funktiona, voi-
daan madrittad niiden suurimman uskottavuuden estimaatit & ja B Niiden
avulla voidaan laskea sitten estimaatit

1
=1 —— i=1,... k.
1 + edtPai
Koska 7t = (7q, . .., Tx), niin uskottavuustestisuure on
Yi g — Y
lZy 0g 7 = + > (ni —yi)log =7

Kun havaitaan D = d, niin

Hypoteesin (9.3.5) tapauksessa ¢ = 1 ja hypoteesin (9.3.8) tapauksessa ¢ =
2. Likiarvon voidaan oletaa olevan kohtuullisen tarkka, mikéli odotettujen
frekvenssien estimaatit ovat kohtuullisen suuria.

Esimerkki 9.8 Tutkittiin erdén ruuan lisdaineen mahdollisesti syopéda ai-
heuttavaa vaikutusta rotilla siten, ettd 44 rotalle annettiin ainetta pieni an-
nos ja 44 rotalle suuri annos. Mychemmin tutkittiin mahdollisesti kehittyneet
kasvaimet. Tulokset ovat Taulukossa 9.2.

Olkoot Y7 ja Y5 niiden rottien lukuméérit, joilla oli kasvain. Nyt Y; ~
Bin(n;, 7;), missd n; = ny = 44 ja m; on todenniksisyys saada kasvain pie-
nelld annoksella ja w5 todennékoisyys saada kasvain suurella annoksella. Tes-
tataan hypoteesia

H()I T = T9.
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Taulukko 9.2. Kasvainten lukuméirat koeaineistossa rotilla lisdai-
neen annoksen mukaan.

Kasittely Pieni annos Suuri annos
Kasvain 4 14
Ei kasvainta 40 30
Yhteensé 44 44

Hy:n vallitessa kasvaintodennékoisyyden suurimman uskottavuuden estimaat-
ti on

i tn, Adtdd a4

Odotettujen frekvenssien estimaatit ovat
T =nom =9 ja ni(l —7) =ns(l —7) = 35.
Lausekkeen (9.3.7) mukaan uskottavuussuhdetestisuureen arvo on
D =2(4log 3 + 14log 4 +401log 32 + 301log 82) = 7.32.

Koska nyt
an =~ P(xs_, > 7.32) < 0.01,

koetulokset tukevat vahvasti kasitysta, ettd Hy: m; = 7o ei pida paikkaansa.
O

9.3.5 Multinomitodennikoisyyksien testaaminen

Tarkastellaan koetta, jolla on k toisensa poissulkevaa tulosvaihtoehtoa T,
..., Tp. Kun tehdédan n riippumatonta toistoa, saadaan aineisto fi, ..., fx,
misséd f; on niiden kokeiden lukumaéaéré, joissa saadaan tulokseksi 7.

Taulukko 9.3. Polkupytraonnettomuuksien lukuméaéra erééssa kau-
pungissa vuonna 2003 viikon péivin mukaan.

Paiva ma ti ke to pe la su Yhteensi
Onnettomuuksien lkm 28 26 23 30 33 21 12 174

Taulukossa 9.3 on vuoden aikana sattuneet polkupyordonnettomuudet
luokiteltuna viikonpéivan mukaan. Téssé esimerkissd k = 7 jan = Zle fi=
174. Frekvenssien todennékoisyydet saadaan multinomijakaumasta

n!
_ f_fa Sk
p(f177fk)_f1'f2'fk'7rl D) Trk:’
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missé 7; on tulosvaihtoehdon 7; todennékéisyys. Parametrin w = (7, ..., m)
logaritmoitu uskottavuusfunktio on

k
l(m) = Zfi log 7,
i=1

missd » ., m = 1. Parametrin m; suurimman uskottavuuden estimaatti on
7t; = fi/m. Siksi logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimi on

I(7) = if log(%).

Hypoteesi maarittad parametreille (tai osalle niistd) numeeriset arvot tai
esittdd ne tuntemattomien parametrien funktiona. Parametrien 7, ..., m
suurimman uskottavuuden estimaatit lasketaan Hy:n vallitessa ja merkitaan
estimaatteja 7y, ..., T, Logaritmoidun uskottavuusfunktion maksimi Hy:n
vallitessa on

k
17 =3 filog#,.
=1

Edellé esitettyjen yleisten periaatteiden mukaan uskottavuustestisuure Hy:n
testaamiseksi on muotoa

(9.3.9) D =2[l(®) — I(7)] = QZfi logg,

missi e; = nm; on odotetun frekvenssin estimaatti Hy:n vallitessa.
Koska Zle m; = 1, niin perusmallissa on k — 1 vapaata parametria. Tau-
lukon 9.3 aineistolla voitaisiin esimerkiksi testata hypoteesia

H017T1:7T2:7T3:7T4:7T5:7T6:7T7.

Hy:n mukaan kaikkina viikon péivind on sama onnettomuustodennékéisyys
T = %,i = 1,...,7. Silloin siis todenn&koisyydet on tdysin maaratty, joten

mallissa ei Hj:n vallitessa ole vapaita parametreja. Jos havaitaan D = d, niin
an & P(Xpy > d) = P(xg > d).

Ehkéa realistisempi hypoteesi olisi olettaa, ettd viikon arkipéiviné ja viikon-
loppuna on erilainen onnettomuustodennékoisyys:

H: m=m=nm3=my=ns=m, ja 7=y =T,

Silloin 57, + 27, = 1, joten hypoteesin vallitessa mallissa on yksi vapaa
parametri. Silloin siis g =1jak —1—¢g=>5.

Luokilla, joissa e; ~ 0 ja f; > 1, on suuri vaikutus testisuureeseen D.
Tavallisesti kiaytetdan peukalosdéantod, ettd e;:n tulisi olla vahintaédn 5, jotta
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Y?-jakaumaan perustuva likiarvo olisi riittdvén hyvi. Toinen tavanomainen
multinomitodennéakdisyyksien testaamiseen kédytettédva testisuure on Pearso-
nin testisuure

(9.3.10) x2=3" Uize)®

Myos X? noudattaa asymptoottisesti y2-jakaumaa samoin vapausastein kuin
D. Suureisiin (9.3.9) ja (9.3.10) perustuvia testejd sanotaan usein yhteenso-
pivuustesteiksi.

9.3.6 Riippumattomuuden testaus
kontingenssitaulukoissa

Oletetaan nyt, etté tilastoyksikdt luokitellaan muuttujien X ja Y suhteen toi-
sensa poissulkeviin luokkiin. Olkoon X esimerkiksi hiusten véri ja Y silmien
véri. Hiukset luokitellaan vaaleisiin (Va) tummiin (T) ja punaisiin (P) seké
silmét sinisiin (S), ruskeisiin (R) ja vihreisiin (Vi). Jos valitaan n henkilon
otos, saadaan Taulukon 9.4 kaltainen aineisto. Téllaista kahden muuttujan

Taulukko 9.4. Hiusten ja silmien virin vélinen ristiintaulukko.

Silmien vari
S R Vi Yhteensid
Hiusten Va fu fiz fis 1.
T  fa foo fo fa.

vart P far fs2 fs3 3.
Yhteensi f1i f2 fs n

suhteen esitettyéd frekvenssitaulukkoa kutsutaan kontingenssitaulukoksi tai
ristiintaulukoksi. Taulukossa 9.4 hiusten vérid kutsutaan rivimuuttujaksi ja
simien vérid sarakemuuttujaksi.

Taulukko 9.5. I x J-kontingenssitaulukko.

S1 Sy ... S; Yhteensa

Ry fu fiz o fu 1.
Ry fa fo oo for .

Ry frn fre . frs fr.
Yhteensda f1 fo ... fy n

Taulukossa 9.5 on kaikkiaan k = IJ solua. Olkoon ;; todenndkoisyys,
ettd havainto, osuu soluun (i, j). Kun koetta toistetaan n kertaa (tai tehddén
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n:n alkion satunnaisotos), noudattavat frekvenssit f;; multinomijakaumaa.

Parametrivektorin @« = (7, m2,...,77s) logaritmoitu uskottavuusfunktio
on
I
l(ﬂ') = Z Z fij lOgTFZ‘j,
i=1 j=1

missd > > m; = 1. Téssé tilanne on aivan samanlainen kuin multinomija-
kauman tapauksessa, paitsi ettd nyt kidytetdan kaksinkertaista indeksointia.
Todennékdoisyyksid m;; koskevat hypoteesit H testaan uskottavuustesti-

suureella
I J

fii
D233 fyles .
i=1 j=1 t
missé e;; = nm; on luokan R;S; odotetun frekvenssin estimaatti ja 7;; on
solutodennékoisyyden m;; suurimman uskottavuuden estimaatti Hym valli-
tessa.

Riippumattomuushypoteesi

Esimerkki 9.9 Usein ollaan kiinnostuneita siitéd, onko rivi- ja sarakemuut-
tujien vililla riippuvuutta vai ovatko muuttujat riippumattomat. Ovatko esi-
merkiksi silmien ja hiusten véri toisistaan riippumattomat? Riippumatto-
muushypoteesi voidaan lausua seuraavasti:

P(R;S;) = m; on todennékoisyys, ettd tilastoyksikké sattuu soluun (3, 7).
Vastaavasti

P(Ri)=ma+ - +my=m
on todennékoisyys, etté tilastoyksikko sattuu rivimuuttujan ¢. luokkaan. To-
dennékoisyys, etta tilastoyksikko kuuluu sarakemuuttujan j. luokkaan, on

P(S;) =mj+---+my =7
Hypoteesi (9.3.11) voidaan lausua siis seuraavasti:
Hy: mjj = mmj; 1<:<I, 1<53< .
Silloin tuntemattomat parametrit ovat
. = P(R;), 1<i<I
ja
T =PS), 1<j<J

Koska > m; = 1ja ) m; = 1, niin funktionaalisesti riippumattomien para-
metrien lukuméérd g = (I — 1) + (J — 1). Siksi Hy:n testaamisessa vapausas-
teiden lukumééré on

(k—1)—q=I1J—1-(I—1)—(J-1) =T —1)(J—1).
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Koska Hym vallitessa m;; = m; 7 ;, niin logaritmoitu uskottavuusfunktio

on
Z Z fijlogm; = Z Z fij(logm; +logm ;)
— Z [(Z fij> log m] + Z [(Z fij) 10837?]}
T TR
(9.3.12) =D filogm + > [jlogm;.

Kun funktio (9.3.12) maksimoidaan rajoitteiden >, m = 1ja Y5, m; = 1
vallitessa, saadaan suurimman uskottavuuden estimaateiksi (Hy:n vallitessa)

N ) : -y
T, = — Ja 7T.j = —.
n n
Siksi odotettujen frekvenssien estimaatit Hy:n vallitessa ovat

Ay

(9.3.13) €ij = nﬁ'z’j = nﬁi.ﬁ'.j n

Esimerkki 9.10 Tarkastellaan nyt taulukon 9.6 aineistoa, joka on saatu

Yhdysvaltain vuoden 1991 yleisestd véestokyselystd (Agresti 1996, s. 31).
Taulukossa on annettu havaitut frekvenssit ja sulkeissa odotettujen frekvens-

Taulukko 9.6. Puoluekanta sukupuolen mukaan.

Puoluekanta
Sukupuoli Demokraatti Riippumaton Republikaani Yhteensé
Naiset 279 73 235 LY
(261.4) (70.7) (244.9)
Miehet 165 47 191 403
(182.6) (49.3) (171.1)
Yhteensé 444 120 416 980

sien estimaatit. Kaavan (9.3.13) mukaan esimerkiksi

57T - 444 403 - 416
= " —961.4 i = ———— =171.1.

‘1 T80 BT g0
Uskottavuustestisuureen arvoksi saadaan 7.0026. Riippumattomuushypotee-
sin vallitessa D noudaattaa likimain y%-jakaumaa vapausastein (I — 1)(J —
1)=(2-1)(3—-1) =2, joten oy, & P(x3 > 7.0026) = 0.0302.

Pearsonin y2-suure

xX?=3"

2 3
i=1 j=

(fij =€)’
eij

1
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on tavallisimmin kéytetty testisuure riippumattomuuden testaamisessa. Se-
ki D ettd Pearsonin y2-suure noudattavat Hy:n vallitessa asymptoottisesti
samaa jakaumaa. Esimerkiksi taulukon 9.6 aineistosta X? = 7.0095 ja silloin
ap ~ P(x3 > 7.0095) = 0.0301. Téssé tapauksessa D ja Pearsonin x2-suure
antavat melko tarkkaan saman tuloksen, koska n = 980 on riittdvan suuri.
Sukupuolen ja puoluekannan vélilla on tilastollisesti merkitseva riippu-
vuus. Vertailemalla havaittuja frekvensseja estimoituihin odotettuihin fre-
kvensseihin saadaan késitys tdmén riippuvuuden luonteesta. Koska suurilla

seisarvoltaan suurempia arvoja kuin pienillé frekvensseilld, ei raakaresiduaali
fij — eij ole riittdva poikkeamien mitta. Riippumattomuuden tarkastelussa
kayttokelpoiset soluresiduaalit ovat muotoa

fij — €

Ve (T—m)(1—7;)

9.4 Testiteoriaa

9.4.1 Ongelman méiérittely

Téamé alaluku on lyhyt johdatus tilastolliseen testiteoriaan, joka perustuu
testin voimakkuuden késitteeseen. Testin voimakkuus luonnehtii testisuureen
herkkyyttd tunnistaa vaihtoehtoinen hypoteesi. Nyt hypoteesille Hy (nollahy-
poteesi) asetetaan eksplisiittisesti vaihtoehtoinen hypoteesi Hy, joka valitaan
sen mukaan, millaisia poikkeamia Hy:sta halutaan tunnistaa. Testimenettely
(testaus) on séénto, joka havaintojen perusteella valitsee toisen ja vain toisen
hypoteeseista Hy ja H;.

Teknisesti hypoteesit konstruoidaan siten, ettd tehdadn parametriava-
ruuden © jako kahteen osajoukkoon Oy ja ©; siten, ettd © = Oy U O,
(©pNO; =0). Nyt siis ©; = O\ Oy = 65, joten O; on Og:n komplementti
O:ssa. Naitd vaihtoehtoja merkitdéan tavallisesti

Hy: 60 € 6 vastaan H,:0 € 06,.

Jos © = R on reaalilukujen joukko, niin tyypillisi&d hypoteeseja ovat esimer-

kiksi
Hy:0=0 Hy:0<1
Hi:040 Hi: 0> 1.
Ensimméisessid tapauksessa ©g = {0} on yksi piste (H, yksinkertainen) ja
©, = {6060 #0}. Toisessa tapauksessa molemmat hypoteesit ovat yhdistet-
tyja: O ={010<1},0,={0|0>1}.
Testimenettely on itse asiassa otosavaruuden S jako. Olkoon T valittu

testisuure ja x € S jokin havainto. Testisuureen 7" arvon T'(x) perusteel-
la valitaan joko Hj tai H;. Hylkdysalue C' C S mééritellddn siten, ettd H
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hyldtdén kaikilla x € C. Hy hyvaksytédédn, jos « ¢ C. Hylkdysaluetta kut-
sutaan myo0s testin kriittiseksi alueeksi. Vastaavasti Hy:n hyviksymisalue on
C':n komplementti C, joten S = C U C°.

Testi ei ole kuitenkaan erehtyméton. Voi sattua, ettd x € C, vaikka 0 €
Op. Silloin syntyy I lajin virhe: Hy hyldtaan, vaikka se on tosi. Vastaavasti
voi sattua, ettd x € C°, vaikka 6 € ©4. Téassé tapauksessa tehddan I1 lajin
wirhe: Hy hyvaksytdan, vaikka se ei ole tosi. Tavoitteena on valita kriittinen
alue siten, ettéd virhetodennékoisyydet ovat mahdollisimman pienet

9.4.2 Testin voimakkuus

Testin keskeiset ominaisuudet voidaan luonnehtia voimakkuusfunktiota

7(0) = P(X € C; 0)

= P(H, hyldtddn, kun parametrin arvo on 6)
kéayttaen. Testin merkitsevyystaso a on

o = sup 7(6),
[USSH

joka on siis I lajin virheen maksimi Hy:n vallitessa.

Esimerkki 9.11 Olkoon X havainto normaalijakaumasta N (6, 1). Testataan
havainnon X = x avulla hypoteesit

HO:QSO,
H1:0>O.

Olkoon kriittinen alue C' = {3: } T > % } Silloin testin voimakkuusfunktio
on

¥(0) = P(X > 3;0)
=P(X—-0>3-0;0)
—1-a(i-0) =20~ 3).

2

)

missd X — 60 ~ N(0,1). Téssé tapauksessa v on 6:n aidosti kasvava funktio ja
v(0) — 1, kun § — oo jaja y(f) — 0, kun § — —oo. Testin merkitsevyystaso

_ _ 1
o = pax (0 = 3)

=®(—1)~ 031
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-3 -2 -1 0,

Kuvio 9.1. Voimakkuusfunktio v(#), kun X ~ N(6,1) ja kriittinen
alue C = {z |2 > 1}.

Asettamamme tavoitteen mukaisesti pitéisi voimakkuuden ~(6) olla mah-
dollisimman suuri, kun § € O;. Vastaavasti voimakkuuden v(6) tulisi olla
mahdollisimman pieni, kun # € ©y. Naméa vaatimukset ovat kuitenkin kes-
kendén ristiriitaiset. Kun kriittistd aluetta kasvatetaan, kasvaa I lajin virhe.
Kun hyviksymisaluetta kasvatetaan, kasvaa II lajin virhe. Erés keino ratkais-
ta tdmé pulma, on kiinnittdd ensin merkitsevyystaso « ja valita sitten naisté
saman merkitsevyystason testeisti se, joka on voimakkain alueella 6 € ©1.

Tamén klassisen ldhestymistavan esittivit Jerzy Neyman ja Egon S. Pear-
son. Tamé Neymanin ja Pearsonin ldhestymistapakaan ei valttamaéatta joh-
da yksikésitteiseen ratkaisuun. Olkoon kahdella testilld voimakkuusfunktiot
71(0) ja v2(0) ja sama merkitsevyystaso. Silloin ei vilttaméttd pidd paikkan-
sa, ettd v1(6) > 72(0) kaikilla 6 € O tai v2(0) > 71(6) kaikilla § € ©,. Kum-
pikaan testi ei ole valttaméatta tasaisesti voimakkaampi kuin toinen. Kuiten-
kin useissa térkeissé testitilanteissa voidaan loytéaa téllainen tasaisesti voi-
makkain testi.

Esimerkki 9.12 Olkoon X7, ..., X, otos normaalijakaumasta N(6, o%), mis-
si 02 on tunnettu. Halutaan testata Hy: 0 = 0, vastaan 6 # 0y. Nyt tiedetiin,
ettd X ~ N(0,0%/n), joten testisuure

X — 6y

4=

~ N(0,1),

kun H, tosi. Hylatdan Hy, jos

Kriittinen alue on siis C' = { Z | |Z] > za/2 }-
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/NG

/NG

Q4
Q4

—Za/2 Za/2
Testin merkitsevyystaso on

a = P(H, hylatésn; 0 = 0y) = P(|Z| > 2za/2; 0 = 6o).
Seuraavassa merkitain P(Z € C; 0) = Py(Z € C). Voimakkuusfunktio on

1(0) = P(Z € C; 0)
= Py(|Z]| > Za/2) = Dy(Z < —Za/g) + Py(Z > Za/2>

X — b X — b
(S <o) B (Grt = on)

(St <o) en(Sho e )
_ @(_ZQ/Q - %) T _@(zam _ %)

Merkitsevyystaso on

= Q.

[0
Y(00) = B(—Zaj2) + 1 = P(2a/2) = 2B(—2ap2) =2 3

Voimme todeta, ettd v(0) — 1, kun 0 — oo tai § — —o0.

9.4.3 Testien konstruointi

Olkoon X havainto jakaumasta, jonka tiheysfunktio on f(z;6). Testataan nyt
vaihtoehtoisia yksinkertaisia hypoteeseja

(941) H()I 6:60 Hll 0:01

ja
Kun havainto X = x on saatu, voidaan laskea uskottavuussuhde

L(0y; )
L(0y; ) ’

Az) =

jonka valitsemme testisuureeksi. Kun A\(x) on suuri, olemme taipuvaisia hy-
viksyméddn Hy:mn. Jos taas A(x) on pieni, valitsemme Hi:n.
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Neymanin ja Pearsonin ldhestymistavan mukaan kiinnitetd&n ensin mer-
kitsevyystaso . Tamén perusteella voimme valita A:n kriittisen arvon siten,
etta

(9.4.2) PI\(x) < Ay; 6] = «
Testin hylkédysalue on siis
(9.4.3) C={xz]|Mzx) <A}

Lause 9.1 (Neymanin ja Pearsonin apulause) Kun testataan paramet-
ria 0 koskevia hypoteeseja (9.4.1), niin testi (9.4.3) on voimakkain kaikis-
ta merkitsevyystasoa o olevista testeistd. Merkitsevyystaso a on mddritelty
identiteetilld (9.4.2).

Todistus. Olkoon D miké tahansa toinen kriittinen alue (toinen testi), jonka
merkitsevyystaso on korkeintaan «. Silloin

o= C/ (25 00) do > D/ (5 00) s

joten

(9.4.4) /f(x;@o)dx > /f(x;@o)dx

cnD¢ DnCe

Epayhtélo (9.4.4) seuraa siitd, etta

[-I-] » []-]

CcnD¢ cnD DnCe D cnD

Jos x € C'N D¢ niin z € C ja silloin

f(z;601)Aa > f(x;6).

Jos taas © € DN C° niin z € C° ja

f(z;00) > f(z;01)

Siksi
Ao [ flx;01)dx > f(z;6p) dex
Jrmez ]
(9.4.5) > /f(x;@o)dx > A /f(x;@l)dx

DnCe DnCe
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missé toiseksi viimeinen epayhtélo on aito, elleivit C' ja D ole samat. Kun
epayhtilo (9.4.5) jaetaan puolittain A,:lla ja epédyhtdlon molemmille puolille
lisitddn integraali [, f(z;0;) dz, saadaan

/f(f;el)de/f(x;é’l)dx

Koska mééritelmén mukaan v¢ (61) = [, f(2;61) dz jayp(6r) = [, f(x;61) du,
niin testi (9.4.3) on voimakkain kaikista testeistd, joiden merkitsevyystaso on
korkeintaan . ([l

Esimerkki 9.13 Olkoon X7, ..., X, otos normaalijakaumasta N(u, 1). Tes-
tataan kahta yksinkertaista hypoteesia Hy: p = 1 vastaan Hy: pu = 2. Et-
simme nyt parhaan kriittisen alueen C, kun testin merkitsevyystaso a on
kiinnitetty. M&aritimme ne otosavaruuden S pisteet, joissa

L(1;2q,...,2,)

A IS
(21, ) L(2;xq,...,2,)

< Aa

missié P[A(z1,...,2,) < Aa] = a. Koska L(1) = ¢-exp[—1 >0 (2, — 1)?] ja
L(2) = c-exp[—1 3" (z; — 2)%], niin

n n

1 2, 1 2
log A(z) = ~3 ZZl(ajZ — 1)+ 5 ZZl(ajZ —2)* <log\,
Téasta seuraa, etté
(9.4.6) D (=2 = (1 —1)* < 2\,
i=1 i=1

Koska Y0, (2 — 1)2 = Y0, (2 — )2 + (T — o), niin

S (@i=2 =D (11 =n(T—2)° —nET—1)* = n(—2% + 3).

i=1 =1

Siksi epayhtélo (9.4.6) voidaan kirjoittaa muodossa

T> —+ - =cCq.
- n 2

Koska Hym vallitessa X ~ N(1,1//n), niin miritetiin c, siten, etti
P(X > c¢) = P[Z > /n(ca — 1)] = a,

missi Z = /n(X — 1) ~ N(0,1) Hy:n vallitessa.
Oletetaan esimerkiksi, ettd n = 16 ja testin merkitsevyystaso a = 0.05.
Maéaaritetddn siis cg o5 siten, etté

P[Z > 4(co05 — 1)] = 0.05.
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Silloin 4(60'05 — 1) = 1645, joten

1.64
Co.05 = —i > +1=1.41125.

Testin hylkdysalue merkitsevyystasolla o = 0.05 on

16
1
C:{(xl,...,xn) T = 1—6;@- > 1.41125}.




