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« LIITE A
POIKKIPINNAN GEOMETRISET SUUREET

Pinnan ensimmainen momentti ja pintakeskit

Palkin teknisessd taivutusteorissa tar-
vitaan poikkileikkauksen geometrisia
suureita monissa yhteyksissd. Palkin

- taivutusteoriassa koordinaatisto vali-
taan siten, ettd x-akseli on palkin akse-
lin suuntainen, y-akseli on alaspiin ja
z-akseli vaakasuorassa siten, efti Xyz-
koordinaatisto on oikeakitinen kuvan 1
mukaisesti.

Poikkileikkauksen pinta-ala on

A=[[d4 (1)

Yy

Kuva 1 Poikkileikkauskoordinaatisto

Poikkileikkauksen ensimmdiset momentit eli staattiset momentit y- ja z-akselien
suhteen médritellddn yhtidloilld

Sy=|[ zd4 S, =[] yda (2)

Suoraa, jonka suhteen poikkileikkauspinnan ensimméiinen momentti on nolla, sa-
notaan keskeissuoraksi. Statiikassa osoitettiin, ettd kaikki pinnan keskeissuorat
kulkevat saman pisteen kautta. T#t4 pistettd sanotaan pinnan pintakeskioksi.

LAUSE 1 Poikkileikkauspinnan staattinen momentti suoran suhteen on yhti suu-
ri kuin kyseisen poikkileikkauksen pintakeskiddn sijoitetun pinnan
staattinen momentti kyseisen suoran suhteen.

TODISTUS
Kuvan 410.1 mielivaltaisen z-akselin suhteen saadaan
Y=Y +ﬂ (3)
= S, =[] yda=[[s+myda=y,[[da+[[ndd
Koska M on mitattu léeslceissuorasta, on viimeinen pintaintegraali nolla, joten
S, =4 (4)

Koska z-akseli oli mielivaltainen, on lause yleisesti voimassa.
O
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Koska staattisen momentin mééritel-
mé (409.2) sisaltdd integroinnin, on yh-
teenlaskuperiaate voimassa.

LAUSE 1

Koko alueen staattinen momentti jon-
kin suoran suhteen on yhtd suuri kuin
osa-alueiden vastinmomenttien summa.
T4ll6in kannattaa muistaa negatiivisen
osa-alueen kéyttomahdollisuus eli ”rei-
képeriaate”.

'Pintakeskion PK koordinaateille voi-
daan kirjoittaa lausekkeet

, _ﬂydA [Jzda 0

Pinnan nelidmomentit
Poikkileikkauspinnan 4 nelidmomentit €li toiset momentit I, ja I, koordinaattiak-
selien suhteen miiritelldidn lausekkeilla

L=[[2da I,=|[y" d4 (2)

Niitd sanotaan myds pinnan hitausmomenteiksi tai jdyhyysmomenteiksi. Niiden

yksikks on mm®*.

Pinnan toinen momentti origon O suhteen, jota sanotaan my0s polaariseksi nelid-
momentiksi origon suhteen, mééritellddn kaavalla

Ip :Hrz dA (3)

missd r on pintaelementin d4 etdisyys origosta O. Sijoittamalla kaavan (3) integ-
randiin yhteys

,

P = y2 +7° (4)
saadaan tulos

L L=[[of P dd=1, 41, (5)

Midritelmistd (2) ja (3) seuraa, ettd nelidmomentti on aina positiivinen ja kuten
kaikki momenttisuureet, noudattaa edelld mainittua yhteenlaskuperiaatetta.
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STEINERIn lause
Suoran (pisteen) suhteen laskettu nelidmomentti

I=Ty+A4c" (1)
missi I, on yhdensuuntaisen keskeissuoran (pintakeskidn) suhteen laskettu ne-
limomentti, ¢ on suorien (pisteiden vdlimatka) ja 4 kyseisen poikkipinnan ala.

TODISTUS
Kuvan 410.1 z-akselin suhteen saadaan

1,=][y*d4=][ (yy+n)* d4
= L=y [[ dd+[[n’ da+2y,[[nd4

Koska koordinaatti 1| on mitattu z-akselin suuntaisesta keskeissuorasta {, on vii-
meinen integraali nolla. Ndin ollen voidaan kirjoittaa

I,=ysA+1 (2)
Tulos on kaavan (/) mukainen, silld Yo =¢ ja Iy =1,.

Koska z-akseli oli mielivaltaisesti valittu, on saatu tulos (/) yleisesti voimassa.

O

Poikkileikkauspinnan nelidside i suoran tai pisteen suhteen médritelldén yleises-
ti yhtdlolla

I=A4i? = i= 714- (3)
STEINERiIn lauseesta seuraa yhtdlo
i?=if +c* (4)

missd i on mielivaltaisen suoran (pisteen) ja iy sen suuntaisen keskeissuoran (pin-
takeskion) suhteen laskettu nelidsidde ja ¢ suorien (pisteiden) vilimatka.

Joidenkin peruskuvioiden nelidmomentteja on esitetty tdmén liitteen taulukko-
osassa. Standardisoitujen muototankojen poikkileikkauksien momenttisuureet on
esitetty kyseisissd standardeissa, joista on muutamia esimerkkejd tdmin liitteen
lopussa. Suorakulmion, kolmion ja ympyrin nelidmomentit lasketaan seuraavis-
sa esimerkeissa.
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b ESIMERKKI 1
- 0 i . Mééritd kuvan suorakulmiopoikkileik-
) - kauksen neliomomentit /,, I, ja I
sekd polaarinen nelidmomentti /, pin-
¢ |V takeskion PK suhteen.
& oK g RATKAISU
< : X Leikataan suorakulmiosta kuvan mu-
v dy kainen differentiaalinen elementti, jon-
ka pinta-ala on
ym
dA=bdy
<—b>l Integroimalla saadaan
) 1 h ) 1 .
f I,=]y bdy=3bJ
H| h PG "
t ], (@) STEINERin sddnn{sté seuraa
Y
Y | I,=I+A(th)?
n
' = I =I,-14K
. b _ 3 2 _ 1748
— =  I;=3bh’-tbhh*=5bh° €
‘ I Vastaavasti neliomomentti
mln| kl] & O Iy=15hb° &
1 4
I 2, 2 Polaarinen nelidmomentti pintakeski-
Y on suhteen
n _ _ 2, g2
Y Ip—1§+[n—1i2bh(h +5%)
b Soveltamalla “reiképeriaatetta” kuvan
| ia poikkileikkaukseen saadaan nelio-
: ] momentiksi
A
PK
ul — ¢ © Ir=3bH =5 (b-1)h°
LN Koska nelidmomentin /; arvo ei muu-
I ‘ tu, kun poikkileikkauspinnan osia siir-

retddn (-akselin suunnassa, niin kai-
killa kuvan 1 poikkileikkauksilla on
yhté suuri neliémomentti /.

Ny

Kuva 1 Poikkileikkauksia
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ESIMERKK] 1

Midritd kuvan ympyrépoikkileikkauk-
sen neliomomentit /y ja I, sekd po-
laarinen neliémomentti [, origon O
suhteen.

RATKAISU

Valitaan pinta-alkioksi kuvan differen-
tiaalinen rengaselementti, jonka pinta-
ala

Yy d4d=2nrdr

Ny

Polaariseksi neliomomentiksi saadaan

O~

R R
Ip= IerAzj.rQ-andr;?n 5

=0 0

Koska ympyrélld I, =1,, niin yhteydestd I, =1,+1, =21, seuraa

—7 17 _xmpt
I,=1,=51,=%R &
ESIMERKKI 2
| b N Midritd kuvan mielivaltaisen kolmion
| 0 i z nelidmomentit /, ja I¢.
f 1 7 1, RATKAISU
y PK 13 Kuvan differentiaalisen pintaelementin
! 5/ Z leveys b saadaan verrannosta
h X2 7 . ;
._y —
=— = b=—(h-
P L (=)

o
E‘
o~ | O

Pintaelementin ala on

Y dA:Edy=%(h—y)dy

h h

b

= I= [ y*dd=—[3*(h-y)dy=Fbh° &
y=0 hO

STEINERin sddnnodn avulla saadaan

Ie=I,-AGEn)?=5bh®~L1bn-th? =00’ ¢




414

Pinnan tulomomentti

Kuvan 409.1 poikkileikkauksen tulomomentti yz-koordinaatiston suhteen mééri-
tellddn pintaintegraalina

I, =[] yzd4 (1)

Pinnan tulomomentti voi olla positiivinen, nolla tai negatiivinen riippuen yz-koor-
dinaatiston sijainnista pinnan suhteen.

Symmetrialause

Jos toinen tai molemmat koordinaattiakse-
leista ovat pinnan symmetria-akseleita, on
tulomomentti nolla.

Todistus

Olkoon y-akseli pinnan symmetria-akseli.
Valitaan kuvan 1 mukaiset symmetrisesti
sijaitsevat pintaelementit d4, jolloin voi-
dA daan kirjoittaa

Jyzzj_j[ysz+y(—z)dA]:o 2)
A

N y

missd A4 on alueen positiivinen (z=0)

Kuva 1 Symmetrinen poikkileikkaus )
puolikas.

STEINERIn lause
Pinnan tulomomentti YZ-koordinaatiston suhteen on

missi Iy on pinnan tulomomentti YZ-koordinaatiston suuntaisessa keskeiskoor-

dinaatistossa ja Yo»,Zp pinnan pintakeskion koordinaatit YZ-koordinaatistossa.

TODISTUS
Kuvan 409.1 mukaan koordinaattien vililld on voimassa yhteydet

y=n+y, z=C+z, (4)
joten

yz=(M+ye) (+z0) =ml+yozo+nzo +{ g (5)

Kun lauseke (9) sijoitetaan méédritelmédn (/), saadaan

Iy=[[nCdd+ygz, [[ dd+zq [[ndd+y, [[(d4 (6)
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Kaksi viimeistd pintaintegraalia ovat nollia, silld M- ja {-akselit ovat keskeissuo-

ria. Toisaalta on

voimassa

[[nCda=1, [[da=4 (1)

joten yhtédl6std (414.6) seuraa viite (414.3).

[
ESIMERKKI 1

Miadritd kuvan suvorakulmion tulomo-
mentti /g, .

NYy

Yo RATKAISU
Symmetrian perusteella [, =0. Sovel-
tamalla STEINERin lausetta saadaan

= Iy, =A4yyzp=bhy;z, (2)

ESIMERKKI 2
M44ritd kuvan suorakulmaisen kolmi-
on tulomomentti keskeiskoordinaatis-

z tossa.

RATKAISU
Lasketaan ensin kolmion tulomomentti

Yz-koordinaatistossa kayttdmdlld ku-

/ van pintaelementtid. Siitd ndhddén ver-

ranto

7 b _ ok
P y=-2)

0+d4-

U
o
~
i

yz

<
N
N |—

STEINERin lauseesta seuraa

Ine=I,-AGR) (b)=2 "0 ~Lbh-$hb=-Fb"n" €

HARJOITUSTEHTAVAT 1-7
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Koordinaatiston kierto. Padkoordinaatisto

tien vililld on yhteys

Yy

NY

¥y =y coso+zsino,

A

Z=-—7ysin0+zcoso

tistossa ovat

Kuva 1 Koordinaatiston kierto I =] 92d4

Laskemalla saadaan lausekkeet

=

=

Iy = H(—y sino+z cosa)?d 4
Iy = sin® o J.J.y2 dA—2sino. coso ”yz dA+cos? o sz d4

ST w2y ~ 2 1
I}A,—IZ sin” o —2 I, sino coso+ 7, cos” o (1)

Vastaavasti voidaan kirjoittaa

=

=

=

_ 2 . .0 '
Iy =1,cos"0+21y,sinccoso+1y sin® o, (2)

Ly =”(y cosO.+zsind) (—ysino+z cosa) d 4

Iy =—sinoccosoc(” yZdA—” z° d4)+(cos® 0,~sin® o) ” yzdA4
: . 2 2
Iy =—sinorcosa (I, —1y)+(—sin” o+ cos o) ly,
Ly =3(1,—1I,)sin(2a)+1, cos(201) | (3)

Otetaan vield huomioon trigonometriset yhteydet

sinor=74(1-cos(2a)) » cos’ o =7 (1+cos(20)) (4)

Kierretddn kuvan 1 yz-koordinaatistoa
vastapédividn kulman o verran uudek-
si Jz-koordinaatistoksi. Koordinaat-

Nelidmomentituudessa yZ -koordinaa-




417

T#ll6in tulokset voidaan kirjoittaa muotoon

Iy=4(I,+1,)+4(Iy—1,)cos(20)~ 1, sin(20) (1)
Iy=4(Iy+1,)~F(I,~1,)cos(2a)+1y,sin(20) (2)
Iy =3(Iy—1,)sin(20)+1y, cos(20) (3)

Lujuusopissa kaikkein tirkein uuden ¥Z-koordinaatiston asento on sellainen, jos-
sa tulomomentti [¢;, =0. Vastatkoon titi koordinaatiston asentoa kulma a =0 .
Lasketaan kyseisen kulman arvo:

=0 = %(Iy—lz) sin(20)+ 1y, cos(20) =0

_. =21, o
= tan(20():l Iy, sm(20)<0 (4)

Yhtiloiden (4) jilkimméinen yhtdl6 kompensoi tangenttifunktion monikésitteisyy-
den. Sijoittamalla lausekkeeseen (/) yhteydet

sin(20)) = tan(20) = 2Ly
} 1+ 1an?Q0) &, (1, -1,) 4412,
— 1 I,-1,
cos(20) = = J
£ 1+an?Q0) (I, —1,)  +412,
saadaan
11, -1)° 27
2 y z yz

[,=3(I,+1,)+ -
T s Uy At w1 -1 4T

joka sievenee muotoon

Ly =ty + 1)1 (I =1, +41, ()

Yhtilossi (5) on kaksoismerkki, jonka perusteella ndin saatuja neliomomentteja on
merkitty Iy ja I, . Niitd sanotaan kyseisen poikkileikkauksen pdinelidmomenteiksi
(principal second moments). Jos YZ-koordinaatiston origo on poikkileikkauksen
pintakeskidssd, niitd sanotaan keskeispiineliomomenteiksi. Kesken#din ortogonaa-
lisia suuntia, jotka kulma o méiérittelee (kaava (4)), sanotaan poikkileikkauksen
pidsuunniksi.
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ESIMERKKI 1

- b | Maédritd kuvan suorakulmaisen kolmi-
| z on keskeispdénelidmomentit ja koordi-
I /‘h/S naatiston p#iakselien suunnat.
PK v, h=50mm, b=100mm
2 b3 ¢ RATKAISU
- Kéytetddn jarjestelmdd (mm). Taulu-
/ koista saadaan nelidmomentit
Y
—— 173 6
9y Iy =%b0"h=1389-10
vy

3 6
Iy ==bh°~0,347-10

Ing =—75b%h? ~—0,347-10°

Kaavasta (417.4) seuraa

—27
tan(2§):}_—7}cz0,6667 = 2§ ~3369°

n g |
= o ~16,85°

Pidneliomomentit saadaan kaavasta (417.5):

Lp=4(Iy+ 1044 |(Iy— 12 +412,

= I =4(1389+0,347)-10° + 1/ (1,389 —0,347)% +4.(~0,347)2 - 10°

Piddnelidmomenttien arvoiksi saadaan

- Xo
:
PK o z 1, =1494-10° mm"*
3

I, =0,2421-10® mm*

/ Kuvassa 1 on esitetty poikkileikkauk-
g \ _ senkeskeispddakseliteli X;,X; -keskeis-
My X1 piddkoordinaatisto.
Yy
Kuva 1 P&akoordinaatisto HARJOITUSTEHTAVA 8

i : s s : o R R R
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. Maé#ritd kuvan poikkileikkauspinnan pinta-

keski6n paikka ja aseta sithen sivujen suun-
tainen keskeiskoordinaatisto. Laske neli¢-
momentit tdssi koordinaatistossa. Kuvan
mitat ovat millimetreja.

Vast: 699106 mm*, 1839-10° mm*

Kuvan neliopoikkileikkauksesta poiste-
taan viivoittamattomat nurkat. Laske poik-
kileikkauksen keskeiskoordinaatiston ne-
lismomentit 1 ja /.

Yast: I,=La"(1+3k)(1-k)®

. Médritd kuvan ontelolaatan pintakeski-

on koordinaatit ja nelidmomentit poikki-
leikkauksen ylidreunan sek# vaakasuoran
keskeisakselin suhteen.

Vast: y,=508¢, I, ~12900c*

. Miéritd kuvan standardiprofiilin IPE 500 A

(SFS2029) pinta-ala 4 ja nelidmomentit
Iy ja I, seki vertaa tuloksia standardin
antamiin arvoihin. Ota pydristykset huo-
mioon. Kuinka monta prosenttia nelismo-
mentista /, atheutuu uumasta, laipasta ja
sisdnurkkien pyoristyksista?

A =~1155-10° mm?

I, =~21417-10° mm*

I, =~481,99-10% mm*

18,1% , 77.8mm*, 41%

YVast:
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Yy
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5.

Midritd integroimalla kuvan suunnikkaan
neliémomentit I,, Iy ja Iy, sekd kes-
keisneliémomentit [¢, Iy ja Ip¢.
Vast: 1,=1bh(b*+3ab+a’)

Iy =15bh(b° +a°)
I,,=35bh* (3b+4a)

2
Ly =4bHa

Mb#éritd kuvan ohutseindisen poikkileik-
kauksen (¢ <<, << b) keskeisnelitmo-
mentti /, -

Vast: I,~L1th*(3b+h)

Madritda kuvan putken nelidmomentti
halkaisijan suhteen. Muodosta suhde

f(¢t/D)=1,/1,

missd 7, on umpiputken neliéGmomentti
ja piirrd kuvaaja suhteen /D funktiona.
Mik4 on neliGmomentti, jos putki on hy-
vin ohutseindinen (7 << D )?

Vast: IZzQTEtDS , 1<<D

Madritd kuvan poikkileikkauksen kes-
keiskoordinaatisto ja keskeispddnelit-
momentit.

Vast: I,=18134", I, =54004"
Iy ~—1054* |
I,~5685q", I,~1529q"
o ~15,2°

.
i

B B e e e e




Taulukko 1 Poikkipintasuureita
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Nelid

o Pinta-ala )
Poikkileikkaus Pintakeski® NeliGmomentit
3
Z y I, =1b3h
K ' 20 =5b 2,2
I _1
I = bh3
Yy ! 1 *—Lbah
nT 3%
2,2
Suorakulmainen kolmio [nc:%zb h
2 b 3
P A=1bh l=7bh
——7—> Iy = 1 b3h
Kt ” 70773
h Iy, =3 b* K
C yO:—3- 24
Yy n In‘—‘—ggbsh
Suorakulmainen kolmio Ioe = — L b2
3 b I,=500
| 7 A=1bh 12 9
4 1 I, =1 bh(b +ab+a?)
zy=7z(a+b
) K 0=5(a+0) Iy, 24bh2(2a+b)
¢ yo=gh 3
" C‘ﬁbh
a 1 2 2
y;_..l In=g:bh (b —ab+a®)
2
Kolmio ]ncz%bh (2a-0b)
4 b ‘
—— | L=ty =5
zg=73b IYZ:%M
b K > .
¢ Yo=3b [Czln:%b4
Ing =0
vy My Iy=1b
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Ympyréa |

oo Pinta-ala
_1 3
b, A=bh Iy=50bh
-z Zo=1b I,=1b°h
11272
h K - yo=3h Lyz=1b"h
3
Icz%zbh
_ 113
yvn" ]n—mbh
Lye=0
Suorakulmio
3
. o I,=1bh
-~z zo=1(b+a) I,=1bh(b*+%ab+a®)
F AN e e T e & Iy = W @b+ 4a)
3
a, Iy =15bh (b’ +a°)
Yy Al I ,=Ltabh?
ng 12
Suunnikas
b A=1(a+b)h I, =3k (3a+b)
] 2a+b 2 v hab+b?
—1p _ 184 T7ab+b
hl: “ ¢ AR My [C a5 7 a+b
V’]"l
yio e
Puolisuunnikas
2r 5T 4
1, d=mr® 1,=1,=%Fr
/ - Zy="r ]yz—nr2
K ¢ Yo=Tr ]Czlnz%r4
IﬂCZO
Yy M ]Oz%rd'
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Poikkileikkaus P";g,f;;gfkié Nelismomenti
9 L 2r o | I,=invt
I l Z A—ETCI’ I _EZC_I/A
> Zg =" vy 8
K 7 ¢ 4y I,, =24
Yo=131 vz 32
7, 9mP-6d 4
y ny e 27
]n:%r4
Ly =0
_ 1
Ad=5br IZ:%rL‘(B—sinBcosB)
zo=%kr/b Ja,
yz —
=0
Yo=t ]§=%r4(B+sinBcosB)
_sm,Bb
) ' B Iy =0
Ympyran sektori
i1 —
r \b A=r*(sin®B)/ k [Z=%Ar2(1—%kcos[3)
A1 Z zo=2rk Iy, =0
> 3 yz
Pk
—/ : yo=0 Iz;:%Ar2(1+2kcosB)
Yy . _ SiHSB 7 ~0
B—sinf cosf3 nt
Ympyran segmentti
12 I,="4p°
a a z 4
T~ | =S
K s ¢ f0=4 Iy, =ma"b’
b \ Y=t [C:%“bB
yw nv ]n:—}aab
Ellipsi I =0




424

Tasokuvioiden ominaisuuksia

A pinta-ala

Vo,Zo Dintakeskion koordinaatit

I,,1, pinnan nelimomentit y- ja z-akselien suhteen

I vz pinnan tulomomentti yz—koordinaatistossa

iysly

1,1, pinnan keskeisnelismomentit pintakeskion kautta kulkevien y- ja z-akselien
suuntaisten n— ja {—akselien (keskeisakselien) suhteen

pinnan neligsiteet y- ja z-akselien suhteen

Ine keskeistulomomentti

Insit pinnan keskeisneliosdteet N— ja {— akselien (keskeisakselien) suhteen
I, pinnan polaarinen nelidmomentti pintakeskion suhteen

ig pinnan polaarinen nelidsdde pintakeskion suhteen

K pintakeskid

STEINERin lause: I, =1I,+A4z I=Ig+Ays Ly, =Ty 4y

’ 0 Y A
\ Yo

\K —C

Yy n

Piineli fitr L=l =t (I, +1 L1 I
dinelidmomentit: | = max_5( gt o)+ 5 +1,

I.—1.YV
Iy=Tn =3Iy +1,)- ( Yz j +1_3,Z

I
tan (20) = — 2

— Iy, sin(200) <0

N 4




