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Yleistetty Hooken laki

o= oy + 0], Ay = =
€z = 5 op —V(oy+02)], Yay = ery,
1 1
&y = E [Uy - V(UI + UZ)] s Yyz = 5Tyz7 (].].0)
1 1
€z = E[Uz_y{aw‘i‘ay)]» Yz 57':1:,3

u:G:ﬁ, A:(1+ul)/(flj—2u)' (1.11)
Tilavuudenmuutoskerroin
K= ()\—i— ?) . (1.12)
Yleistety Hooken laki
oy = Ae + 2Gey, (1.13)
oy = Ae + 2Gey, (1.14)
0, = Ae + 2Ge,, (1.15)
Toy = GVay, Tyz = GVyzs Taz = Gz (1.16)
Tasojannitystila
Or = 1_—]5‘1/2(59C + vey), (1.17)
oy = %(sy + vey), (1.18)
Ty = GYay- (1.19)
Tasapainoehdot

0oy OTpy  OTzz B
O By + 5% + fz =0, (1.20)

OTyz % 0Ty
Oz Ay 0z

+ fy =0, (1.21)

0Ty Oy  Oo,

=0. 1.22
oz Ay 0z + =0 ( )

Tasapainoehdot reunalla

OxNyg + ToyNy + TNy = £$7
TyaNa + OyNy + Tyane = by, (1.23)

ToaNa + ToyNy + 0,0, =1,



1.1. Kimmoteorian perusyhtdlot

Virtuaalisen tyon periaate

0oy OTpy  OTyz
/ < ox - dy * 0z

+ fgg) oudV+

f<i%‘+i$—+i?z+ﬂ>5vﬂﬂ%
\%

oy | 02

I <87Z$ 0Ty 0o, +fz> Sw dV +
v

[ [(—ty + tz)ou+ (=t + t,)0v + (=t + t,)ow] dS = 0.
S

&

Gaussin lause
of dg Oh B
/<8x +8y + 7% >dV—/(fn$+gny+hnz)dS.
1% S

Virtuaalisen tyon yhtélo

J(040es + 0ybey + 0206, + ToydVay + Toz0Vas + Tyz07y2)dV
v

— [(fadu + fyov + f.0w)dV — [(tz0u+ tyov + t.0w)dS = 0.
Vv St

Muodonmuutosenergia jannitysten funktiona

1
U:U:E/[Ug‘f‘ai"‘gg_ 1iy(0m+ay+02)2+2(T$2y+7—y2z+7_§z)]d‘/'

Potentiaalienergia
I=v+V.

Muodonmuutosenergia

ve 1
lJ:G/E§+%+f§+1_m/+yﬁy+ﬁa+ﬁ9MV

v

Ulkoisten kuormien potentiaali

V= _/(fwu+fyv+fzw) av — /(tggu—l—tyv—i-tzw)ds.

v St

Komplementaarinen energia

—U+V,

V:—/@%+mwmmmg
Su

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)
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lo = NgOy + NyTay + NeTyz,
by = NgTay + NyTy + NyToy,

ty = NgTey + NyTy, + N0,

1.2 Vapaa vaanto

1.2.1 Coulombin teoria

Viaantokulma ¢ ja vidntyma 6

Ympyrapoikkileikkaukselle

R
MZ:/TrdA:27r/Tr2dr,
0

A
T =Gy = Gor,
R
M, = Go2n / rdr = GOI,,
0

R

4
IPZ/TQdAZQW/T3dT:7TR—.

A 0

Ympyraputkelle
IP = g(b4 - a4)7

b ulkoséde ja a sisdsdde.

M
Tmax = GOR = —R
Ip
Tasapainoyht&lo
d—M +m=20
dz -
d dp
—(GI,— =
dz( P dz) tm
Jos G 1, on vakio, niin
d%p

1. Vapaasti kiertyvéssa padssa M, = M.

2. Kiinnitetyssd padssi ¢ = 0.

2

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)



1.2. Vapaa vaanto )

1.2.2 Elementtimenetelma

Muodonmuutosenergia

1
U= / 5le(@/)? dz. (1.45)
Ulkoisten voimien potentiaali
L
V=— / m(2)e(z)dz — Y Mip(z). (1.46)
0 i

Kiertymén interpolaatio
p(s) =(1 = s)p1 + spa

(1.47)
=N1(s)p1 + Na(s)p2
eli
o) =[ Mils) Na(s) | { ° } , (1.49)
P2
7 1
Ue = / §GIU02 dz, (1.49)
0
dp dpds dpl
=g/ =—"—=-"T—=—"T— 1.50
Y T4z dsdz  dsL’ (1.50)
11 ¥1
"= N Nops = |—= — . 1.51
@ = Nip1+ Nogo [LL]{@} (1.51)
Muodonmuutosenergia
1 GL, _GhL 1
U® = 5LGL, [ 1 P2 ] [ 6Ll b= §<P6TK6<P6- (1.52)
L L 2
Elementin e osuus
Le
ve= - [ @) ds - 3 Mol (1.5
0 i
M; pisteviintomomenttikuorma pisteesss z;, Dirac’in é-funktio
m; = Mzd(z — ZZ‘), (1.54)
0(z) =0, kun z # 0 ja
/5(,2) dz =1. (1.55)
Elementin e
L(_%
vie [ e | [ 2E b+ Ymds (1.56)
0 L
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Kuva 1.1 Poikkileikkauksen reunakéyré.
eli
Ve _ [ o o ] ol _ _ T ge, (1.57)
f2
Le z
fi 1- I
Foo _ / LS + 3 ) ds (1.58)
2 -
0 L
Sauvan potentiaalienergia
E
m=> "1 (1.59)
e=1
1.2.3 De Saint Venant’in viinto
Siirtymaét
u=—(0z)y, v=(02)z, w=0yY(x,vy). (1.60)
Leikkausjannitykset

ow Ou\ 0
ngE—G(%—l—%)—G@(%—y),

(1.61)
ow v o
sz—G<a—y+&) —G9<a_y+x>'
Tasapainoehdosta (1.22)
%y 0%
S T ap 0 1.62
o+ 37 0 (1.62)
Reunaehto
TozNg + TayNy = 0, (1.63)
9 _ cos o + 8—1/}4-3: cos 3 =0, (1.64)
ox oy
de dy dy dx
Mg =COSQ = -~ =%, My = Cos I6; - 75 (1.65)



1.2. Vapaa vaanto

Ovds Ovdy  dy,  dr
Ordn Oy dn Vs ds’
dyp 1d, 4 o
an 2as¥ TT)=0

Leikkausvoimat @, ja Qy

viadntomomentti

M, = /(—Tmy + Toyx)dA,
A

vaantojayhyys

0 0
I, =1,+ / (—%y—i— 8—Zx> dA, I, = /(x2 + 9?) dA.
A A

1.2.4 Voimamenetelmi

Jannitysfuktio ¢ = ¢(x,y):

ra=2 =2
zr — 8y’ 2y — O .
Yhteensopivuusehto
¢ 0%
— + —5 = —2G6.
Ox? * Oy?
Reunaehto
do .
— =0, ¢ = vakioreunalla.
ds
Vaantomomentti

/

ontelopoikkileikkaukselle
M, = /2¢ dA+) 20, A;.
A

i=1

1.2.5 Differenssimenetelmi

Differenssiapproksimaatio

0¢ 1
Fr E(@nﬂ = Pm-1),
molekyylimuodossa
9¢
2 [0 ]1],
h = Ax on hilavili,
Py 1

9z ﬁ((bm-i—l — 2¢m + dm—1),

(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)
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Py 1
£ ~ ﬁ((anrl — 2¢n + Pn-1), (1.79)
k = Ay, molekyylimuodossa
0¢
2070
w2 [([=2]1) (150)
1
2
Rl el (1.81)
oy?
1
Laplacen operaattorin differenssimolekyyli, k = Ay = h = Ax,
0| 110
RPAp~|1]—4|1]. (1.82)
0 110
1.2.6 Potentiaalienergian minimin periaate
Potentiaalienergia
1, 5 o 2 o 2 .
IMI=-GLo ——y| +| 5+ dA — M,L#. (1.83)
2 Oz oy
A
Kayristyméfunktion ¢ (z,y) kehitelmé
=" aibi(x,y). (1.84)
i=1
Lineaarinen yhtéloryhma
n
Y Bijaj+Ci=0, i=12,..,n, (1.85)
j=1
OY; Oy O O
B = — 4+ ——= | dA,
J 1{(83: ox * oy Oy
(1.86)
o | O
C; = — dA.
f{ < Y >
Vaantojayhyys
o™ o™
* 2 2 _ dA 1.
I /<x +y —Hcay yam> (1.87)
A
=1+ aC; (1.88)



1.2. Vapaa vaanto

Taulukko 1.1 Suorakaidepoikkileikkaus.

bt |k

1 | 0.1407
1.2 | 0.166
15 | 0.196
2.0 | 0.229
3.0 | 0.263
10 | 0.281
50 | 0.291
10.0 | 0.312
s | 0.333

1.2.7 Komplementaarisen energian minimin periaatte

Modifioitu komplementaarisen energian lauseke

- L oo\?  [96\?
-5 [ (%) + (5)
A

Jannitysfunktion kehitelmé

dA + \ MU—Q/qbdA
A

. A
O (n,y) = 7 Z‘Tbmé(ac,y),
¢; = 0 reunalla. Ehdosta
oIl (b;) =0

n

> Dibj —2GE; =0, i=1,...,n,
j=1

09; 0¢;  0¢; 0,
- “% P\ gA
Dij /<8$8$+8y8y d4,
A

E; = / bidA.
A

Vaantomomentti

v 2)\ - %ok g)kk
M, = <f> ZbE = GI*0™.

=1

A
Suhde 7 on vadntyman likiarvo 6% ja vaidntojayhyys on

M 2 —
[ =_"v _ = . E;.
v GO G;b

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)

(1.94)

(1.95)

(1.96)
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2c
fe—————f 1

Al B

3] E

DGD

Kuva 1.2 T-poikkileikkaus.

1.2.8 Ortogonaaliset jannityskentit

maxTy = Too+ > Lo+ Y Lue (1.97)
c/4m levyiselld vydhykkeelld ¢-funktion kaltevuus 1: 1, 72, + TZQy =1,

(2V,)?

I’Ua = A )
a

(1.98)

A, varjostetun osan pinta-ala, V, poikkileikkaukseltaan murtoviivanmuotoisen ¢-kumpareen
tilavuus, tasanteiden osuudet I,.. Varjostetulle alueelle suorakaiteen jénnityskentét, jéy-
hyys I,;,. Suorakaidepoikkileikkaukselle

I, = kbt? (1.99)

t lyhyemmén sivun mitta. Parametrin k arvoja on taulukossa 1.1. Suurin leikkausjénnitys

M, M, M, [ I 1
Tmax — m— b = v < va + vb ) 5 (1100)
an Wyb Iy an Wvb
1 1
M, = 220, M, = -22M,, (1.101)
1, 1,
M,
Wye = — = 2V,. (1.102)
Ta
Poikkileikkauksen vadntovastus
M, I I
W, ~ —% = Y = Y 1.103
U Tmee T Tw W K " (1.103)
an Wvb Aa kl
Ly k
=t 1.104
W (1.104)

tp on varjostetun vyohykkeen suurin leveys.
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1.3 Kotelopoikkileikkauksen vapaa vaanto

Leikkausjannitys 7.

A
Ty =2GO | e+ ——— | . (1.105)
t¢ ds
t
Vaantomomentti
4A% 1
M, = —+ gy{t?’ds Go. (1.106)
t
Monionteloinen poikkileikkaus:
ds - ds )
qij{7—2qk/7:2AiG0, i=1,2,...,n. (1.107)
i k;éz Sik
Vaantomomentti
M, :2/¢>dA:2Zini. (1.108)
“@ i

1.4 Avoin poikkileikkaus

Normaalijannitys
dwo(z)  d*u(z) d*v(2) d*p(2)
0.(s8,2)=F 5 a2 x(s) — 72 y(s) — 1.2 wa(s)| - (1.109)
Sektoriaalinen koordinaatti w:
P(s)
wals) = / ha(F)dr, (1.110)
Py
i J k
[dwa| =lraxds|=|| z—24 y—ya 0 ||
dx dy 0 (1.111)
=(z —za)dy — (y — ya) dz,
dwy = (x —z4)dy — (y — ya) dz, (1.112)
wa=wp — (x4 —zB)y + (ya —yp)r + C. (1.113)
Jannitysresultantit
N(z) = /Uz(s, 2)dA, (1.114)

A
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M, (z) = /y(s)az(s,z) dA, (1.115)
A
M, () = —/m(s)az(s,z) dA, (1.116)
A
B(z):/w(s)oz(s,z)dA, (1.117)
A

dA = t(s)ds. Poikkipintasuureita

I, = /y2 dA, I, = /ﬁ dA, I, = /J:ydA, (1.118)
A A A
I, = /ywAdA, Ly, = /wadA, I, = /widA, (1.119)
A A A
Sy = /ydA, Sy = /di, S, = /wAdA. (1.120)
A A A
Péadkoordinaatistossa
Ig;y:/xydAzo, Sg;:/ydAzo, Sy:/di:O. (1.121)
A A A
Vaantokeskio:
Sws = Sw=Jwals)dA =0,
A
Town = Tow Z/fly(S)WA(S) dA =0, (1.122)
Lyw, = Iy = z(s)wa(s) dA = 0.
A
Péadkoordinaatistossa p
N(z) = Badwol®) (1.123)
dz
d*v(z)
M,(z) = —EI,——2, 1.124
%) - (1124
d*u(z)
M,(z) = Elyv, (1.125)
d*p(2)
B =—FI . 1.126
(:) = ~BLE, (1.126)
Normaalijannitys
N M, M B
oo(s,2) = T Ma2) o My(2) oy BE) (1.127)
A I, Iy Ly
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13

2 1 =
9+<— -
A
s A Su(s)
* Jos vain M, # 0, niin 7, > 0
on s-koordinaatin suuntainen
/é*—» -
3 4 o

Kuva 1.3 S,

Viadntokeskio
I, Iy ra—zp | fwa dA
_Ixy Iy YA —YB - fow dA
Leikkausjannitys
d*wy d3u d3v d3p
i1, EA()d2+ES()dZ3+ S()d3+s(8)dz3v
S
= [t(s)ds
Sy(5) = [ 2(s)t(s)ds, Sa(s) = [ y(s)i(s) ds
S1 S1
= [wal(s)t(s)ds
51
o NUAG)  MiSy()  MiS.(s)  BSu(s)
wETTY 1, I, I,

Kahden lineaarisen funktion tulon integraali

/f tdS— [f1(291+92)+f2(91+292)]
Péajayhyyskoordinaatistossa
d3u dM, d3v
Qx:/mtd:zr— Elyd 5=, Qy:/thdy— —F1I, vog =
d®p dB
Mw = /thdw = _ijﬁ = E
Leikkausvuo N'A g g g M
pime NAL) y(s)Qgc _ $(S)Qy _ Su(s)M,
A I, 1, 1,
Vaantomomentti
M M, + M,

dM,

dz

(1.128)

(1.129)

(1.130)

(1.131)

(1.132)

(1.133)

(1.134)

(1.135)

(1.136)
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14
M, M, + AM, M, + AM,
r r —
Y Qy Qx
Kuva 1.4 Taivutusmomenttien M, ja M, merkkisddnnot.

Viaannon differentiaaliyhtalo

dp d2g0

~ELp + Gl +m =0, (1.137)

d* ' 2d2<P s Gl

S 5> Rl k4 = . 1.1
i 2 =), BL (1.138)
Ratkaisu
o(z) = C1 + Caz 4+ Cssinh kz 4+ Cycosh kz + . (1.139)
Resultantit
d
M, = GIU—SO =Gl, <C’2 + Csk cosh kz 4+ Cyk sinh kz + d—0> (1.140)
P
2
B=-FI, 2—2 = —-GI, (Cg sinh kz + Cy cosh kz —|— ) (1.141)
B 1
M, = Cfi— = -GI, <C’3k: cosh kz + Cyk sinh kz + 72 "0 ) (1.142)
z
Kokonaisviantoémomentti
dog 1 d°pg
M, = M, + M, = GI, <CQ e maE ) (1.143)
Viaantomomenttikuorma, kuva 1.5,
m(z) = qy(r —xa) — q2(y — ya). (1.144)
Erdita yksityisratkaisuja
1. Tasaisen kuorma, m(z) = my,
__mo 1
vo == lez . (1.145)
2. Lineaarisesti jakautunut kuorma, m(z) = mo—,
__Mmo 3
Y0 =T IvZ . (1.146)
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Ay
A g,
//\
Az
m Y—9Ya
AC> T —TA
T
/ >
Kuva 1.5 Sauvan jakautuneet kuormat ¢,, g, ja vidntomomentti m
3. Pisteméinen viantomomentti My kohdassa z = a:
wo =0, kun z < a, (1.147)
My | .
vy = e [sinhk(z —a) — k(z —a)], kun z > a. (1.148)
4. Pistemdinen bimomentti kohdassa z = a:
wo =0, kun z < a, (1.149)
By
v = ar [coshk(z —a) — 1], kun z > a. (1.150)
Viaannon differentiaaliyhtdlon tarkastelua:
1. Kun kKL > 10,..., 20, ratkaistaan
_G[UCCZ;T;O = (1.151)
2. Kun kL < 0.5, ratkaistaan
EIWZ%J =m. (1.152)
3. Kun 0.5 < kL < 10(20), ratkaistaan yht&lo
o jadPe _ m (1.153)

dz* d2 ~ EI,’
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1.4.1 Jatkuva vadntosauva
Viadntymien ja bimomenttien viliset yhtalot

k_ k k k
07 =ay, By + afy By + of,

(1.154)
05 =a%; B1 + a5, By + af,
k on osasauvan numero,
1 kL 1 kL
= —1 = -1 1.155
M TCLL [tanhkzL ] T GLL [sinhk:L } ’ (1.155)
1 kL 1 kL
- S | = — —1f. 1.1
M2 ETELL Linh kL } 2T TCLL [tanh KL (1.156)
Jos pisteessd z = a on pisteméiinen vidntomomentti M, niin
M [b  sinhkb M [a sinhka]
- - = — AN ———— 1.157
“= Gl [L sinhkL} TG [L sinh kL | (1.157)
Tasaisesti jakautuneen vidntomomenttikuorman tapauksessa
moL |1 1 kL moL |1 1 kL
=G, [2 7N ey A R S (1.158)
Yhteensopivuusehto tuella k osavilien k — 1 ja k liitoksessa
k—1 k
o = oM. (1.159)
1.4.2 Aksiaaliset kuormat
Resultantit padssi ja epdjatkuvuudet pédiden valilla
N=> P, AN =-> P
i i
My =3y,  AMy=-3 yP
(2 (2
(1.160)

My = - ZxZPZ, A]\4@/ = ZxZPZ,
(3 (3

B:sz‘Pz, AB:—EWZPZ
i i
Poikkileikkauksen tasossa vaikuttavan momentin M (s) aiheuttama bimomentin muutos
AB = —r(s)- M(s). (1.161)
Ulokkeen paassi vaikuttavan voiman P, (kuvassa 1.6), aiheuttama epédjatkuvuus
AB = —2PQancD, (1.162)

Qanrep on alueen AMCD pinta-ala.
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z
Kuva 1.6 Sauvan akselin suuntainen pistevoima ulokkeen padssé.
P
¥
A Y A
¥
%('x7 y)
A x
c’ >
A
C
Kuva 1.7 Tasossaan jaykan levyn tukema katos, jonka reunat ovat nivelelliset.
1.4.3 Ohjattu vainto
Kitkallinen liitos
dwy
= =0 1.163
wa= "4 =0, (1.163)
d%p
d%p
d?p B

Kitkaton liitos

N =0, (1.167)
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Kuva 1.8 Pendelituettu sauva.
d2
o, Ewbd—zf, (1.168)
Sw
wy(s) = wa(s) — A (1.169)
I, = /wftds, (1.170)
A
B = /wbaztds. (1.171)
A
Vaiannon tasapainoyhtilo molemmissa tapauksissa
d*p d*p
1.4.4 Yhden vapausasteen ohjattu vaanto
Taivutuksen ja vadnnon tasapainoyhtélot
d*v d*o
d*o d*p d*p
Muunnoskaava
[x]:[ cqsa sma][xl (1.175)
g —sina  cos« Yy
yp — yp = —sina(rp —zp) + cosa(yp — yg) = 0. (1.176)
Iz = /wa dA = 0. (1.177)
A

wp=wp—(rp —xp)y+ (yp —yp)z + C. (1.178)
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19

Ay
vs = hp
— —l
_/— 7
q1 h
s
1 2 a

Kuva 1.9 Kotelopoikkileikkaus.

—/a:deAsina—l—/wadAcosa
+ (Iyysina — I cosa)(xp — xp) + (—1Iysina + Iy cosa)(yp —yB) = 0.

Yhtalsista (1.176) ja (1.179)

Jywp dAcos® a — [ zwp dAsin acos o

D — B = N N )
I, cos? o+ I, sin® o — 21, sin a cos o

[ywpdAsinacosa — [ zwpdAsin®

YD —Yp = N N .
I cos? o+ I sin® oo — 21, sin v cos o

Jos (z,y) on pédkoordinaatisto, niin I, = 0.

1.5 Kotelosauva

Leikkausvuo
q=q"+q+4q"

Yhteensopivuusehto (G on vakio)

TE R
q t_ qt7

leikkausvuo ¢ padjayhyyskoordinaatistossa

dN
a(g) = — 2z 45— Qoo o Qug o Mo
'(s) = B AGs) = () = TE8uls) = TS0,
ds\ _ - ds ) _ q* .
j{T qi — Z 5 qk——des, 1=1,...,n.
i k=1 ik i

(1.179)

(1.180)

(1.181)

(1.182)

(1.183)

(1.184)

(1.185)
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Kotelon deplanaatio

—ds =0 /h - O/SCJ(S)% = —0i(s),

S

0

Glg) = 4
q(S)_Ga’
ds\ _ i ds | . )
f? qi — Z /T quQQZ‘,’L:L...,TL
( k= Sik

Viiantokeskion asema:

/ &(s)z(s)t(s) ds = 0, / &(s)y(s)t(s) ds = 0, / &(s)t(s) ds = 0.

Yksinkertaisessa kotelosauvan teoriassa

d*p d2g0
El; I,
Ehewy -G v s =m(z),

I = / 22(s)i(s) ds.

Yhteensopivuusehto
Fo fot-
q ;o
¢t = —I—Sw, Sw /wtds
w
Jos Iy =0,
yopdA zwpdA
$A=1‘B+f77 yA:yB—fi.
I, I,

wa=wp — (xa—2B)Yy + (Yya — yB)T + Wo.
Sektoriaalinen staattinen momentti
S&J :Sw_q: _(qa'i_Q)v
kun M, /1, = 1. Leikkausvuo

q=q"+q¢"+4q.

1.6 Ohuen laatan perusyhtalot

Siirtymaét
ow ow
U= —2Wy =—2——, UV=—2Wy=—2—.
. oz’ Y oy
Muodonmuutoskomponentit
ou
€x = 75 = AW,

(1.186)

(1.187)

(1.188)

(1.189)

(1.190)

(1.191)

(1.192)

(1.193)

(1.194)

(1.195)

(1.196)

(1.197)

(1.198)

(1.199)
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M, = [z0,dz

Kuva 1.10 Jannitysresultantit.

v
€y = 8_y = TRWyy,
ou  Ov
Yry = 8_y + % == QZ’LU’xy
Kayristymét ja vadntyma
Ky = —Wap, Ky = —Wyy, Kgy= —Wzy.
Resultantit
h/2 h/2 h/2
M, = / zozdz, M, = / zoydz ja My, = / 2Tpydz,
—h/2 —h/2 —h/2
h/2 h/2
Q. = / Tr2dz ja Qy = / Ty=dz.
—h/2 —h/2
Tasapainoyhtalot
0Qz | 0Qy
%y =0,
ox * dy TP
_ OM,  OMy,
Qo = 9 oy
Q, = OM, ~ OMy,y
v oy ox '

9> M, N 0% My, N 9> M, P
Ox? 0xdy dy? p="5

Isotrooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtalot

FE
2 (€x + ng)a

Op = ——
1—v

oy (ey + veg),

112

‘/_/_ U /// _______ z—yf ...... e Macy M’I‘ = fZO'x dz
ST N
g Myy = [ 274y dz

(1.200)

(1.201)

(1.202)

(1.203)

(1.204)

(1.205)
(1.206)
(1.207)

(1.208)

(1.209)

(1.210)
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Txy = G’nya
FE

G=——-—.

2(1+v)

Laatan konstitutiiviset yhtalot
M, = D(ky + vEy),
My, = D(vky + Ky),
May = D(1 = v)kigy,
My = —D(w g + vw yy),
My = —D(vw gz + W yy),
My = —D(1 — v)wyy,

taivutusjaykkyys
E 3
p=__t"__
12(1 — v?)
Jannityskomponentit
12 12 12
Op = zmMgg, oy = zﬁMy, Toy = zme
Leikkausvoimat ) )
0 (07w Ow 0
= —D— —_— _— —= — _ v2 ,
Qe Ox <8:1:2 - 8y2) 8:1:( w)

Laplacen operaattori

V(o) =
(o) 0z2 + 0y?
Momenttisumma M.+ M
M="Z Y = —DVw,
1+v
oM oM
Qz = oz Qy 8—y
Differentiaaliyhtilo
b
Viw = =
Y=D
osiin

M
VM = —p, Viw=-—
Leikkausjannitysten maksimiarvot

3Qu 30,

(sz)max = 5 n (Tyz)max = 5 n

Leikkausvoima @),, reunalla n = vakio

(1.211)

(1.212)

(1.220)

(1.221)

(1.222)

(1.223)

(1.224)

(1.225)

(1.226)

(1.227)

(1.228)
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M’VLS
M, ds

M,
ns 8Mn9
M,s + ——ds

oM 0s
s ds)ds

(Mns +

Mn?
OMy, ds
s

M5 +

Kuva 1.11 Korvikeleikkausvoima reunalla, jonka normaali on n.

OM, | OM,,
= +

@n on 0s ’

korvikeleikkausvoima reunalla n = vakio

OM,s OM, OM,s

= = 2
Vo= Qn + 0s on * 0s
Reunalla = = vakio
oM, OMyy
Ve = 2
T Ox oy
Pw Pw ’
— D! (21—
{ O3 +2-v) dxdy? } ’
reunalla y on vakio
oM, aM,
V. = Y 9 Yy
Y oy ox
PBw PBw .
=—Dq—54+2—-v)=——7¢.
{ oy ”)aaﬂay}
Kuvan 1.12 vapaasti tuetun laatan suorakulmaisen nurkan voima
0w
R=-2M,, =2D(1 — .
i (1=v) 0x0y
Laatan tasapainoyht&ld
0*w o*w o*w T,
U T 4:p( )
ox 0z* 0y Ay D

Reunaehdot

1. Jaykésti kiinnitetylld reunalla (z = a)

w(a,y) =0, w,$(a>y) = 0.

(1.229)

(1.230)

(1.231)

(1.232)

(1.233)

(1.234)

(1.235)
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Kuva 1.12  a) Korvikeleikkausvoiman muodostaminen reunalla = = vakio, b) nurk-

kavoima.
x
- |
JAN
|
|
I
I, =0
|
|
|
Kuva 1.13  a) Jdykésti tuettu reuna, b) vapaasti tuettu reuna.
2. Vapaasti tuetulla reunalla (x = a)
w(a,y) =0, (1.236)
Mz(a,y) = =Dlwga(a,y) + vw,yy(a, y)] = 0. (1.237)
Jos vapaasti tuettu reuna, (z = a), pysyy suorana,
W gz(a,y) = 0. (1.238)
3. Vapaalla reunalla
0w 0w
M;(a,y) =0 = 2 + Va—y2 =0, kun z =aq, (1.239)
X 3
Ve(a,y) =0 = S (2-v) - 0, kun z =a. (1.240)

ox3 0x0y? -
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N
)
\

Kuva 1.14  a) Vapaa reuna, b) liukutuki, c¢) kimmoinen kiinnitys.

?]\Iv
€T

Vo V,
dy ® ©
Y v
M’L‘ M’I'
‘ M, + AM,
M,
—— | ¥ T — N
v, v, W,z ‘\V
—¢(y)
Kuva 1.15 Kiinnitys reunapalkkiin.
4. Liukutuella dula.y)
w(a,y
— =0 1.241
Ox ’ ( )
Vz(a,y) = 0. (1.242)
5. Joustava tuenta translaatio- ja kierrejousella
0
M, = ca—z, kun z = a, (1.243)
Ve =—bw, kun z =a. (1.244)
6. Reunapalkki, kuva 1.15
d*v
El— =g, (1.245)
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Kuva 1.16

Kuva 1.17

“

a) Vapaasti tuettu, b) kiinnitetty ja c) vapaa laatan nurkka.

T -
M,

—

V=

Taivutusmomentti ja vadntomomentti leikkauksessa .

d?p
GIvd—y2 +m = 0,

q(y) = —Va(a,y) ja m(y) = —M.(a,y),

reunalla z = a

w(a,y) = v(y),
w = —p(y).

7. Kuvan 1.16 vapaasti tuetun laatan nurkka

0w
R=—-2M,, =2D(1 —
i (1-v) 0x0y
alaspdin koordinaatin z suuntaan, kuva 1.16a.
Momenttien muunnoskaavat

M, cos? ¢ sin? ¢ 2sin pcos ¢ z
M, = sin? o cos? ¢ —2sin ¢ cos ¢ M,
My, —sinpcosp singcosy cos?p —sin? @ My,

(1.246)

(1.247)

(1.248)

(1.249)

(1.250)

(1.251)
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M, + M; = M, + M,.

Péddmomentit M.+ M 1
My =—o L 5\/(Mx — M) +4M2,.
Péddsuunnat
tan 2¢ = 2]\473%, tan ¢ = My = M, = May
M, — M,’ M, M, — M,
1.7 Navierin ratkaisu
Taipuma
2 - mm nm
w(x,y) = Z Zamn sinap,rsin By, Q= o ja B, = >
m=1n=1

Jakautunut kuorma p(z,y)

o0 o0
p(z,y) = Z Z b Sin agyz sin Gy,

m=1n=1
kertoimin
4 a b
byn = s / /p(m, y) sin i, sin B,y dx dy.
a
0 0
Taipuman sarjan kertoimet
b
Amn, = o , mn=12 ...

m2 n2 2
D7T4 <? + b_2)
1.8 Lévyn ratkaisumenetelméi

Taipuma

nm

oo
'U)(.T,y) = ZYn(y) sin anT, Qp = 7
n=1

Kuorma p(zx,y)

[ee]
pz,y) =) puly)sinaya
n=1

kertoimin
a

2
Pn(y) = — /p(az,y) sin o,z dex.
a
0

Yo(y) = (A, + Brayny) cosh ay + (Cp, + Dyayy) sinh oy,

dY,(y)
dy

= an[(An + D, + Bnany) sinh o,y + (Cn + By, + Dnany) cosh any],

(1.252)

(1.253)

(1.254)

(1.255)

(1.256)

(1.257)

(1.258)

(1.259)

(1.260)

(1.261)

(1.262)

(1.263)
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d?Y,
; Q(y) = 02[(An + 2D,, + Bpany) cosh any + (Cn + 2B, + Dpomy) sinhany], (1.264)
Y
d3Yn( ) 3 :
a0 =, [(An + 3D, + Brayy) sinh oy + (Cy, + 3B, + Dyay) cosh ay]. (1.265)
Yksityisratkaisu
y
f n - t pn t)dt
Dy
(1.266)
1 y
=D [l (y —t) cosh oy, (y — t) — sinh oy, (y — t)]pn (t)dt.
n 0
Kokonaisratkaisu -
w(z,y) =Y (Ya(y) + Qu(y)) sin aya. (1.267)
n=1
1.8.1 Lévyn ratkaisu tapauksessa p(z,y) = p(x)
Pn 2 i .
Qn=—=, paly) =~ [ p(z)sina,zdz. (1.268)
oy, D a
0
Joitakin kaavoja
sin(a £ b) = sinacosb £ cosasinb, (1.269)
cos(a +b) = cosacosb F sinasin b, (1.270)
/xsinxdaz =sinx — xcosz, (1.271)
lim 2% = 1. (1.272)
r—0 I
1.9 Vapaasti tuettu laattakaista
1.9.1 Akselin z suhteen symmetrinen kuormitus
Taipuma
= Z Y, (y)sinayz, o, = nr (1.273)
a
Kuormitus p(z,y)
[ee]
x,y) = an(y) sin a, (1.274)

kertoimin
a

2
paly) = - [ play)sinane e (1.275)
a

0
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A’
R e R
gc
Po a
C
Iu
_____________________ .
| d d
- |-
R
\/
w)y (x7 0) = 0
Vw
Kuva 1.18 Symmetrinen palakuorma.
Taipuma y—akselilla olevasta viivakuormasta p(x)
= p nm
w(z,y) = nz_:l 4D7;%(1 + apy)e” “Ysinanr, a, = P kun y > 0. (1.276)

Taipuman muunnos

w(z, ) = \/g/w(%y) cos By dy, (1.277)
0

Y,(3) = (;1(5)52)_2’ n=12,.... (1.278)
Taipuman lauseke
2 Pn(B) .
7 2l d W 1.279
w(z,y) \/;O/nz::l D2 + 7 cos By df sin ( )

Symmetrinen palakuorma

Tasainen kuorma pg suorakaiteessa u —c¢ < x < u+¢, |y| <d. Taipuman lauseke

2poat 2 1 . .
w(z,y) = 5D > — sin a,usin apesin a2
T -n
n=l (1.280)
{2 = [(2 + and) cosh apy — apysinhayyle @4} 0 <y <d,
2poa’t
w(z,y) = p;)g > — sin aju sin o esin o -
T =t (1.281)

A[(2 + apy) sinh ay,d — ad cosh adle™ Y} |y > d.
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Viivakuorma
Pya® 2 1
w(z,y) :% ngl v Sin v, u Sin v, ¢ Sin oy, T+
AR+ any— e}, y>0.
Pistekuorma
Fa? = 1
w(x,y) = a > — sin a,usin o,z

213D = nd
’ {(1 + any)e_any}a y > 0.

1.9.2 Akselin z suhteen antisymmetrinen kuorma

oz, B) = @ / w(z,y) sin By dy,
0

Pz, ) = @ / p(z, y) sin By dy.
0

Y, Pn
0= D+

Taipuma
2 Pn(B) . .
=1\ = E —_—— d k.
w(z,y) \/;O/nz1 21 PP sin By dF sin a, @

Antisymmetrinen palakuorma

(1.282)

(1.283)

(1.284)

(1.285)

(1.286)

(1.287)

Tasainen kuorma pg suorakaiteessa u — ¢ < x < u+c¢, 0 < y < d ja kuorma —pg

suorakaiteessa u —c < x <u-+c¢, —d<u <d.
Taipuman lauseke

(2.9) 2poat io: _ . :
w(z,y) = —= SIn Qi U SN Ay, € S1IN QL T+
’ D n=1 no

A2 - 2+ any)e Y — [(2 4+ and) sinh a,y — oy cosh apyle 2}

2ppat i‘é . . .
— sin apusin ay,esin o x-
mD =i nd

w(z,y) =

A{[(cosh a,d — 1)(2 + aipy) — apdsinh adle Y}y > d.

(1.289)
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c
—Po Pbo
c
u
_________________________ Y
|- -
d d

Kuva 1.19 Antisymmetrinen palakuorma.

c C
—DPo Pbo
c c
u
d d | d d
O S R ———
v v Y

Kuva 1.20 Antisymmetriset palakuormat vapaasti tuetulla laattakaistalla.

Palakuormat py ja —py suorakaiteessa Ax = 2¢, Ay = 2d ja keskipisteini (u,v) ja

(uv _U)

Kuvan 1.20 kuormitustapauksen ratkaisu saadaan superponoimalla. Taipuma

dpoat =2 . . .
w(z,y) = = > — sin ausin apesin g,z
™D n=1"T

(1.290)

—Qanv
)

A{[(2 + apv) sinh ay,d — o d cosh ay,d] sinh o,y — oy sinh o, d cosh ay,y} e

Oﬁyﬁv—da
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417004 i 1. . .
— sin ay u sin ag, e sin a2
mD = nd

w(xvy) =

1 .
5{2 — {[2 + Cln(’U + d)] sinh any — 0y cosh any}e—an(v+d)+ (]. 291)

—[cosh ap (v — d)(2 + any) — ap(v — d) sinha, (v — d)je™ Y}, v—d<y<v+4+d
ja

dpoa’ & . : :
=—— > —ssinayusina,csin o,
m™D ;=in

w(z,y)

-{ sinh v sinh v, d(2 + @, y) — v cosh i, v sinh i, d (1.292)

—apdcosh apdsinhapv e Y, v+d<y.

Pistekuorma F' kohdassa (u,v) ja pistekuorma —F kohdassa (u, —v)
Taipuma

Fag? X
w(z,y) =5 Y. —3sinajusina,z-
T n=1M
(1.203)

(1 + apv) sinh ay — ay cosh agyle™ Y 0 <y <,

Fa?
w(z,y) =35 Y. — sinojusin oy
T n=1"M
(1.294)

(1 + apy) sinh a,v — v cosh agv]e™ Y, > 0.
[( y y

1.9.3 Vapaasti tuettu puolidireton laattakaista
Taipuma on w = wg + w1, missd wy on vapaasti tuetun darettomén laattakaistan ratkaisu
ja w; on homogeenisen yhtdlon ratkaisu

wi (z,y) = Z(C’n + Dypony)e” Y sin o, (1.295)

n=1



Liite A

Fourier-sarjat

Jos f(x) on paloittain jatkuva valilla (—L, L) ja silld on darellinen mééréd dériarvokohtia,

niin se voidaan kehittad talld valilla Fourier-sarjaksi

:—ao—i-z [ancos——kb s1n@

L
kertoimin
L
1
an = 7 /f(a:)cosn—?da:, n=20,1,2,3,...,
L
1 . nrwx
flx sm—da: n=123,....
~L
Parillisen jaksollisen funktion, f(—xz) = f(z) Vx, Fourier-sarjan kertoimet
) L
Qy, = z/f(a:)cos?dx, n=0,1,2,..., b,=0.
0
Parittoman jaksollisen funktion, f(—z) = —f(x), Fourier-sarjan kertoimet
) L
—/f sin@dl‘ n=12,..., ap,=0.
L
0

Kaksoissinisarjan kertoimet

a

b
4
Pmn = — pxysm
ab
0 0

 sin = T dx dy.

33

(A1)

(A4)

(A.5)

(A.6)
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Liite B
Fourier-muunnos

Parittoman funktion f(z) = — f(—xz) Fourier-sinimuunnos ja kdénteismuunnos ovat

\/7 f (&) sin g dE,

(B.1)
\/7 ) sin ax dov.
Muunnoksen edellytyksené on, etté
1. f(z) on paloittain jatkuva jokaisella &irelliselld vélilla,
2. f(x) on absoluuttisesti integroituva eli
(e}
/ F(2)]dz < M < oo. (B.2)
—00
Parillisen funktion f(—z) = f(z) kosinimuunnos on vastaavasti
\/7 [ f(&) cos g dg,
(B.3)
@ =2 1
— do.
- of ) cos ax do
Symmetrisen funktion f toisen derivaatan muunnos on
fax(a) = —a?f(a). (B.4)

35
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LUKU B. Fourier-muunnos

Taulukko B.1

Fourier-sinimuunnoksia

f(x)

f=1 0<z<a,
=0, a<zr<o

1

x
x

e W0
2xy

7(962 IEITE Ry >0

arctan E, Ry >0
Y

1 —cos aa
«
e~
ae” Y
—ay

(c—2)?+y?  (c+a)?+y?

Ry >0, c+iygR

1

—sinfz, >0
T

T ok

—e " k>0
5¢

%(2 —kx)e k. k>0

%%e*’”, k>0

w1 —kx
1

gﬁ(l —ek), k>0

2 a? + k2
a2 1 k2)2
a2 1 k2)2

\/f;
2 a(a? + k‘2)2

a(a? 4+ k2)

Q
+
=l

«

«
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Taulukko B.2

Fourier-kosinimuunnoksia

f(x)

fla)

f=1 0<z<a,
=0, a<zr<o

Y
——— Ry>0
$2+y2 Y
2 2
Yy —x
7(3324_3/2)2, Ry >0
1 x? + 22
—In|———/, >0, 2z>0
2 . 2 + 92 y “
c—x n c+x
(c—z)?+y*  (c+z)*+y?
Yy Yy

_|_
=P Ty? " cHa+y

1
E—e””, k>0

2k
ot K
1 —kx

T sin aa
2 «
oy
2

™

—ae” Y

2

gl (efay efaz)
o

V2me~%sinae, Ry > |S¢

V2me~ cosac, Ry > |S¢|

T 1
2 a2 + k2

™ 0[2

2 (a2 + 12)?

T 1
2 (a? + k2)2

w1 .
——e “sina

2«




