
Luku 1Rakenteiden mekaniikan jatkokurssi,kaavakokoelma
1.1 Kimmoteorian perusyhtälötMuodonmuutokset

εx =
∂u

∂x
, εy =

∂v

∂y
, εz =

∂w

∂z
, (1.1)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
, γyz =

∂v

∂z
+
∂w

∂y
, γxz =

∂u

∂z
+
∂w

∂x
, (1.2)suhteellinen tilavuuden muutos

e = εx + εy + εz. (1.3)Yhteensopivuusehdot
∂2εx
∂y2

+
∂2εy
∂x2

=
∂2γxy

∂x∂y
, (1.4)

∂2εy
∂z2

+
∂2εz
∂y2

=
∂2γyz

∂y∂z
, (1.5)

∂2εz
∂x2

+
∂2εx
∂z2

=
∂2γzx

∂z∂x
(1.6)tai

∂

∂x

(

∂γxy

∂z
− ∂γyz

∂x
+
∂γzx

∂y

)

= 2
∂2εx
∂y∂z

, (1.7)
∂

∂y

(

∂γyz

∂x
− ∂γzx

∂y
+
∂γxy

∂z

)

= 2
∂2εy
∂z∂x

, (1.8)
∂

∂z

(

∂γzx

∂y
− ∂γxy

∂z
+
∂γyz

∂x

)

= 2
∂2εz
∂x∂y

. (1.9)1

jmamakin
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Uusi versio kaavakokoelmasta, joka vastaa sisällöltään käsinkirjoitettua kaavakokolmaa



2 LUKU 1. Rakenteiden mekaniikan jatkokurssi, kaavakokoelmaYleistetty Hooken laki
εx =

1

E
[σx − ν(σy + σz)] , γxy =

1

G
τxy,

εy =
1

E
[σy − ν(σx + σz)] , γyz =

1

G
τyz,

εz =
1

E
[σz − ν(σx + σy)] , γxz =

1

G
τxz.

(1.10)
Lamén vakiot (liukumoduuli G)

µ = G =
E

2(1 + ν)
, λ =

νE

(1 + ν)(1 − 2ν)
. (1.11)Tilavuudenmuutoskerroin

K =

(

λ+
2G

3

)

. (1.12)Yleistety Hooken laki
σx = λe+ 2Gεx, (1.13)
σy = λe+ 2Gεy , (1.14)
σz = λe+ 2Gεz , (1.15)

τxy = Gγxy, τyz = Gγyz, τxz = Gγxz. (1.16)Tasojännitystila
σx =

E

1 − ν2
(εx + νεy), (1.17)

σy =
E

1 − ν2
(εy + νεx), (1.18)

τxy = Gγxy. (1.19)Tasapainoehdot
∂σx

∂x
+
∂τxy

∂y
+
∂τxz

∂z
+ fx = 0, (1.20)

∂τyx

∂x
+
∂σy

∂y
+
∂τyz

∂z
+ fy = 0, (1.21)

∂τzx

∂x
+
∂τzy

∂y
+
∂σz

∂z
+ fz = 0. (1.22)Tasapainoehdot reunalla

σxnx + τxyny + τxznz = t̄x,

τyxnx + σyny + τyznz = t̄y,

τzxnx + τzyny + σznz = t̄z.

(1.23)



1.1. Kimmoteorian perusyhtälöt 3Virtuaalisen työn periaate
∫

V

(

∂σx

∂x
+
∂τxy

∂y
+
∂τxz

∂z
+ fx

)

δu dV+

∫

V

(

∂τyx

∂x
+
∂σy

∂y
+
∂τyz

∂z
+ fy

)

δv dV+

∫

V

(

∂τzx

∂x
+
∂τzy

∂y
+
∂σz

∂z
+ fz

)

δw dV+

∫

St

[(−tx + t̄x)δu+ (−ty + t̄y)δv + (−tz + t̄z)δw] dS = 0.

(1.24)
Gaussin lause

∫

V

(

∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z

)

dV =

∫

S

(fnx + gny + hnz) dS. (1.25)Virtuaalisen työn yhtälö
∫

V

(σxδεx + σyδεy + σzδεz + τxyδγxy + τxzδγxz + τyzδγyz)dV

−
∫

V

(fxδu + fyδv + fzδw)dV −
∫

St

(t̄xδu+ t̄yδv + t̄zδw)dS = 0.

(1.26)Muodonmuutosenergia jännitysten funktiona
U = Ũ =

1

4G

∫

V

[σ2
x + σ2

y + σ2
z −

ν

1 + ν
(σx + σy + σz)

2 + 2(τ2
xy + τ2

yz + τ2
xz)] dV. (1.27)Potentiaalienergia

Π = U + V. (1.28)Muodonmuutosenergia
U = G

∫

V

[ε2x + ε2y + ε2z +
νe2

1 − 2ν
+

1

2
(γ2

xy + γ2
yz + γ2

xz)] dV. (1.29)Ulkoisten kuormien potentiaali
V = −

∫

V

(fxu+ fyv + fzw) dV −
∫

St

(t̄xu+ t̄yv + t̄zw)dS. (1.30)Komplementaarinen energia
Π̃ = Ũ + Ṽ , (1.31)

Ṽ = −
∫

Su

(ūtx + v̄ty + w̄tz)dS, (1.32)



4 LUKU 1. Rakenteiden mekaniikan jatkokurssi, kaavakokoelma
tx = nxσx + nyτxy + nzτxz,

ty = nxτxy + nyσy + nzτzy,

tz = nxτxz + nyτyz + nzσz.

(1.33)
1.2 Vapaa vääntö1.2.1 Coulombin teoriaVääntökulma ϕ ja vääntymä θ

θ =
dϕ

dz
. (1.34)Ympyräpoikkileikkaukselle

γ(r) =
dϕ

dz
r = θr, (1.35)

Mz =

∫

A

τr dA = 2π

R
∫

0

τr2 dr, (1.36)
τ = Gγ = Gθr, (1.37)

Mz = Gθ2π

R
∫

0

r3 dr = GθIp, (1.38)
Ip =

∫

A

r2 dA = 2π

R
∫

0

r3 dr = π
R4

2
. (1.39)Ympyräputkelle

Ip =
π

2
(b4 − a4), (1.40)

b ulkosäde ja a sisäsäde.
τmax = GθR =

MR

Ip
. (1.41)Tasapainoyhtälö

dM

dz
+m = 0, (1.42)

d

dz
(GIp

dϕ

dz
) +m = 0. (1.43)Jos GIp on vakio, niin

GIp
d2ϕ

dz2
+m(z) = 0. (1.44)1. Vapaasti kiertyvässä päässä Mz = M̄ .2. Kiinnitetyssä päässä ϕ = 0.



1.2. Vapaa vääntö 51.2.2 ElementtimenetelmäMuodonmuutosenergia
U =

∫

1

2
GIv(ϕ

′)2 dz. (1.45)Ulkoisten voimien potentiaali
V = −

L
∫

0

m̄(z)ϕ(z)dz −
∑

i

M̄iϕ(zi). (1.46)Kiertymän interpolaatio
ϕ(s) =(1 − s)ϕ1 + sϕ2

=N1(s)ϕ1 +N2(s)ϕ2

(1.47)eli
ϕ(s) =

[

N1(s) N2(s)
]

{

ϕ1

ϕ2

}

, (1.48)
U e =

L
∫

0

1

2
GIvθ

2 dz, (1.49)
θ = ϕ′ =

dϕ

dz
=
dϕ

ds

ds

dz
=
dϕ

ds

1

L
, (1.50)

ϕ′ = N ′
1ϕ1 +N ′

2ϕ2 =

[

− 1

L

1

L

]

{

ϕ1

ϕ2

}

. (1.51)Muodonmuutosenergia
U e =

1

2
LGIv

[

ϕ1 ϕ2

]

[

GIv

L −GIv

L

−GIv

L
GIv

L

] {

ϕ1

ϕ2

}

=
1

2
ϕ

eTK e
ϕ

e. (1.52)Elementin e osuus
V e = −

Le
∫

0

m̄(z)ϕ(z) dz −
∑

i

M̄iϕ(zi), (1.53)
M̄i pistevääntömomenttikuorma pisteessä zi, Dira
'in δ-funktio

m̄i = M̄iδ(z − zi), (1.54)
δ(z) = 0, kun z 6= 0 ja

∫

δ(z) dz = 1. (1.55)Elementin e
V e = −

[

ϕ1 ϕ2

]

Le
∫

0







1 − z

Lz

L







(m̄(z) +
∑

m̄i) dz (1.56)
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α

nx

ny

n

τzy

x

τzx

y

α β
ds

dy

−dx

β

s

Kuva 1.1 Poikkileikkauksen reunakäyrä.eli
V e = −

[

ϕ1 ϕ2

]

{

f1

f2

}

≡ −ϕ
eT f e, (1.57)

f e =

{

f1

f2

}

=

Le
∫

0







1 − z

Lz

L







(m̄(z) +
∑

m̄i) dz (1.58)Sauvan potentiaalienergia
Π =

E
∑

e=1

Πe. (1.59)1.2.3 De Saint Venant'in vääntöSiirtymät
u = −(θz)y, v = (θz)x, w = θψ(x, y). (1.60)Leikkausjännitykset
τzx = G

(

∂w

∂x
+
∂u

∂z

)

= Gθ

(

∂ψ

∂x
− y

)

,

τzy = G

(

∂w

∂y
+
∂v

∂z

)

= Gθ

(

∂ψ

∂y
+ x

)

.

(1.61)Tasapainoehdosta (1.22)
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= 0. (1.62)Reunaehto

τzxnx + τzyny = 0, (1.63)
(

∂ψ

∂x
− y

)

cosα+

(

∂ψ

∂y
+ x

)

cos β = 0, (1.64)
nx = cosα =

dx

dn
=
dy

ds
, ny = cosβ =

dy

dn
= −dx

ds
, (1.65)



1.2. Vapaa vääntö 7
∂ψ

∂x

dx

dn
+
∂ψ

∂y

dy

dn
− y

dy

ds
+ x(−dx

ds
) = 0, (1.66)

dψ

dn
− 1

2

d

ds
(y2 + x2) = 0. (1.67)Leikkausvoimat Qx ja Qy

Qx =

∫

A

τzx dA, Qy =

∫

A

τzy dA, (1.68)vääntömomentti
Mv =

∫

A

(−τzxy + τzyx)dA, (1.69)vääntöjäyhyys
Iv = Ip +

∫

A

(

−∂ψ
∂x

y +
∂ψ

∂y
x

)

dA, Ip =

∫

A

(x2 + y2) dA. (1.70)1.2.4 VoimamenetelmäJännitysfuktio φ = φ(x, y):
τzx =

∂φ

∂y
, τzy = −∂φ

∂x
. (1.71)Yhteensopivuusehto

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= −2Gθ. (1.72)Reunaehto

dφ

ds
= 0, φ = vakioreunalla. (1.73)Vääntömomentti
Mv = 2

∫

A

φ(x, y)dA. (1.74)ontelopoikkileikkaukselle
Mv =

∫

A

2φdA+

n
∑

i=1

2φiAi. (1.75)1.2.5 Di�erenssimenetelmäDi�erenssiapproksimaatio
∂φ

∂x
≈ 1

2∆x
(φm+1 − φm−1), (1.76)molekyylimuodossa

2h
∂φ

∂x
≃ -1 0 1 , (1.77)

h = ∆x on hilaväli,
∂2φ

∂x2
≈ 1

h2
(φm+1 − 2φm + φm−1), (1.78)



8 LUKU 1. Rakenteiden mekaniikan jatkokurssi, kaavakokoelma
∂2φ

∂y2
≈ 1

k2
(φn+1 − 2φn + φn−1), (1.79)

k = ∆y, molekyylimuodossa
h2 ∂

2φ

∂x2
≃ 1 −2 1 , (1.80)

k2 ∂
2φ

∂y2
≃

1

−2

1

. (1.81)Lapla
en operaattorin di�erenssimolekyyli, k = ∆y = h = ∆x,
h2∆φ ≃

0 1 0

1 −4 1

0 1 0

. (1.82)1.2.6 Potentiaalienergian minimin periaatePotentiaalienergia
Π =

1

2
GLθ2

∫

A

[

(

∂ψ

∂x
− y

)2

+

(

∂ψ

∂y
+ x

)2
]

dA− M̄vLθ. (1.83)Käyristymäfunktion ψ(x, y) kehitelmä
ψ∗ =

n
∑

i=1

aiψi(x, y). (1.84)Lineaarinen yhtälöryhmä
n

∑

j=1

Bijaj + Ci = 0, i = 1, 2, . . . , n, (1.85)
Bij =

∫

A

(

∂ψi

∂x

∂ψj

∂x
+
∂ψi

∂y

∂ψj

∂y

)

dA,

Ci =
∫

A

(

−y∂ψi

∂x
+ x

∂ψi

∂y

)

dA.

(1.86)Vääntöjäyhyys
I∗v =

∫

A

(

x2 + y2 + x
∂ψ∗

∂y
− y

∂ψ∗

∂x

)

dA (1.87)
I∗v = Ip +

n
∑

i=1

aiCi. (1.88)



1.2. Vapaa vääntö 9Taulukko 1.1 Suorakaidepoikkileikkaus.
b/t k1 0.1407
1.2 0.166

1.5 0.196

2.0 0.229

3.0 0.263

4.0 0.281

5.0 0.291

10.0 0.312

∞ 0.3331.2.7 Komplementaarisen energian minimin periaatteModi�oitu komplementaarisen energian lauseke
Π̃c =

L

2G

∫

A

[

(

∂φ

∂y

)2

+

(

∂φ

∂x

)2
]

dA+ λ



M̄v − 2

∫

A

φdA



 . (1.89)Jännitysfunktion kehitelmä
φ∗∗(x, y) =

λ

L

n
∑

i=1

biφi(x, y), (1.90)
φi = 0 reunalla. Ehdosta

δΠ̃c(bi) = 0 (1.91)
n

∑

j=1

Dijbj − 2GEi = 0, i = 1, . . . , n, (1.92)
Dij =

∫

A

(

∂φi

∂x

∂φj

∂x
+
∂φi

∂y

∂φj

∂y

)

dA, (1.93)
Ei =

∫

A

φidA. (1.94)Vääntömomentti
M̄v =

(

2λ

L

) n
∑

i=1

biEi = GI∗∗v θ∗∗. (1.95)Suhde λ
L

on vääntymän likiarvo θ∗∗, ja vääntöjäyhyys on
I∗∗v =

M̄v

Gθ∗∗
=

2

G

n
∑

i=1

biEi. (1.96)
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4

1

2

4

5

3

2

6

2

Iva

Ivb

Ivc

AA

A A c

2c

c

φ

1 : 1

c

Kuva 1.2 T-poikkileikkaus.1.2.8 Ortogonaaliset jännityskentät
max Iv =

∑

Iva +
∑

Ivb +
∑

Ivc. (1.97)
c/4:n levyisellä vyöhykkeellä φ-funktion kaltevuus 1 : 1, τ2

zx + τ2
zy = 1,

Iva =
(2Va)

2

Aa
, (1.98)

Aa varjostetun osan pinta-ala, Va poikkileikkaukseltaan murtoviivanmuotoisen φ-kumpareentilavuus, tasanteiden osuudet Ivc. Varjostetulle alueelle suorakaiteen jännityskentät, jäy-hyys Ivb. Suorakaidepoikkileikkaukselle
Iv = kbt3 (1.99)

t lyhyemmän sivun mitta. Parametrin k arvoja on taulukossa 1.1. Suurin leikkausjännitys
τmax =

Ma

Wva
+

Mb

Wvb
=
Mv

Iv

(

Iva

Wva
+

Ivb

Wvb

)

, (1.100)
Ma =

Iva

Iv
Mv, Mb =

Ivb

Iv
Mv, (1.101)

Wva =
Ma

τa
= 2Va. (1.102)Poikkileikkauksen vääntövastus

Wv ≈ Mv

τmax
=

Iv
Iva

Wva
+

Ivb

Wvb

=
Iv

2Va

Aa
+

k

k1
tb

, (1.103)
Ivb

Wvb
=

k

k1
tb, (1.104)

tb on varjostetun vyöhykkeen suurin leveys.



1.3. Kotelopoikkileikkauksen vapaa vääntö 111.3 Kotelopoikkileikkauksen vapaa vääntöLeikkausjännitys τzs

τzs = 2Gθ






e+

A

t
∮ ds

t






. (1.105)Vääntömomentti

Mv =







4A2

∮ ds

t

+
1

3

∮

t3 ds






Gθ. (1.106)Monionteloinen poikkileikkaus:

qi

∮

i

ds

t
−

m
∑

k=1
k 6=i

qk

∫

sik

ds

t
= 2AiGθ, i = 1, 2, . . . , n. (1.107)Vääntömomentti

Mv = 2

∫

A

φdA = 2
∑

i

qiAi. (1.108)1.4 Avoin poikkileikkausNormaalijännitys
σz(s, z) = E

[

dw0(z)

dz
− d2u(z)

dz2
x(s) − d2v(z)

dz2
y(s) − d2ϕ(z)

dz2
ωA(s)

]

. (1.109)Sektoriaalinen koordinaatti ω:
ωA(s) =

P (s)
∫

PA

hA(τ)dτ, (1.110)
|dωA| =|rA × ds | = |







i j k

x− xA y − yA 0

dx dy 0






|

=(x− xA)dy − (y − yA) dx,

(1.111)
dωA = (x− xA)dy − (y − yA) dx, (1.112)

ωA = ωB − (xA − xB)y + (yA − yB)x+ C. (1.113)Jännitysresultantit
N(z) =

∫

A

σz(s, z) dA, (1.114)
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Mx(z) =

∫

A

y(s)σz(s, z) dA, (1.115)
My(z) = −

∫

A

x(s)σz(s, z) dA, (1.116)
B(z) =

∫

A

ω(s)σz(s, z) dA, (1.117)
dA = t(s)ds. Poikkipintasuureita

Ix =

∫

A

y2 dA, Iy =

∫

A

x2 dA, Ixy =

∫

A

xy dA, (1.118)
Ixω =

∫

A

yωA dA, Iyω =

∫

A

xωA dA, Iω =

∫

A

ω2
A dA, (1.119)

Sx =

∫

A

y dA, Sy =

∫

A

x dA, Sω =

∫

A

ωA dA. (1.120)Pääkoordinaatistossa
Ixy =

∫

A

xy dA = 0, Sx =

∫

A

y dA = 0, Sy =

∫

A

x dA = 0. (1.121)Vääntökeskiö:
SωA

≡ Sω =
∫

A

ωA(s) dA = 0,

IxωA
≡ Ixω =

∫

A

y(s)ωA(s) dA = 0,

IyωA
≡ Iyω =

∫

A

x(s)ωA(s) dA = 0.

(1.122)
Pääkoordinaatistossa

N(z) = EA
dw0(z)

dz
, (1.123)

Mx(z) = −EIx
d2v(z)

dz2
, (1.124)

My(z) = EIy
d2u(z)

dz2
, (1.125)

B(z) = −EIω
d2ϕ(z)

dz2
. (1.126)Normaalijännitys

σz(s, z) =
N(z)

A
+
Mx(z)

Ix
y(s) − My(z)

Iy
x(s) +

B(z)

Iω
ωA(s). (1.127)



1.4. Avoin poikkileikkaus 132
3

1
4s Sω(s)Jos vain Mω 6= 0, niin τω > 0on s-koordinaatin suuntainen

Kuva 1.3 Sω.Vääntökeskiö
[

Ix −Ixy

−Ixy Iy

] {

xA − xB

yA − yB

}

=

{

∫

yωB dA

−
∫

xωB dA

} (1.128)Leikkausjännitys
tτω = −EA(s)

d2w0

dz2
+ ESy(s)

d3u

dz3
+ ESx(s)

d3v

dz3
+ ESω(s)

d3ϕ

dz3
, (1.129)

A(s) =
s
∫

s1

t(s) ds,

Sy(s) =
s
∫

s1

x(s)t(s) ds, Sx(s) =
s
∫

s1

y(s)t(s) ds,

Sω(s) =
s
∫

s1

ωA(s)t(s) ds.

(1.130)
tτω = −N

′A(s)

A
+
M ′

ySy(s)

Iy
− M ′

xSx(s)

Ix
− B′Sω(s)

Iω
, (1.131)Kahden lineaarisen funktion tulon integraali

∫

f(s)g(s)t ds =
bt

6
[f1(2g1 + g2) + f2(g1 + 2g2)]. (1.132)Pääjäyhyyskoordinaatistossa

Qx =

∫

τωtdx = −EIy
d3u

dz3
= −dMy

dz
, Qy =

∫

τωtdy = −EIx
d3v

dz3
=
dMx

dz
. (1.133)

Mω =

∫

τωt dω = −EIω
d3ϕ

dz3
=
dB

dz
. (1.134)Leikkausvuo

τωt == −N
′A(s)

A
− Sy(s)

Iy
Qx − Sx(s)

Ix
Qy −

Sω(s)Mω

Iω
. (1.135)Vääntömomentti

Mz = Mv +Mω. (1.136)
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Mx

y Qx

Mx + ∆Mx

z

x

z

Qy

My + ∆MyMy

Kuva 1.4 Taivutusmomenttien Mx ja My merkkisäännöt.Väännön di�erentiaaliyhtälö
−EIω

d4ϕ

dz4
+GIv

d2ϕ

dz2
+m = 0, (1.137)

d4ϕ

dz4
− k2 d

2ϕ

dz2
= f(z), k2 =

GIv
EIω

. (1.138)Ratkaisu
ϕ(z) = C1 + C2z + C3 sinh kz + C4 cosh kz + ϕ0. (1.139)Resultantit

Mv = GIv
dϕ

dz
= GIv

(

C2 + C3k cosh kz + C4k sinh kz +
dϕ0

dz

)

, (1.140)
B = −EIω

d2ϕ

dz2
= −GIv

(

C3 sinh kz + C4 cosh kz +
1

k2

d2ϕ0

dz2

)

, (1.141)
Mω =

dB

dz
= −GIv

(

C3k cosh kz + C4k sinh kz +
1

k2

d3ϕ0

dz3

)

. (1.142)Kokonaisvääntömomentti
Mz = Mv +Mω = GIv

(

C2 +
dϕ0

dz
− 1

k2

d3ϕ0

dz3

)

. (1.143)Vääntömomenttikuorma, kuva 1.5,
m(z) = qy(x− xA) − qx(y − yA). (1.144)Eräitä yksityisratkaisuja1. Tasaisen kuorma, m(z) = m0,

ϕ0 = −m0

2

1

GIv
z2. (1.145)2. Lineaarisesti jakautunut kuorma, m(z) = m0

z

L
,

ϕ0 = −m0

6L

1

GIv
z3. (1.146)
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y

x

A
x − xA

m y − yA

qx

qy

Kuva 1.5 Sauvan jakautuneet kuormat qx, qy ja vääntömomentti m3. Pistemäinen vääntömomentti M0 kohdassa z = a:
ϕ0 = 0, kun z < a, (1.147)

ϕ0 =
M0

kGIv
[sinh k(z − a) − k(z − a)] , kun z > a. (1.148)4. Pistemäinen bimomentti kohdassa z = a:

ϕ0 = 0, kun z < a, (1.149)
ϕ0 =

B0

GIv
[cosh k(z − a) − 1] , kun z > a. (1.150)Väännön di�erentiaaliyhtälön tarkastelua:1. Kun kL > 10, . . . , 20, ratkaistaan

−GIv
d2ϕ

dz2
= m. (1.151)2. Kun kL < 0.5, ratkaistaan

EIω
d4ϕ

dz4
= m. (1.152)3. Kun 0.5 < kL < 10(20), ratkaistaan yhtälö

d4ϕ

dz4
− k2 d

2ϕ

dz2
=

m

EIω
. (1.153)



16 LUKU 1. Rakenteiden mekaniikan jatkokurssi, kaavakokoelma1.4.1 Jatkuva vääntösauvaVääntymien ja bimomenttien väliset yhtälöt
θk
1 =ak

11B1 + ak
12B2 + αk

1 ,

θk
2 =ak

21B1 + ak
22B2 + αk

2 ,

(1.154)
k on osasauvan numero,

a11 =
1

GIvL

[

kL

tanh kL
− 1

]

, a21 =
1

GIvL

[

kL

sinh kL
− 1

]

, (1.155)
a12 =− 1

GIvL

[

kL

sinh kL
− 1

]

, a22 = − 1

GIvL

[

kL

tanh kL
− 1

]

. (1.156)Jos pisteessä z = a on pistemäinen vääntömomentti M , niin
α1 =

M

GIv

[

b

L
− sinh kb

sinh kL

]

, α2 = − M

GIv

[

a

L
− sinh ka

sinh kL

]

. (1.157)Tasaisesti jakautuneen vääntömomenttikuorman tapauksessa
α1 =

m0L

GIv

[

1

2
− 1

kL
tanh

kL

2

]

, α2 = −m0L

GIv

[

1

2
− 1

kL
tanh

kL

2

]

. (1.158)Yhteensopivuusehto tuella k osavälien k − 1 ja k liitoksessa
θ
(k−1)
k = θ

(k)
k . (1.159)1.4.2 Aksiaaliset kuormatResultantit päässä ja epäjatkuvuudet päiden välillä

N =
∑

i
Pi, ∆N = −

∑

i
Pi

Mx =
∑

i
yiPi, ∆Mx = −∑

i
yiPi

My = −∑

i
xiPi, ∆My =

∑

i
xiPi,

B =
∑

i
ωiPi, ∆B = −∑

i
ωiPi.

(1.160)
Poikkileikkauksen tasossa vaikuttavan momentin M (s) aiheuttama bimomentin muutos

∆B = −r(s) ·M (s). (1.161)Ulokkeen päässä vaikuttavan voiman P , (kuvassa 1.6), aiheuttama epäjatkuvuus
∆B = −2PΩAMCD, (1.162)

ΩAMCD on alueen AMCD pinta-ala.
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D

a

r cos α

A
x

y

P

z

α

C
r

α
M = Pa

M = P × a

M (ω = 0)Kuva 1.6 Sauvan akselin suuntainen pistevoima ulokkeen päässä.

A

A′

C ′

A

C

ϕ

P

ϕ

A

t

y

x

P (x, y)

Kuva 1.7 Tasossaan jäykän levyn tukema katos, jonka reunat ovat nivelelliset.1.4.3 Ohjattu vääntöKitkallinen liitos
wA =

dwA

dz
= 0, (1.163)

N = −ESωA

d2ϕ

dz2
, (1.164)

B = −EIωA

d2ϕ

dz2
, (1.165)

σz = −Ed
2ϕ

dz2
ωA =

B

IωA

ωA. (1.166)Kitkaton liitos
N = 0, (1.167)
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C

xα

ȳ

x̄

B

D

y

Kuva 1.8 Pendelituettu sauva.
σz = −Eωb

d2ϕ

dz2
, (1.168)

ωb(s) = ωA(s) − SωA

A
, (1.169)

Iωb
=

∫

A

ω2
b t ds, (1.170)

B =

∫

A

ωbσzt ds. (1.171)Väännön tasapainoyhtälö molemmissa tapauksissa
EIω

d2ϕ

dz2
−GIv

d2ϕ

dz2
= m. (1.172)1.4.4 Yhden vapausasteen ohjattu vääntöTaivutuksen ja väännön tasapainoyhtälöt

EIx̄
d4v̄

dz4
+ EIω̄x̄

d4ϕ

dz4
= pȳ, (1.173)

EIω̄x̄
d4v̄

dz4
+ EIω̄

d4ϕ

dz4
−GIv

d2ϕ

dz2
= m. (1.174)Muunnoskaava

[

x̄

ȳ

]

=

[

cosα sinα

− sinα cosα

][

x

y

]

. (1.175)
ȳD − ȳB = − sinα(xD − xB) + cosα(yD − yB) = 0. (1.176)

Iω̄x̄ =

∫

A

ȳω̄D dA = 0. (1.177)
ω̄D = ω̄B − (xD − xB)y + (yD − yB)x+ C. (1.178)
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21

x

r

q̄i

q̄1

q̄2 q̄3

z

vs = hϕ

h

3

s

n

y

Kuva 1.9 Kotelopoikkileikkaus.
−

∫

xωB dA sinα+

∫

yωB dA cosα

+ (Ixy sinα− Ix cosα)(xD − xB) + (−Iy sinα+ Ixy cosα)(yD − yB) = 0.

(1.179)Yhtälöistä (1.176) ja (1.179)
xD − xB =

∫

yωB dA cos2 α−
∫

xωB dA sinα cosα

Ix cos2 α+ Iy sin2 α− 2Ixy sinα cosα
, (1.180)

yD − yB =

∫

yωB dA sinα cosα−
∫

xωB dA sin2 α

Ix cos2 α+ Iy sin2 α− 2Ixy sinα cosα
. (1.181)Jos (x, y) on pääkoordinaatisto, niin Ixy = 0.1.5 KotelosauvaLeikkausvuo

q = qa + q̄ + qv. (1.182)Yhteensopivuusehto (G on vakio)
q̄

∮

ds

t
= −

∮

qads

t
, (1.183)leikkausvuo qa pääjäyhyyskoordinaatistossa

qa(s) = −
dN

dz
A

A(s) − Qx

Iy
Sy(s) −

Qy

Ix
Sx(s) −

Mω

Iω
Sω(s), (1.184)





∮

i

ds

t



 q̄i −
m

∑

k = 1

k 6= i





∫

sik

ds

t



 q̄k = −
∮

i

qa

t
ds, i = 1, . . . , n. (1.185)
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s

∫

0

∂w

∂s
ds = −θ





s
∫

0

h(s)ds−
s

∫

0

q̃(s)
ds

t



 = −θω̂(s), (1.186)
q̃(s) =

qv

Gθ
, (1.187)





∮

i

ds

t



 q̃i −
m

∑

k = 1

k 6= i





∫

sik

ds

t



 q̃k = 2Ωi, i = 1, . . . , n. (1.188)Vääntökeskiön asema:
∫

ω̂(s)x(s)t(s) ds = 0,

∫

ω̂(s)y(s)t(s) ds = 0,

∫

ω̂(s)t(s) ds = 0. (1.189)Yksinkertaisessa kotelosauvan teoriassa
EIω̂

d4ϕ

dz4
−GIv

d2ϕ

dz2
= m(z), (1.190)

Iω̂ =

∫

ω̂2(s)t(s) ds. (1.191)Yhteensopivuusehto
q̄

∮

ds

t
+

∮

qa ds

t
= 0, (1.192)

qa = −Mω

Iω
Sω, Sω

∫

ω̂t ds. (1.193)Jos Ixy = 0,
xA = xB +

∫

yω̂BdA

Ix
, yA = yB −

∫

xω̂BdA

Iy
. (1.194)

ω̂A = ω̂B − (xA − xB)y + (yA − yB)x+ ω0. (1.195)Sektoriaalinen staattinen momentti
Sω̂ = Sω − q̄ = −(qa + q̄), (1.196)kun Mω/Iω = 1. Leikkausvuo

q = qv + qa + q̄. (1.197)1.6 Ohuen laatan perusyhtälötSiirtymät
u = −zw,x ≡ −z ∂w

∂x
, v = −zw,y ≡ −z ∂w

∂y
. (1.198)Muodonmuutoskomponentit

εx =
∂u

∂x
= −zw,xx, (1.199)
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Myx

τxy
Mx

My

Mxy

Mxy =
∫

zτxy dz
σy

x

MxMxy

τyz

Qy

Mx =
∫

zσx dz

y
Qx

My =
∫

zσy dz

Myx =
∫

zτyx dz

τyx

z σx

Qx =
∫

τxz dz

τxz

My

Myx
Qy

Kuva 1.10 Jännitysresultantit.
εy =

∂v

∂y
= −zw,yy, (1.200)

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
= −2zw,xy. (1.201)Käyristymät ja vääntymä

κx = −w,xx, κy = −w,yy, κxy = −w,xy. (1.202)Resultantit
Mx =

h/2
∫

−h/2

zσxdz, My =

h/2
∫

−h/2

zσydz ja Mxy =

h/2
∫

−h/2

zτxydz, (1.203)
Qx =

h/2
∫

−h/2

τxzdz ja Qy =

h/2
∫

−h/2

τyzdz. (1.204)Tasapainoyhtälöt
∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
+ p = 0, (1.205)

Qx =
∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
, (1.206)

Qy =
∂My

∂y
+
∂Mxy

∂x
, (1.207)

∂2Mx

∂x2
+ 2

∂2Mxy

∂x∂y
+
∂2My

∂y2
+ p = 0. (1.208)Isotrooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtälöt

σx =
E

1 − ν2
(εx + νεy), (1.209)

σy =
E

1 − ν2
(εy + νεx), (1.210)
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τxy = Gγxy, (1.211)
G =

E

2(1 + ν)
. (1.212)Laatan konstitutiiviset yhtälöt

Mx = D(κx + νκy), (1.213)
My = D(νκx + κy), (1.214)
Mxy = D(1 − ν)κxy, (1.215)

Mx = −D(w,xx + νw,yy), (1.216)
My = −D(νw,xx + w,yy), (1.217)
Mxy = −D(1 − ν)w,xy, (1.218)taivutusjäykkyys

D =
Eh3

12(1 − ν2)
. (1.219)Jännityskomponentit

σx = z
12

h3
Mx, σy = z

12

h3
My, τxy = z

12

h3
Mxy. (1.220)Leikkausvoimat

Qx = −D ∂

∂x

(

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2

)

= −D ∂

∂x
(∇2w), (1.221)

Qy = −D ∂

∂y

(

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2

)

= −D ∂

∂y
(∇2w), (1.222)Lapla
en operaattori

∇2(•) =
∂2(•)
∂x2

+
∂2(•)
∂y2

. (1.223)Momenttisumma
M =

Mx +My

1 + ν
= −D∇2w, (1.224)

Qx =
∂M

∂x
, Qy =

∂M

∂y
. (1.225)Di�erentiaaliyhtälö

∇4w =
p

D
(1.226)osiin

∇2M = −p, ∇2w = −M
D
. (1.227)Leikkausjännitysten maksimiarvot

(τxz)max =
3

2

Qx

h
, (τyz)max =

3

2

Qy

h
. (1.228)Leikkausvoima Qn reunalla n = vakio
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Mns +

∂Mns

∂s
ds

n

ds

s Mnsds
Mns

Mns

Mns +
∂Mns

∂s
ds

(Mns +
∂Mns

∂s
ds)ds

ds

Kuva 1.11 Korvikeleikkausvoima reunalla, jonka normaali on n.
Qn =

∂Mn

∂n
+
∂Mns

∂s
, (1.229)korvikeleikkausvoima reunalla n = vakio

Vn = Qn +
∂Mns

∂s
=
∂Mn

∂n
+ 2

∂Mns

∂s
. (1.230)Reunalla x = vakio

Vx =
∂Mx

∂x
+ 2

∂Mxy

∂y

=−D
{

∂3w

∂x3
+ (2 − ν)

∂3w

∂x∂y2

}

,

, (1.231)reunalla y on vakio
Vy =

∂My

∂y
+ 2

∂Mxy

∂x

=−D
{

∂3w

∂y3
+ (2 − ν)

∂3w

∂x2∂y

}

.

. (1.232)Kuvan 1.12 vapaasti tuetun laatan suorakulmaisen nurkan voima
R = −2Mxy = 2D(1 − ν)

∂2w

∂x∂y
. (1.233)Laatan tasapainoyhtälö

∂4w

∂x4
+ 2

∂4w

∂x2∂y2
+
∂4w

∂y4
=
p(x, y)

D
. (1.234)Reunaehdot1. Jäykästi kiinnitetyllä reunalla (x = a)

w(a, y) = 0, w,x(a, y) = 0. (1.235)
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dx

dx

Mxydx
Myx

(Mxy +
∂Mxy

∂x
dx)dx Mxy

Mxy

dy
dy

dy

Kuva 1.12 a) Korvikeleikkausvoiman muodostaminen reunalla x = vakio, b) nurk-kavoima.
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

Mx = 0

x

Kuva 1.13 a) Jäykästi tuettu reuna, b) vapaasti tuettu reuna.2. Vapaasti tuetulla reunalla (x = a)
w(a, y) = 0, (1.236)

Mx(a, y) = −D[w,xx(a, y) + νw,yy(a, y)] = 0. (1.237)Jos vapaasti tuettu reuna, (x = a), pysyy suorana,
w,xx(a, y) = 0. (1.238)3. Vapaalla reunalla

Mx(a, y) = 0 ⇒ ∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2
= 0, kun x = a, (1.239)

Vx(a, y) = 0 ⇒ ∂3w

∂x3
+ (2 − ν)

∂3w

∂x∂y2
= 0, kun x = a. (1.240)
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c

b

x

Kuva 1.14 a) Vapaa reuna, b) liukutuki, 
) kimmoinen kiinnitys.

w,x

x

−ϕ(y)

Mx

Vx Vx

VxVx

dy
y

Mx

Mv + ∆Mv

Mv

Mx

Kuva 1.15 Kiinnitys reunapalkkiin.4. Liukutuella
∂w(a, y)

∂x
= 0, (1.241)

Vx(a, y) = 0. (1.242)5. Joustava tuenta translaatio- ja kierrejousella
Mx = c

∂w

∂x
, kun x = a, (1.243)

Vx = −bw, kun x = a. (1.244)6. Reunapalkki, kuva 1.15
EI

d4v

dy4
= q, (1.245)
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Kuva 1.16 a) Vapaasti tuettu, b) kiinnitetty ja 
) vapaa laatan nurkka.
Mx

Mxy

∆y

x

Mn
ϕ

y

t

n

Mnt

My

∆x

∆s

ϕ

Myx

Kuva 1.17 Taivutusmomentti ja vääntömomentti leikkauksessa ϕ.
GIv

d2ϕ

dy2
+m = 0, (1.246)

q(y) = −Vx(a, y) ja m(y) = −Mx(a, y), (1.247)reunalla x = a

w(a, y) = v(y), (1.248)
∂w(a, y)

∂x
= −ϕ(y). (1.249)7. Kuvan 1.16 vapaasti tuetun laatan nurkka

R = −2Mxy = 2D(1 − ν)
∂2w

∂x∂y
(1.250)alaspäin koordinaatin z suuntaan, kuva 1.16a.Momenttien muunnoskaavat











Mn

Mt

Mnt











=







cos2 ϕ sin2 ϕ 2 sinϕ cosϕ

sin2 ϕ cos2 ϕ −2 sinϕ cosϕ

− sinϕ cosϕ sinϕ cosϕ cos2 ϕ− sin2 ϕ

















Mx

My

Mxy











, (1.251)
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Mn +Mt = Mx +My. (1.252)Päämomentit

M1,2 =
Mx +My

2
± 1

2

√

(Mx −My)
2 + 4M2

xy. (1.253)Pääsuunnat
tan 2ϕ =

2Mxy

Mx −My
, tanϕ =

M1 −Mx

Mxy
=

Mxy

M1 −My
. (1.254)1.7 Navierin ratkaisuTaipuma

w(x, y) =

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

amn sinαmx sin βny, αm =
mπ

a
ja βn =

nπ

b
. (1.255)Jakautunut kuorma p(x, y)

p(x, y) =

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

bmn sinαmx sin βny, (1.256)kertoimin
bmn =

4

ab

a
∫

0

b
∫

0

p(x, y) sinαmx sin βny dx dy. (1.257)Taipuman sarjan kertoimet
amn =

bmn

Dπ4

(

m2

a2
+
n2

b2

)2 , m, n = 1, 2, . . . . (1.258)1.8 Lévyn ratkaisumenetelmäTaipuma
w(x, y) =

∞
∑

n=1

Yn(y) sinαnx, αn =
nπ

a
. (1.259)Kuorma p(x, y)

p(x, y) =

∞
∑

n=1

pn(y) sinαnx (1.260)kertoimin
pn(y) =

2

a

a
∫

0

p(x, y) sinαnx dx. (1.261)
Yn(y) = (An +Bnαny) coshαny + (Cn +Dnαny) sinhαny, (1.262)

dYn(y)

dy
= αn[(An +Dn +Bnαny) sinhαny + (Cn +Bn +Dnαny) coshαny], (1.263)
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d2Yn(y)

dy2
= α2

n[(An + 2Dn +Bnαny) coshαny + (Cn + 2Bn +Dnαny) sinhαny], (1.264)
d3Yn(y)

dy3
= α3

n[(An + 3Dn +Bnαny) sinhαny + (Cn + 3Bn +Dnαny) coshαny]. (1.265)Yksityisratkaisu
Qn(y) =

1

D

y
∫

0

Ȳn(y − t)pn(t)dt

=
1

2α3
nD

y
∫

0

[αn(y − t) coshαn(y − t) − sinhαn(y − t)]pn(t)dt.

(1.266)Kokonaisratkaisu
w(x, y) =

∞
∑

n=1

(Yn(y) +Qn(y)) sinαnx. (1.267)1.8.1 Lévyn ratkaisu tapauksessa p(x, y) = p(x)

Qn =
pn

α4
nD

, pn(y) =
2

a

a
∫

0

p(x) sinαnx dx. (1.268)Joitakin kaavoja
sin(a± b) = sin a cos b± cos a sin b, (1.269)
cos(a± b) = cos a cos b∓ sin a sin b, (1.270)

∫

x sinx dx = sinx− x cos x, (1.271)
lim
x→0

sinx

x
= 1. (1.272)1.9 Vapaasti tuettu laattakaista1.9.1 Akselin x suhteen symmetrinen kuormitusTaipuma

w(x, y) =
∞
∑

n=1

Yn(y) sinαnx, αn =
nπ

a
. (1.273)Kuormitus p(x, y)

p(x, y) =

∞
∑

n=1

pn(y) sinαnx (1.274)kertoimin
pn(y) =

2

a

a
∫

0

p(x, y) sinαnx dx. (1.275)
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u

p0

w,y(x, 0) = 0

c

c

y

z, w

d d

a

x

y

Kuva 1.18 Symmetrinen palakuorma.Taipuma y−akselilla olevasta viivakuormasta p(x)
w(x, y) =

∞
∑

n=1

pn

4Dα3
n

(1 + αny)e
−αny sinαnx, αn =

nπ

a
, kun y ≥ 0. (1.276)Taipuman muunnos

w̄(x, β) =

√

2

π

∞
∫

0

w(x, y) cos βy dy, (1.277)
Ȳn(β) =

p̄n(β)

D(α2
n + β2)2

, n = 1, 2, . . . . (1.278)Taipuman lauseke
w(x, y) =

√

2

π

∞
∫

0

∞
∑

n=1

p̄n(β)

D(α2
n + β2)2

cos βy dβ sinαnx. (1.279)Symmetrinen palakuormaTasainen kuorma p0 suorakaiteessa u− c ≤ x ≤ u+ c, |y| ≤ d. Taipuman lauseke
w(x, y) =

2p0a
4

π5D

∞
∑

n=1

1

n5
sinαnu sinαnc sinαnx·

·
{

2 − [(2 + αnd) coshαny − αny sinhαny]e
−αnd

}

, 0 ≤ y ≤ d,

(1.280)
w(x, y) =

2p0a
4

π5D

∞
∑

n=1

1

n5
sinαnu sinαnc sinαnx·

· {[(2 + αny) sinhαnd− αnd coshαnd]e
−αny} , y ≥ d.

(1.281)



30 LUKU 1. Rakenteiden mekaniikan jatkokurssi, kaavakokoelmaViivakuorma
w(x, y) =

P0a
3

π4D

∞
∑

n=1

1

n4
sinαnu sinαnc sinαnx·

· {[2 + αny − 1]e−αny} , y ≥ 0.

(1.282)Pistekuorma
w(x, y) =

Fa2

2π3D

∞
∑

n=1

1

n3
sinαnu sinαnx·

· {(1 + αny)e
−αny} , y ≥ 0.

(1.283)1.9.2 Akselin x suhteen antisymmetrinen kuorma
w̄(x, β) =

√

2

π

∞
∫

0

w(x, y) sin βy dy, (1.284)
p̄(x, β) =

√

2

π

∞
∫

0

p(x, y) sin βy dy. (1.285)
Ȳn(β) =

p̄n

D(α2
n + β2)2

. (1.286)Taipuma
w(x, y) =

√

2

π

∞
∫

0

∞
∑

n=1

p̄n(β)

D(α2
n + β2)2

sinβy dβ sinαnx. (1.287)Antisymmetrinen palakuormaTasainen kuorma p0 suorakaiteessa u − c ≤ x ≤ u + c, 0 ≤ y ≤ d ja kuorma −p0suorakaiteessa u− c ≤ x ≤ u+ c, −d ≤ u ≤ d.Taipuman lauseke
w(x, y) =

2poa
4

π5D

∞
∑

n=1

1

n5
sinαnu sinαnc sinαnx·

·
{

2 − (2 + αny)e
−αny − [(2 + αnd) sinhαny − αny coshαny]e

−αnd
}

, 0 ≤ y ≤ d,

(1.288)
w(x, y) =

2poa
4

π5D

∞
∑

n=1

1

n5
sinαnu sinαnc sinαnx·

· {[(coshαnd− 1)(2 + αny) − αnd sinhαnd]e
−αny} , y ≥ d.

(1.289)
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−p0

x

dd

c

c

y

y

z

p0

u

Kuva 1.19 Antisymmetrinen palakuorma.
c

x

y

c

vv

u
d d dd

c

c
p0−p0

Kuva 1.20 Antisymmetriset palakuormat vapaasti tuetulla laattakaistalla.Palakuormat p0 ja −p0 suorakaiteessa ∆x = 2c,∆y = 2d ja keskipisteinä (u, v) ja
(u,−v)Kuvan 1.20 kuormitustapauksen ratkaisu saadaan superponoimalla. Taipuma

w(x, y) =
4p0a

4

π5D

∞
∑

n=1

1

n5
sinαnu sinαnc sinαnx·

· {[(2 + αnv) sinhαnd− αnd coshαnd] sinhαny − αny sinhαnd coshαny} e−αnv,

0 ≤ y ≤ v − d,

(1.290)
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w(x, y) =

4poa
4

π5D

∞
∑

n=1

1

n5
sinαnu sinαnc sinαnx·

·1
2
{2 − {[2 + αn(v + d)] sinhαny − αny coshαny}e−αn(v+d)+

−[coshαn(v − d)(2 + αny) − αn(v − d) sinhαn(v − d)]e−αny}, v − d ≤ y ≤ v + d

(1.291)
ja

w(x, y) =
4p0a

4

π5D

∞
∑

n=1

1

n5
sinαnu sinαnc sinαnx·

· { sinhαnv sinhαnd(2 + αny) − αnv coshαnv sinhαnd

−αnd coshαnd sinhαnv } e−αny, v + d ≤ y.

(1.292)
Pistekuorma F kohdassa (u, v) ja pistekuorma −F kohdassa (u,−v)Taipuma

w(x, y) =
Fa2

π3D

∞
∑

n=1

1

n3
sinαnu sinαnx·

·[(1 + αnv) sinhαny − αny coshαny]e
−αnv, 0 ≤ y ≤ v,

(1.293)
w(x, y) =

Fa2

π3D

∞
∑

n=1

1

n3
sinαnu sinαnx·

·[(1 + αny) sinhαnv − αnv coshαnv]e
−αny, y ≥ v.

(1.294)1.9.3 Vapaasti tuettu puoliääretön laattakaistaTaipuma on w = w0 +w1, missä w0 on vapaasti tuetun äärettömän laattakaistan ratkaisuja w1 on homogeenisen yhtälön ratkaisu
w1(x, y) =

∞
∑

n=1

(Cn +Dnαny)e
−αny sinαnx. (1.295)



Liite AFourier-sarjatJos f(x) on paloittain jatkuva välillä (−L,L) ja sillä on äärellinen määrä ääriarvokohtia,niin se voidaan kehittää tällä välillä Fourier-sarjaksi
f(x) =

1

2
a0 +

∞
∑

n=1

[

an cos
nπx

L
+ bn sin

nπx

L

] (A.1)kertoimin
an =

1

L

L
∫

−L

f(x) cos
nπx

L
dx, n = 0, 1, 2, 3, . . . , (A.2)

bn =
1

L

L
∫

−L

f(x) sin
nπx

L
dx, n = 1, 2, 3, . . . . (A.3)Parillisen jaksollisen funktion, f(−x) = f(x) ∀x, Fourier-sarjan kertoimet

an =
2

L

L
∫

0

f(x) cos
nπx

L
dx, n = 0, 1, 2, . . . , bn = 0. (A.4)Parittoman jaksollisen funktion, f(−x) = −f(x), Fourier-sarjan kertoimet

bn =
2

L

L
∫

0

f(x) sin
nπx

L
dx, n = 1, 2, . . . , an = 0. (A.5)Kaksoissinisarjan kertoimet

pmn =
4

ab

b
∫

0

a
∫

0

p(x, y) sin
mπx

a
sin

nπy

b
dx dy. (A.6)
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Liite BFourier-muunnosParittoman funktion f(x) = −f(−x) Fourier-sinimuunnos ja käänteismuunnos ovat
f̄(α) =

√

2

π

∞
∫

0

f(ξ) sinαξ dξ,

f(x) =

√

2

π

∞
∫

0

f̄(α) sinαxdα.

(B.1)Muunnoksen edellytyksenä on, että1. f(x) on paloittain jatkuva jokaisella äärellisellä välillä,2. f(x) on absoluuttisesti integroituva eli
∞

∫

−∞

|f(x)|dx < M <∞. (B.2)Parillisen funktion f(−x) = f(x) kosinimuunnos on vastaavasti
f̄(α) =

√

2

π

∞
∫

0

f(ξ) cosαξ dξ,

f(x) =

√

2

π

∞
∫

0

f̄(α) cosαxdα.

(B.3)Symmetrisen funktion f toisen derivaatan muunnos on
f̄,xx(α) = −α2f̄(α). (B.4)
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36 LUKU B. Fourier-muunnosTaulukko B.1 Fourier-sinimuunnoksia
f(x) f̄(α)

f = 1, 0 < x < a,

f = 0, a < x <∞

√

π

2

1 − cos αa

α

1

x

√

π

2

x

x2 + y2
, ℜy > 0

√

π

2
e−αy

2xy

(x2 + y2)2
, ℜy > 0

√

π

2
αe−αy

arctan
x

y
, ℜy > 0

√

π

2

1

α
e−αy

1

4
ln

(x+ c)2 + y2

(x− c)2 + y2

√

π

2

1

α
e−αy sinαc

y

(c− x)2 + y2
− y

(c+ x)2 + y2
,

ℜy > 0, c+ iy 6∈ ℜ

√
2πe−αy sinαc

1

x
sinβx, β > 0

√

π

2

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

α+ β

α− β

∣

∣

∣

∣

π

2
e−kx, k > 0

√

π

2

α

α2 + k2

π

4
(2 − kx)e−kx, k > 0

√

π

2

α3

(α2 + k2)2

π

4

x

k
e−kx, k > 0

√

π

2

α

(α2 + k2)2

π

4

1

k4
[2 − (2 + kx)e−kx], k > 0

√

π

2

1

α(α2 + k2)
2

π

2

1

k2
(1 − e−kx), k > 0

√

π

2

1

α(α2 + k2)



37
Taulukko B.2 Fourier-kosinimuunnoksia

f(x) f̄(α)

f = 1, 0 < x < a,

f = 0, a < x <∞

√

π

2

sin αa

α

y

x2 + y2
, ℜy > 0

√

π

2
e−αy

y2 − x2

(x2 + y2)2
, ℜy > 0

√

π

2
αe−αy

1

2
ln

∣

∣

∣

∣

x2 + z2

x2 + y2

∣

∣

∣

∣

, y > 0, z > 0

√

π

2

1

α
(e−αy − e−αz)

c− x

(c− x)2 + y2
+

c+ x

(c+ x)2 + y2

√
2πe−αy sinαc, ℜy > |ℑc|

y

(c− x)2 + y2
+

y

(c+ x)2 + y2

√
2πe−αy cosαc, ℜy > |ℑc|

π

2

1

k
e−kx, k > 0

√

π

2

1

α2 + k2

π

4

1

k
(1 − kx)e−kx, k > 0

√

π

2

α2

(α2 + k2)2

π

4

1

k3
(1 + kx)e−kx, k > 0

√

π

2

1

(α2 + k2)2

1

2
arctan

(

2

x2

) √

π

2

1

α
e−α sinα


