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TIIVISTELMA

Hoikkien puristettujen rakenteiden suunnittelussa stabiiliusanalyysi on mitoitusproses-
sin yksi olennaisimpia vaiheita. Nykykédytdnnossd tdmé merkitsee usein vain yksittédisen
rakenneosan mitoitusta kriittisen kuorman suhteen vaikka tehokkaita rakennelaskentaoh-
jelmistoja olisi kiytossi. Esitelméssé keskitytddn stabiiliusanalyysin suorittamiseen olet-
taen ettd suunnittelijalla on kdytossddn tavanomainen kaupallinen elementtimenetelmaé-
ohjelmisto. Néiden rajoituksia késitelldain samaten kuin hyvédidn analyysitapaan kuulu-
via valttamattomii vaiheita. Periaatteita voidaan soveltaa kaikentyyppisten rakenteiden,
kuten sauvojen, levyjen ja kuorten kriittisen kdyttdytymisen analysointiin.

AVAINSANAT
Stabiiliusanalyysi, epélineaarinen yhtéilosysteemi, ominaisarvoanalyysi, hiiricherkkyys.

JOHDANTO

Kunnollisen stabiiliusanalyysiin kuuluu vihintddn kaksi vaihetta: (i) kriittisen kuorman
méirittdminen ja (ii) rakenteen héiri6herkkyyden selvittdminen. Kriittisen kuorman ja
sitd vastaavan siirtymdmuodon méaarittdminen johtaa epélineaariseen ominaisarvotehté-
vadn, jonka ratkaisuun soveltuvia kaupallisia ohjelmistoja ei tiettavisti ole kdytossa. On-
gelmaa voidaan ldhestyd myd6s sarjamuotoisella ratkaisulla, eli kehittdmall ominaisarvo-
ongelma Taylorin sarjaksi kuormaparametrin suhteen, jolloin se redusoituu polynomi-
muotoiseksi ominaisarvotehtavéksi. Kaupallisissa ohjelmissa yleenss ainoa mahdollisuus
on ratkaista deformoitumattoman alkutilan suhteen linearisoitu ominaisarvotehtava. Tie-
tyissd tapauksissa, esimerkiksi laakeiden kaarien ja kuorien analyyseissd, alkutilan suh-
teen linearisoitu ominaisarvotehtdva aliarvioi kriittistd kuormaa.

Rakenteiden hiiricherkkyyden méérittamiseen (kriittisen kuorman suhteen) ei kaupal-
lisissa ohjelmistoissa ole suoria tyokaluja. Kdytdnnossé héirioherkkyysanalyysi suorite-
taan ratkaisemalla muotovirheellisten rakennemallien tasapainopoluja ja tutkimalla nii-
den ominaisuuksia. Ongelmana on muotovirheen oikea valinta ja siind onnistuminen on
erityisen riippuvainen analysoijan taidoista. Téssd artikkelissa pyritddn keskittyméan
mahdollisiin ongelmatilanteisiin.
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STABIILIUSONGELMAN FORMULOINTI

Yleinen tapaus ja mddritelmid

Rakenteen tasapainoyhtdlot voidaan esittdéd sisdisten rasitussuureiden r ja ulkoisten
kuormien p vilisenéd tasapainoehtona:

f=r-p, =0, 1)

misséd on oletettu ulkoisten kuormien intensiteetin riippuvan yhdestd parametrista A.
Sisdiset voimat r ja mahdollisesti myds ulkoinen referenssikuormitus p, riippuvat impli-
siittisesti siirtymévektorista w. Mikéli systeemi (1) kuvaa esim. elementtimenetelmalla
diskretoitua rakennemallia saadaan sisdisten voimien vektori kokoamalla elementtikoh-
taiset voimavektorit

7 = BTadv,
v(e)
missd o jannitysvektori ja B muodonmuutos-siirtymématriisi joka mééritellddn veny-
mien variaation avulla: de = Bdu.

Epdlineaarinen kuvaus f médrittelee rakennemallin tasapainopolun avaruudessa jonka
muodostavat siirtymévektori w ja kuormaparametri A. Elementtimenetelméin tapauk-
sessa siirtymévektori sisdltdd mallin diskreetit vapausasteet ja sen dimensio on N, joka
on myos tasapainoyhtiloiden lukuméarid. Mallista riippuen vapausasteiden lukumaééré
N on suuri, tehokkaimmilla supertietokoneilla voidaan ratkaista systeemeji joissa on
yli 100 miljoonaa tuntematonta ja nykyiset mikrotietokoneetkin selviytyvét yli 100000
vapausasteen tehtdvistd helposti.

Tasapainopolun kriittisen pisteen mééritys on epélineaarinen ominaisarvotehtéva,
joka voidaan lausua seuraavasti: etsi siirtymétila wy,, kriittinen kuorma Ay, ja sitd vas-
taava ominaisvektori v siten, etté

Df (tir, Me)v =0 ja  f(Ue; Air) = 0 (2)

missd Df merkitsee kuvauksen f derivaattaa siirtymévektorin suhteen, ja sen arvo méa-
ritettynd tietyssd pisteessd on systeemin f tangenttijiykkyysmatriisi (Jacobin matriisi).

Haiirioherkkyydelld tarkoitetaan rakenteen kriittisen kuormaparametrin arvon pie-
nenemistd mikéli rakennetta jollain lailla hiiritdan joko sen geometriaa tai kuormitusta
muuttamalla. Koska vaarallisinta hiiriotéd ei yleensd tunneta, ongelma voidaan formu-
loida seuraavasti [4]. Oletetaan héirion aiheuttajaksi rakenteen muotovirhe. Ratkaistaan
tiettyd muotovirheen amplitudia vastaava pienin mahdollinen kriittinen kuorma ja vir-
heen muoto y, joka on normeerattu jollain mielekk&alla tavalla.

Merkitddn héirityn rakenteen tasapainoyhtéloitd symbolilla f,, missd € kuvaa hiirién
amplitudia. Kiyttokelpoinen héiricherkkyysongelma voitaisiin siten mééaritells seuraa-
vasti. Méairitd ennalta valitulla héiirionparametrin arvolla e kriittinen kuorma Ay, sité
vastaava ominaismuoto v, siirtymétila wuy, ja vaarallisimman héirion muoto y siten, etté

Akr(€) saavuttaa minimin ja Df (Uke, Akr, €Y)v = 0 sekd . (Uir, A, €y) = 0. (3)
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Syntyvin yhtélosysteemin ratkaisu on téten epélineaarisen ominaisarvo-ongelman (2)
ratkaisuakin hankalampi tehtava.

Polynominen ominaisarvotehtdivd

Epiélineaarisen ominaisarvotehtivén (2) ratkaisuun kykenevié algoritmeja ei kaupallisissa
ohjelmistoissa ole. Toinen tapa lihestyd ongelman (2) ratkaisua on formuloida tehtidva
polynomisena ominaisarvotehtdvind. Otaksutaan ettd tila (u., As) on tasapainopolun
sdannollinen piste, eli siind muodostettu tangenttijiykkyysmatriisi ei ole singulaarinen,
epéilineaarisen ominaisarvotehtévén (2) Taylorin sarjakehitelmé voidaan lausua muodos-
sa:

1
(K*+A,\K;+§(A,\)2K§j+--->v:0, (4)

missd AX = A\, — A, ja pilkku suureen oikeassa ylakulmassa merkitsee derivointia kuor-
maparametrin A suhteen. Kehittamalla siirtymaétila myos kuormaparametrin muutoksen
suhteen sarjaksi: w = u, +Au = u, +AXu'+ 3(AX)?u" +- - - systeemissa (4) esiintyvét
matriisit saavat muodon

K_* = Df*7
K, = D’f u'+ Df,
K| = D’f u"+ D°f w'v' + 2D°f ' + DfY,

missd f, = f(u.,\.) jne. Eulerin ennustaja-askel u’ voidaan ratkaista lineaarisesta
systeemisté,

K*uI: _f,

*

ja korkeamman kertaluvun korjaukset saadaan differentioimalla yll4 olevaa systeemié:
K.u" =— [sz*u'u' +2Df v’ + f;'] .

Huomionarvoista on se, ettid u’, u”... ratkaistaan yhtilosysteemisté jonka kerroinmatriisi
on sama.

Klassisessa lineaarisessa stabiiliusominaisarvotehtéivéssi deformoitumaton jannitykseton
tila on referenssitilana, jonka suhteen kehitelmé (4) suoritetaan. Mikéli otaksutaan siir-
tymaétilasta riippumaton kuormitus, termi Df’, ja siitd johdetut kuormaparametrin suh-
teen derivoimalla saadut termit hividvét. Téten lineaarinen stabiiliusominaisarvotehtiva
saa muodon: ratkaistaan ominaisarvoparit \;, v; tehtavésta

Kyv, = -\ Kiv;, (5)

missi Ko = Df(0,0) ja K, = Ky = D?>f(0,0)u’. Referenssitilan siirtymit ratkaistaan
lineaarisesta yhtalostd Kou' = p,. Téten venymét riippuvat lineaarisesti siirtymista '
jolloin geometrinen jaykkyysmatriisi (alkujinnitysmatriisi) K; on my0s siirtymien w'
lineaarinen funktio.
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Geometrisen jiykkyysmatriisin lineaarisuus siirtymaétilasta ei vilttamétta toteudu mikéli
ominaisarvotehtdvi ratkaistaan kahden perdkkiisen tasapainopolun tilan suhteen muo-
dostettujen tangenttijiykkyysmatriisien avulla:

(K, + s(K,. — K,)v=0, (6)

missd K, ja K., ovat tangentiaaliset jaykyysmatriisit kahdessa perdkkiisessd tasapai-
notilassa. Systeemi (6) approksimoi lineaarista ominaisarvotehtdvii vain mikéli kuor-
maparametrin muutos A\, = \,, — A, on pieni eli K, ~ (A\,) (K, — K.,).

Hdirioherkkyysanalyysi

Systeemin (3) mukaisesti formuloidun héiriéherkkyysanalyysin ratkaisu tapahtuu sovel-
tamalla Newtonin menetelmid laajennettun epilineaariseen systeemiin. Ratkaisumenet-
tely on sangen suoraviivainen, mutta ongelmana on tarvittavien derivaattojen muo-
dostaminen. Lisdksi ratkaisu edellyttdd kinemaattisesti tarkkaa elementtiformulaatio-
ta. Newtonin menetelmailld linearisoitu yhtélosysteemi ratkaistaan lohko-faktorointi me-
nettelylld, jotta valtyttéisiin yhtilosysteemin koon paisuminen kolminkertaiseksi alku-
periiseen tasapainoyhtdléon verrattuna.

STABIILIUSONGELMAN RATKAISUALGORITMEJA

Edell4 esitettyjen ongelmien (2), (3) ja (4) soveltuvia suoria ratkaisumenetelmii ei kau-
pallisista ohjelmistoista 10ydy. Seuraavassa tarkastellaan sitd miten edelld kuvattuja ana-
lyysivaiheita voi yrittdd matkia kun kdytettavissd on jokin ohjelma, jossa tyokaluina ovat
alkumuodon suhteen linearisoitu ominaisarvoanalyysi (5) ja epélineaarisen yht#losystee-
min (1) ratkaisuun soveltuva polunseuranta-algoritmi.

Yleistetty ominaisarvotehtdvdi

Téasmaéllisemmin ilmaistuna tarkastellaan algebrallista lineaarista yleistettyd ominaisar-
votehtidvid (5): Kgv = —AK;v, missi K on positiivisesti definiitti jiykkyysmatriisi ja
K ; on rakenteen geometrinen jiykkyysmatriisi tai toiselta nimeltdan alkujannitysmatriisi.
Tyypillisesti ratkaistavan systeemin koko on suuri, matriisit K, ja K ovat harvoja ja
vain tietty osa ominasarvospektristd on kiinnostava. Kvadraattisten tai korkeamman as-
teen stabiiliusominaisarvotehtéiviin pystyvia kaupallisia elementtimenetelméohjelmistoja
ei ole kirjoittajan tiedossa, joten niiden ratkaisuun soveltuvia algoritmeja ei téssé késitell.

Rakenneanalyysiohjelmistojen yleisimmiét yleistetyn ominaisarvotehtivén (5) ratkaisual-
goritmit ovat aliavaruusiteraatio (engl. subspace iteration method) tai Lanczosin mene-
telmé. Nimi aliavaruusiteraatio on hieman epatasmaéllinen, silld myds Lanczosin mene-
telmé on periaatteeltaan aliavaruusiteraatio, missd alkuperdinen suurikokoinen ongel-
ma projisoidaan pieniulotteiseksi ominaisarvotehtédvéksi, joka ratkaistaan jollain téysille
matriiseille soveltuvalla standardimenetelmilléd. Ohjelmistojen aliavaruusiteraatiolle hie-
man kuvaavampi nimitys olisi lohko potenssi-iteraatio (engl. block power iteration).

Viidennet terdsrakenteiden tutkimus- ja kehityspdivat 18.-19.1.2000
Jyrki Kesti & Pentti Mékeldinen (toim.), TKK-TER-13



211

Stabiiliusanalyysin ominaisarvotehtavi (5) poikkeaa ominaisuuksiltaan virdhtelyongel-
man vastaavasta, silld alkujannitysmatriisi K, jota virdhtelyongelmassa vastaa positii-
visesti (semi)definiitti massamatriisi, voi olla indefiniittinen, jolloin ominaisarvot voivat
olla seké positiivisia ettd negatiivisia.

Aliavaruusiteraation juuret juontavat F.L. Bauerin julkaisuun vuodelta 1957 [3] (kat-
so myos 1dhdettd [9] ja Wilkinsonin ja Reinschin klassiseen lineaarialgebran késikirjaan
vuodelta 1971 [10]. Sen yleisyyteen rakenneanalyysiohjelmissa lienee suuresti vaikutta-
nut myos K.-J. Bathen viitoskirja vuodelta 1971 [1]. Ndmé& teokset sisdlsivit myos yk-
sityiskohtaiset ohjelmalistaukset. Useimpien rakenneanalyysiohjelmien perustana oleva
aliavaruusiteraatio lienee perua Bathen ohjelmasta. Se on rakenteeltaan melko yksinker-
tainen ja toimii luotettavasti, elleivit ratkaistavan ongelman ominaisarvot ole pakkau-
tuneet tiiviisti pienelle vilille. Mikéli ratkaisussa kdytettdvin aliavaruuden dimensio on
q (g < N) on innen ominaimuodon suppenemisnopeus' luokkaa \;/\ ;1. Mikili omi-
naisarvot ovat klusteroituneet ryppéiksi halutun ominaisarvon ldheisyyteen voi suppe-
neminen olla hyvin hidasta, kuten voi kdyda ratkaistaessa esimerkiksi kuorirakenteiden
lommahduskuormia. Aliavaruusiteraatiosta on esitetty myos kithdytetty versio [2] joka
perustuu ylirelaksaatioon ja spektrin siirtdmiseen.

Lanczosin menetelmi yleistyi rakenneanalyysiohjelmiin 1980 luvulla. Sitd pidetédin ylei-
sesti aliavaruusiteraatiota nopeampana algoritmina. Voidaan myos matemaattisesti to-
distaa, etti Lanczosin menetelmé suppenee aina potenssimenetelmii (aliavaruusiteraa-
tiota) nopeammin. Kéytinnossid kuitenkin pyoristysvirheet tekevit Lanczosin mene-
telméstd hieman vaikeasti kdytettdvian. Keskeinen ongelma on iteraatioprosessin aikana
mahdollisesti tapahtuva Lanczosin vektoreiden ortogonaalisuuden menetetys. Uusimmat
algoritmit kayttdvit ns. osittaista ja/tai valikoivaa uudelleenortogonalisointimenettely&
ongelman voittamiseksi. Aliavaruusiteraatiota ja Lanczosin menetelmié on vertailtu esim.
lahteessa [7].

Lanczosin menetelmén yhteydessi stabiiliusanalyysin yleistetty ominaisarvotehtivi (5)
on muunnettava muotoon?

KO(KO +0'K1)_1K0’U = 9K0'v,

missid = A\/(A— o) ja o # 0 on siirros (engl. shift).> Ominaismuodot v; ovat energiaor-
togonaalisia , eli ’UZTKO’U]' = 0;;, misséd d;; = 1 kun ¢ = j ja 0 muutoin. Siirros o valitaan
laheltd haluttavia ominaisarvoja, ja sen kidytto on suositeltavaa myos aliavaruusiteraa-
tion yhteydessi, silla muodon ¢ suppenemisnopeus paranee arvoon |\; — o|/|A+1 — o.

Hdirioherkkyysanalyysi

Héirioherkkyysanalyysin voi suorittaa myos ratkaisemalla tasapainoyhtélot (1) polun-
seuranta-algoritmia hyviksikdyttden. Ensin ratkaistaan lineaarinen yleistetty ominai-
sarvotehtdvd (5) ja médritetddn riittiva méadrd ominaismuotoja. Seuraavaksi rakenteen

!Suppenemisnopeudella tarkoitetaan t#issi virheen pienenemists yhden iteraation aikana.

2Muunnos on vilttémiton, jotta yleistetyn ominaisarvotehtéivin (5) oikealle puolelle saadaan posi-
tiivisesti (semi)definiitti matriisi, jonka suhteen ominaismuodot normeerataan.

30n sangen himmistyttivis, ettd kyseistd muunnosta ei ole implementoitu tiettyihin kaupallisiin
elementtimenetelmiohjelmistoihin, joissa Lanczosin menetelm&s on mahdollista kayttas.

Viidennet terdsrakenteiden tutkimus- ja kehityspdivat 18.-19.1.2000
Jyrki Kesti & Pentti Mékeldinen (toim.), TKK-TER-13



212

geometriaa muutetaan ominaismuotojen avulla ja ndiden muotovirheellisten rakentei-
den tasapainopoluilta mééritetddn kriittiset pisteet (yleensi rajapisteet). Ongelmana on
vaarallisimman muotovirheen 16ytdminen. Mikéli ominaismuodot ovat selvésti toisistaan
eroavia, on todennikoisté, ettd korkeampia kriittisid kuormia vastaavilla ominaismuo-
doilla ei ole vuorovaikutusta alinta kriittistd kuormaa vastaavan muodon kanssa. Télloin
muotovirheeksi riittdéd alinta kriittistd kuormaa vastaava ominaismuoto. Jos ominaisar-
vot ovat niputtuneet ryppidéksi alimman ominaismuodon vélittoméan ldheisyyteen, on
analysoitava rakenne mitd todennédkoisimmin hyvin héirioherkkd. Téassd tapauksessa on
my0s epilineaaristen tasapainoyhtiloiden ratkaisussa odotettavissa vaikeuksia.

Epdlineaaristen yhtdlosysteemien ratkaisu

Epiélineaarisen parametrisoidun tasapainoyhtilén (1) ratkaisussa lihdet#én liikkkeelle tun-
netusta tasapainotilasta edeten sopivasti valituin askelin tasapainopolkua eteenpédin. Yk-
sinkertaisin strategia on viipaloida kuorma sopiviin osiin. Télldinen strategia ei kuiten-
kaan toimi hyvin ldhelld rajapisteitd, joissa rakenteen kuormankantokyvyn maksimi (ai-
nakin paikallinen) saavutetaan. Riks kehitti viitoskirjassaan 1970 [8] hyvin suosituksi
tulleen tasapainopolun seuranta-algoritmin jota myos usein kutsutaan kaarenpituusme-
netelméksi. Siitd on kehitetty lukuisia versioita, jotka eivit kuitenkaan merkittavasti
poikkea alkuperiisestd Riksin menetelmasté [6].

Perusajatus Riksin menetelméssé on valita parametrisointiin polun kaarenpituus ja aske-
leen koko valitaan tasapainotilan tangetin pituuden mukaan. Askelpituuden méadrddvin
ennustaja-askeleen jédlkeen uusi tasapainotila tarkennetaan jollain Newtonin tyyppisella
iteraatiolla.

Kaarenpituusmenetelmien tehokas kéaytto edellyttdd hieman ratkaistavan ongelman omi-
naisuuksien tuntemista. Epélineaarisen tasapainopolun laskennan kuluessa voidaan tor-
métd monenlaisiin ongelmiin, joita on pyritty havainollistamaan kuvissa 1, 2 ja 3. Kuvas-
sa 1 hypoteettisen rakenteen tasapainopolkua kuvaa jatkuva kdyrd N + 1 dimensioisessa
siirtymé#parametrien (vaaka-akseli) ja kuorman (pystyakseli) muodostamassa avaruudes-
sa. Tasapainopolulla esiintyy stabiiliustarkastelun kannalta kriittisié pisteitd kuten raja-
ja haarautumispisteitd. Laskettaessa polunseuranta-algoritmilla kyseisen rakenteen vas-
tetta saadaan kuvan 2 mukainen ratkaisujen pistejoukko. Numeerisen ratkaisun muo-
dostuessa vain harvasta pistejoukosta on helppo ymmartad miksi erikoispisteiden, ku-
ten haarautumis- ja rajapisteiden, identifiointi ei ole aivan triviaali toimenpide. Koska
epélineaaristen systeemien ratkaisut eivit vilttaméatta ole yksikéasitteisid, voi ratkaisual-
goritmi “erehtyd” seurattavasta polusta. Tétd on kuvassa 3 pyritty havainnollistamaan.
Haarautumispisteiden ldheisyydessd myos Newtonin menetelmén suppenemisessa voi ol-
la ongelmia.

YHTEENVETO

Stabiiliusanalyysin suorittaminen voidaan kiteyttia seuraavasti:

e suorita ensi ominaismuotoanalyysi,
e tutki ominaisarvospektid ja ominaismuotoja ja pidéttele onko ominaismuotojen
vuorovaikutus mahdollinen,
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Kuva 1: Tyypillisid tasapainopolun kuvaajia.

Kuva 3: Polunseurannassa mahdollisti tapahtuvia virhetilanteita.
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e suorita useita epélineaarisia analyyseja kiayttden muotovirheené sopivasti valittuja
ominaismuotokombinaatioita [5].

Symmetriaa on stabiiliusanalyyseissd syytd kdyttdd harkiten, silld se saattaa estdd jon-
kun mahdollisesti tarkein ominaismuodon syntymisen. Alustavassa laskennassa on myos
syytd muistaa, ettd alin kriittinen muoto voi harvassa elementtiverkossa olla huonosti
edustettuna. Téalldisid rakenteita ovat kimmoisasti tuetut laatat ja kuorirakenteet.

Diskretoinnin tarkkuudesta saa hyvian kuvan suorittamalla ominaismuotoanalyysi useam-
malla eri elementtijaolla. Tuloksista voidaan ekstrapoloida mallin kriittinen kuorma, jol-
loin myos saadaan arvio diskretointivirheen suuruudesta.
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