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Reissnerin-Mindlininmallin ensimmäiset elementtiformulaatiot esitettiin samaanaikaan kuin DK tekniikkakin. Tämä on luonnollista, sillä DK lähestymistavassa liik-keelle lähdetään juuri Reissnerin-Mindlinin mallista. Ensimmäinen huomattava vai-keus oli elementtien huono käyttäytyminen analysoitaessa ohuita laattoja. Tästäleikkauslukkiutumisen nimellä kulkevasta ongelmasta päästiin eroon projisioimallaleikkausmuodonmuutos alempiasteiseksi polynomiksi kuin mihin interpolaatiot joh-taisivat. Tämä johti kuitenkin numeeriseen epästabiiliuteen, joka ilmenee leikkaus-voiman heilahteluna ja pahimmassa tapauksessa jäykkyysmatriisin singulaarisuute-na.Diskreetti Kirchho� ja Reissnerin-Mindlinin laattaelementtien vaatimat teknii-kat ovat helpoiten esitettävissä vastaavien yksidimensioisten palkkimallien avulla.Tämän vuoksi tarkastellaan aluksi Eulerin-Bernoullin ja Timoshenkon palkkimalle-ja.PALKKIELEMENTITDiskreetti Eulerin-Bernoullin mallin elementtiKäsitellään aluksi diskreetti Eulerin-Bernoullin elementin formulaatiota. Lähtökoh-tana on Timoshenkon keskimääräisen poikittaisen leikkausmuodonmuutoksen huo-mioonottava palkkimalli, jonka virtuaalisen työn yhtälö on muotoa1Z L0 (M��+Q�
 � �f�v)dx = 0 (1)missä v on palkin akselin taipuma,M taivutusmomentti ja Q leikkausvoima. Palkinakselia vastaan kohtisuoraan vaikuttava jakaantuneen kuormituksen intensiteetti on�f ja virtuaaliselle muutokselle on käytetty klassista � symbolia. Kinemaattisia suu-reita ovat käyristymä � ja liukuma 
. Ottamalla huomioon sekä konstitutiiviset ettäkinemaattiset yhteydet, voimasuureetM ja Q voidaan lausua muodosa:M = EI� = �EI�0 ja Q = GAs
 = GAs(v0 � �); (2)missä � on poikkileikkaustason kiertymä, EI palkin taivutus- ja GAs leikkausjäyk-kyys. Pilkku suureen oikeassa yläkulmassa merkitsee derivointia paikkakoordinaatinx suhteen. Variaatioyhtälöstä havaitaan, että elementtimenetelmänmukainen diskre-tointi vaatii taipuman v ja kiertymän � interpolaatiofunktioilta vain C0-jatkuvuutta.Mikäli diskreetti Eulerin-Bernoullin elementin vapausasteiksi halutaan taipuman jakiertymän arvot elementin kahdessa solmussa, on lähdettävä interpolaatioista, joissaon yhteensä vahintään viisi vapausastetta, jotta leikkausmuodonmuutosrajoite voi-daan ottaa huomioon. Lisäksi käyristymälle � = ��0 haluttaisiin lineaarinen inter-polaatio. Nämä vaatimukset voidaan toteuttaa valitsemalla taipumalle lineaarinenja kiertymälle kvadraattinen interpolaatio:v = N1v1 +N2v2 = 12 (1 � �)v1 + 12 (1 + �)v2; (3a)� = N1�1 +N2�2 +N3�� = 12 (1� �)�1 + 12 (1 + �)�2 + (�2 � 1)��; (3b)1Olettaen homogeeniset reunaehdot. 52



missä � on elementin luonnollinen koordinaatti � = 2(x�xc)=h, xc on elementin kes-kipisteen koordinaatti ja h elementin pituus. Kiertymän kuplamuodon vapausaste�� voidaan eliminoida asettamalla leikkausmuodonmuutos 
 keskimääräisesti hä-viämään elementin alueella:ZI(e) 
dx = ZI(e)(v0 � �)dx = 0: (4)Ehdosta seuraa �� = 34 (�1 + �2)� 32 v2 � v1h ; (5)jolloin kiertymän interpolaatio on� = 32hN3v1 + (N1 + 34 N3) �1 � 32hN3v2 + (N2 + 34 N3) �2: (6)Elementin jäykkyysmatriisi voidaan nyt muodostaa ottamalla huomioon pelkäs-tään taivutukseen liittyvä termi Z EI�0��0dx:Näin konstruoidun elementin jäykkyysmatriisi on identtinen klassisen C1-jatkuviaHermiten interpolaatiopolynomeja käyttävän Eulerin-Bernoullin palkkielementinjäykkyysmatriisin kanssa. Näin ei kuitenkaan ole kuormavektorin, geometrisen jäyk-kyysmatriisin tai massamatriisin laita, sillä taipuman interpolaatio on lineaarinen.Jakaantuneen kuorman tapauksessa kuormavektorit saadaan ekvivalenteiksi otak-sumalla myös taipumalle kvadraattinen lauseke. Taipuman kuplamuotoa vastaavavapausaste �v voidaan eliminoida momenttiehdostaZI(e)(x� xc)
dx = 0: (7)Taipuman kvadraattinen kuplamuoto ei vaikuta leikkausvoiman keskimääräiseen hä-viämisehtoon (4). Ratkaisuksi saadaan�v = 18 h(�2 � �1); (8)jolloin taipuman interpolaatio onv = N1v1 � 18 hN3�1 +N2v2 + 18 hN3�2: (9)Eulerin-Bernoullin palkkimallin geometrisen jäykkyysmatriisin eli jännitysmat-riisin tuottava termi virtuaalisen työn yhtälössä on muotoaZ Nv0�v0dx;missä N on normaalivoima. Näin muodostettu jännitysmatriisi poikkeaa huomatta-vasti klassisen C1-formulaation vastaavasta matriisista. Diskreetti E-B elementtifor-mulaatiossa tämä termi voidaan vaihtoehtoisesti kirjoittaa muotoonZ N���dx; 53
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Kuva 1 Suhteellinen virhe ulokepalkin pään taipuman arvossa verkontiheydenfunktiona eri hoikkuuden arvoilla (massiivinen neliöpoikkileikkaus) käy-tettäessä lineaarista Timoshenkon elementtiä.jolloin päädytään samaan tulokseen kuin C1-formulaatiossa.Vastaavasti dynamiikan tehtävissä tarvittava konsistentti massamatriisi tuot-taa esitetyissä E-B palkkiformulaatioissa eri tuloksen. Menetelmien tarkkuus- jasuppenemisominaisuuksia on tarkasteltu viimeisessä luvussa, tosin vain laattojenlommahdus- ja värähtelytehtävissä.Timoshenkon palkkimallin elementtiSuoraviivainen elementtimenetelmäformulaatio Timoshenkon mallin variaatiotehtä-vän (1) ratkaisemiseksi saadaan valitsemalla lineaariset interpolaatiofunktiot sekätaipuman että kiertymän approksimoimiseen. Tämä johtaa tunnetusti menetelmään,joka lukkiutuu kun elementtiä käytetään hyvin hoikkien palkkien analysointiin. Luk-kiutumisesta päästään eroon vasta kun elementin pituus h on palkin korkeuden tluokkaa, katso kuvaa 1.Tulos on odotettu, sillä taipuman pitäisi olla astetta korkeampi polynomi, jottaleikkausmuodonmuutoksen häviäminen identtisesti elementin alueella olisi mahdol-lista ohuen palkin rajatapauksessa. Yksinkertainen parannusehdotus on lisätä taipu-man interpolaatioon kvadraattinen kuplamuoto. Tämä elementin sisäinen vapausas-te voidaan kondensoida pois elementtitasolla, joten vapausasteiden lukumäärä eikasva. Kondensointu jäykkyysmatriisi on täsmälleen sama kuin leikkaustermin suh-teen ali-integroitu (yhden pisteen Gaussin kvadratuurilla) jäykkyysmatriisi. Leik-kausmuodonmuutostermin ali-integroiminenhan vastaa leikkausmuodonmuutoksenprojisioimista vakiofunktioksi. Vakioksi projisiointi, eli keskiarvoistus voidaan suo-rittaa myös kiinnittämällä etukäteen taipuman kvadraattinen kuplamuoto ehdolla
 = v0 � � = 
0 = vakio; (10)jonka ratkaisu kuplamuodon vapausasteelle on sama kuin yhtälössä (8). Tämä on54



tietenkin sama kuin keskiarvoehto:ZI(e)(
 � 
0)dx = ZI(e)(v0 � � � 
0)dx = 0: (11)Elementin käyttäytymistä voidaan vielä parantaa redusoimalla leikkausjäykkyy-den lauseketta. MacNeal [14] on johtanut redusoidun leikkausjäykkyyden lausekkeentarkastelemalla lineaarisesti interpoloidun ja leikkausmuodonmuutoksen suhteen ali-integroidun elementin taivutus- ja leikkausenergioita ja verrannut niitä vakioliukuma-ja lineaarista käyristymätilaa vastaavaan tarkkaan ratkaisuun. Lineaarisesti interpo-loitu elementti kuvaa kyseistä muodonmuutostilaa tarkasti, mikäli leikkausjäykkyy-den lauseke GAs korvataan lausekkeellaGA�s = GAs1 + GAsh212EI : (12)Asian yksityiskohtainen johto löytyy esim. lähteistä [14], [15].Leikkausjäykkyyden korjauskertoimen lauseke (12) voidaan johtaa myös ilmanenergiatarkastelua. Lähtökohtana on tasapainoyhtälön keskimääräinen toteutumi-nen elementin alueella:ZI(e)(Q�M 0)dx = ZI(e) [GAs(v0 � �) + EI�00]dx = 0: (13)Jotta tasapainoyhtälön testaaminen onnistuu, on kiertymän interpolaation oltavavähintään kvadraattinen. Yksinkertaisin mahdollinen valinta on siten lineaarinentaipuma ja kvadraattinen kiertymä. Kvadraattisella taipuman muodolla ei ole vai-kutusta yhtälön (13) toteutumiseen. Tilanne on analoginen keskimääräisen leikkaus-muodonmuutoksen häviämisehdon (4) kanssa. Kiertymän kuplamuotoa vastaava va-pausaste voidaan eliminoida elementtitasolla, jolloin ratkaisu on�� = 3GAsh224EI + 2GAsh2 �1h(v1 � v2) + 12 (�1 + �2)�= GAsh28EI 11 + GAsh212EI �1h(v1 � v2) + 12 (�1 + �2)� : (14)Elementin virtuaalisen työn yhtälön termissäZ Q�
dxleikkausvoima voidaan laskea joko tasapainoyhtälön avulla:Q = �EI�00 = �8EIh2 �� = GAs1 + GAsh212EI �1h(v2 � v1)� 12 (�1 + �2)� ; (15)tai suoraan määritelmän avulla, tosin keskiarvoistamalla leikkausmuodonmuutos:Q = GAs�(v0� �) = GAs �1h(v2 � v1)� 12 (�1 + �2) + 23 ��� ; (16)55



missä � on projektio-operaattori, eli keskiarvoistaja. Tuloksena on tietenkin samalauseke kuin yhtälössä (15). Virtuaalinen muodonmuutos on keskiarvoistettuna, elilaskettuna elementin keskipisteessä�
 = �v0 � �� = (�v2� �v1)=h � 12 (��1 + ��2): (17)Näin konstruoitu elementti on identtinen lineaarisen Timoshenkon palkkielementinkanssa, joka integroidaan yhden pisteen Gaussin kvadratuuria käyttäen ja johonsovelletaan leikkausjäykkyyden redusointia (12).Stabiloivan kuplamuodon ja leikkausjäykkyyden redusoinnin välisen yhteydenlienee ensimmäisenä esittänyt Juhani Pitkäranta vuonna 1988 [17], kun taas itseredusointitekniikka on vuodelta 1973 ja idean isä Isaac Fried [7].Leikkausjäykkyyden redusointi parantaa myös diskreetin yhtälösysteemin nu-meerista käyttäytymistä pienentämällä rakenteen jäykkyysmatriisin häiriöalttiutta.Tämä voidaan helposti havaita tutkimalla elementinmuodonmuutosenergian dimen-siottomassa muodossa esitettyä lausekettaU (e) = 12 Z 10 EIh 24 d�ds!2 + k2(1 + �)  hr!2  d#ds � �!235ds; (18)missä on merkitty # = v=h; s = (x � x(e)1 )=h; I = Ar2 (r on poikkileikkauksenjäyhyyssäde) ja k = As=A on poikkileikkauksen leikkauskorjauskerroin. Havaitaan,että leikkausenergian osuuteen jää riippuvuus palkin hoikkuudesta r (r � t) ikävällätavalla. Kun r ! 0 niin leikkausenergian kerroin lähestyy ääretöntä, jolloin myöselementin jäykkyysmatriisin suurin ominaisarvo lähestyy ääretöntä, ja rakenteenjäykkyysmatriisin häiriöalttius kasvaa rajatta.Redusoimalla leikkausjäykkyyttä yhtälön (12) mukaisesti, muodonmuutosener-gian lauseke muuttuu muotoonU (e) = 12 Z 10 EIh 24 d�ds!2 + 12 k " 124 k + (1 + �)� rh�2#�1  d#ds � �!235ds; (19)josta patologinen riippuvuus hoikkuusparametristä r on hävinnyt.LAATTAELEMENTITDiskreetti Kirchho� elementitAnalogisesti palkkielementtien kanssa, diskreetti Kirchho� elementtien lähtökohtanaon keskimääräisen poikittaisen leikkausmuodonmuutoksen huomioonottavaReissnerin-Mindlinin laattamallin virtuaalisen työn yhtälöZA �mT��+ qT �
 � �f�w�dA� Zs�( �Qn�w � �Mn��n � �Mns��s)ds = 0; (20)missä momenttien, leikkausvoimien, käyristymien ja liukumien pystyvektorit ovat:m = 8><>: MxMyMxy 9>=>; ; q = ( QxQy ) ; � = 8><>: �x�y�xy 9>=>; ; 
 = ( 
xz
yz ) : (21)56



Käyristymät voidaan lausua kiertymien avulla�x = ��x;x; �y = ��y;y; �xy = ��x;y � �y;x; (22)ja liukumien lausekkeet ovat
xz = w;x � �x; 
yz = w;y � �y: (23)Mukavuussyistä kiertymät �x ja �y on määritelty akselien x ja y ympäri kiertävienrotaatioiden �x ja �y avulla seuraavasti (katso kuvaa 2):�x = ��y; �y = �x: (24)Konstitutiiviset yhteydet voidaan kirjoittaa kompaktissa muodossam = Db�; q = Ds
; (25)missä Db ja Ds ovat taivutus- ja leikkausjäykkyysmatriisit.Klassinen tapa konstruoida matala-asteinen DK elementti on otaksua taipumamääritellyksi vain elementin reunaviivoilla. Kiertymille otaksutaan tavanomainenelementin alueella määritelty interpolaatio. Leikkausmuodonmuutosrajoitteet toteu-tetaan elementin nurkkasolmuissa ja reunan keskipisteessä. Usein myös reunan nor-maalin kiertymä rajoitetaan lineaariseksi.Ehkäpä vieläkin selkeämpi tapa muodostaa DK elementti on käyttää integaa-limuotoisia rajoitteita. Kolmi- ja nelisolmuiset DK elementit voidaan siten johtaaseuraavasti.Elementin taipumaa w interpoloidaan lineaarisilla (kolmio) tai bilineaarisilla (ne-likulmio) funktioilla, kun taas kiertymille käytetään kvadraattista (kolmio) tai su-pistettua bikvadraattista (nelikulmio) interpolaatiota, joka mukavuussyistä valitaanhierarkiseksi. Interpolaatio voidaan siten kirjoittaa muodossaw = nXi=1Niwi; (26a)�x = nXi=1 (Ni�xi +Nn+i��xi) ; �y = nXi=1 (Ni�yi +Nn+i��yi) ; (26b)jossa n on elementin solmujen lukumäärä (3 tai 4). Kolmioelementille käytetäänalakoordinaattien Li avulla määriteltyjä interpolaatiofunktioitaNi = Li; (27a)N3+i = 4LiLi+; i = 1; 2; 3; (27b)ja merkintä i+ tarkoittaa solmua i seuraavaa solmua elementin reunaa pitkin positii-viseen kiertosuuntaan kierrettäessä. Nelikulmioelementin interpolaatio määritelläänperusneliössä luonnollisten koordinaattien �; � ja supistetun bikvadraattisen kannanavulla seuraavasti:Ni = 14 (1 + �i�)(1 + �i�); (28a)N4+i = 12 (1� �24+i�2 � �24+i�2)(1 + �4+i� + �4+i�); i = 1; :::; 4: (28b)57



xy --66 �x�y --?? �y�x u uuPPPPPPPPP������ BBBBBBBBB BBBM ���1si nii� ii+ u uuuPPPPPPPPP������ BBBBBBBBB BBBM ���1 �isi nii� ii+
Kuva 2 Kiertymien määritelmät ja laattaelementin merkintöjä.Tällä tavoin määritellyille hierarkisille muodoille N3+i; N4+i indeksin i voidaan aja-tella viittaavanmyös elementin sivun numeroon. Tällöin sivu i on solmusta i solmuuni+ oleva elementin reunan osa. Kuvaan 2 on piirretty elementtien solmukon�guraa-tiot ja solmujen sekä sivujen numerointi.Elementissä on nyt 5n vapausastetta, jotka pitää redusoida määrään 3n. Tällöinelementin jokaisessa kärkisolmussa on kolme vapausastetta (wi; �xi; �yi) = (wi; �Ti ).Tarvitaan siten kaksi rajoitetta sivua kohden:� sivun i suuntainen leikkausmuodonmuutos 
s = w;s � �si = w;s � �T si häviääkeskimääräisesti Zreuna i 
sds = 0; i = 1; :::; n; (29)� kiertymä �ni = �Tni muuttuu lineaarisesti elementin sivua pitkin��Ti ni = Ci��xi + Si��yi = 0: (30)Edellä on sivun normaalin ja tangentin suuntaisia yksikkövektoreita merkitty ni =h Ci Si iT ; si = h �Si Ci iT ; missä Ci = cos �i ja Si = sin�i. Rajoiteyhtälöt(29) ja (30) muodostavat yhtälöparinnTi ��i = 0; (31a)sTi ��i = 32 wi+ � wi`i � 34 sTi (�i + �i+) (31b)kutakin sivua kohden hierarkisten kiertymävapausasteiden eliminoimiseksi. Ratkaisuon ��i = � 32 wi+ � wi`i � 34 sTi (�i + �i+)� si; (32)missä `i on sivun i pituus.Kuten palkkielementin tapauksessa, taipumalle voidaan otaksua myös kvadraat-tinen interpolaatio jokaista sivua kohden. Näitä vastaava vapausaste eliminoidaanmomenttiehdosta (7) pitkin elementin reunaviivaa. 58



Klassisen DK nelikulmioelementin (DKQ) käyttäytyminen on kuitenkin osoittau-tunut epätyydyttäväksi. Lyons johti väitöskirjassaan [13] parannetun DKQ element-tiversion, jossa käytetään sekä taipumalle että kiertymille Lagrangen bikvadraat-tista interpolaatiota. Syntyneet lisävapausasteet eliminoidaan seuraavista kolmestaehdosta: Z 
xzdA = Z 
yzdA = Z (
xz;x + 
yz;y )dA = 0: (33)Lyonsin elementissä on siten 15 rajoitusehtoa, jotka hän otti huomioon numeeri-sessa muodossa. Cris�eld esitti muunnetun elementin, jossa ainoastaan kiertymil-le otetaan käyttöön Lagrangen interpolaatio ja taipumalle käytetään supistettuabikvadraattista kantaa [5]. Tarvittavat kaksi rajoitetta Cris�eld formuloi leikkaus-muodonmuutoksen häviämisenä pitkin elementin reunojen keskipisteitä yhdistävienlinjojen suhteen. Näin rotaatioiden kuplamuodot voidaan ratkaista eksplisiittisessämuodossa.Morleyn vakiokaarevuuselementti on varmasti yksinkertaisin toimivistaKirchho�n laattamallin elementeistä. Se voidaan johtaa myös DK kondensointi-tekniikalla, kun kiertymille valitaan epäkonformit lineaariset funktiot ja taipumalletavanomainen lineaarinen interpolaatio. Soveltamalla rajoitetta (29) voidaan kierty-mät �x ja �y lausua reunan normaalin kiertymän �n avulla seuraavasti (reunalla i):�i = ni�ni + si �wi+ � wi`i � : (34)Kiertymien interpolaatio on siten� = 3Xi=1Nnci �i = 3Xi=1 " si�`i� � si`i!Nnci wi + niNnci �ni# ; (35)missä Nnci on epäkonformi lineaarinen interpolaatioNnci = Li + Li+ � Li�; (36)joka on jatkuva elementistä toiseen ainoastaan elementin sivujen keskipisteissä.Mikäli normaalin kiertymään �n kohdistuvaa rajoitetta (30) ei aseteta, saadaanelementti, jossa kullekin reunalle jää yksi kiertymävapausaste. Kolme DKT element-tikon�guraatiota on esitetty kuvassa 3.Reissnerin-Mindlinin laattamallin elementtejäEhkä yksinkertaisin tapa konstruoida hyvin käyttäytyvä matala-asteinen Reissnerin-Mindlinin laattaelementti on käyttää taipumalle kvadraattista ja kiertymille lineaa-rista interpolaatiota ja kondensoida taipuman kvadraattista muotoa vastaavat va-pausasteet rajoittamalla leikkausmuodonmuutoksen tangentiaalikomponentti vakiok-si elementin reunoilla. Jotta vältyttäisiin leikkausjännitysten heilahteluilta tarvitaanmyös leikkausjäykkyyden redusointia. Tätä strategiaa sovelsivat Tessler ja Hughes1985 [8].Reissnerin-Mindlinin laattamallin elementeistä vain harvat läpäisevät matemaat-tisen virhetarkastelun moitteetta. Yksi ensimmäisistä alhaisasteisista R-M element-tiformulaatioista, joille matemaattinen virheanalyysi on suoritettu ovat stabiloidut59



(a) Morleyn elementtiu uuPPPPPPPPP������ BBBBBBBBBPPPi BBBN���� PPi BBN��� �n1 �n2�n3w1 w2w3 (b) klassinen DKTuj ujujPPPPPPPPP������ BBBBBBBBB(w1; �x1; �y1) (w2; �x2; �y2)(w3; �x3; �y3) (c) 12 vap. ast. DKTuj ujujPPPPPPPPP������ BBBBBBBBBPPPi BBBN���� PPi BBN��� �n1 �n2�n3(w1; �x1; �y1) (w2; �x2; �y2)(w3; �x3; �y3)
Kuva 3 Kolme erilaista DKT-elementtikon�guraatiota.MITC elementit. Alkuperäisen MITC reduktiotekniikan idean esittivät Dvorkin jaBathe 1984 kuorielementille [6] ja nelisolmuiselle laattaelementille [2]. Tekniikka voi-daan yleistää kokonaiselle elementtiryhmälle ja matemaattisen virheanalyysin näi-den elementtien stabiloiduille versiolle todistivat Brezzi, Fortin ja Stenberg 1991[4].MITC elementtiformulaatio perustuu sekamenetelmään2, jossa poikittaisille leik-kausmuodonmuutoksille (täsmällisesti ilmaistuna niiden kovarianteille tensorikom-ponenteille) otaksutaan itsenäinen interpolaatio. Ensimmäisessä artikkelissaanDvorkin ja Bathe [6] sovittivat nämä leikkausmuodonmuutoskomponentit alkupe-räisiin siirtymäsuureisiin Lagrangen kertojien avulla.Lyly [12] on osoittanut, että stabiloitu MITC-formulaatio ja Hughesin ja Tesslerintekniikka johtavat samaan tulokseen.Lineaarisen kinematiikan tapauksessa voidaan MITC elementtiformulaatio to-teuttaa toisella tavalla. Leikkausmuodonmuutos lasketaan modi�oiduista kiertymieninterpolaatiofunktioista siten, että leikkausmuodonmuutos 
s elementin reunaviival-la on samanasteinen polynomi kuin taipuman gradientti tässä suunnassa. Lineaa-riselle ja bilineaariselle elementille tämä merkitsee leikkausmuodonmuutoksen va-kioisuutta. Tämä vakiokomponentti asetetaan yhtäsuureksi elementin reunan keski-pisteessä alkuperäisistä interpolaatioista lasketun leikkausmuodonmuutoksen arvonkanssa.Esitetään MITC elementin konstruktion päävaiheet; yksityskohtaisempi johtolöytyy lähteestä [9]. Taipumalle ja kiertymille käytetään tavanomaista interpolaa-tiota w = nXi=1Niwi; �x = nXi=1Ni�xi; �y = nXi=1Ni�yi: (37)Lisäksi leikkausmuodonmuutoksen määrittämiseen tarvittaville kiertymille otaksu-2Nimi tulee sanoista Mixed Interpolated Tensorial Components. 60



taan oma interpolaatio ja merkitään sitä yläindeksillä S�Sx = nXi=1Ni�Sxi; �Sy = nXi=1Ni�Syi; (38)missä Ni:t ovat lineaariset alakoordinaateissa lausutut tai bilineaariset interpolaa-tiofunktiot ja n on elementin solmujen lukumäärä (3 tai 4). Uusi kiertymäsuureideninterpolaatio (38) lisää elementin vapausasteita kahdella sivua kohden. Nämä voi-daan eliminoida kahdesta ehdosta:� leikkausmuodonmuutos on vakio elementin reunalla i, eli
si = w;s � sTi �S = vakio; (39)� ja yhtäsuuri alkuperäisistä interpolaatioista lasketun leikkausmuodonmuutok-sen kanssa elementin reunan keskipisteessä, eliw;s � sTi �S = w;s � sTi �(� = 0): (40)Jälkimmäinen ehto voidaan lausua myös integraalin avulla:Zreuna i sTi ��S � ��ds = 0: (41)Ratkaisemalla yhtälöistä (�Sxi; �Syi); i = 1; :::; n ja sijoittamalla ne yhtälöihin (38)saadaan leikkausmuodonmuutoksen laskemiseen tarvittavien kiertymien interpolaa-tioiksi lausekkeet�Sx = 12 nXi=1� Ni + Ci+SiDi+ Ni+ � Ci��Si�Di� Ni�!�xi+ Ci��Ci�Di� Ni� � CiCi+Di+ Ni+!�yi�; (42a)�Sy = 12 nXi=1� Ni + Si��Ci�Di� Ni� � CiSi+Di+ Ni+!�yi+ Si+SiDi+ Ni+ � Si��Si�Di� Ni�!�xi�; (42b)missä Di = CiSi� � SiCi�:Merkintä i�� tarkoittaa sivua i� edeltävää sivua.Tarkastellaan nyt laattaelementin leikkauskorjauksen johtamista. Menetelläänkuten Timoshenkon palkin tapauksessa, jossa todettiin kuplamuodon lisäämisenkiertymään ja leikkauskorjauksen olevan ekvivalentteja toimenpiteitä. Merkitään ki-nemaattista operaattorimatriisia symbolilla L ja jonka adjungantti on tasapaino-operaattori L�. Leikkausvoimat voidaan lausua tasapainoyhtälön avulla seuraavasti:q = L�m = L�DbL�: (43)61



Merkitään kiertymävektorin lineaarista osaa ja kuplamuotoa seuraavasti� = �1 +��: (44)Laatalle yhtälön (13) vastine onZA(e)(q � L�m)dA = ZA(e) hDs(rw � �S ���)� L�DbL(�1 +��)idA = 0;eli ZA(e)(Ds + L�DbL)��dA = ZA(e) Ds(rw � �S)dA: (45)Merkitään elementin nurkkasolmuihin liittyvien vapausasteiden pystyvektoriau:lla ja kiertymien kuplamuodon vapausastevektoria �u:lla. Yhtälön (45) ratkai-su voidaan kirjoittaa matriisimuodossa seuraavasti�u = C�1Ksu: (46)Leikkausvoimat määritetään yhtälöstäq = Ds(rw� �S � ���) = Ds(Bs � pC�1Ks)u; (47)missä � on jälleen projektio vakiofunktioksi jonka arvo on p operoituna kiertymänkuplamuotoon. Mikäli leikkausmuodonmuutos keskiarvoistetaan yhtälössä (45), eli
 = �(rw � �S), on Ks = A(e)DsBs ja leikkausvoimalle saadaanq = (I � pA(e)DsC�1)DsBsu; (48)missä A(e) on elementin pinta-ala ja I 2�2 yksikkömatriisi. Leikkausjäykkyydenredusoiduksi muodoksi saadaan sitenD�s = (I � pA(e)DsC�1)Ds: (49)Tarkastellaan nyt yksityiskohtaisesti millainen yllä oleva reduktio on suorakul-maiselle kolmioelementille, kun h on hypotenuusasivun mitta. Otaksutaan homo-geeninen isotrooppisesti kimmoinen tasapaksu laatta (paksuus t). Käytetään kupla-muodolle interpolaatiota Nk = L1L2L3. Yksinkertaisten laskutoimitusten jälkeenmatriisiksi C saadaan:C = ZA(e)(Ds + L�DbL)NkdA = Et372(1 � �2) " a+ b(h=t)2 cc a+ b(h=t)2 # ; (50)ja korjatuksi leikkausjäykkyydeksiD�s = kGt2 + �(h=t)2 + f(t=h)2 " 1 + f(t=h)2 �g�g 1 + f(t=h)2 # : (51)Edellä on käytetty merkintöjäa = 3 � �; b = 320 k(1� �); c = 12 (1 � �);� = b=a; f = (a2 � c2)=ab; g = c=a: 62



Hyvin ohuen laatan tapauksessa (t=h) � 1, voidaan suhteellisen paksuuden neliötpieninä suureina jättää huomioon ottamatta, jolloin saadaan likimäärinD�s = kGt2 + �(h=t)2 " 1 �g�g 1 # : (52)Mikäli myös kytkentä C matriisissa jätetään huomioon ottamatta, eli asetetaan c =0, saadaan D�s = kGt1 + �(h=t)2 " 1 00 1 # = t2t2 + �h2Ds; (53)eli kuten stabilointi on esitetty esim. lähteessä [11]. Käyttämällä leikkauskorjausker-toimelle k arvoa 5/6, on stabilointiparametrin � = b=a arvo välillä 0:025 � � �0:042, kun suppeumaluku � vaihtelee rajoissa: 12 � � � 0.Nelisolmuisen elementin matriisi C on diagonaalinen suorakaidegeometriassa.Otaksutaan lineaarisesti kimmoinen ortotrooppinen materiaalilaki ja tilanne, jos-sa materiaalin symmetriasuunnat yhtyvät koordinaattiakselien suuntiin. Otetaankäyttöön seuraavat lyhennysmerkinnät:�12 = (1� �12�21)G12E1 ; �13 = (1 � �12�21)G13E1 ;�23 = (1� �12�21)G23E1 ;  = E2E1 : (54)Elementin pitkän x-akselin suuntaisen sivun mitta on h ja y-suunnassa "h. Redusoituleikkausjäykkyysmatriisi saadaan ilman likimääräistyksiä muotoonD�s = " (1 + �xz(h=t)2)�1 00 (1 + �yz(h=t)2)�1 #Ds; (55)missä �xz = k�131 + �12"�2 ; �yz = k�23�12 +  "�2 :Isotrooppiselle materiaalille ja neliön muotoiselle elementille �-parametrit ovatyhtäsuuria ja niillä on arvo � = k(1 � �)=(3 � �), joka siten vaihtelee rajoissa0:1667 � � � 0:3125 suppeumaluvun muuttuessa välillä 12 � � � 0. Mikäli suppeu-maluvulle valitaan arvo 0.3 on stabilointiparametri 0.216, mikä vastaa melko hyvinlähteissä [10] ja [11] esitettyä taipuman neliövirheen suhteen optimaalista stabiloin-tiparametrin arvoa (katso kuvaa 13 lähteessä [10] ja kuvaa 7 lähteessä [11]).Stabilointiparametrin riippuvuus elementin sivusuhteesta " on esitetty kuvas-sa 4a isotrooppiselle materiaalimallille, sekä kimmokerrointen suhteesta ortotroop-piselle materiaalille neliögeometriassa kuvassa 4b.Kuvasta 4a voidaan havaita stabilointiparametrien �xz ja �yz pienenevän ele-mentin sivusuhteen pienentyessä. Täten saattaisi olla luontevampaa määrittää leik-kauskorjaus muodossa  1 + �A(e)t2 !�1 : 63
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Kuva 4 Stabilointiparametrien �xz; �yz riippuvuus (a) elementin sivusuhteesta ",isotrooppinen materiaali � = 0:3, (b) ortotrooppisen materiaalin tapauk-sessa kimmokertoimien suhteesta  = E2=E1, oletettuna �12 = �21 =0:3; G12 = G13 = G23 = E2=2:6, neliöelementti.Edellä esitetty menettely stabilointiparametrin arvon eksplisiittiseksi määrittä-miseksi on hyvin riippuvainen kiertymän kuplamuodon valinnasta. Puuttumatta ky-symykseen stabilointiparametrin optimaalisesta arvosta, antanee menettely kuiten-kin hyväksyttävän fysikaalisen tulkinnan sen luonteesta.NUMEERISIA ESIMERKKEJÄDemonstroidaan aluksi stabiloinnin, eli leikkauskorjauksen vaikutusta jäykkyysmat-riisin häiriöalttiuteen, joka määritellään kaavallaCp(K) = kKkpkK�1kp: (56)Mitattuna spektraalinormissa (p = 2) on symmetrisen positiivisesti de�niitin matrii-sin häiriöalttius sen suurimman ja pienimmän ominaisarvon suhde. Ratkaisun mer-kitsevien numeroiden s ja häiriöalttiuden välillä on yhteyss � r � log(Cp(K)); (57)missä r on laskennan merkitsevien numeroiden määrä. Kuvassa 5a on esitetty va-paasti tuetun3 neliölaatan (sivun pituus L) jäykkyysmatriisin häiriöalttius suhteel-lisen paksuuden (t=L) funktiona kun laskennassa on käytetty nelisolmuista stabiloi-matonta (� = 0) ja stabiloitua (� = 0:1) MITC elementtiä. Rakenteesta on mallin-nettu symmetriasyistä vain yksi neljännes, ja elementtiverkko on ollut tasajakoinen10�10. Käytettäessä DKQ tai sen kiertymien kuplamuodoilla parannettua element-tiversiota, on häiriöalttiuden logaritmi 5.72 ja riippumaton suhteellisesta paksuudes-ta. Stabiloidun MITC elementin vastaava luku paksuusalueella 10�4 < t=L < 10�10on 6.15, kun parametri � on 0.1 ja vastaavasti 5.51 �:n ollessa 0.4.3Esimerkissä on käytetty ns. kovaa vapaasti tuettua reunaehtotapausta, eli w = �s = 0, missäs on laatan reunan suuntainen koordinaatti. 64
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log(C2(K))t=L = 10�6t=L = 10�3Kuva 5 Vapaasti tuetun neliölaatan jäykkyysmatriisin häiriöalttiuden logaritmivasemmalla suhteellisen paksuuden funktiona ja oikealla sen riippuvuusstabilointiparametrista �. Nelisolmuinen MITC elementti, 10�10 ele-menttiverkko laatan neljänneksellä (300 vapausastetta).Taulukko 1 Pohjustetun konjugaattigradienttimenetelmän iteraatiomäärän riippu-vuus stabilointiparametrista �.pohjustin �0.05 0.1 0.2 0.3 0.4IC(0) - - - - 76SSOR 148 108 77 63 54Kuvasta 5b voidaan todeta jäykkyysmatriisin häiriöalttiuden pienenevän, mikälistabilointiparametri on pienempi kuin � � (t=L)3=2. Käytettäessä optimaalisia �arvoja, siis 0:01 � � � 1, MITC elementtien häiriöalttius palautuu DK elementtientasolle.Häiriöalttiuden vaikutus näkyy erityisesti ratkaistaessa lineaarinen yhtälösys-teemi iteratiivisesti. Taulukossa 1 on esitetty pohjustetun konjugaattigradienttime-netelmän iteraatioiden lukumäärä pyrittäessä residuaalin suhteelliseen tarkkuuteen10�4 edellä selostetussa tehtävässä, kun laatan suhteellinen paksuus on t=L = 10�6.Pohjustimena on käytetty symmetristä ylirelaksaatiota (SSOR) tai epätäydellistäCholeskyn hajotelmaa, jossa täyttymistä ei sallita (IC(0)) [1]. IC(0) hajotelma on-nistuu ainoastaan stabilointiparametrin arvoilla � � 0:39. SSOR pohjustimessa tar-vittavan ylirelaksaatioparametrin ! vaihtelu välillä 1�1.25 ei juurikaan vaikuta ite-raatiomäärään ja antaa optimaalisen tuloksen.DK elementtien vaihtoehtoisia geometrisen jäykkyysmatriisin Kg muodostamis-tapoja on vertailtu vapaasti tuetun laatan kriittisen lommahduskuorman määrityk-sessä. Laatan suhteellinen paksuus on t=L = 10�6 ja materiaalivakiot ja referenssi-65



Taulukko 2 Laatan lommahduskuorma, elementtien vertailua.verkko laatan neljännekselläelementti 4�4 8�8 16�16MITC4 � = 0.2 1.0068220 1.0017086 1.0004273MITC3 � = 0.4 3 int. p. 0.9895510 0.9974028 0.9993467MITC3 � = 0.4 1 int. p. 0.9859422 0.9964383 0.9991011DKQ-LC 1.0002306 1.0000144 1.0000009DKQ-LC Kg kiertymistä 1.0260923 1.0064502 1.0016079DKQ lineaarinen w 1.0151933 1.0037809 1.0009441DKQ kvadraattinen w 0.9773465 0.9941883 0.9985374DKQ Kg kiertymistä 1.0023089 1.0005663 1.0001408DKT lineaarinen w 1.0009434 1.0000751 0.9999991DKT kvadraattinen w 0.9881664 0.9968657 0.9991961DKT Kg kiertymistä 0.9981267 0.9994188 0.9998431BFS 1.0000165 1.0000010 1.0000001kuormituksen intensiteetti on valittu siten, että Kirchho�n laattamallin mukainenkriittisen kuormaparametrin arvo on yksi. Kuormitus on yksiakselinen. Taulukossa2 on esitetty kriittisen kuomaparametrin arvot käyttäen kolmea eri elementtijakoa.Lyonsin elementin Cris�eldin modi�kaatiota on merkitty lyhenteellä DKQ-LC.Vertailuun on otettu mukaan bikuubinen Bogner-Fox-Schmit elementti (BFS)[3], joka on yksi varhaisimmista Kirchho�n mallin elementeistä. Siinä taipuman in-terpolaatio on yhteensopiva ja konstruoitu klassisesta Eulerin-Bernoullin palkkiele-mentistä tunnettujen Hermiten interpolaatiofunktioiden avulla. Vapausasteina ovattaipuma, sen ensimmäiset derivatat ja sekaderivaatta w;xy, mikä hankaloittaa ele-mentin käyttökelpoisuutta.Taulukossa 3 on esitetty tulokset vapaasti tuetun laatan ominaistaajuusanalyy-sistä. Laatan materiaalivakiot on jälleen valittu siten, että Kirchho�n mallin omi-naisvärähtelyn alin taajuus on 1 Hz. Geometriset mitat ovat kuten edellisessä esi-merkissä.Vaikka edellä esitetyt testit eivät ole mitenkään riittäviä varmojen päätelmien te-kemiseen, voidaan niistä kuitenkin havaita tiettyjä ominaispiirteitä. Klassisten DK-elementtien geometrisen jäykkyysmatriisinmuodostamiseen on syytä käyttää lineaa-rista taipuman interpolaatiota; tosin ero ei ole suuri käytettäessä kvadraattista tai-pumaa. Kaikkein huonoin tulos saatiin muodostamalla geometrinen jäykkyysmatriisikiertymien interpolaatiosta. Lyonsin-Cris�eldin menettely parantaa huomattavastiDKQ elementin tarkkuutta esitetyissä testeissä, joten kiertymien kuplamuodon käyt-tö on suotavaa, koska elementin jäykkyysmatriisin muodostamistyö ei siitä juurikaankasva. Stabiloidut MITC elementit ovat tarkkuudeltaan vastaavien DK elementtienluokkaa.Bogner-Fox-Schmit elementin käyttäytyminen on ylivoimaisesti paras. Tosin työ-määrä elementin jäykkyysmatriisin muodostamisessa on hieman suurempi DKQ jaMITC4 elementteihin verrattuna, sillä BFS elementti vaatii 3�3 Gaussin integroin-nin. Lisäksi systeemin vapausastemäärä hieman kasvaa w;xy vapausasteen ansiosta.66



Taulukko 3 Laatan alin ominaistaajuus, elementtien vertailua.verkko laatan neljännekselläelementti 4�4 8�8 16�16MITC4 � = 0.2 0.9845722 0.9960631 0.9990106MITC3 � = 0.4 3 int. p. 1.0083457 1.0021861 1.0005506MITC3 � = 0.4 1 int. p 1.0065184 1.0017026 1.0004277DKQ-LC 1.0001154 1.0000072 1.0000005DKQ lineaarinen w 1.0140540 1.0034989 1.0008738DKQ kvadraattinen w 0.9886102 0.9970899 0.9992685DKT lineaarinen w 1.0142039 1.0035334 1.0008775DKT kvadraattinen w 0.9942425 0.9984429 0.9995987BFS 1.0000083 1.0000005 1.0000000Alhaisasteisten MITC elementtien taipuman ja jännitysresultanttisuureiden sup-penemisominaisuuksia on tutkittu lähteissä [10], [11]. Kuten em. artikkelien tulok-sista voidaan havaita, jännitysresultantit, joista erityisesti leikkausvoimat ovat si-tä tarkempia mitä suurempi arvo stabilointiparametrille valitaan. Myös kirjoittajanomat kokemukset epälineaarisista analyyseistä osoittaisivat aiheelliseksi käyttää hie-man suurempia stabilointiparametrin arvoja kuin lähteissä [10], [11]. Tämä tuntuuluonnolliselta, sillä epälineaarisessa analyysissä voimatila on tärkein tekijä tasapai-nopolun kulun määrityksessä.LOPUKSIKirjallisuudessa on esitetty lukematon joukko erilaisia laattaelementtien konstruoin-teja. Artikkelissa on pyritty valaisemaan muutamien alhaisasteisten laattaelement-tiformulaatioiden perusteita. Pitkäranta ja Suri [18] ovat esittäneet melko yleisenmatemaattisen formalismin toimivien so. lukkiutumattomien ja numeerisesti sta-biilien Reissnerin-Mindlinin mallin elementtien muodostamiseksi. He konstruoivatviisi ehtoa, jotka sitovat taipuman ja kiertymän interpolaatioita sekä leikkausmuo-donmuutoksen laskemisessa tarvittavaa redusointioperaatiota. Koska em. ehtojenesittäminen vaatisi raskaan matemaattisen kaluston määrittelyä, tyydytään vain to-teamaan kahden ehdon takaavan numeerisen ratkaisun yksikäsitteisyyden ja stabii-liuden ja toiset kaksi tarvitaan rajoittamaan leikkausmuodonmuutosta laskettaessamahdollisesti syntyvää konsistenssivirhettä, joka aiheutuu redusointioperaatiosta jo-ta tarvitaan korjaamaan taipuman ja kiertymien interpolaatioden �epätasapainoa".Viides ehto sitoo taipuman ja kiertymien interpolaatioita. Voidaankin tyydytyksellätodeta, että laattaelementtien konstruoinnin periaatteet viimein tunnetaan.KiitoksetJuha Paavolalle, Henri Perttolalle, Eero-Matti Saloselle ja Markku Tuomalalle kom-menteista. 67
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