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Luku 1
Johdanto

Luvun tarkoituksena on esitelld erilaisia differentiaaliyhtélotyyppeja ja antaa
késitys niiden ratkaisujen ominaisuuksista. Jotta voitaisiin konstruoida hyvin
toimivia numeerisia menetelmid, on tunnettava ratkaistavan ongelman luon-
teenpiirteet. !

1.1 Fysikaalisten ilmididen mallintaminen

Luonnontieteellisten ja teknisten ongelmien ratkaisemisessa matemaattisella mallin-
nuksella on keskeinen rooli. Ratkaisun kulku on usein kuvan 1.1 mukainen. Ratkais-
tavana olevasta fysikaalisesta ongelmasta muodostetaan matemaattinen malli, jon-
ka pitdisi pyrkid kuvaamaan ongelmassa esiintyvat ilmict mahdollisimman hyvin.
Téassé vaiheessa padtetaan myos kriteerit joilla ongelman ratkaisun kelpoisuutta ar-
vioidaan. Usein télldinen malli on liian monimutkainen, joten matemaattista mallia
joudutaan yksinkertaistamaan jattdmallé siitd pois osia, joiden vaikutuksen arvioi-
daan olevan haluttuun tarkkuuteen nahden vahéinen. Yksinkertaistettu matemaat-
tinen mallikin voi olla liian monimutkainen, jotta ratkaisu onnistuisi analyyttisesti.
Télloin malli voidaan ratkaista numeerisesti. Numeerisesta ratkaisusta tehdéan paa-
telmié yksinkertaistetun matemaattisen mallin toimivuudesta kyseiseen ongelmaan
ja mahdollisesti sithen tehtéavistd muutoksista. Ratkaisu voi tuoda esiin myos muu-
tostarpeita itse fysikaalisen ongelman méaarittelyyn.

Matemaattisen mallin ja yksinkertaistetun matemaattisen mallin ratkaisujen vé-
lista erotusta kutsutaan mallinnusvirheeksi. Mikéli mallinnusvirheen suhteen haluttu
tarkkuus voidaan saavuttaa, sanotaan probleeman ratkaisun olevan ennustettavissa.
Kaikille tuttu esimerkki ennustamattomista tehtéavista on pitkéan aikavélin sddennus-
teet. Mallinnusvirheeksi voidaan kasittdd myos todellisuuden ja mallin vélinen ero.
Tama “mallinnusvirhe” ei kuitenkaan ole kvantifioitavissa.

Yksinkertaistetun matemaattisen mallin ja sen numeerisen ratkaisun vélista ero-
tusta kutsutaan laskentavirheeksi, ja ongelman sanotaan olevan laskettavissa, mikali

'Katso esimerkiksi J.G. Simmondsin artikkelia “Don’t compute ’til you see the whites of their
eyes” teoksessa Analytical and computational models of shells, ASME, 1989.



2 LUKU 1. Johdanto

Fysikaalinen ongelma

|

Matemaattinen malli

I

Yksinkertaistettu mat. malli YMM

I

YMDM:n numeerinen ratkaisu

I

Paatos YMM:n ratkaisusta

I

Suunnitelman muutos

I

Hyvaksynta

Kuva 1.1 Fysikaalisen ongelman ratkaisun periaate.

laskentavirheen suhteen haluttu tarkkuus voidaan saavuttaa.

1.2 Matemaattisen mallin perusrakenne

Hyvin usein fysikaalisten ilmididen matemaattisessa mallintamisessa joudutaan yh-
talosysteemiin, joka rakentuu kolmentyyppisistd relaatioista. Kyseisen fysikaalisen
teoriakehyksen yleiset peruslait, aksioomat eli luonnonlait antavat osan vallitsevista
yhtéloista. Niiden patevyytta ei yleensa tarvitse epdilld. Ne eivit kuitenkaan riité,
vaan lisdksi tarvitaan ns. konstitutiivisia yhtaloita, jotka kuvaavat kulloinkin esiinty-
vien materiaalien kiyttaytymistd enemmaén tai vihemmén totuudenmukaisesti. Ak-
sioomien ja materiaalilakien matemaattinen esittdminen vaatii lisdksi geometristen
relaatioiden (kinematiikan) hallintaa.

Edella esitetyn rakenteen mukaiset yhteydet ovat usein tyypiltdan kimppu osit-
taisdifferentiaaliyhtéloita tai yksinkertaisimmillaan algebrallisia relaatioita. Useat
mekaniikassa esiintyvét ilmiét voidaan mallintaa kuvassa 1.2 esiintyvén lohkokaavion
mukaisesti. Kuvassa 1.2 ylimmaéisené on esitetty Newtonin liikelakiin pohjautuvat
tasapainoyhtdlot muodossa Ao = f, jossa A on kyseisen probleeman tasapaino-
operaattori, joka kuvaa jannityksen o ulkoisten kuormien joukon alkioksi f. Kuvion
vasemmassa laidassa on esitetty materiaalilaki, jossa venyméa ¢ kuvautuu materi-
aalin jaykkyysoperaattorin D vilitykselld jannitysten joukon alkioksi o. Systeemin
taydentad kinemaattiset yhteydet siirtymien u ja venymien e vililla, joka vélittyy
operaattorin B kautta.

Oheinen struktuuri on hyvin yleinen fysikaalisten ongelmien mallinnuksessa, mm.
lammonjohtumisen, kosteudensiirtymisen, virtausongelmien jne. tapauksissa. Tal-
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1.8. Osittaisdifferentiaaliyhtdldiden luokittelusta 3

Ao =f
o f
€ = Bu
€ u
Kuva 1.2 Matemaattisen mallin perusstruktuuri.

16in fysikaalisten suureiden (o,¢) ja (f,u) merkitys on vain erilainen.
Sahkomagnetiikan yhtéloiden rakenne on monimutkaisempi ja sithen palataan
myOhemmin.
Ongelman ratkeavuuden, erityisesti yksikasitteisen ratkaisun olemassaolon edel-
lytyksend on myos riittdvien reuna- ja/tai alkuehtojen asettaminen.

1.3 Osittaisdifferentiaaliyhtaloiden luokittelusta

Vaikka useiden fysikaalisten ilmididen matemaattiset mallit voidaan kuvata kaavion
1.2 muodossa, voi niiden ratkaisujen kdyttaytyminen poiketa huomattavastikin toi-
sistaan, riippuen siitd millaisia olioita f, A, B, D ovat. Koska numeeristen likiratkai-
sujen onnistunut konstruoiminen edellyttéa ratkaistavan probleeman luonteen tunte-
musta, tarkastellaan hieman millaisia osittaisdifferentiaaliyhtéléiden perustyyppeja
on olemassa ja mitké ovat niiden karakteristiset ominaisuudet. N&itd ominaisuuksia
pyritdédn numeeristen algoritmien kehittelyssd matkimaan mahdollisimman aidosti.

Tarkastellaan nyt yksinkertaisuuden vuoksi osittaisdifferentiaaliyhtéaloiden luo-
kittelua lineaarisen skalaariyhtalon tapauksessa. Luokittelu voidaan myos yleistda
yhtélosysteemeille ja epélineaarisiin tapauksiin.

Yleinen kertalukua m oleva lineaarinen osittaisdifferentiaaliyhtalé tuntematto-
man skalaarifunktion u(z) = u(zy, ..., ¥,) suhteen on muotoa

n

o™
i1-in _— L = , ) — , 1.1
Yt g F =), Nh=m 1)

jossa Li on lineaarinen osittaisdifferentiaalioperaattori joka on alhaisempaa astet-
ta (astetta < m), kuin yhtdlon ns. pddosa (astetta m) ja jossa a; ..., (x), f(z) ovat
reaalisia muuttujien x; funktioita. Yhtélon (1.1) ns. karakteristinen muoto on reaa-
liparametrien \q, ..., A, kertalukua m oleva multilineaarinen muoto

n
KAy An) = Y @iy, (2)AF - Al > i =m. (1.2)
7=1
2Taméan voi ajatella vaikkapa yhtiloksi ADBu = f, katso kuva 1.2.
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Yhtalod (1.1) sanotaan paraboliseksi (parabolisesti degeneroituneeksi) pisteessd x,
mikéli on olemassa affiini muunnos muuttujien \; = A\;(p1, ..., ftn),7 = 1,...,n suh-
teen, joka muuntaa karakteristisen muodon muuttujien p; multilineaariseksi muo-
doksi ja johon jda riippuvuus vain ¢:std muuttujasta 0 < ¢ < n. Mikili kyseessa
ei ole parabolinen degeneraatio, kutsutaan yhtaloa (1.1) elliptiseksi pisteessa x, jos
yhtalolla

K\, .., \) =0 (1.3)

ei ole yhtaan nollasta eroavaa reaalista ratkaisua. Mikili kumpikaan edellamaini-
tuista ehdoista ei toteudu, voi yhtalo olla hyperbolinen pisteessd x. Taméa voidaan
méadritelld seuraavasti. Muuttujien Ay, ..., A\, maarittelemassa Euklidisessa avaruu-
dessa on olemassa suora, joka otetaan uudeksi koordinaattiakseliksi. Merkitdan uut-
ta koordinaattijarjestelméé (uq, ..., 1) joka siis saadaan jérjestelméstéd \; affiinisella
muunnoksella. Néin saatu muunnettu karakteristinen yhtalo (1.3) voidaan tulkita
yhtéloksi tdméan uuden akselin koordinaatin suhteen. Mikéli nyt télla yhtalolla on
tasan m juurta (yksinkertaista tai moninkertaista) sanotaan télloin yhtdloa (1.1)
hyperboliseksi pisteessa x.

On syytd huomata, ettd yhtalon tyyppi saattaa muuttua eri ratkaisualueen osis-
sa. Tama seikka vaikeuttaa huomattavasti yhtdlon numeerista ratkaisua. Epélineaa-
risissa tapauksissa yhtalon (1.1) kertoimet a;, . ;, riippuvat paitsi paikkakoordinaa-
tista = my0s ratkaisusta u ja/tai sen derivaatoista kertalukuun m — 1 saakka. Koska
epélineaarisella yhtalolld saattaa olla useita ratkaisuja, on edelld esitetty luokittelu
mielekés vain mikéli identifioidaan myd6s tarkasteltavana oleva ratkaisun haara.

Esimerkkeiné tutkitaan kolmea tekniikan sovellutuksissa hyvin yleisesti esiinty-
vaa osittaisdifferentiaaliyhtaloé:

ou
— —kAu =
Sy u I
d%u
DAAu = f,

jossa A on Laplacen operaattori, joka suorakulmaisessa koordinaatistossa saa taso-
tapauksessa muodon
0? 0?
A= 92 + 3—3/2 (1.5)
Ensimmaéinen yhtaloistd (1.4) on diffuusioyhtéld, joka kuvaa esimerkiksi lammon
siirtymistd johtumalla. Siiné esiintyvat positiiviset vakiot c, p, k merkitsevat talloin
materiaalin ominaislampoa, tiheytta ja lammonjohtavuutta. Yhtélon karakteristinen

muoto, assosioimalla muuttujat Ay <> x, Ay <> y, A3 <> ¢ on
KA, Ao, Ag) = —k(A2 4+ )\2). (1.6)

Havaitaan, ettd kyseessd on degeneroitunut tapaus, silla muuttuja A3 ei esiinny ol-
lenkaan karakteristisessa muodossa, joten yhtélon tyyppi on parabolinen.
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1.8. Osittaisdifferentiaaliyhtdldiden luokittelusta )

Toinen yhtéloistd (1.4) on ns. aaltoyhtdld ja siind u kuvaa esimerkiksi véirdhte-
levin kalvon poikittaista siirtyméaé. Talloin vakiot ~, 0 merkitseviat massatiheytta
pinta-alayksikkoa kohden ja kalvon jannitystd pituusyksikkod kohden. Yhtalo voi-
daan kirjoittaa muodossa

Pu  , (Pu u
ot?

@+8—y2):f/% cC == (1.7)

jossa ¢ on aaltoliikkeen etenemisnopeus. Karakteristinen yhtélo on
K()\l,)\g,)\g) :)\3—02()\%4-)\%) :0, (18)

jossa muuttujien assosiointi koordinaatteihin on sama kuin diffuusioyhtélon tapauk-
sessa. Havaitaan, ettd ratkaisemalla karakteristinen yhtalo muuttujan A3 suhteen,
on silla tasmaélleen kaksi ratkaisua, joten yhtéalé on hyperbolinen.

Viimeisin esimerkkiyhtaloistd (1.4) on biharmoninen osittaisdifferentiaaliyht&lo
jossa u kuvaa esimerkiksi laatan taivutuksessa keskipinnan poikittaista siirtymaa ja
on auki kirjoitettuna muotoa

*u *u *u
b (6904 + 28x28y2 + 8y4> =/ (1.9)

jossa D merkitsee laatan taivutusjaykkyytta. Karakteristinen yhtéalo on muotoa
KA, A) = AT +H2X302 + A = (M 4+ 022 =0 (1.10)

josta heti havaitaan etté ainoa reaalinen ratkaisu on nollaratkaisu, joten yhtalé on
elliptinen.

Kaikista edella esitetyistd yhtdloistd havaitaan, ettd ne sdilyttavit tyyppinsa
kaikilla muuttujien x, y ja t arvoilla, silla yhtalot ovat lineaarisia ja vakiokertoimisia.

Edella esitetty tapa jaotella yhtédloitd saattaa tuntua hieman epamédraiselta.
Matemaattisesti tdsmaéllinen teoria yhtaloiden luokituksesta kuuluu karakteristika-
teorian piiriin. Téssé teoriassa luokittelu hyperbolisten, parabolisten ja elliptisten
yhtéldiden valilld perustuu karakterististen pintojen (tai kdyrien) olemassaoloon ja
lukuméiriin. Karakteristinen pinta on sellainen jolla ns. Cauchy-ongelmalla * ei ole
vksikésitteistd ratkaisua. Cauchyn ongelma tarkoittaa sitd, ettd maaraako tietylla
pinnalla annetut funktion ja sen derivaatan arvot (kertalukuun m — 1 saakka mikali
yhtélon kertaluku on m) ratkaisun tdmén pinnan ldheisyydessd. Téata probleemaa
nimitetddn myos karakteristiseksi alkuarvo-ongelmaksi.

30ngelma on saanut nimensi ranskalaisen matemaatikon ja insindérin Augustin Cauchyn (1789-
1857) nimen mukaan. Hantd pidetdédn osittaisdifferentiaaliyhtéloiden modernin teorian alullepani-
jana ja hinen nimensd liitetddn myos kuuluisaan teoreemaan osittaisdifferentiaaliyhtéléiden rat-
kaisujen olemassaolosta, jonka puolalaissyntyinen matemaatikko Sophie Kowalewski todisti vaitos-
kirjassaan melko yleisessi muodossa (Cauchy-Kowalewski teoreema).

Versio: kevit 2014
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1.4 Osittaisdifferentiaaliyhtaloiden ratkaisujen luonteesta

1.4.1 Parabolinen yhtilo

Tarkastellaan nyt edelld esitettyjen kolmen esimerkkiyhtédlon ratkaisujen luonnetta.
Aloitetaan tutkimalla parabolisen diffuusioyhtélon ratkaisua suorakulmaisessa alu-
eessa ) = {(z,y) € (0,a) x (0,b)}, ja olettamalla ajanhetkelld ¢t = 0 vallitsevan
alkulampdotilan

T . TY

0) = in — sin —. 1.11
u(z,y,0) = ugsin —sin (1.11)

Oletetaan lisdksi, ettd lampotila alueen €2 reunalla S on kaikilla ajanhetkilla vakio,
eli lampotilan reunaehdoksi asetetaan

u(z,y,t) =0, (x,y) €S (1.12)

ja ettd alueessa €2 ei ole lammonlédhteitd, eli f = 0. Talloin ratkaistava probleema
voidaan asettaa seuraavasti: etsi funktio u(x,y,t), joka toteuttaa

kenttayhtalon : cp% —k <% + giyz) =0, (x,y) € Q, (1.13)
alkuehdon : u(z,y,0) = ugsin %:c sin %y) (x,y) € Q,
reunachdon : u(z,y,t) =0, (x,y) €S
Ratkaisu 16ydetdédn muodossa
u(z,y,t) = uge " sin%xsin %y, (1.14)

joka sijoittamalla yht&loon (1.13) antaa lausekkeen

{—cpﬁJrk: [(g)2+ (%)2:}:0 (1.15)

vakion [ ratkaisemiseksi (huomaa 5 > 0):

CkaQ [1 + (%)2 . (1.16)

Diffuusioyhtélén ratkaisu on siis ajan suhteen eksponentiaalisesti vaimeneva, mi-

p=n°

ké tuntuukin fysikaalisesti oikealta, silla 1lampd siirtyy kohti kylmempéaé aluetta ja
lampovirta tapahtuu alueesta ulospéin, jos ug > 0. Raja-arvona (kun ¢ — 00) saa-
daan tietenkin tilanne, jossa lampotila on tasaantunut koko alueessa, eli u(z,y) — 0
kun ¢+ — oco. Huomaa myo0s, ettd diffuusioyhtélolla on ratkaisua siloittava ominai-
suus. Taman voi havaita helposti tarkastelemalla ratkaisun kehittymista ajan suh-
teen, kun alkuehdoksi asetetaan

u(z,y,0) = un sin%xsin%y + uon, sin?sin@, (1.17)

b

missé n on positiivinen luonnollinen luku jan > 1. Korkeataajuuksinen komponentti
siloittuu pois ratkaisusta hyvin nopeasti.
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1.4.2 Hyperbolinen yhtilo

Etsitddn homogeenisen (f = 0) aaltoyhtdlon ratkaisua suorakulmaisessa tasoalu-
eessa Q = {(z,y) € (0,a) x (0,b)} ajanhetkelld ¢t > 0, eli funktiota u(zx,y,t), joka
toteuttaa

N 0%u Pu  Pu
kenttayhtalon : Top ~ O <@ + 8—y2) =0, (x,y) € Q, (1.18)
alkuehdot : u(z,y,0) = ugsin ™7 sin %, (x,y) € Q,
a
0 0
%:vosin%sin%, (x,y) € Q,
reunaehdon : u(z,y,t) =0, (x,y) €S

Huomaa ero diffuusioyhtéaloon alkuehtojen lukuméédrédn suhteen. Ratkaisu voidaan
loytaa muodossa

cmt  wgs . cmt T Y
S crm S a b

u(z,y,t) = (uo cos — + — sin — | sin — sin —, (1.19)

jossa on merkitty ¢ = o/v ja s72 = a2 + b™? ja joka kuvaa kalvon vaimentu-
matonta harmonista vardhtelytilaa. Peruserona parabolisen ja hyperbolisen yhtalon
valilla onkin juuri yhtalon suhde aikakoordinaattiin ¢: hyperbolinen yhtalé on ai-
kasymmetrinen kun taas parabolisessa yhtédlossa ajan suunnalla on merkityksensa.
Aaltoyhtélolle on my6s ominaista, ettéd ratkaisun luonteenpiirteisiin vaikuttaa yhta-
16n koordinaattiavaruuden dimensio; yhden ja kolmen paikkakoordinaatin tapauk-
sessa ratkaisu on hajaantumaton (engl. sharp) mité se ei ole tasoalueessa. Ratkaisun
hajaantuvuudella tarkoitetaan téssa sitd, miten se reagoi impulssivasteeseen; sailyt-
taako ratkaisu tarkasti impulssin muodon vai aiheutuuko siitd myos muita véareilyja.

Sahkomagneettisten kenttien kdyttdytyminen saadaan selville ratkaisemalla fy-
sitkan ja nykytekniikan ehké tarkeimmét osittaisdifferentiaaliyhtélot, eli Maxwellin
yhtélot

0D
0B
V.-D=o (1.22)
V. B=0, (1.23)
do
J = —== 1.24
\VAR | py (1.24)

jossa H on magneettikentéin voimakkuus, B magneettivuon tiheys, E siahkokentéan
voimakkuus, D sdhkévuon tiheys, J sdhkovirran tiheys ja o varaustiheys. Yhtalo
(1.20) on nimeltdd Ampére-Maxwellin yhtdlo ja (1.21) on nimetty Faradayn mu-
kaan. Edella olevista viidestd yhtélostd vain kolme on riippumattomia. Joko kolme
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ensimmaistéd (1.20)-(1.22) tai yhtélot (1.20), (1.21) ja (1.24) voidaan valita riippu-
mattomiksi yhtéloiksi. Néisséd kolmessa yhtélossd on kutenkin viisi tuntematonta
vektorisuuretta, joten tarvitaan konstitutiiviset yhtéalot jotka kuvaavat materiaalin
kiytaytymista. Rajoittumalla yksinkertaiseen lineaariseen ja isotrooppiseen malliin,
konstitutiiviset yhtélot voidaan kirjoittaa muodossa

D=¢E, B=uH, J=0E, (1.25)

jossa € on permittiivisyys, p magneettinen permeabiliteetti ja o sdhkonjohtavuus.

Virdhtelevin langan liikeyhtélo (1.18) on hyberbolinen skalaariyhtélo, kun taas
Maxwellin yhtdlot muodostavat hyperbolisen yhtalosysteemin. Maxwellin yhtalot
voidaan saattaa tietyin oletuksin muotoon

O*E

5z = VX (W 'V x E)—J, (1.26)

tal vastaavasti
O*H
ot?

[ =-Vx(e'VxH)-Vx(e'J). (1.27)

1.4.3 Elliptinen yhtalo

Viimeisena joskaan ei vahépatoisimpana tutkitaan elliptisen laattayhtdlon ratkaisua
suorakulmaisessa alueessa (). Valitaan ulkoiseksi kuormitukseksi suuruudeltaan F'
oleva pistekuorma kohdassa (£,7) € 2, joten ratkaistavana on nyt taipumafunktio
u(z,y), joka toteuttaa

kenttayhtalon : DAAu=F§(x—&y—mn), (z,y)€Q, (1.28)
0*u
reunaehdot : u(z,y) = vl 0, (z,y) € S,

jossa d on ns. Diracin* delta-distribuutio ja n viittaa reunakiyrin S ulkonormaalin

5

suuntaan. Ratkaisu saadaan Fourierin® sarjojen avulla ja on muotoa

AF S /m? w2\ P mré . nmm . ommx . nwy
u<x’y):7r4ame21;<?+ﬁ) sin —— sin —— sin ——sin —=. (1.29)

4Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), englantilainen fyysikko.

®Jean Baptiste Fourier (1768-1830), ranskalainen matemaatikko ja fyysikko jonka térkein teos
on Théorie analytique de la chaleur (1822), joka kisittelee lammon johtumista ja jossa hén esitti
matemaattisen sarjateoriansa lammonjohtumisongelman ratkaisemiseksi.
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Oheinen ratkaisu pistekuormalle on hy6dyllinen, sillé siitd saadaan probleeman (1.28)
ns. Greenin funktio® eli taipuman influenssipinta K (xz,y,&,n):

4 o= [ m? n2_2,m7rf'mrn,m7m'mry
K(ﬂf,yafﬂl):mzz<§+ﬁ) sin . sin b sin . sin p

(1.30)
joka siis kuvaa pisteessé (£, n) vaikuttavan yksikkopistekuorman kuormittamaa laa-

m=1 n=1

tan taipumaa pisteessé (z,y). Siitd voidaan konstruoida ratkaisu mille tahansa ja-
kautuneelle kuormitukselle f(£,n) kiyttden superpositioperiaatetta, jolloin saadaan

U(af,y)Z//f(f,n)K(x,y,S,n)dfdn, (1.31)

ja jossa integrointi suoritetaan kuormitetun pinnan ylitse. Greenin funktiosta ha-
vaitaan sen olevan symmetrinen muuttujien x, £ ja y,n suhteen, josta mekaniikassa
tunnettu Maxwellin vastavuoroisuusvaittdméa voidaan helposti osoittaa paikkansa
pitaviaksi télle erikoistapaukselle.

Pistekuormalla kuormitetun laatan ratkaisusta (1.29) havaitaan myos elliptisil-
le yhtéldille ominainen piirre: olkoon kuormitus miten pieni tahansa, sen vaikutus
ulottuu yli koko tarkasteltavan alueen.

1.4.4 Muutamia huomioita yhtiléiden luokittelussa
1.4.4.1 Rajatapaukset

Osittaisdifferentiaaliyhtalon kdyttaytymisen maarittavit sen korkeimmat derivaatat.
Mikéli niihin liittyvat kertoimet ovat pienid verrattuna alhaisasteisempien termien
kertoimiin, voi ratkaisun kiyttdytyminen muuttua. Yksi mielenkiintoinen valimuo-
totapaus on ns. diffuusio-konvektioyhtélo, joka dimensiottomassa muodossa kirjoi-
tettuna yksiulotteisessa paikka-avaruudessa on

2
%—F%—i%:f, (1.32)
or 0 P og?

ja jonka numeerinen ratkaisu tuotti ongelmia viela 1980 luvun alkupuolelle saak-
ka, etenkin konvektion dominoimissa tehtévissd (Pécletin luku P suuri). “Virallises-
ti"yhtélo on parabolinen, mutta kiytannossé yhtalon kiayttaytyminen on lahempéané
hyperbolisen yhtélon kiyttaytymistd kun P on suuri. Kun P on pieni (luokkaa ~ 1),
diffuusion osuus dominoi ratkaisua ja yhtélon parabolinen luonne on hallitseva, eika
yhtélon ratkaisu tuota ongelmia tavanomaisille numeerisille menetelmillekk&én.

6George Green oli padosin itseoppinut englantilainen matemaatikko, joka vuonna 1828 julkaisi
omakustanteena teoksen "On the Application of Mathematical Analysis to the Theories of FElect-
ricity and Magnetism". Teoksessaan hdn johtaa integraaliesityksen mm. tietyille Laplacen yhtdlon
ratkaisuille.
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Diffuusio-reaktioyhtélossé on toinen esimerkki rajatapauksesta erityisesti silloin
kun reaktiotermi on hallitseva diffuusiotermiin verrattuna, katso harjoitustehtava
12 sivulla 17. Kiinte&n aineen mekaniikassa samankaltaisiin ongelmiin tormatéaan
esimerkiksi laatta- ja kuorirakenteita analysoitaessa.

1.4.4.2 Tasapaino- ja etenemistehtavat

Diffuusio- (1.13) ja aaltoyhtéloistd (1.18) havaitaan, ettd yhdelld koordinaattisuu-
reella, nimittéin ajalla, on oma erikoisasemansa. Tahén seikkaan nojautuen voidaan
suorittaa tehtavatyypin jako myos fysikaalisin perustein ja ajasta riippuvia tehtévia
kutsutaan yhteisella nimelld etenemistehtavét, jossa systeemin tilaa pyritdan ennus-
tamaan tietyssd ratkaisualueessa (paikkakoordinaattien suhteen) ajan suhteen ede-
ten. Puhutaan myos alkuarvotehtavisté tai yhdistetyista alku- reuna-arvotehtavista.
Kappaleessa 1.3 esitetty osittaisdifferentiaaliyhtdloiden luokittelumetodi saattaa
tuntua vaikeasti sovellettavalta. Erityisesti hyperbolisen ja parabolisen yhtélon erot-
taminen toisistaan voi olla hankalaa. Helppo tapa erottaa parabolinen yhtalé hyper-

bolisesta on sijoittaa yrite .
u = Wk T) (1.33)

ja etsid kulmataajuuden w ja aaltolukujen ki, ks, k3 (k = |E|, k= kit + ko + kgE)
vilinen yhteys. Ratkaisemalla w = w(k) téstd yhteydestd voidaan yhtdlon tyyppi
padtella siitd ovatko kulmataajuudet w reaalisia, jolloin yhtélo on hyperbolinen, vai
ovatko ne imaginaarisia, jolloin yhtélo on parabolinen.

Hyperbolisen yhtalon tapauksessa voidaan kulmataajuuden ja aaltoluvun véli-
sestd yhteydesta padtelld myos muita fysikaalisesti kiinnostavia ominaisuuksia. Vai-
henopeus ¢ madritelladan yhtalolla "

c= (1.34)
Mikéli ¢ on riippuvainen aaltoluvusta k, talloin aaltoliikkeessd esiintyvéit eri aal-
lonpituiset (muista, ettd aallonpituus A on A = 27/k) komponentit etenevéit eri
nopeudella. Talldista tapausta kutsutaan dispersiiviseksi.

Laattayhtélo (1.28) on luonteeltaan tasapainotehtévé, jossa systeemi ratkaistaan

pysyvéan eli stationdarisen tilan suhteen.

1.4.4.3 Ominaisarvotehtavat

Etenemis- ja tasapainotehtéivien lisdksi on olemassa erds tehtévatyyppi nimittéin
ominaisarvotehtavat. Ominaisarvotehtévat voivat liittyd joko etenemistehtéviin tai
tasapainotehtaviin. Tyypillisia tapauksia ovat ominaisvarahtelyjen magrittdminen ja
rakenteiden stabiiliusanalyysit. Esimerkiksi ominaisvardahtelytehtavé saadaan aalto-
yhtélosté (1.18), kun otaksutaan ratkaisu harmoniseksi véirdhtelyksi, jolloin voidaan
otaksua aikariippuvuuden olevan muotoa

u(z,y,t) = e o(z,y), (1.35)
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jossa ¢ on imaginaariyksikko ja w on vérdhtelyn ominaistaajuus. Sijoittamalla té-
mé yrite aaltoyhtaloon saadaan osittaisdifferentiaaliyhtéalo pelkastadn paikkakoordi-

0% 0?
—w?pp — o <8—:1:(§ + 8—;5) = 0. (1.36)

Tehtiviini on nyt ratkaista ominaisarvot w? (tai ainakin joitain arvoja ominaisarvos-

naattien suhteen’

pektristd) ja niitd vastaavat ominaismuodot ¢(z,y) annetuilla reunaehdoilla. Aalto-
yhtélon aikakehitys voidaan kylldkin konstruoida kiyttden hyviksi laskettuja omi-
naisarvoja ja ominaismuotoja. Téatd menettelyd kutsutaan ominaismuotosuperpo-
sitioksi ja se on usein kayttokelpoinen virdhtelytehtavissé joissa ratkaisu suurelta
osin madrdytyy alimpien ominaistaajuuksien mukaan. Se ei tietenkdén ole kdytto-
kelpoinen sellaisenaan epélineaarisissa tehtavissa eika ole taloudellinen aallonetene-
mistehtavissd joissa rakenteen vaste on riippuvainen laajemmasta taajuuskaistasta
kuin véarahtelytehtavissa. Toisena esimerkkind ominaisarvotehtévistd voidaan mai-
nita vaikkapa levyn lommahdusta tai palkin nurjahdusta kuvaavat yhtalot, joissa
médritetdan kriittinen kuormaparametrin arvo ja sitd vastaava ominaismuoto. Esi-
merkkina vaikkapa tehtava
4 2

El% + P% —0,  ze(0,1) (1.37)

jossa P on ominaisarvo, eli nurjahduskuorma ja u on sitd vastaava nurjahdusmuoto.
Sahkomagnetiikassa harmoonisuusotaksuma johtaa yhtaloon

V x (p 'V x e) —w’ce =0, (1.38)

tai vaihtoehtoisesti
Vx (e'Vxh)—wue=0. (1.39)

1.5 Osittaisdifferentiaaliyhtadléiden ratkaisumenetelmista

Kuten jo oheisista suhteellisen yksinkertaisista esimerkkitapauksista voitaneen péaa-
telld, on jo lineaaristen vakiokertoimistenkin osittaisdifferentiaaliyhtéléiden analyyt-
tinen ratkaisu vaikeaa mikéli kuormitus ja/tai alueen geometria ovat hiemankin mo-
nimutkaisemmat.

Onneksi tietokonetekniikan kehitys on mahdollistanut vaikeiden ongelmien li-
kimé&araisen ratkaisemisen monimutkaisissa geometrioissa. Perusajatuksena néissa
numeerisissa menetelmisséa on fysikaalista ongelmaa kuvaavan matemaattisen mal-
lin korvaaminen diskreetilld matemaattisella mallilla, jossa ratkaisua etsitdan sopi-
vien funktioiden joukosta ja ettd ratkaisu pystytéaan konstruoimaan déarelliselld mas-
ralla diskreettejd parametreja, jotka ovat lineaarisessa yhteydesséd approksimoiviin
funktioihin, jolloin ratkaistavaksi jaa dérellinen méiré algebrallisia yhtaloita.

T Yhtdlsd (A + k?)u = 0 eli aaltoyhtilon paikkamuotoa kutsutaan myds Helmholtzin yht#loksi.
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12 LUKU 1. Johdanto

Ongelman ratkaisuun sopivan numeerisen metodin konstruoiminen riippuu rat-
kaistavan probleeman luonteesta. Talla hetkelld elementtimenetelmé, tai tarkemmin
suomennettuna aarellisten elementtien menetelmé on hallitseva elliptistyyppisten
kenttéprobleemojen ratkaisussa. Myos parabolisten yhtéloiden tapauksessa yhtalon
elliptinen osa péaasadntoisesti diskretoidaan elementtimenetelmalld ja yhtalon aika-
riippuvuus integroidaan jollain sopivalla differenssimenetelmaéllé, samaten kuin ra-
kenteiden dynaamisessa analyysissd. Uudempaa tapaa ajasta riippuvien yhtéldiden
diskretoimiseksi edustaa ns. ajan suhteen epédjakuvatkuva Galerkinin keino. Tietyis-
sé tapauksissa se kuitenkin johtaa tunnettuihin differenssikaavoihin.

Virtausmekaniikan yhtélot ovat usein hyperbolistyyppisida myos paikkakoordi-
naatin suhteen. Téastéd johtuen standardimuotoinen elementtimenetelméaformulaatio
ei useinkaan toimi hyvin virtausmekaniikan ongelmissa. 1980-luvun aikana on ongel-
ma kuitenkin pystytty voittamaan ja uusimmat virtausmekaniikan ohjelmat kiytta-
vat elementtimenetelmad paikkakoordinaattien suhteen suoritetussa diskretoinnissa
aikaisemmin yleisen differenssimenetelmén sijaan.

Elementtimenetelmén voidaan ajatella kehittyneen yleistyksenad klassisista
Rayleighin-Ritzin (RRM) ja painotettujen jadnnosten menetelméstéa (PJM). Molem-
mat menetelmat kiyttavit hyviksi variaatioperiaatteita, katso luku 2. Néissd mene-
telmissd tuntemattomalle funktiolle (tai funktioille) valitaan riittévét jatkuvuusomi-
naisuudet toteuttavien lineaarisesti riippumattomien kantafuntioiden joukosta line-
aarikombinaatio, jossa kantafunktioiden kertoimet ovat tuntemattomia parametrejé
(diskretointi). Yhtélot tuntemattomien parametrien maérittdmiseksi Rayleighin ja
Ritzin menetelméssa saadaan, kun funktion approksimaatio sijoitetaan ongelmalle
ominaiseen funktionaaliin (esim. potentiaalienergian funktionaaliin) ja minimoin-
ti suoritetaan nyt tuntemattomien diskreettien muuttujien suhteen. Painotettujen
jadnnosten menetelmé eroaa edellimainitusta siind, etté ratkaisufunktionaalina kay-
tetddn ongelmaan liittyvan yhtdlon (esim. yhtélo ADBu — f = 0, katso kuva 1.2)
approksimoidun muodon ratkaisualueen yli integroitua painotettua jadnnostéa, jossa
painofunktioille valitaan jokin sopiva kantafunktiojoukko. Naistd ratkaisumenetel-
mistd saadaan helposti erilaisia versioita, mm. Galerkinin menetelméksi kutsutaan
menettelyd, jossa painofunktioille valitaan sama kanta kuin ratkaistavalle funktiolle.
Klassinen tapa on valita kantafunktiot siten, ettd ne ulottuvat yli koko ratkaista-
van alueen. Tama rajoittaa heti menetelmien kiyttokelpoisuuden hyvin yksinkertai-
siin alueisiin. Elementtimenetelmén perusidea jakaa tarkastelualue pieniin darellisiin
osiin vapauttaa analysoinnin geometrian tuomilta ongelmilta. Elementtimenetelmaé
voitaisinkiin kutsua yleistetyksi painotettujen jadnnosten menetelméksi tai yleiste-
tyksi Galerkinin menetelméksi.

Esimerkki 1.1 Ratkaise stationddrinen I1-dimensioinen diffuusio-konvektio-
yhtalo

— ku" + pevu' = f, w(0) =0, u(L) =0, (1.40)
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1.5. Osittaisdifferentiaaliyhtiloiden ratkaisumenetelmistd

kun k,p,c,v ja f ovat positiivisia vakioita (k lammdénjohtavuus, p tiheys, c
ominaisldmpé, v viliaineen virtausnopeus). Piirrd ratkaisun kuvaagjia suhteen
P = pcvL/k erilaisilla arvoilla, esim. P =1, P =10, P = 100. Mitd tapahtuu
kun P — oo ¢

Yhtélé on toisen kertaluvun vakiokertoiminen epdhomogeeninen tavallinen
differentiaaliyhtélo, jonka téydellinen yleinen ratkaisu saadaan homogeenisen
osan taydellisen ratkaisun ja téydellisen yhtalon jonkin yksityisratkaisun sum-

mana. Homogeenisen osan
— kug + pevug =0 (1.41)

yleinen ratkaisu konstruoidaan yritteen ug(x) = Aexp(rx) avulla. Karakteris-

tiseksi yhtéloksi saadaan

—kri4+por=0 = r=0 tai r= p_]zv (1.42)
Homogeenisen osan ratkaisu on siten
up(x) = Aexp(pcvz/k) + B. (1.43)
Yksityisratkaisu arvataan olevan lineaarista muotoa
uf(x) = Cu, (1.44)

joka sijoittamalla téydelliseen yhtdloon antaa vakion C arvoksi C = f/pcv.
Ottamalla huomioon reunaehdot saadaan yhtélot vakioiden A ja B méaaritté-
miseksi

uw(0) = A+B=0,
w(L) = Aexp(pcvL/k)+ B+ fL/pcv =0, (1.45)

josta seuraa vakioille arvot

fL

A= pcv [1 —exp(pecvL/k)]’

B=—A. (1.46)

Yhtélon (1.40) tdydellinen ratkaisu on siten
L Pz/L) -1
_fL (m exp(Pz/L) — 1 > , (1.47)

- pev L

w(@) L exp(P)—1

Kun Pécletin luku P on suuri aiheuttaa termit exp(P) ja exp(Pz/L) hanka-
luuksia numeeristen arvojen laskennassa, joten muokataan ratkaisun lauseke

sopivampaan muotoon

o) = L2 e op -y LR (g

Yhtalo kuvaa esimerkiksi lammon johtumista ja kulkeutumista nopeudella v
etenevissa viliaineessa. Pécletin luku kuvaa siis kulkeutumisen ja johtumisen
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14 LUKU 1. Johdanto

upcv

fL

Kuva 1.3 Yksidimensioisen stationadrisen diffuusio-
konvektioyhtdlon ratkaisuja Pécletin luvun P arvoilla
P=1, P=10ja P = 100.

valistd suhdetta. Kuvassa 1.3 on esitetty ratkaisun kulku kolmella eri Pécle-
tin luvun arvolla. Mikéli P on suuri, on konvektion osuus dominoiva ja jotta
ratkaisu toteuttaisi oikeanpuoleisen reunaehdon syntyy ldhelle oikeaa reunaa
ns. reunahairio. Hairiovyohykkeen leveys voidaan arvioida kun mééritetaén
funktion u(z) maksimin sijaintikohta, joka saadaan ehdosta

W(r)=0 = exp(Pz)= %(exp(P) - 1),

1
kun Psuuri = exp(Pz) ~ Iz exp(P) (1.49)

ja se on luokkaa
1
~ <ﬁ In P> L. (1.50)

Yhtalo on elliptinen reuna-arvotehtéva, mutta Pécletin luvun P suuretessa
yhtélon (1.40) toisen derivaatan merkitys pienenee pienenemistaén. Rajalla
kun P = oo supistuu yhtalo pelkistdan alkuarvotyyppiseksi probleemaksi

pcvu’ = f, (1.51)

jolle voidaan antaa vain alkuehto u(0) = 0 ja jonka ratkaisu on u(x) = fx/pcv.
Kuvasta 1.3 havaitaan yhtélon (1.40) ratkaisun pyrkivén ratkaisua (1.51) koh-
den P:n kasvaessa.

Yhtélon (1.40) epéstationddrinen muoto on
U (92u
c _
Por  Fou
joka on parabolinen ODY (ks. harj. teht.). Mikili nyt limmonjohtavuus £ — 0

+ pcv = f, (1.52)

eli P — oo muuntuu yhtélén tyyppi rajalla & = 0 hyperboliseksi. Suurilla
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1.6. Yhteenveto 15

Pécletin luvun arvoilla yhtélon kdyttaytyminen muistuttaa hyberbolisen yhté-
16n kédyttaytymistéd vaikkakin yhtdlo on “virallisesti"parabolinen. Numeerisissa
laskelmissa se saattaa aiheuttaa ongelmia. Téahén seikkaan palataan myohem-

min.

1.6 Yhteenveto

Tekniikassa esiintyvat osittaisdifferentiaaliyhtélot voidaan luokitella tehtavin ajalli-
sen luonteen perusteella (i) tasapainotehtéviin ja (ii) etenemistehtéviin tai karakte-
rististen ominaisuuksien perusteella (a) elliptisiin, (b) parabolisiin ja (c) hyperboli-
siin yhtaloihin. Tasapainotehtéivit ovat ajasta riippumattomia statioméarisen tilan
ongelmia ja ne ovat yleensd elliptisid. Ajan suhteen muuttuvat etenemistehtavét
(edetédn ajassa) ovat joko parabolisia tai hyperbolisia yhtéaloita.

Taman luokittelun liséksi on olemassa ominaisarvotehtévié, jotka liittyvat joko
tasapainotehtéviin tai etenemistyyppisiin tehtéviin.

Sama yhtalo voi eri ratkaisualueen kohdissa olla eri tyyppid. Mikéli yhtalo on
epéalineaarinen, voi ratkaisu itsessddn muuttaa yhtalon tyyppié.

Elliptiset tasapainotehtavit ovat reuna-arvotehtévid, joille on ominaista, etta
“kaikki vaikuttaa kaikkeen”. Tamaé tarkoittaa sité, ettd pienimmaéankin kuormituksen
vaikutus ulottuu yli koko ratkaisualueen.

Paraboliset etenemistehtivit ovat alkuarvo- reuna-arvotehtévia, joille on omi-
naista aallonpituudesta riippuva vaimenemisominaisuus ja héirion daretdon etene-
misnopeus. Parabolisen ongelman ratkaisu siloittuu ajan edetessé, mika tarkoittaa
ratkaisun spatiaalisesti korkeataajuisempien komponenttien (lyhyempi aallonpituus)
nopeampana vaimenemisena.

Hyperboliset etenemistehtavit ovat alkuarvo- reuna-arvotehtévia. Hyberbolis-
ten yhtéloiden ratkaisut ovat konservatiivisia, eli ratkaisuun siséltyy jokin siilyva
ominaisuus, joka voi olla esimerkiksi energia. Lisdksi hyperboliselle systeemille on
ominaista héirion darellinen etenemisnopeus. Ne ovat my0s ajan suhteen symmetri-
sid. Hairion darellisestd etenemisnopeudesta johtuen on hairiolla tietty vaikutusalue
aika-paikka avaruudessa.

1.7 Harjoitustehtavia

1. Assosioi lammonjohtumisprobleemassa esiintyvéit suureet kuvan 1.2 perusstruktuu-
riin. Identifioi myos operaattorit A, B ja D.

2. Kirjoita taivutetun palkin probleemassa esiintyvét suureet perusstruktuurin muo-

dossa. Identifioi my6s operaattorit A, B ja D.

3. Néayta, ettd kaksidimensioinen stationdérinen lammonjohtumisyhtalo
Pu 0%u
ox oy
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10.

on tyypiltdédn elliptinen osittaisdifferentiaaliyht&lo.

Néyté, ettd epastationddrinen diffuusio-konvektioyhtélo (1.40) on parabolinen. Tutki
my0s degeneroitunutta tapausta kun lammonjohtavuus £ = 0.

. Nayté, ettd funktio

VP
/AT

toteuttaa dimensiottomaan muotoon kirjoitetun homogeenisen diffuusio-konvektioyhtalon

e*(£+T)2P/4T

u§,7) =3

Ou 1 0% Ou

Piirrd yhtalon kuvaajia eri dimensiottoman ajan 7 hetkillé ja Pécletin luvun P ar-
voilla 1 ja 100. Néyta myos, ettéd siirtymaélla liikkuvaan koordinaatistoon X = & + 7
ja T = 7/P ylla oleva yhtdlo palautuu muotoon

ou d%u B
oT 0X?
. Mita tyyppiad yhtalo
9%u ot
L BT =
Yo TG =S

on? Mité fysikaalista ilmiotéd se kuvaa?

Néyté, ettd diffuusioyhtélon (1.13) ratkaisu on muotoa (1.14) kiyttadmalld muuttujien
erottelukeinoa, eli otaksumalla

u(z,y,t) = X(2)Y (y)T(?),

jossa X, Y, T ovat tuntemattomia yhden muuttujan funktioita, jotka ma#ritetdén
sijoittamalla yrite kenttdyhtdloon, josta seuraa kullekin funktiolle ratkaistavaksi ta-
vallinen differentiaaliyht&lo.

. Kay lapi yksityiskohdat aaltoyhtélon ratkaisun (1.19) johdossa. Huomaa, ettd muut-

tujien erottelukeino on tassidkin tapauksessa hyodyllinen menettely.

. Néyta, ettd aaltoyhtdlon (1.18) toteuttaa myds yrite

u(z,y,t) = elkrmthoytet)

jossa ¢ = 4/—1. Johda yhteys aallon etenemisnopeuden c ja aaltolukujen ki, ko ja
ominaistaajuuden w vélille.

Nayta, ettd aaltoyhtélo kolmiulotteisessa paikkakoordinaattiavaruudessa redusoituu
pallosymmetrisessé tapauksessa yksidimensioiseen aaltoyhtdloon

9? 0?
ﬁ(ru) — C2W(TU) =0,

jossa r on sdteen suuntainen pallokoordinaatti.
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1.7. Harjoitustehtavid 17

11.

12.

13.

14.

15.

Ratkaise yksiulotteinen diffuusioyhtélo alueessa 2 = {x € (0, L)} kun kuormituksena
on lammonlahde f(z) = f.cos(mx/2L) ja alkulampotila hetkelld ¢ = 0 on u(x,0) = 0,
sekd reunaehdot u/(0) = 0,u(L) = 0. M&&ritd myds lampovuo reunalla x = L.

Ratkaise stationddrinen 1-dimensioinen diffuusioyhtélo
—ku" = f, w(0)=0, u(L)=0,

kun lahdetermi f riippuu ratkaisusta tavalla f = s — qu, jossa s ja q ovat positiivisia
vakioita. Piirrd ratkaisun kuvaajia eri suhteen ¢L?/k arvoilla. Mit# tapahtuu kun
qL?/k — o0 ?

Esimerkkitehtavan 1.1 ratkaisut on piirretty kuvaan 1.3 eri Pécletin luvun arvoil-
la. Ratkaisu on esitetty dimensiottomassa muodossa jakamalla lampotila u suureella
fL/pcv. Koska lammonjohtavuuden & arvo on eliminoitu kiyttden hyviksi Pécletin
lukua P, vastaavat kuvassa esitetyt ratkaisut ongelmaa, jossa ldhdetermi f kasvaa
Pécletin luvun kasvaessa. Piirra ratkaisut kun lammonlédhteen antoisuus ja lammon-
johtavuus pidetdin vakiona, eli esitd kuvaaja skaalaamalla u suureella fL?/k.

Johda harmoonisuusotaksuman avulla Maxwellin yht&loista (1.20)-(1.24) aaltoyht&lo
(1.38 tai vaihtoehtoisesti (1.39).

Johda yht&lo (1.26) tai (1.27) Maxwellin yleisistd yhtdloistd (1.20)-(1.24) kdyttéen
hyvéksi véliaine- eli konstitutiivisia yhtaloita (1.25).
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Luku 2

Variaatioperiaatteet

Luvun tarkoituksena on antaa perustiedot variaatiolaskennasta. Tamén luen-
tomonisteen kannalta variaatioperiaatteiden térkein ominaisuus on mahdol-
lisuus likiratkaisujen muodostamiseen. Variaatiomenetelmilld on my6s mui-
ta hyvid ominaisuuksia: (i) varioitavalla funktiolla on usein selked fysikaali-
nen merkitys, (ii) se on invariantti koordinaatistomuunnosten suhteen, (iii) ne
mahdollistavat usein jonkin suureen yli- ja alarajaratkaisut ja (iv) ne mah-
dollistavat ongelman muuntamisen toiseksi ekvivalentiksi ongelmaksi, joka on
ehké helpommin ratkaistava (Legendren-Fenchelin muunnos).

2.1 Variaatiolaskennan perusteita

Differentiaalilaskennan perustoimitus on yhden tai useamman muuttujan funktion
aariarvon etsintd ja funktion ominaisuuksien tutkiminen a#riarvon laheisyydessa.
Pédatelmia addriarvon luonteesta ja funktion kiyttaytymisestd tehddan tutkimalla
funktion derivaattoja mahdollisessa dariarvopisteessa. Variaatiolaskennan perusteh-
tdva on loytaa funktio, joka antaa diriarvon ns. funktionaalille eli kuvaukselle, joka
liittdd reaaliluvun tarkasteltavaan funktioon.! Funktionaalin kiyttiytymisesti taas
voidaan tehdé péédtelmid tutkimalla sen variaatioita dériarvopisteessi (= se funk-
tio, joka antaa funktionaalille A&riarvon). Adriarvon etsiminen palautuu differentiaa-
liyhtélon ratkaisuun, joten funktionaalin minimointi ja differentiaaliyhtélon ratkaisu
ovat ekvivalentteja toimenpiteitéd. Koska differentiaaliyhtéloiden ratkaisu on vaikeaa,
voidaankin kysyé: mitéd etua variaatiomenetelmén kiayttéonotto tuo tullessaan? Ky-
symykseen vastaaminen on helppoa, silld variaatiomenetelmien suurin etu (etenkin

! Formaalin nikokannan mukaan miirityn integraalin minimoiminen on aito variaatiolaskennan
tehtdva kun taas funktion minimointi kuuluu tavallisen differentiaalilaskennan piiriin. Historialli-
sesti namé& kaksi ongelmatyyppia tulivat esille miltei samanaikaisesti ja selvdd eroa niiden valilla ei
tehty ennen kuin Joseph-Louis Lagrange kehitti yleisen variaatiolaskennan metodiikan teoksessaan
Mécanique Analytique 1788. Eris variaatiolaskennan &itiongelmia on nopeimman laskun kiyrin
yhtdlon médrittdminen; ongelma jonka Jean Bernoulli esitti 1696 ja jonka ratkaisun 16ysivat toisis-
taan riippumatta Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz ja Bernoulli itse. Variaatio-ongelman
yvhteyden differentiaaliyhté&léihin havaitsivat Leonhard Euler ja Lagrange.
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20 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

néin tietokoneiden aikakaudella) on helppous muodostaa probleeman likiratkaisuja.
Tarkastellaan funktionaalia

[(w):/ F(x;w,w)dx, (2.1)

ja etsitddn funktiota w(x), joka antaa minimiarvon I:lle ja joka toteuttaa reunapis-
teissd ehdot
w(a) = ug, w(b) = uy. (2.2)
Otaksutaan liséksi, ettd funktio w on vahintaédn kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva,
eli w € Cy(a,b). 2
Olkoon u(z) se funktio, joka antaa minimiarvon funktionaalille (2.1), eli

b
I(w) = mi F(z:w,w')d 2.3
(= min [ Pl (2.3)

ja toteuttaa reunaehdot (2.2). Maaritellaén varioitu funktio
w(z) = u(z) + du(z) = u(z) + eu(x), (2.4)

jossa € on miuelivaltainen reaaliluku ja @ on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva, homo-
geeniset reunaehdot (4(a) = u(b) = 0) toteuttava mielivaltainen funktio (mielival-
tainen, mutta téysin kiinnitetty kun valitaan variaatioksi). Funktiota du(x) = eu(x)
kutsutaan funktion u variaatioksi. Sijoitetaan varioitu funktio funktionaalin (2.1)
lausekkeeseen, jolloin saadaan

b
I(w)=I{u+eu) = I(c) = / F(x;u+ et,u' + et')dx. (2.5)

Huomaa, ettéd funktionaali on nyt vain e:n funktio, silld sekéd u ettd o ovat kiinnitet-
tyjé funktioita. Oletuksen mukaan funktio u(x) antaa [:lle minimiarvon ja vastaa
edellisen funktionaalin arvoa, kun ¢ = 0. Minimin olemassaolon véalttdméaton ehto

on
dI(e) bOF dw  OF duw' b OF OF
- ow de dr = 54 i'(z) ) dz = 0.
de |._ /a (aw de + ow' de) x /a 8wu(:zc) + aw/u(x) T
(2.6)
Osittaisintegroimalla jélkimmaéinen termi
b b b
or . OF .d (0F

/a 3w/u’(9€)d9€ = aaw,u —/a u(x)% <8w’) dz (2.7)
saadaan

dI(e)

bror d [OF\] .
de | _g - /a {8—@0 T dr (aw,)} u(z)dx =0, (2.8)

silld sijoitustermi héaviaa, koska funktio 4 toteuttaa homogeeniset reunaechdot.

Nyt tarvitaan hieman aputuloksia matematiikasta.

Zn-kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden luokkaa merkitéin C,,.
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Lause 2.1 Mikdili funktio f(x) on jatkuva vililld |a,b] ja

/ f(x)n(x)dx =0 (2.9)

kaikille funktioille n(x) € Cy(a,b) ja n(a) =n(b) =0, niin f(z) =0 Vo € (a,b).

Soveltamalla tété tulosta yhtdloon (2.8), saadaan funktionaalin (2.1) ns. Eulerin

yhtdilo 3
oF d (0F

joka on toisen kertaluvun differentiaaliyhtélo funktion w(z) méadrittdmiseksi ja valt-

taméton ehto sille, ettd w(x) antaa funktionaalille I suhteellisen minimin. Yhtalén
(2.10) ja reunaehdot (2.2) toteuttavaa funktiota kutsutaan myos funktionaalin (2.1)
ekstremaaliksi.
Yhteenvetona voidaan todeta, ettd funktionaalin minimin etsiminen annetuilla
reunachdoilla on ekvivalenttia differentiaaliyhtélon ratkaisulle ko. reunaehdoilla.
Funktion u variaatio du madritelladn yhtalolla

d N
du(z) = eu(x), eli ou = EM : (2.11)
de 0
Samalla tavalla voidaan mééaritelld myos funktionaalin variaatio
dl 1
or = (Aluten) (2.12)
de —o

Yhtélon (2.8) mukaan

YTOF d [ OF
5[ = /(; |:8—w — % (aw/):| 5Ud37 = 0, (213)

eli funktionaali I saavuttaa ddriarvon, jos ja vain jos 6/ = 0. Funktionaalin I kor-

keampia variaatioita voidaan maarittaa rekursiivisesti, esimerkiksi

b (OF OF
2[ — [ — il il !
) 5(o1) 5/a <8w5u+ 8w’5u) dx
PTOPF ., O*F , OPF .,
= /a {W(éu) +28w8w’5U5u + S (ou) } dx. (2.14)
Yleisesti voidaan kirjoittaa lauseke
[(u+5u):[(u)+5](u)+%52[(u)+-~- , (2.15)

3Usein kutsutaan myds Eulerin-Lagrangen yht#loksi.
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joka on analoginen funktion Taylorin kehitelmén kanssa. Yhtélon (2.13) mukaan
funktionaalin dariarvon olemassaolon vélttadméton ehto on sen ensimmaéisen variaa-
tion havidminen. Taten ddriarvon laadun tutkiminen voidaan suorittaa tutkimalla
funktionaalin toista variaatiota.

Yhden muuttujan funktion w tapauksessa, jos integrandifunktio F' riippuu funk-
tiosta w ja sen derivaatoista kertalukuun n saakka, on variaatioformulaatio muotoa

b
min [ (w) = min/ Fz;w,w',w", ..., w™)dz, (2.16)

weA weA

jossa A merkitsee luvallisten funktioiden joukkoa, eli funktioita joiden derivaatat
ovat jatkuvia aina kertalukuun 2n saakka ja jotka toteuttavat reunaehdot w:lle ja
sen derivaatoille kertalukuun n — 1 saakka. Funktionaalin (2.16) Eulerin yhtélé on

OF d OF d® OF _d" OF

ow d:c@w’+dx28w” -t (=D dzm dw™

Tarkastellaan seuraavassa useamman muuttujan funktioiden variaatioformulaa-

0. (2.17)

tiota, ja kidydaan lavitse funktionaalin

ow Ow
T(w) = / Flayiw 5. 54 (2.18)

A
Eulerin yhtélon johto tasoalueessa A jonka reunakdyraé merkitdan S:114. Kaytetadn

seuraavia kompakteja merkintoja osittaisderivaatoille:

_ Ow ow O*w

w,:B = %’ ’u},y = 8—y7 w71.1. = W Jne (219)
Merkitdan nyt varioitua funktiota
w(z,y) =u(z,y) + ei(z, y), (2.20)

jossa u(z,y) toteuttaa homogeeniset reunachdot reunalla S ja otaksutaan funktion
u(z,y) antavan funktionaalille (2.18) stationdérisen arvon. Nyt varioitu funktionaali
saa muodon
I(e) = /F(:c, YU+ €U, Uy + €Uy, Uy, + €ty )dA. (2.21)

A
Aivan vastaavasti kuin yksidimensioisessa tapauksessa, on ddriarvon edellytyksend
nyt ensimméisen variaation hévidminen, eli

dl(e)

de

=0=I(u) = mu%n I(w), (2.22)

josta saadaan
dl(e)
de

[6Fdw OF d(w,)  OF d(w,)

8—wg+8(w7$) de +8(w7y) de }dA

Qi + a,y] dA. (2.23)
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Jotta mielivaltainen, mutta variaatiotoimituksen ajaksi kiinnitetty funktio a(z,y)
saataisiin yhteiseksi tekijaksi oheiseen lausekkeeseen, muokataan integrandin kahta
vilmeista termia:

[ OF OF
a(“’,x (w,y) Y
|

%( o A) o (o)
A/[@ ( ) ;(a(aF))}@dA- (2.24)

Nyt ensimméseen termiin voidaan soveltaa Gaussin® lausetta kahdessa dimensiossa,

B B

(katso esim. K. Vaisila: Vektorianalyysi)

/v-gdA - %g-ﬁds, (2.25)
A S

jossa 77 on reunakayran S ulkonormaali. Téll6in saadaan

A/ [% (%(%i)) + a% (“3(872))] dA = Sj{u [a(a?i)nx + a(aqu)ny} ds =0, (2.26)

jossa ng,n, ovat reunakéyrén yksikkéulkonormaalin 77 komponentit. Kokoamalla

nyt tulokset yhteen saadaan

T [ 503 ()~ (G| o0 e

Aivan vastaavasti kuin yksidimensioisessakin tapauksessa voidaan todistaa lauseen

2.1 vastine useampidimensioiseen avaruuteen, jolloin funktionaalin (2.18) Eulerin

oF 0 ([ OF d ( OF
- _ = 2.2
ow Oz <8w7m) oy (8w,y) 0 (228)

joka on toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtalo tuntemattoman funktion w rat-

yhtéloksi saadaan

kaisemiseksi tasoalueessa riittéavilla reunaehdoilla.

Lopuksi voidaan todeta, ettd miké tahansa differentiaaliyhtéloé voidaan kirjoittaa
variaatiomuotoon. Erds tapa tdmén toteamiseksi voidaan konstruoida seuraavasti:
Toteuttakoon funktio u(x,y) osittaisdifferentiaaliyhtalon

du du Pu Pu Pu  I"u
"O0x’ Oy’ 0x2’ Dxdy’ Oy’ Oy™

G(z,y;u )=0 (2.29)
4 Karl Friedrich Gauss (1777-1855), saksalainen matemaatikko.
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ja tietyt sopivat reunaehdot. Télloin voidaan maééaritelld funktionaali

I(w) =

2 2 2 m 2
/{G(x,y;w ow ow *w O*w O*w O™w JA. (2.30)

J "0z’ Oy’ 02 dxdy’ Oy 8ym)
ja A on alue (z,y) tasossa jossa yhtélo G = 0 on ratkaistava ja jossa w on miké
tahansa funktio, joka toteuttaa wu:lle asetetut reunaehdot. On selvid, ettd oheinen
integrandi on aina positiivinen ja havida silloin kun w = w, joten I:n minimiarvo
(nolla) saavutetaan kun w = w. Funktionaali (2.30) ei kuitenkaan kuvaa mitéén
fysikaalista mielekéstéd suuretta.

Esimerkki 2.1 Taivutetun pyorihdyssymmetrisen laatan potentiaalienergian
funktionaali on

1
M(w) = / [§(Mr"€r + Mykg) — qu| dA, (2.31)
A
jossa
d*w
M, = D(k,+vKg), Ky = ——7 = —,
1 dw w'
M¢ = D(K¢ + l/lir), Ky = —;% — _7, (232)

ja D on laatan taivutusjaykkyys ja v materiaalin suppeamaluku. Johda pyo-
rahdyssymmetrisen laatan Fulerin yhtdlo.

Sijoitetaan momenttien lausekkeet muodonmuutosenergian lausekkeeseen, jol-
loin saadaan

Uw) = 3 /D (n% + lié + 2wk, k) 2mrdr

= 4 [ D e

w"w'] 27trdr. (2.33)
,

Korvataan w — w + ew, ja suoritetaan variaatio, eli

1/1
= 277/ {D [(w" + zw’) "+ = <—w/ + Vw”> ’U)i| — qu?} rdr = 0.
=0 r rA\r
(2.34)
Otaksutaan sellaiset reunaehdot, jotka johtavat sijoitustermien hévidmiseen

d_H
de

osittaisintegroitaessa ja otaksutaan vield, ettd laatan taivutusjaykkyys D on
vakio, jolloin saadaan

/ {D [(rw” + ')’ - <l/w" + %u/) /} - qr} wdr = 0, (2.35)

josta sieventdmaélla tulee
" 2 n 1 1 1 / -
D|w™ + —w" — Sw" + W) —a wrdr = 0. (2.36)
r r
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Koska funktio w on mielivaltainen, saadaan FEulerin yht&loksi

2 1
D (w//// + 20" - o+ _w’> =q. (2.37)

Esimerkki 2.2 Johda FEulerin yhtdldé funktionaalille

TP e (E) () e (5) e o

jossa a,b ja ¢ ovat vakioita. Milloin oheisen funktionaalin minimoinnista voi-
daan oikeutetusti puhua, ts. tutki funktionaalin toista variaatiota.

Suoritetaan variaatio, eli korvataan w — w + ew. Otaksutaan, ettd w:lle on
annettu arvot koko alueen reunalla, joten variaation w on toteutettava homo-
geeniset reunaehdot. Saadaan siis

I(w+ed) = 3 // (aw?, + 2bw gwy, + cw?) dady
+e / / [aw 4 W 5 + b(waW,y + W W 5) + cw W ,] dedy
+ie2 / / (atd?, + 2bib 0y + ci?,) dady, (2.39)

jossa on merkitty osittaisderivaattoja lyhyesti esim. dw/0x = w,. Eulerin
yhtélo saadaan ensimmaéisen variaation avulla

dl

= = // [(aw o + bw ) W 5 + (bw gz + cw y) W ] dedy
€ e=0

— // { (aw 5 + bw ) W] + 62 [(bw 5 + cw ) 11)]} dxdy
Y
// [ (aw 5 + bw y) + (% (bw 5 + cw,y)] wdzdy

= }{ [(aw 5 + bw ) Ny + (bw 4 + cw ) Ny Wds

— / / (AW gz + 2bW 4y + cw ) Wdzdy = 0. (2.40)

Koska variaatio w toteuttaa homogeeniset reunaehdot, héavidéa reunaintegraa-
litermi ja variaation mielivaltaisuudesta seuraa Eulerin yhtélo

aw gz + 20W gy + cw yy = 0. (2.41)

Tutkitaan nyt funktionaalin ominaisuuksia hieman tarkemmin. Jotta funktio-
naalilla varmasti olisi minimi on toisen variaation oltava aidosti positiivinen,
eli

2
1

27 _
5I—ed€2

= / / (atd?, + 2btb gy + ci?) dady >0 (2.42)

e=0
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Koska variaatio w on taysin mielivaltainen, on positiivisuuden edellytys, etta
integrandi on positiivinen kaikissa tarkastelualueen pisteissé (x,y). Merkitaan
variaation w derivaatan arvoja pisteessé (x,y) seuraavilla symboleilla

$= ﬁ},m(x’ y)a r= UA),y(x’ y) (243)
Nyt toisen variaation positiivisuusvaatimus voidaan esittaé
as® + 2bsr + cr® > 0. (2.44)

Havaitaan lausekkeen olevan neliomuoto, joka voidaan kirjoittaa muodossa

CELfpe e

Jotta ylla oleva lauseke olisi positiivinen, on neliomuodon matriisin oltava po-
sitivisesti definiitti, eli sen ominaisarvojen on oltava positiivisia. Ominaisarvot
\; saadaan yht&losta

a— A\ b
det =0 2.46
o ] »

josta seuraa

A=Ytk Rt o a1 24)

Jotta molemmat ominaisarvot olisivat positiivisia, on oltava
Ha+e)? —ac+b* < (a+c) (2.48)

josta seuraa
ac —b* > 0. (2.49)

Oheisella ehtoyhtalolla voidaan toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtaloita
luokitella. Yht#lo on elliptinen, mikili minimointi onnistuu, eli kun ac—b% > 0
ja hyperbolinen kun ac — b?> < 0. Rajatapauksena on parabolinen yhtilo kun
ac — b?> = 0. Paraboliseen yhtdloon liittyy kuitenkin tietty varaus. Mikéli esi-
merkiksi ¢ = b = 0 ei vastaava yhtélo w ;, = 0 ole parabolinen vaan elliptinen.
Sen sijaan yhtélo w ;. +w, = 0 olisi parabolinen.

2.2 Oleelliset ja luonnolliset reunaehdot

Kuten on jo mainittu, tarvitaan differentiaaliyhtéldiden ratkaisuun riittéavé méaaré
reunaechtoja. Mikali reunachtoja ei ole asetettu, tai ne ovat puutteelliset, ei yksikésit-
teistd ratkaisua voida loytaa. Heradkin kysymys: mikd on kullekin yhtélolle riittava
madra reunaehtoja ratkaisun yksikésitteisyyden takaamiseksi? Variaatiomenetelmé
antaa tdhén vastauksen.
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Tarkastellaan esimerkkiné taivutetun ohuen palkin yhtaloa (Eulerin-Bernoullin
palkkimalli). Palkin potentiaalienergian funktionaali on

1 L L
) = / FI(v")2dz — / fodz, (2.50)
0 0
ja jonka Eulerin yhtéloksi saadaan
Elv" = f. (2.51)

Suoritetaan yksityiskohtaisesti Eulerin yhtdlon johto. Varioidaan taipumafunktiota
v — v+ €0, jossa €0 on taipuman variaatiofunktio. Mitkd reunaehdot funktion v on
toteutettava riippuu minimointiprobleemalle

min II(v), veA (2.52)

asetettavista reunaechdoista, eli siitd millainen on kinemaattisesti luvallisten taipu-
mafunktioiden joukko A. Palataan v:lle asetettaviin reunachtovaatimuksiin kun ka-
sitelladn minimointiongelman spesifeja reunachtotapauksia.

Stationaarisyysehdosta seuraa

dll

L
T = / (EIV'&" — fi) dz = 0. (2.53)
0

e=0

Suorittamalla kaksi osittaisintegrointia saadaan tulokseksi®

EI["(L)#' (L) — v"(0)%(0) — v (L)o(L) + v" (0)5(0)] + /0 (BIV™ — f)idz = 0.

(2.54)
Mikali nyt otaksutaan Eulerin yhtalon Elv” = f toteutuvan, jaa jaljelle sijoitus-
termit reunoilta, joiden tulee havita, eli

(L)' (L) — v"(0)0'(0) — " (L)o(L) +v"(0)(0) = 0. (2.55)
Tutkitaan nyt erikseen neljad mahdollista reunaehtotapausta.

1. Jéaykdsti kiinnitetyt reunat. T&lloin taipumaviivalta vaaditaan

v(0) =0, v(L)=0,
v'(0) =0, (L) =0. (2.56)
Koska taipuman variaatio toteuttaa homogeeniset reunachdot, v(0) = v/(0) =

0(L) = ¢'(L) = 0 toteutuu reunatermien (2.55) hividminen automaattisesti,
joten liséehtoja ei tarvita.

5 Huomaa, ettd sijoitustermi voidaan kirjoittaa muodossa:
M(0)2(0) = M(L)d'(L) — Q(0)2(0) + Q(L)d(L).
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2. Vapaasti tuetut reunat. Talloin taipumalta vaaditaan ainoastaan
v(0)=0, v(L)=0. (2.57)

Koska taipuman variaation derivaatat péatepisteissd ovat nyt mielivaltaiset,
tarvitaan kaksi lisdehtoa, jotta reunatermit héavidisivit:

v"(0)=0, "(L)=0, (2.58)
jotka taydentavit annetut siirtyméreunaechdot.

3. Toinen pad jaykasti kiinnitetty ja toinen vapaa. Olkoon palkki kiinnitetty pis-
teestd x = 0. Téalloin taipumalta vaadittavat reunaehdot ovat:

v(0)=0, /(0)=0. (2.59)

Vapaassa pédssa ei taipumalle eikd kaltevuuskulmallekaan aseteta mitdan eh-
toja, joten taipuman ja sen derivaatan variaatioillekaan ei voida asettaa mitaan
vaatimuksia. Téten vaaditaan ehtojen (2.59) lisdksi

V(L) =0, v"(L)=0. (2.60)

4. Molemmat pddt vapaat. Talloin taipumalle ei aseteta mitdéan annettuja ehto-
ja kummassakaan padssa. Kuitenkin taipuman on toteutettava luonnollisesti
seuraavat ehdot, jotta reunaehtotermit (2.55) hévidisivét:

U”(O)

0, J"(L)=0,
'U,”(O) — ’

V(L) = 0. (2.61)

Intuitiivisesti voidaan péaatelld, ettd tdmé tapaus on hieman muita kolmea
tapausta mutkikkaampi. Ilmeisestikdén palkki ei voi leijua ilmassa annettujen
kuormien alaisuudessa, vaan niiden on oltava tasapainossa itsensé kanssa, eli
kuormafunktion f on toteutettava tasapainoehdot

L L
/ fdx =0, / xfdr = 0. (2.62)
0 0

Kuten edellisesté esimerkista voidaan havaita, vaaditaan ohuen palkin tapaukses-
sa neljan reunachdon toteutuminen, jotta probleeman ratkaisu olisi yksikésitteinen.
Annettuja reunachtoja (2.56), (2.57) ja (2.59) taydentévét ns. luonnolliset reunach-
dot (2.58), (2.60) ja (2.61), jotka tulevat luonnollisesti esiin variaatioformulaatiossa.
Annettuja reunaehtoja kutsutaan usein oleellisiksi reunachdoiksi tai Dirichletin reu-
nachdoiksi ja luonnollisia reunaehtoja Neumannin reunachdoiksi. Huomaa erityises-
ti, ettd annettuja oleellisia reunaechtoja vastaavissa reunan pisteissid variaation on
havittava.
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2.3 Variaatiotehtavan likiratkaisumenetelmia

Tamé kappale toimii johdatteluna elementtimenetelméén. Variaatioperiaatteiden
kiytosta likiratkaisujen saamiseksi esitetdan klassiset painotettujen jaannosten me-
netelma, kollokaatiomenetelmé ja Galerkinin menetelmé soveltaen niita yksiulottei-
seen tasapainotyyppiseen esimerkkiongelmaan.

2.3.1 Painotettujen jdannésten menetelma

Olkoon ratkaistavana differentiaaliyhtélé (tavallinen tai osittainen)
Fu=f (2.63)

alueessa () reunachdoilla
Au=a (2.64)

alueen €) reunalla S. Oletetaan myo0s, ettd operaattorit F' ja A ovat lineaarisia. Pai-
notettujen jadnnosten menetelma tai jadnnosformulaatio muodostetaan seuraavalla
tavalla. Tuntematonta funktiota approksimoidaan yritteella

U= Z Picvi, (2.65)
i=1

jossa ¢;:t ovat sopivasti valittuja paikkakoordinaateista riippuvia kantafunktioita ja
a;:t tuntemattomia parametreja. Yhtdlot (2.63) ja (2.64) kerrotaan painofunktiolla

w = i Yiw;, (2.66)
i=1

jossa 1;:t ovat paikkakoordinaateista riippuvia kantafunktioita ja w;:t mielivaltaisia
parametreja. Integroidaan néin saatu lauseke alueen tai reunanosan ylitse, eli

/Qw(Fﬂ— f)dV—i—”y/w(Aa— a)dS =0, (2.67)

S

jossa 7 on mahdollisesti dimensiollinen painokerroin. Sijoittamalla painofunktion
lauseke (2.66) ylla olevaan lausekkeeseen, saadaan

i (/Qwi(Fﬁ—f)dV+7/Swi(Aﬂ—a)dS) w; = 0. (2.68)

Koska painokertoimet w; ovat mielivaltaisia, on sulkulausekkeen sisélla olevien lausek-
keiden hévittava, taten yhtdlo (2.68) muodostavaa itse asiassa n-kappaletta lineaa-
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risia yhtaloitéa

;</§2¢1F¢jd9+’7/5¢114¢jd5) aj:/lefdQ—i—fy/SwladS,
([ verosa0-sn [ atoyas)ay= [varan sy [ vmaas
j=1

f (2.69)
5 (/ 6nF6,40+ [ dnds, dS) aj= [ wnsd2+y [ dads
= \Ja S Q S
Tama voidaan ilmaista kompaktisti
Z KijOZj = fi7 1= ]_, ey N, (270)
j=1
jossa
Ky = [ wFoav o [ diaods
Q s
fo= [usav ey [vas (2.71)
Q S

ja josta tuntemattomat parametrit «; voidaan ratkaista. On huomattava, ettd [i-
neaarisesti risppumattomia painofunktioita on oltava n kappaletta, jotta ongelmalla
olisi yksikésitteinen ratkaisu. Mikéli yrite u ei ole ongelman tarkka ratkaisu, jaan-
nokset R = Fu — f ja Rg = At — a eivat milloinkaan hévid identtisesti koko alu-
eessa () ja reunalla S. Téten painotettujen jadnnosten menetelmé on tulkittavissa
systeemin (2.63), (2.64) heikennetyksi muodoksi, jossa yhtdlon toteutumista pisteit-
tain jokaisessa kohdassa ei vaadita, vaan yhtdsuuruus saadaan integraalin mielessé
koko alueen suhteen. Kirjallisuudessa kiytetdan usein termejé vahva muoto ja heik-
ko muoto, jossa vahva muoto viittaa differentiaaliyhtdloon (2.63) ja heikko muoto
puolestaan variaatioyhtéloon (2.67).

Yhtélot (2.67) ovat jaannosten Rgq ja Rg ortogonaalirelaatioita painofuntioi-
den 1); suhteen, kun skalaaritulona on integraali

Q S

Matemaattisesti ilmaistuna likim&araisratkaisu 4 on siten tarkan ratkaisun
ortogonaaliprojektio ylld olevan pistetulon mielessd. Huomaa kuitenkin, et-
td “kohtisuoruutta” mitataan painofunktion suhteen, joka ei valttdméatta ole
samassa funktioavaruudessa kuin itse yritefunktio.
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Kuten yhtélostéa (2.67) havaitaan, ei menetelmén kiytto sellaisenaan vaadi pai-
nofunktioilta minkédnlaista jatkuvuutta. Ne voivat olla epéjatkuvia funktioita tai
vaikkapa yleistettyja funktioita, kuten esimerkiksi Diracin delta-funktio. Tuntemat-
toman funktion u approksimaation u sileysominaisuuksien pitdé olla sopusoinnussa
operaattorin F' korkeimman kertaluvun derivaatan kanssa. Jos F':n kertaluku on 2m
on yritefunktion @ oltava vahintdén 2m — 1 kertaa jatkuvasti derivoituva (mikéli f
on jatkuva), siis @ € Cy,,_1.

Yritefunktioiksi kelpaavien funktioiden joukkoa voidaan laajentaa, mikali yhtalon
(2.67) ensimméinen termi osittaisintegroidaan. Téllin paddytadn muotoa

/ (G1h,Goti — i f)dV + / Gyt GaidS + / GilAl—a)dS =0 (2.73)
Q S S

olevaan yhtdloon, jossa Gi...Gy4 ovat differentiaalioperaattoreita (tai pelkistdan al-
gebrallisia operaattoreita), joiden kertaluku on pienempi kuin operaattorin F'. Jos
operaattori F' on itseadjungoitu, niin patee G; = G, ja joiden kertaluku on m.
Havaitaan, ettd painofunktioilta vaaditaan nyt enemmén sileysominaisuuksia kuin
muodon (2.67) tapauksessa. Tamé tuntuu kuitenkin luonnolliselta; jotainhan on
maksettava siité, ettd yritefunktioita voidaan valita vapaammin suuremmasta funk-
tioluokasta.

Ongelmana on nyt 16ytaé sopiva yrite funktion approksimoimiseen ja painofunk-
tioiden valinta. Yritefunktion optimaalinen valinta perustuu tietenkin ongelman rat-
kaisun erityisluonteeseen. Mikéli tiedetddn jotain ratkaisun tyypistéd, voidaan yrite-
funktioiksi ottaa joitain samantapaisesti kiyttaytyvia yksinkertaisia funktioita. Pai-
nofunktioiden valinta pitdisi pystyd automatisoimaan kullekin probleemalle opti-
maaliseksi. Tatéd seikkaa kasitellddn kuitenkin huonosti alan kirjallisuudessa. Kos-
ka asian perinpohjainen késittely menee hieman liian pitkélle peruskurssin tarpeita
silméllapitden, turvaudutaan standardiformulaation valintoihin. Asiasta enemmén
kiinnostuneille lukijoille suositellaan perehtymistéa artikkeleihin [44], [55].

Edella esitetty ajatuskulku saattaa tuntua hyvin abstraktilta. Asian sovellustapa
selvinnee kuitenkin seuraavasta esimerkista.

Esimerkki 2.3 Tarkastellaan yksidimensioisen lammonjohtumaisyhtdlon
— (k') = f (2.74)
ratkaisua alueessa 2 = (0, L) reunaehdoin
w(0) =ug, q(L)=—ku'(L)=0. (2.75)

Pilkku suureen oikeassa yldkulmassa merkitsee derivointia paikkakoordinaatin
x suhteen. Otaksutaan, ettd ldmmdnlihteen f antoisuus on vakio koko tarkas-
teltavalla alueella ja ettd limmaonjohtavuus k muuttuu lineaarisesti arvosta ko
arvoon 2ky, joten k(x) = ko(1+x/L). Suorita analyyttinen ratkaisu ja likirat-
kaisu jadannosmenetelmdlla.
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Yhtélon tarkan ratkaisun loytdminen on triviaali toimenpide

u(w) = u0{1+£0—i[21n(1+%)—%]}
- u0{1+5[21n(1+%)—%”, (2.76)

jossa on merkitty annetun lampdétilan ug, ldmmonldhteen antoisuuden f ja
limmonjohtumiskertoimen kg suhdetta f = BugkoL ™2, ja B on dimensioton
vakio.

Ratkaistaan tehtéava likiméariisesti valitsemalla kaksiparametrinen yritefunk-
tio, joka toteuttaa annetun lampoétilareunaehdon (oleellisen reunaehdon)

a(z) = up 4+ oy (x/L) + ag(z/L)> (2.77)

ja alueen painofunktioiksi vakio ¥ = 1 ja lineaarinen termi v = (z/L).
Kirjoitetaan painotettujen jaannosten formulaatio (2.67) esimerkkitehtévélle:

/0 Ui [(k@') + f] do + v [-k(L)d/ (L)] =0, i=1,2 (2.78)

Ongelmana on nyt oikeanpuoleisen reunaehdon (pisteessi x = L) painon -y
hyva valinta. Jotta esitetty muoto olisi dimensionaalisesti mielekés, on lampo-
vuoreunaehdon painokertoimen oltava laaduton, kuten on myo6s kenttdalueen
painokerroin. Téten voidaan valita yksinkertaisesti v = 1. Sijoittamalla yhté-
16systeemiin valitut painokertoimet ja yritefunktio saadaan

/OL{% {041%-2042%-4&2 (%)} +f}d$—%(a1+2a2) = 0,

/OL (%) {% {al + 209 + 4o (%)} —i—f}dm— % (a1 +202) = (0,79)

josta seuraa lineaarinen yhtéléryhma kahden tuntemattoman kertoimen «; ja
a9 ratkaisemiseksi:

k -1 0 -1 1
TERIEINEINE

josta ratkaisu on
o 1
{ ! } = { X }ﬁuo. (2.81)
(65) -%

Lampotilafunktion approksimaatio jédnnosmenetelmalld on siten

i(z) = [1 + (%) - gﬁ (%)2] Yo (2.82)

Ratkaisu on piirretty kuvaan 2.1. Mikéli reunatermié ei oteta mukaan yhta-
16ihin ollenkaan, saadaan lineaarinen approksimaatio @(x) = ug [1 — B(x/L)],
miké on kelvoton tulos.
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2.3.2 Kollokaatiomenetelmat

Mikéli painofunktiot 1; valitaan Diracin delta-funktioiksi, eli

jossa r merkitsee paikkavektoria, saadaan pistekollokaatiomenetelmé. Toisin sanoen,
jaannos (2.67) vaaditaan havidméan tietyissd pisteissd r;, joita kutsutaan kollokaa-
tiomenetelméan kontrollipisteiksi.
On my6s mahdollista jakaa alue €2 osa-alueisiin 21, s, ..., €, ja valita painofunk-
tioiksi
; =1 alueessa ;, 1; =0 muualla, (2.84)

jolloin saadaan menetelma, jota kutsutaan osa-aluekollokaatiomenetelmaksi.
Esimerkki 2.4 Sovelletaan kollokaatiomenetelmdd edellisen esimerkin tehtd-
vaan.
Kaytetdan samaa yritettd kuin edelld, ja valitaan kontrollipisteiksi vélin kol-

masosapisteet. Reunaehtoja varten kiytetddn samantyyppisid painofunktioita

kuin edelld (tehd#éin ainoastaan dimensiokorjaus v = L~1), joten ratkaisuyh-

taloiksi saadaan 6

/{?0 2kO
/ 5w——L [ <a1—|—2a2+4a2z>—i—f]dw—ﬁ(al—i—%@) = 0,

/5 2 [ko <Oé1+2a2+4a2f>+f]dm_2—ko(al+2a2) =(2(85)

3 L?
ko | =1 —
Lz | -1

a1 o —1 o —1 Buoko
ISR R S
Ratkaisu on

{ Z; }:{ (1) }ﬁuo, = a(z) = uo [1+5<%)]. (2.87)

Kollokaatiomenetelman antama likiratkaisu on siis suora !!! Ei ole menetelman

josta seuraa

wlrowlno

huonoutta, ettd saatiin kehno tulos, vaan péavastuu surkeasta ratkaisusta lan-
keaa nyt reunaehtojen painojen valinnalle. Suoritetaan laskelma uudestaan
valitsemalla kontrollipisteessd x = L/3 muodostetun yhtélon oikeanpuoleisen
reunaehdon painoksi vaikkapa v = 0. Tama merkitsee sité, ettd oikeanpuo-
leista reunaehtoa ei painoteta ollenkaan vasemmanpuoleisen kontrollipisteen
kohdalla, jolloin saadaan

k 1 (65} —1 upk
ENEINEI T

6 Diracin delta-distribuutiohan poimii funktion arvon, mikéli se esiintyy integrandissa tulomuo-

oS

dossa kyseisen funktion kanssa, eli fab 0(x — ¢)f(x)dx = f(c), jossa piste ¢ kuuluu véliin (a, b).

Versio: kevit 2014



34 LUKU 2. Variaatioperiaatteet

josta ratkaisu on

2 2
fod={ b = swmnfie30()- 3050
(2.89)
Tamakaan kollokaatiomenetelmén antama approksimaatio ei ole kovin hyva.
On mielenkiintoista havaita, ettd jattdmaélla reunatermi kokonaan pois péé-

dytéan lineaariseen ratkaisuun, joka on sama kuin painotettujen jaénnosten
menetelmassé, jossa reunatermi on myds jatetty pois.

2.3.3 Pienimman nelion menetelma

Pienimmaén nelion keinossa painofunktioiksi valitaan yksinkertaisesti jadnnostermi
itse, eli
w = Rq, alueessa 0 ja w= Rg reunallas, (2.90)

jolloin painotettujen jadnnosten variaatiomuoto saadaan nayttdméan seuraavalta:

u

min% UQ(FU — f)QdV+72/S(Aa - a)QdS} : (2.91)

jossa kerroin vy pitda huolen dimensionaalisuuden oikeellisuudesta ja puolikas lausek-

keen edessé on valittu mukavuussyista.

Esimerkki 2.5 Tutkitaan edellinen esimerkkitehtivd myés pienimmdn nelion
keinolla kdyttien samaa yritefunktiota.
Minimoitava funktionaali on nyt
~ 1 L ~N/ 2 1 2 ~/ 2
1) = 5 (ki) + 1| dw+ 572 (L)@ (D). (2.92)
0
Sijoittamalla yritefunktio, on funktionaali kahden parametrin o ja oo funktio

1 [ETk x 2 2 2k, 2
I, a2) = 5/0 [L—Z <a1 + 20 +4a2f> + f] dx + % [TO (oq + 2a2)] :
(2.93)

Minimin valttadmaton ehto on osittaisderivaattojen haviaminen naiden para-

metrien suhteen, eli

oI k[t T ko [F o 4k?
a1} 209 + 4 —) 0 =0 2as) =
2o L4/0 <a1+ o9 + azz dx + L2/0 fdx+~ 2 (a1 +2a2) =0,
ol k:(Q] L T T ko [F T
a5 21 + 4 —) (2 4—) —/ (2 4—)
Berg 74 /0 <Oc1 + 200 + OéQL + T dr + 72 ; f + T dx
2 8K7
+7 (a1 +2a32) = 0. (2.94)

2
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Suorittamalla integroinnit saadaan yhtélosysteemi
1+492L  4(1 +24%L) o | ) -1 upko (2.95)
41+292L) 2 +169°L as [ ] —4 L2 '

Mikali valitaan oikeanpuoleisen reunaehdon painoksi v = 0, tulee approksi-

ko
2

maatioksi lineaarinen lauseke u(x) = ug [1 — S(z/L)], joten ratkaisun paran-
tamiseksi on syytd valita 7 # 0. Lasketaan tehtdvd painokertoimen arvolla
~% = L7, jolloin parametrien arvoiksi ja ratkaisuksi saadaan a; = %ﬁuo ja
Qg = —%ﬂuo, joten

11 _ /=x 7 T\ 2
L - 1 <_) N <_> ’ 2'
ite) =w |1+ 335 (3) - 178 (296)
Likiratkaisu ei ole erityisen hyvé, ja se on piirretty kuvaan 2.1.

2.3.4 Galerkinin menetelma

Galerkinin mukaan on saanut nimensd menettely, jossa painofunktioiksi valitaan
samat kantafunktiot kuin ratkaisuyritteelle, eli

Vi = ¢i. (2.97)

Menetelméad voidaan tietenkin soveltaa muotoon (2.67) tai siitd osittaisintegroimalla
saatuun muotoon (2.73).

Esimerkki 2.6 Ratkaistaan jo tutuksi tullut 1-dimensioinen esimerkkitehtdvd
vield Galerkinin keinolla. Tarkastellaan lisdksi muodon (2.73) reunatermejd
huolellisemmin.

Ratkaistaan tehtéva ensin kdyttden muotoa (2.67). Yhtéloiksi saadaan
L /
/ o1 [(k) + f] de —Ah(L)T(L) = 0,
0

L
/0 o | (k@) + f| do — yR(L)E (L) = o, (2.98)

josta havaitaan ylimméisen olevan identtinen jadnnosmenetelmalla ratkaistun
tehtdvéan toisen yhtdlon kanssa, miké on luonnollista, koska kéytettiin samaa
yritetta ja painofunktiota (z/L). Suorittamalla alimmaisen yhtélon integointi
saadaan yhtalosysteemi muotoon

ko | 5-=2v g-4y | J o | _ [~
L %—27 3—47 %) -

Otaksumalla painokertoimelle arvo v = 1, saadaan ratkaisuksi oy = % Bug ja

uO]C()
} B, (2.99)

W=D

Qg = —%ﬁuo, joten
a(z) = uo [1 + %ﬁ (%) - %5 <%>2] . (2.100)
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Tulos on piirretty kuvaan 2.1 ja se on paras tahénastisista. Mikéli painoker-
toimeksi valitaan v = 0 saadaan tulos: a; = —fug,as = 0. Ratkaisu on

lineaarinen approksimaatio, joka ei ole kelvollinen.

Toinen tapa soveltaa Galerkinin keinoa saadaan kun suoritetaan osittaisin-
tegrointi painotetusta kenttayhtalosta, jolloin paddytadan yhtaloihin

L
/0 &; [(ka’)’ n f] dz — vk(L)d/' (L) = 0 (2.101)
L

L L
= / k¢;ﬂ’d$ — gbi(kﬂ’) + ’Yki(L)z]'(L) — / foidz.  (2.102)
0 0

0

Havaitaan, ettd osittaisintegointi toi mukanaan informaation luonnollisesta
reunachdosta ja sen mahdollisesta painosta. Kun valitaan v = 1, niin oleellista
reunaehtoa vastaava termi héavida ratkaisuyhtalosté, joka siten yksinkertaistuu
muotoon

L L
/ kil dz = / foidz. (2.103)
0 0

Sijoittamalla interpolaatioiden lausekkeet ja suorittamalla integrointi paady-

tdan yhtalosysteemiin
ko
L

Yhtélon ratkaisu on luonnollisestikin sama kuin (2.100), jossa lahtokohtana oli

[
—
e
——
I
—
M NI

UQ/{?Q
}ﬁT. (2.104)

wlotojwe
wWl~ywlut

Galerkinin keinon osittaisintegroimaton muoto. Tama likima#raisratkaisu on
piirretty kuvaan 2.1 ja havaitaan sen approksimoivan erinomaisesti analyyt-
tisté ratkaisua, ottaen huomioon yritteen karkeus.

2.3.5 Rayleighin-Ritzin menetelma

Rayleighin ja Ritzin menetelma, tai lyhyesti pelkkd Ritzin menetelmé ei oikeastaan
eroa Galerkinin menetelmésta. Ritzin menetelméaksi kutsutaan likiratkaisumenetel-
maé, jossa lahdetdédn liikkeelle minimoitavasta funktionaalista. Téten Ritzin ja Ga-
lerkinin menetelmén antamat likiratkaisut ovat identtiset.

On kuitenkin huomattava, ettd Galerkinin menetelmén soveltaminen ei ole ra-
joittunut vain ongelmiin, jotka voidaan pukea sellaiseen variaatiomuotoon, joka on
seurauksena funktionaalin minimoimisesta, joten Galerkinin menetelmaé voidaan
pitad yleispatevampéna.

2.3.6 Muutamia huomautuksia

Lasketusta esimerkistad voisi vetdd sen johtopadtoksen, ettd Galerkinin keino on se
ainoa oikea. Néin ei kuitenkaan ole asianlaita kaikissa ongelmissa, katso myos harjoi-
tustehtava 8. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd se on optimaalinen tietylle ryhmaélle
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2 T
eksakti —
PJ +
1.8 -
i KOL p .
PN x—
y 1.6 Galerkin A -
— K|
U
O qaf *\’\»\—
1.2 - -
1 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L
Kuva 2.1 Yksidimensioisen esimerkkitehtévan analyyttinen ratkaisu (yhte-

ndinen viiva) ja nelja erilaista likiratkaisua (PJ = painotettujen
jaannosten menetelmé, KOL = kollokaatiomenetelmé, ja PN = pie-
nimmén nelién menetelmé). Piirretty 5:n arvolla § = 2.

differentiaaliyhtdloité (osittaisia tai tavallisia), nimittdin elliptisille yhtaloille, jouk-
koon johon juuri kyseinen stationdirinen lammonjohtumisyhtéalo kuuluu. Virtaus-
mekaniikassa vallitsevat yhtalot ovat usein hyperbolisluonteisia, ja talloin Galerkinin
menetelmé saattaa tuottaa pahasti oskilloivia tuloksia.

Téssé esitettyd Galerkinin menetelméd kutsutaan myos Bubnovin-Galerkinin
menetelmiksi erotuksena ns. Petrovin-Galerkinin menetelmaélle, jossa painofunktioi-
na kiytetddn eri tavalla valittuja kantafunktioita kuin itse ratkaisuyritteelle. Tata
menetelméd on sovellettu menestyksellisesti juuri virtausmekaniikassa. Asiasta kiin-
nostuneelle lukijalle suositellaan lisdlukemisena artikkeleja [11], [55].

Edellisissa esimerkeisté voitaneen myos péaatelld, ettei painofunktioiden konstruoi-
minen ole aivan triviaali toimenpide. Erds mahdollinen keino saada hyvaé infor-
maatiota soveliaista reunaehtopainoista on kiyttda Lagrangen kertojamenettelya ja
identifioida madraaméattomén kertojan fysikaalinen tulkinta.

Téassé luvussa ei ole otettu suuremmin kantaa kelvollisten painofunktioiden va-
lintaan, eikd menetelmén mahdolliseen suppenemiseen eli konvergenssiin, kun kan-
tafunktioiden lukuméérad kasvatetaan. Likimenetelmien suppenemiseen palataan
kuitenkin mychemmin itse elementtimenetelmén yhteydessa.

2.4 Yhteenveto

Funktionaalin ddriarvon etsiminen on ekvivalentti funktionaalin varioinnin tuloksena
syntyvan differentiaaliyhtélon ratkaisun kanssa.

Variaatiolaskenta mahdollistaa likiratkaisumenetelmien konstruoimisen. Paino-

Versio: kevit 2014



38

LUKU 2. Variaatioperiaatteet

tettujen jaannosten menetelmé on perusperiaatteeltaan seuraavanlainen: (i) ratkais-

tava ongelma kerrotaan testi- eli painofunktiolla ja (ii) integroidaan tarkastelualu-

een yli. Ratkaistavalle funktiolle valitaan sopiva yrite. Mikéli yritefunktioon koh-

distuvien derivointioperaatioiden lukumaéaéaraa halutaan vahentéa suoritetaan sopiva

madra osittaisintegrointeja. Galerkinin keino saadaan kun painofunktion kannaksi

valitaan sama kanta kuin yritefunktiolle.

2.5

1.

Harjoitustehtavia

Maérita variaatiolaskentaa soveltamalla sen kdyran yhtalo, joka muodostaa lyhim-
man tien Euklidisen avaruuden tason kahden pisteen valille.

. Ratkaise klassinen brakistokroniongelma, eli sen tasokéyrén yhtalo joka vakiopaino-

voimakentédssd johtaa massapartikkelin nopeimpaan laskuun kahden tason pisteen
valilla.

. Etsi funktionaalin

extremaalit. Maarad liséksi pisteiden (1,1) ja (3, %) kautta kulkeva extremaali. Mika
on kyseisen funktionaalin fysikaalinen tulkinta 7

. Etsi funktionaalin

w/2
I(y.2) = /0 ()% + ()2 + 2y2da

ekstremaali, joka toteuttaa reunaehdot: y(0) = 0,y(7/2) = 1,2(0) = 0, z(7w/2) = —1.
Mika on kyseisen funktionaalin fysikaalinen tulkinta 7

. Yksidimensioisen stationdérisen lammonjohtumisyhtéalon energiafunktionaali on

I(w) = / b Ek(w’ﬂ - fw] dz,

jossa k on lammonjohtavuuskerroin (oletetaan vakioksi) ja f on ulkoinen lammon-
lahde. Nayta, ettd vastaava Eulerin yhtalo on —ku” = f. Naytd myos, ettd samaan
differentiaaliyhtaloon paddytadn mikéli funktionaaliksi valitaan

b
J(w) = / (k" + f)* d.
a
Muodosta vapaasti tuetun yksiaukkoisen kimmoisalla alustalla olevan taivutetun ja

puristetun palkin Eulerin yht&lo ldhtien potentiaalienergian II lausekkeesta

1

L L
I(w) = 5/0 [El(w")2 — P(w')? + k:(w)Q] dx — /0 fwdzx.

Tutki my6s kokonaispotentiaalienergian funktionaalin toista variaatiota.
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7.

10.

Olkoon ratkaistavana ylld olevaan potentiaalienergian lausekkeeseen liittyva mini-
mointitehtévd (ilman puristavaa voimaa P) seuraavin reunaehdoin:

(a) v(0) =0

(b) v(0) = wo ,

(¢) V(L) = o,

(d) Q(0) = —EI"(0)=F

Mik& on kinemaattisesti luvallisten funktioiden joukko A7 Mitké ovat taipuman va-
riaatiolle asetettavat reunaehtovaatimukset?

Ratkaise yhtalo
—ku" —cu = fx,

(k,c, f ovat vakioita, ¢ = BkL~2 jossa B dimensioton vakio) reunaehdoilla u(0) =
u(L) = 0 analyyttisesti ja likimAardisesti

a) pistekollokaatiomenetelmalla valitsemalla kontrollipiste alueen keskelle,

(c) pienimmén nelion keinolla ja

(a)
(b) osa-aluekollokaatiomenetelmélld valitsemalla osa-alueeksi koko vili (0,L),
)
) Galerkinin menetelmalla

(d

kiyttden yksiparametrista yritettd @(z) = aq sin wz/ L. Suorita laskelmat S:n arvoilla
1 ja 100.

Ratkaise Galerkinin menetelméllé Poissonin yht&lo
—kAu = f,

(eli stationddrinen lammonjohtumisyhtild) suorakaiteen muotoisessa alueessa (z,y) €
(0,a) x (0,b). Reunaehdot ovat homogeeniset, eli u = 0 reunaviivalla, ja k, f ovat
vakioita koko alueessa. Kéyta approksimaatiota

i(z,y) = a1(z® — az)(y* — by).

Yksiaukkoisen vapaasti tuetun taivutetun ohuen palkin taipuman analyyttinen lause-
ke tasan jakautuneesta kuormasta f on

@ =30 (1) [(2) -2 (1) +1].

vililld « € (0, L). Ratkaise tehtéva likiméadrdisesti Galerkinin menetelmélla kéytta-

malla trigonometrista sarjamuotoista yritetta

[e.e]
. . NI
o(z) = E Uy, Sin ——
L

n=1
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ja minimoimalla potentiaalienergia

() = %/OL EI(©")*dx — /OL foda.

Suppeneeko sarjaratkaisu kohti analyyttistd ratkaisua? Madrita virhe keskipisteen
taipumassa kun otetaan mukaan vain sarjan muutama ensimméinen termi.
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Johdatus elementtimenetelmaan

Luvun tarkoituksena on esitelld elementtimenetelmén perusosat ja tarkastella
interpolaatiofunktioiden muodostamista yksidimensioisessa tapauksessa. Ele-
menttimenetelmén h- ja p-version perusperiaatteet esitetdan. Tavanomaisen
elementtimenetelmén ongelmista késitellddn esimerkkiné diffuusio-konvektio-
yhtélon tapaus. Luvun lopussa annetaan lyhyt johdatus stabiloituihin formu-
laatioihin.

3.1 Malliprobleema

Elementtimenetelmé voidaan johtaa edelld esitetyista periaatteista, eli painotettujen
jaannosten menetelmasté tai sen eri muunnoksista. Ainoa ero klassisten variaatiome-
netelmien ja elementtimenetelméan valilla on se, etta klassisissa menetelmissa inter-
poloivat kantafunktiot ovat maaritellyt koko tarkasteltavassa alueessa, kun taas ele-
menttimenetelméssé interpoloivat funktiot méaritelladn paikallisesti osa-alueen eli
elementin sisilld, josta myos menetelmén nimi darellisten elementtien menetelma.
Ratkaisu saadaan kokoamalla kunkin elementin osuudet globaaliin yhtalosysteemiin.

Tarkastellaan asiaa yksidimensioisen lammonjohtumisyhtélon (tai aksiaalisesti
kuormitetun sauvan) tapauksessa. Olkoon ratkaistavana probleema

(k) = f (3.1)

alueessa ) = {z|z € (0, L)} reunaehdoilla u(0) = u(L) = 0. Valitaan yhtaléiden
muodostamistavaksi Galerkinin menetelmé, jolloin malliprobleeman (3.1) heikko
muoto eli variaatiomuoto saadaan kun kyseinen differentiaaliyhtilo kerrotaan puo-
littain testifunktioilla @ ja integroidaan ratkaisualueen ylitse

L L
—/ ﬂ(ku')’dx:/ ufdx. (3.2)
0 0

Osittaisintegroimalla vasemmanpuoleinen termi saadaan

L
/ o' ku'dr —
0

L

L
ﬂk:u’:/ ufdz. (3.3)
0

0
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YW . ,/m
i—1 7 141 n n+1
r=1L
Kuva 3.1 Elementtimenetelméan paloittain lineaariset kantafunktiot.
i
°
Ti—q Z; Tit1
Ti—2 Ti—1 T; Li+1 Li+2
Kuva 3.2 Solmuun i liittyva painofunktio ¢;, ja valille (x;_1, ;1) liittyvét

yritefunktion kantapolynomit.

Koska variaation 4 on toteutettava homogeeniset reunaehdot, paadytain muotoon

L L
/ ﬁ’ku'dazz/ tfdx. (3.4)
0 0

Elementtimenetelmé poikkeaa klassisista painotetun jaannosten menetelmén va-
riaatioista ainoastaan siind, ettd kantafunktiot mééaritellddn vain osassa aluetta €.
Yhtéalosta (3.4) havaitaan, ettd testifunktioille @ ja itse ratkaisuyritteelle @ riittaa va-
lita funktiot jotka ovat vain Cy-jatkuvia. Toisin sanoen edes ensimméisen derivaatan
jatkuvuudelle ei aseteta ehtoja. Télldisten interpolaatiofunktioiden muodostaminen
onnistuu mutkattomasti jopa useammassa kuin yhdesséd dimensiossa. Kuvassa 3.1
on kiytetty paloittain lineaarisia kantafunktioita, ja ratkaisuyrite voidaan kirjoittaa
muodossa

n+1

i(x) = Z a;i(). (3.5)

Huomaa, ettd tuntemattomilla parametreilla on suureen w arvot solmuissa 7, joten
voidaan kirjoittaa a; = u;.

Galerkinin menetelméssé testi- eli painofunktioille valitaan myos sama kanta ¢;.
Kuten kuvasta 3.2 voidaan havaita, on solmuun i liittyvéda testifunktiota u = ¢;u;
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vastaava osa integraalia (3.4):

i dod.  do:_ Titl dd:  do: it dd.  do:
711/ ¢zk gbz 1d:cul-1+7li/ ¢Zk ¢2dl’uz+ﬁ@/ ¢zk ¢Z+1d$ui+1

o, dx dw dr dx de  dx
Tit1

Koska painofunktion arvo solmussa 4; on mielivaltainen, on se voitu supistaa pois yl-
14 olevasta yhtélosta. Merkitédén osavélin (i) = {x|z € (x;, x;41)} pituutta symbolilla
R = Zit1 — x;, jolloin
di—1 1 do;
= —— kun x € (x;_1, x;), =—— kunz € (z;,xi41),
dx G (i1, @) dr ~— h® (i, Zis)

dp; 1 dpiyr 1
dx = h(i—l) kun z c (xi,l,xi), d = h,(l)

kun z € (x;, xi41).

Olettamalla lahdetermin vakioisuus integraalista (3.6) saadaan

1 1 1 1 i— i
¢ [_W it (W * m) u; - mw} =3f (R +nD) 37

Kéytettdessd paloittain lineaarisia kantafunktioita kytkeytyvét yksidimensioises-
sa ongelmassa ainoastaan tuntemattomat w; 1, u; ja u; 1 toisiinsa. Tama johtaa nau-
hamaiseen kerroinmatriisiin, joka kyseisessa tehtéavéssa on tridiagonaalinen.

Edella kuvattu ratkaisutapa on kéitevé kasinlaskussa. Vield systemaattisempi tie-
tokonelaskentaan soveltuva lahestymistapa elementtimenetelméédn saadaan kokoa-
malla systeemiyhtéalon alkiot elementeittdin. Merkitddn alueen €2 toisistaan eridvia
osa-alueita Q¢ = {x|x € (xge),xge))}. Mikéli jako suoritetaan n:dan elementtiin,

katso kuva 3.1, niin integraalin additiivisuuteen nojautuen yhtalo (3.4) saa muodon

> /Q ()a’k;u’dx: > /Q afde. (3.8)
e=1 ¢ e=1

)

Tama muoto toimii elementtimenetelmén perustana. Tarkastellaan seuraavassa hie-
man yksityiskohtaisemmin ja systemaattisemmin elementtimenetelmén interpolaa-
tiofunktioita ja elementtikohtaista kokoamisprosessia.

3.2 Elementtimenetelman perusosat

3.2.1 Yleista

Tietyn elementtityypin méaarittely vaatii kolmen perusasian selventamisté:

1. elementin muodon eli geometrian (jana, kolmio, nelikulmio, tetraedri, sarmio,

jne.),
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h(€)
—1 +1
@ ? L é
I Te To X

Kuva 3.3 Janaelementti.

2. interpoloivien funktioiden ja
3. elementin vapaiden parametrien eli vapausasteiden maérittelyn.

Néma kolme seikkaa méaraavat ns. solmujen lukumééran ja sijainnin. Riippuen siité,
millaiset kantafunktiot ja vapausasteet on valittu, ei kaikkia vapausasteita voi valtta-
métté assosioida tiettyihin solmuihin tai paikkaan yksikésitteisesti. Tahén seikkaan
tullaan palaamaan vield myohemmin.

3.2.2 Interpolaatiofunktiot

Elementin alueella kuvataan haluttua suuretta interpolaatiofunktioilla, joita kut-
sutaan myos muotofunktioiksi. Interpolaatiofunktiot voidaan jakaa ainakin kahteen
ryhmaéaan:

1. tavanomaisiin, eli solmuihin sidottuihin ja
2. hierarkisiin interpolaatiofunktioihin.

Interpolaation muodostavat kantafunktiot voitaisiin periaatteessa valita miltei mie-
livaltaisesti. Tavallisesti kiytetddn kuitenkin yksinkertaisia polynomeja. Tavanomai-
sille interpolaatiofunktioille on ominaista, etta kaikki kantafunktiot muuttuvat poly-
nomin asteen p kasvaessa. Hierarkisessa kantajarjestelméssa interpolaatiopolynomin
asteen kasvattaminen ei muuta vanhoja alhaisempaa astetta olevia kantafunktioita.

Aloitetaan tarkastelu yksidimensioisesta janaelementistd. Otetaan kiyttoon pai-
kallinen koordinaatisto, jonka koordinaattia merkitaan kirjaimella & ja joka méaari-
telladn alueessa € € (—1,1). Taten muunnos rakennekoordinaatistosta eli globaalista
r—koordinaatistosta paikalliseen eli elementin lokaaliin £ —koordinaatistoon voidaan

ilmaista yhtalona
T — T,

=2
g=2"

jossa z. on elementin keskipisteen globaali rakennekoordinaatti ja h on janaelementin

(3.9)

pituus, katso kuva 3.3.
Yksinkertaisin mahdollinen polynomimuotoinen kantafunktiojérjestelmé on var-
mastikin
b=t =12, .. (3.10)
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Tama ei ole sellaisenaan kuitenkaan kiyttokelpoinen, silla ndin muodostettu kanta
on numeerisesti mahdollisimman pahanlaatuinen ja déarelliselld laskentatarkkuudella
operoitaessa pyoristysvirheet hyvin dkkié saastuttavat tulokset kelvottomiksi. Ha-
vainnollistetaan téita esimerkilla.

Esimerkki 3.1 Approksimoidaan funktiota f(x) = 1+x+2?+a3+at4+20+2°
valilla (0, 1) kayttaen polynomikantaa (3.10) ja pienimmdn nelion keinoa. Mikd
on virhe tuloksissa, kun kdytetidn kuudennen asteen interpolaatiota ja reaali-
luvuille kdytetddan 32-bittistd esitystd, mikd merkitsee operoimista seitsemdalld-

kahdeksalla merkitsevalld numerolla.

Approksimaatio on siis

fla) =2 éi(@)fi. (3.11)
i=1
jossa f;:t ovat viela madraamattomia kertoimia. Minimoitava virhefunktio on
L . L n 2
) =4 [ [re)-f@] =4 [T r@ = o] @ 312)
i=1
Kertoimien f; ratkaisuyhtélot ovat
OF L . ,
— = f@) = ¢ifi| ¢jdz =0, j=1,...,n, (3.13)
Ofi o i=1

joka Kkirjoitettuna matriisimuodossa on

(61,01) (d1,02) .. (d1,0n) fi (f, 1)
(¢2,:<751) (¢27: $2) (¢27:¢n) Ji2 _ (f, :¢2)  314)
(¢na¢1) (¢na¢2) (¢na¢n) fn (fa ¢n)

jossa on merkitty integraalimuotoista sisdtuloa kaarisulkeilla (-,-). Suoritta-

malla integroinnit saadaan tulokseksi

1 1 1 1 1 1

L33 ; AR

A_ |2z 3 1 =S} p_d FTate Tt

1 1 1 1 1 1 1

T s R =S SR T
(3.15)

jossa kerroinmatriisi A on surullisenkuuluisa Hilbertin matriisi. Ratkaisu on

esitetty seuraavassa taulukossa.
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tarkka arvo

numeerinen arvo

suhteellinen virhe %

f1 1.00000000 1.00052619 0.05261898
f2 1.00000000 0.98027061 1.97293762
f3 1.00000000 1.18187832 18.18783188
fa 1.00000000 0.31600904 68.39909363
f5  1.00000000 2.22156572 122.15657043
fe 1.00000000 -0.03333282 103.33328247
f7 1.00000000 1.33333324 33.33332443

3.2.2.1 Solmuihin sidotut Lagrangen kantapolynomit

Suositeltavia tapoja estdd edellisen esimerkin kaltainen pyoristysvirherdjahdys on
kayttad esimerkiksi Lagrangen polynomeja tai ns. ortogonaalipolynomijarjestelmia
interpolaatiofunktioina.

Lagrangen astetta p oleva polynomi maéritellaan

(€~ E)(E =) (€~ G)(E i) (€ 5) 5.16)
(& =€) (& — &)+ (& — &em1) (& — &) -+ (& — &) '
joka antaa yksikkoarvon pisteessd & = & ja leikkaa koordinaattiakselin p:ssi pistees-
sd &,1=0,1,...,p (i # k).

Lineaarinen interpolaatio vélilla (§, = —1,&; = 1) saadaan, kun asetetaan &, = &,

l(§) =

ja & = & vuoron perddn, eli
M) = (&) =3
No(§) = (6 =35(1+8). (3.17)
Paraboliseksi interpolaatioksi saadaan (&, = —1,& = 0,& = 1)
Ni(&) = () =38 -1,

Na(§) = BG(§)=1-¢,
N3(§) = 15(6) = 3¢(1+¢), (3.18)

ja kuubiset Lagrangen polynomit ovat (§o = —1,& = —1/3,& =1/3,&5=1)

Ni(§) = (&) = —F(E+5)E—5)(E—1),

No(§) = B(§) =HE+ 1€ -3~ 1),

N3(§) = (&) = —F(E+DE+E 1),

Ni(§) = 13(8) = €+ D(E+ 3~ 3)- (3.19)

Lineaariset, paraboliset ja kuubiset interpolaatiopolynomit on piirretty kuvaan 3.4.

Kuten havaitaan, voidaan Lagrangen polynomien avulla muodostaa kokonainen
perhe interpolaatiofunktioita. Jos naitd funktioita kiytetdan elementtimenetelmés-
sé, puhutaan Lagrangen elementtiperheesta.
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1.5
1 & N2 ]
0.5 - = .
o —
-0.5 ' '
-1 -0.5 0 0.5 1
£
1.5 1.5 : :
N, N, N3 Ny N, N3 Ny
1 N 1L
05 : 05 -
// \\
0 f . 0
-0.5 ' ' -0.5 ' '
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1
§ §
Kuva 3.4 Lineaariset, paraboliset ja kuubiset Lagrangen interpolaatiopolyno-

mit.

3.2.2.2 Hierarkinen kantapolynomijirjestelma

Uudempi tapa konstruoida interpolaatiofunktioita on kayttaa hierarkisia kantafunk-

tioita [34]. Erds mahdollinen jirjestelmé saadaan kun valitaan
Nl(g):%(l_g)a NQ(&):%(1+§)7 Nl(g):,@bl—l(g)v 2237477p+17
(3.20)
jossa 1; madaritellidn Legendren polynomien P;_; integraalien avulla:
1 [
u(© =32 [ a2 321
—1
Legendren polynomit P,(§) ovat Legendren differentiaaliyhtdlon
(1-&y" —26y/ +nn+1)y=0, —-1<é<1 (3.22)

ratkaisuja, kun n = 0,1,2,... ja jossa pilkku tarkoittaa derivointia £:n suhteen.

Kaksi ensimmaéistad polynomia ovat

Pi(§) =&, (3.23)

B =1 ja
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josta korkeamman asteen polynomit voidaan generoida Bonnetin rekursiokaavan
(n+1)Poia(§) = 2n+ 1)EP(E) —nPra(§), n=12... (3.24)
avulla, josta seuraa
Py(&) = 3(387 = 1),  P3(&) = 5(5¢” - 3¢),
Py(€) = 1(35¢" =306 +3),  P5(&) = 1(638° — 70¢° + 15¢)  jne.. (3.25)
Erittain hyodyllisid ovat myos palautuskaavat derivaatoille:
nb (€)= @n+1)EPE) — (n+1)P,_(S), (3.26a)
Cn+ 1P = P& — P9 (3.26b)

Y1Ia olevien Legendren polynomien rekursiokaavojen perusteella on helppo johtaa

rekursiokaava interpolaatiofunktioille 1(¢)
1
¥;(§) ::‘—jiéi;j:—Ij[f?(f)'—-F?—z(f)]- (3.27)

Hierarkisen jérjestelmén (3.21) ensimmaéiset ns. solmuttomat kantafunktiot ovat siis

Ns(€) = 1a(€) = ¥E(& - 1), (3.284)
Na(€) = ¢hs(€) = 2(&* - €), (3.28b)
N5(€) = vu(€) = YL (5¢* — 662 + 1), (3.28¢)
No(€) = 5(€) = YIB(76> — 106° + 3¢),  jne.. (3.28d)

jotka ovat piirrettyind kuvassa 3.5. Kantafunktioita N; ja N, kutsutaan solmuin-
terpolaatiofunktioiksi tai ulkoisiksi interpolaatiofunktioiksi tai ulkoisiksi muodoiksi,
kun taas kantafunktioita N;,7 = 3,4, ... kutsutaan sisaisiksi interpolaatiofunktioik-
si tal sisdisiksi muodoiksi tai “kuplamuodoiksi”. Kantafunktiot (3.20) ovat erityisen
sopivia elementtimenetelmén interpolaatiofunktioiksi erityisesti tietokoneimplemen-
tointia silméalldpitden, silld ne muodostavat numeerisesti stabiilin kantafunktioiden
joukon ja niiden ohjelmointi onnistuu kétevéasti rekursiokaavan avulla mielivaltaiselle
asteluvulle p.

Legendren polynomien yksi mielenkiintoisista ominaisuuksista on ortogonaali-
suus

2
1 ——, josi=1]
| riopgie={ =T 0 (3.29)
-1 0, jos i # 7.
Tésta aiheutuen on yhtélon (3.21) avulla méadritellyilld interpolaatiofunktioilla seu-
raavanlainen sovellutuksia silméllapitden tarked ortogonaalisuusominaisuus:

d¢zd¢g L, josi=y, 330
[, G- {o, o5 i . (330)

Versio: kevit 2014



3.3. Malliprobleema elementtimenetelmdlld 49

1 1
0.5 Ny . 0.5 - _
N g
0 ; 0 » x@
N3 e g
0.5 1 . - o5 Vs .
-1 | | -1 | |
-1 0.5 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5 1
§ §

Kuva 3.5 Hierarkisen jérjestelmén (3.21) sisiisié interpolaatiofunktioita.

3.3 Malliprobleema elementtimenetelmalla

Palataan uudestaan esimerkkiongelmaan (3.1) ja sen variaatiomuotoon (3.4), joka
on perusta elementtimenetelmén diskreeteille yhtaloille. Kirjoitetaan heikko muoto

L L
/ ku't/de = / fudx. (3.31)
0 0

Otetaan kiyttoon yksinkertaisin mahdollinen Cy-interpolaatio eli lineaariset poly-

uudelleen nékyviin:

nomit
Ni(€) = 5(1 =€), No(§) = 5(1+6). (3.32)

Ratkaisua siis approksimoidaan kunkin elementin alueella kaavalla

= Ni(§ur + No(uz = 5(1 = Qur + 3(1 + Eua, (3.33)

jossa u;:t ovat tuntemattomia parametreja eli u:n approksimaation arvoja solmupis-
teissd. Kun painofunktioille 4 valitaan my6s samat kantafunktiot (3.32) ja jaetaan
alue N:aén elementtiin, saadaan heikon muodon (3.31) diskreetti vastine kirjoitettua
muotoon

N g

N 2 (e)
2 dN; dN;
S5 [ i, =3 [ e, i-v2 @

e=1 j=1

Integroinnit voidaan suorittaa elementtikohtaisesti paikallisessa £-koordinaatistossa,
jolloin yhtélossé (3.34) olevissa integraaleissa suoritetaan muuttujan vaihto x — &,
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jolloin rajat muuttuvat xﬁe) — —1ja :Ege) — +1 ja saadaan lausekkeet

dN; dN; dN; dN;
h————ds = k——2J'd 3.35
/ © " dr dz / i e’ % (3.35)
Ne
[Ndr = / FNLJdE, (3.35b)
xle -1
jossa J = dx/d¢ = $h'©) = %(:cée) — 2!, Huomaa, etts derivaatoille pétee

d _d¢d _1d_ 2d

— = . 3.36
dr  dvdé  JdE  h©d¢ (3:36)

Yhtélo (3.34) voidaan kirjoittaa matriisimuodossa seuraavasti:
Ku=Ff, (3.37)

jossa globaali rakennekoordinaatiston jaykkyysmatriisi K ja kuormitusvektori f
kootaan paikallisista elementtien osuuksista

K=AK9 f=AFf0. (3.38)

Elementtimatriisin K ja vektoreiden u(® ja f£® komponenttiesitykset ovat

() (e (e) e)
K" = K%i) Kﬁ) cou =3 N 9= fl(e) ) (3.39)
Ky Ky Uy 2

joissa
2 dN; dN; !
K¢ = k —Lde,  f; =10 / Nyde. 3.40
Ottamalla kdytt6on matriisimerkinnét
(©) d
u=Nu" N=[N N], B:d—N, D=k (3.41)
x
voidaan elementin jaykkyysmatriisi ja kuormitusvektori kirjoittaa yleisessd muodos-
sa
K© = BTDBav, f© = / fNTav. (3.42)
Q) Q)

Y1Ia olevasta jaykkyysmatriisin esityksestd havaitaan yhteys aivan alussa mai-
nittuun fysikaalisten ilmididen matemaattisen mallin perusstruktuuriin, katso kuva
1.2. Téassé siis matriisi B valittaa diskreetissé muodossa kinemaattisen yhteyden;
matriisi D vastaavasti materiaalilain ja koska kyseessé on itseadjungoitu yhtalo B
on tasapaino-operaattorin diskreetti vastine.
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Mikéli otaksutaan k vakioksi elementin alueella ja kiytetddn lineaarisia interpo-
laatiopolynomeja (3.32), saadaan jaykkyysmatriisiksi (tai johtavuusmatriisiksi)

ok 1 -1
KU:W{_1 1]. (3.43)

Kvadraattista interpolaatiota (3.18)

(@) = (@) =Y Ni(€(@)ui = Ni(€ur + Na(§)uz + Na(§)us
= Le(e— T)up + (1 — E2)uy + L6(1 + )ug (3.44)

kiytettaessa saadaan jaykkyysmatriisiksi

) 7 -8 1
K<6>:W -8 16 -8 |. (3.45)
-8 7

Mikali kiytetdén hierarkista kantaa (3.20) saadaan yksinkertainen jaykkyysmat-
riisi, jossa ensimméinen 2 x 2 lohko on identtinen matriisin (3.43) kanssa ja ortogo-
naalisuuden (3.30) perusteella tulee sisdisten muotojen kontribuutioksi vain diago-

naalitermit
[ 1 -1 00 0
-1 1 00 0
KO _ k 0 020 0 (3.46)
hle) 0 0 0 2 0 :
0O 00O 2

Esimerkki 3.2 Mikdli kuormitustermi on f(x) = —f.(xz/L)In(x/L) (f. on
vakio) ja lammédnjohtavuus k on vakio koko alueessa (0, L), niin mddritd ldm-
potilajakauma malliprobleemalle, kun alue jaetaan tasavdlisesti kolmeen line-
aariseen elementtiin. Mdadritd likiratkaisusta myos lampévuon arvot.

Kaikkien elementtien jaykkyysmatriisit ovat samanlaisia, koska k on vakio ja
elementit ovat yhté pitkii. Ne saadaan yhtlosta (3.43) sijoittamalla h(€) =
L/3. Systeemin globaali jaykkyysmatriisi kootaan, kun ensin identifioidaan
paikallisia vapausasteita vastaavat globaalit vapausastenumerot:

elem. 1 elem. 2 elem. 3

paikalliset vapausasteet 1 2 1 2 1 2
globaalit vapausasteet - 11 2 2 -
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Globaalin eli rakennekoordinaatiston jaykkyysmatriisin alkiot ovat siten:
Kin=KY+K2, Ko=KZ2, Ky=K3+KY, (3.47)

johon sijoittamalla arvot saadaan

3k | 1+1 -1 3k 2 -1
K =2 - . 3.48
L -1 141 L [ -1 2 ] ( )
Kuormitusvektorin termit ovat
A=+ fa= P ¥, (3.49)

jossa yksittaiset alkiot ovat

1

m_ _%ch/_l B+ G+ 30+9ds,  (3.50a)
O =-trn [ Gerhmlerhia-ga @
O =ar [ GerhmierDiaroa 60
O=-irr [ GerhmlerDio-9a @

jossa on kiytetty yhtdlon (3.9) kidédnteistd muotoa
T = %h(e)f +z®. (3.51)

Suorittamalla integroinnit saadaan kuormitusvektoriksi ja ratkaisuksi

0.11197
- L 3.52
f { 0.08539 }fc (3.52)
L2 1 0.11197
= = Kl'f=_— L
v f 9/<:[1 2]{0.08539}fc
0.034371 L2
_ JeL” (3.53)
0031417 (&

Tarkka ratkaisuhan on

f.L? < x > < x > 2 x 5 5
=—|= — In—— - — .54
we) =g \2)|\z) "z %) *5) (3:54)
ja alla olevassa taulukossa on vertailtu analyyttisen ja elementtimenetelmén

antamia tuloksia tietyissd pisteissi (kerrottava tekijalld f.L?/k), katso myos
kuvaa 3.6.
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Kuva 3.6 Esimerkkiongelman tarkka ratkaisu (yhtendinen viiva)

ja elementtimenetelmélld laskettu (katkoviiva) kdyttden
kolmea lineaarista elementtia.

solmu 1 (/L =1/3) keskipiste (/L =1/2) solmu 2 (z/L = 2/3)

tarkka 0.034371 0.037643 0.031417
FEM 0.034371 0.032894 0.031417

Havaitaan, ettd elementtimenetelmén antamat tulokset yhtyvat solmupisteissa
tarkkaan ratkaisuun, eli elementtiapproksimaatio on tarkan ratkaisun interpo-
lantti. TAméan paremmin ei voisi kdydé&. Tietenkin asia herdttda heti kysymyk-
sen: “Miksi ndin?". Ratkaisu on yksinkertainen, kun havaitaan kéytettyjen in-
terpolaatiofunktioiden olevan ratkaistavan differentiaaliyhtdlén homogeenisen
osan yleinen ratkaisu. Lineaariset funktiot toteuttavat siis yhtélon

— k" =0. (3.55)

Téama havainto patee yleisemminkin. Mikéli elementin interpolaatiofunktioiksi
valitaan funktiot, joista voidaan konstruoida ratkaistavan differentiaaliyhtélon
homogeenisen osan taydellinen ratkaisu, saadaan solmupisteisséa tarkan ratkai-
sun arvot riippumatta siitd millainen kuormitustermi f on. Tuloksen on ensim-
maéisend havainnut ja todistanut tiettévésti P. Tong julkaisussaan [57] vuonna
1969. Selitys miksi homogeenisen osan tarkkan ratkaisun toteutuminen riittda
yritefunktioille on seuraava. Koska kuorma/lihdetermi diskretoitaessa siirre-
tadn pistekuormiksi solmuihin, on elementtimenetelmératkaisu oikeastaan ho-
mogeenisen osan ratkaisua kussakin elementissa erikseen. Mikéli nyt homogee-
nisen osan tarkka ratkaisu pystytddn konstruoimaan interpolaatiofunktioilla,
saadaan myos ratkaistavalle ongelmalle tarkat arvot juuri solmupisteissa, eli
elementin interpolaatiofunktiot ovat my6s tarkan ratkaisun interpolantteja.
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Kuva 3.7 Esimerkkiongelman l&mpovuon tarkka ratkaisu (yhte-

néinen viiva) ja elementtimenetelmalld laskettu (katko-

viiva) kdyttden kolmea lineaarista elementtié.

Valitettavasti téata strategiaa voidaan menestyksellisesti soveltaa vain yksidi-

mensioisiin ongelmiin ja niissékin usein vain vakiokertoimisiin tapauksiin.

Tarkastellaan vield lampovuon g = —ku’ jakautumista. Kéytetyssi element-

timenetelméapproksimaatiossahan tama
sisélla, eli

suure on nyt vakio kunkin elementin

1 k()
~(e) _ _1.(e) () _ (@) _ (e) _,
g\ =—k o) <u2 Uy >— @ <u1 Us ) (3.56)
Analyyttisesta ratkaisusta saadaan lampdovuolle lauseke
5 1 /x\2 z 1
a(@) = —fel [% +3(%) <1“z - 5)] - (3:57)

Elementtimenetelmén antamaa approksimaatiota lampovuolle on verrattu ana-

lyyttiseen kuvassa 3.7.

Esimerkki 3.3 Ratkaistaan luvun 2.3 esimerkkiongelma, eli probleema

— (ku')’

reunachdoilla u(0) = ug ja q(L)

—ku'

=/

(L) = 0 ja jossa k = k(x) = ko(1 +

(3.58)

x/L) ja kuormitustermi f = BukoL™2 on vakio (8 on dimensioton vakio).

Materiaaliparametrille k£ voidaan ottaa elementin alueella lineaaristen interpo-

laatiofunktioiden avulla ilmaistu lauseke
k(&) = kiN1(§) + kaN2(§) =
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jossa ki, ko ovat k:n arvot elementin pédtepisteissi. Sijoitettaessa tdmé ele-
menttimatriisin lausekkeeseen saadaan
dN; dN;

@_ 1 [
K" = w/l [k1 + ko + (k2 — k1) €] d d—gd'f- (3.60)

Kaytetdan aluksi kahta lineaarista elementtid. Elementin jaykkyysmatriisiksi
saadaan siten

:k‘1+k‘2

(e)
K 2h(e)

1 -1
. 3.61
Sijoittamalla arvot saadaan kyseisen ongelman elementtien osuuksiksi

5k, 1 -1 7k 1 -1
KO =20 K® - 70 62
2L | =1 1|’ 2L | -1 1|’ (3.62)

FO @ 1 { 1 }fL_ (3.63)

Kokoamalla yhtalot saadaan systeemi

5 =5 0 UQ 1
ko 1 1 Buoko
B _ = = L == .64
oL 5 12 7 U9 7 2 »f 7 2 7 (36 )
0 -7 7 U3 1 1

josta ratkaisu on

up | 2 (7T 7 1) 2 5) 1 IREEY:
S R R Gt B e
(3.65)

Ratkaisu on piirretty kuvaan 3.8.

Ratkaistaan tehtéva viela kayttden yhta kvadraattista elementtid. Elementti-
matriisin alkiot ovat

K9 = h?a) /_11 Lk + ko + (ks — k1)) [3(26 — 1)) de = H%L%flﬁ
Ky = % /11 Lk + ky + (ko — 1)€) 3(2€ — 1)(—2€)dg = ‘%Qh%jkz’
Kjg = % /_11 3 et + ko + (ko — k1)€] (26 — D3 (1+ 26)de = kéji;]?’
K = o / 11 ks + o (ka — k)€ (~2)3(1 + 26)dg = - 2L
Ky = hi) /_11 L1+ ko + (R — k1)€] [3(1+26)) " dg = W
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2 T |
analyyttinen —
1.8 - 1 kvadr. elem. - - - i
' 2 lin. elem. >$— e
. 16F = -
U e
O g4t B
12+ .
/.//.
1 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L
Kuva 3.8 Esimerkkiongelman tarkka ratkaisu (yhtenéinen viiva)

ja elementtimenetelmalld laskettu (katkoviiva) kiyttden

kahta lineaarista tai yhta kvadraattista elementtia. Rat-

kaisut vakion ( arvolla § = 2.

jossa ky ja ko ovat k:n
vektori on vastaavasti

79

(e)
2

£

arvot elementin péatepisteissd. Elementin kuormitus-

Yhtélosysteemiksi saadaan

710 1
6 3 2
@ _ 10 8 _u
3 3
Ll v 1 2
2 3 6

josta ratkaisu on

B

[S

U2

=o|

u3

1
= 3/ / 36 = 1dg = §7h, (3.67a)
1
= 4 [ (- e =3, (3.67h)
1
= 3/ /_ 360+ 9dg = 3. (3.67¢)
Ug 1
uy p=18 4 Y fL=1 ﬁ%@,@%)
us 1
5 & RS

SICHREYES

1+ %8

}UO-
(3.69)

Tamékin ratkaisu on piirretty kuvaan 3.8. Ratkaisu on tietenkin identtinen ku-

vassa 2.1 olevan Galerkinin menetelmén ratkaisun kanssa. Huomaa, etté yhdel-

14 kvadraattisella elementilld laskettaessa saatiin parempi tulos kuin kahdella

lineaarisella elementilla.

Lasketaan tehtavé vield kiyttden yhtd elementtid ja hierarkista menettelya.
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27

Demonstroidaan asiaa kiyttamalla vain kvadraattista kuplamuotoa. Interpo-
laatiopolynomit ovat siten

N=l1-¢, N=1(1+¢, N=¥E@-1, (370

ja niiden derivaatat £:n suhteen

My ANy AN g

dg o dg T dg .

Koska materiaalivakio (lammonjohtavuus) k on paikkakoordinaatin funktio,
ei hierarkisen muodon ortogonaalisuus (3.30) toteudu. Laskettavana on siten

termeja
K = o [ A b -k (-3 = -V,
Ky = hfe) / llé[kl+k2+(k2—k1)£]%§£d£=%,
K = /1%[k1+k2+<kz—k1)ﬂ(ﬁs)ngzklhfe)’”,
17 = hme / SP(E = 1)de = =R IR, (3.72)

Mikali £ muuttuu lineaarisesti, on jaykkyysmatriisi hierarkista kvadraattista
muotoa kayttéville elementille seuraava

ki + k 1 -1 % ks — k
K T2 -1 1 @a jossa o= 2 1, (3.73)
2h(e) VI ; k1 + ko

vastaten solmupisteparametreja uge), uge), Au(()e). Sijoittamalla probleeman ar-

vot saadaan

I uo L

33 W wy =14 1} Bu, (3.74)
) NG

R A -5

josta ratkaisu on

U2 3 _V¥6 %
PSR I (S ER T
14+ 2
_ { _*éf }uo. (3.75)

Elementin solmun 2 arvo yhtyy tavanomaisella parabolisella elementillé las-

5
ol

kettuun tulokseen, kuten pitadédkin. Tarkistetaan vield elementin keskipistessa

u:n arvo, joka tulee nyt olemaan
ﬁ(%L) = Nl(O)ul + NQ(O)UQ + Ng(O)Augl)
= Jug + L1 + 2 B)up — Y8Bup(—¥2) = (1 + &£B)up. (3.76)
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Téamékin tulos on sama kuin tavanomaisella parabolisella elementilld lasket-
taessa saatu keskisolmun arvo.

Mainittakoon vieléd, ettd koska interpolaatiopolynomeista ei nyt voida kon-
struoida ratkaistavan ongelman homogeenisen osan yleista ratkaisua, eivét sol-
mupistearvot ole tarkkoja.

Esimerkki 3.4 Ratkaise elementtimenetelmalld stationddrinen 1-dimensioinen
diffuusio-konvektioyhtdld

— k" + pevid = f, u(0) =0, u(L) =0, (3.77)

kun k, p,c,v ja f ovat positiivisia vakioita. Kdaytd kolmea lineaarista elementtid
ja suorita ratkaisu Pécletin luvun P = pevL/k arvoilla P = 10 ja P = 100.

Kerrotaan differentiaaliyhtélo painofunktiolla 4 ja integroidaan alueen yli. Pai-
nofunktioiden on toteutettava homogeeniset reunaehdot, silla funktion u arvot
on annettu kummassakin péadssid. Suoritetaan ns. diffuusiotermin osittaisin-
tegrointi, jossa sijoitustemi hévida painofunktiolta vaadittavien reunaehtojen

perusteella, eli

—k /0 ' a(2) (z)dz + pev /0 ! a2 (x)dr = /0 ' a(z) fdz,

L L L
= k:/ o (z)u (z)dz —|—pcv/ (x)u (v)dr = / (x) fdx.(3.78)
0 0 0
Elementtimenetelméssa otaksutaan elementin alueella interpolaatio

u=">" N, (3.79)

ja Galerkinin keinossa painofunktioille valitaan sama kanta, eli 4; = IN; . Teh-
tdvan variaatiomuodossa on korkeintaan ensimmaéisen kertaluvun derivaattoja,
joten Cp-jatkuvuus on riittdva. Lineaariset interpolaatiofunktiot ovat

Ni(§) =3(1-€), Na() = 5(1+). (3.80)

Siirretdéin tarkastelu elementin alueella paikalliseen &-koordinaatistoon, jolloin

on huomattava, etta
4 _2d
dr  hd€’

missé h on elementin pituus. Téten elementin jaykkyysmatriisille ja kuorma-

dr = Bd¢  ja (3.81)

vektorille saadaan kaavat

T2 X2
KZ(]@) — k:/ Ni7$Nj7$dx+pcv/ N;Nj pdx (3.82)
1 1
_ %[ NIN'de + 1 N;N'de¢ (3.83)
I PR pev | s '
e hof!
f@'() _ 5/1N,~fd§, (3.84)
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jossa pilkku symbolin oikeassa yldkulmassa merkitsee nyt derivointia paikalli-
sen &-koordinaatin suhteen. Merkitadn jaykkyysmatriisin osia

2% 1 1
-1 -1
A matriisi on jo entuudestaan tuttu, ja se on
k 1 -1
A:E[—l 1]. (3.86)

Matriisi B saadaan integroimalla termit

1

Bu = pov [ 30 - (4 = —peok [ (1= €0d€ = —dpen
1
By = peo [ 404t = e
1 1
B = pev [ H0+O(=hde = —pev} [ (14 g =~
1
By = pcv/1%(1+£)%d£: Lpev. (3.87)

Elementin jaykkyysmatriisi on siten

k 1 -1 pcv | —1 1
K - L : 3.88
I E o ey B
Huomaa, ettd kulkeutumistermid vastaava elementtimatriisi B ei riipu ele-
mentin pituudesta.

Tehtévassa pyydettiin jakamaan alue kolmeen yhtépitkddn elementtiin, joten
h = L/3 ja kaikilla elementeilla on sama jaykkyysmatriisi

3k 1 -1 pcv | —1 1
K = 2% L =1,2,3. .
L[—l 1]+2[_11], e ,2,3 (3.89)

Otetaan kiyttoon dimensioton Pécletin luku P = pcvL/k, josta k/L = pcv/P,
jolloin elementtien jéykkyysmatriisiksi saadaan

1 -1 pcv | —1 1
— =1,2,3. 3.90
ol s o

3pcv
P

K —

Koko rakenteen yhtéaloryhméksi saadaan

et xd ) (e
2 2 3 - 2 3 . .
KRR L [T U

Ratkaistaan tehtéva ensin Pécletin luvulla P=1. Yhtaléryhméksi saadaan

u9 1 1
pcv[_ ]{ug}zg{l}fL’ (3.92)

[SIENIaN
o Nl
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josta ratkaisuksi saadaan us = %fL/pcv ~ 0.1040f L/pcv ja ug = %fL/pcv
~ 0.1223fL/pcv.

Vastaavasti Pécletin luvulla P = 10 yhtéaloryhmé on

EDIEITH P

josta ratkaisuksi saadaan uy = %fL/pcv ~ 0.2564fL/pcv jaug = %fL/pcv ~
0.8974f L/ pcv.

Pécletin luvulla P = 100 kulkeutuminen eli konvektio dominoi ratkaisua ja
yhtaloryhmaéksi saadaan

pcv 6 47 ug | 1)1
ﬁ[—&a GI{U3}_3{1}‘ICL’ (3.94)

josta ratkaisuksi saadaan uo = —%flz/pcv ~ —0.5408fL/pcv ja uz =

%flz/pcv ~ 0.7783fL/pcv.

Ratkaisu alkaa siten heittelehtié, eli numeerinen ratkaisumenetelmé on epés-
tabiili kyseiselle tehtévalle suurilla Pécletin luvun arvoilla. Edella esitetyt ele-
menttimenetelmératkaisut on piirretty analyyttisten ratkaisujen kanssa ku-
vaan 3.9.

Ratkaisun epéstabiilius voidaan valttda kiyttamalld reunahiirion luona ti-
hedmpéd elementtiverkkoa, tai ottamalla kiyttoon erilaiset painofunktiot, jot-
ka ottavat huomioon tehtédvan luonteen. Tata selvitetdédn seuraavassa kappa-
leessa.

3.4 Diffuusio-konvektioyhtdlon numeerinen ratkaisu

Kuten esimerkkiné lasketusta yksidimensioisesta diffuusio-konvektiyhtélosta havai-
taan, toimii standardi elementtimenetelméaformulaatio (eli Galerkinin menetelm4)
huonosti, kun konvektion osuus on hallitseva diffuusioon verrattuna. Ongelmalle
on esitetty useita parannusehdotuksia ja seuraavassa tarkastellaan esimerkinomai-
sesti keinotekoisen diffuusion lisdamistd yhtaloon, joka on ekvivalentti toispuoleisen
(ylavirta) differenssimenetelmén soveltamiseen ongelman aiheuttavaan konvektioter-
miin. Samalla tuodaan esille elementtimenetelmén ja differenssimenetelmén vélinen
yhteys kyseisessd esimerkkitehtavissa.

Tarkastellaan nyt elementtimenetelmalla muodostettuja diskreetteja yhtaloita.
Otaksutaan, etté ratkaisualue on jaettu yhtépitkiin lineaarisesti interpoloituihin ele-
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upcvy
fL
04 F s
-0.6 | . X | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/L
Kuva 3.9 Tasavaliselld kolmen lineaarisen elementin verkolla rat-

kaistu diffuusio-konvektioyhtdlé Pécletin luvun arvoilla
P = pcvL/k = 1,10,100. Analyyttiset ratkaisut on piir-
retty kuvaan yhtendisella viivalla.

mentteihin, joiden pituus olkoon h. Systeemin tasapainoyhtdlé on siten muotoa

2 -1 0 0 - | 0 1 00 -1\ [ wm 1
-1 2 -1 o --- -1 0 10 U 1
L I T S O I B R R ug N\ —fpd 1
Mo 0 -1 2 21 0 0 -10 " 1
) ] ) ) (3.95)
Téaten mielivaltaista sisdpistetta ¢ vastaava yhtalé on muotoa
k pcu
ﬁ(—uiﬂ + 2u; — uiq) + ﬁ(um —ui1) = f, (3.96)

jossa vasemmanpuoleinen sulkulauseke on operaattorin —d?/dz?* keskeisdifferens-
siapproksimaatio ja oikeanpuoleinen sulkulauseke vastaavasti keskeisdifferenssiap-
proksimaatio operaattorille d/dz. Johtopaétoksend voitaisiin siten todeta tavan-
omaisen elementtimenetelmén ottavan huonosti huomioon kyseisen ongelman eri-
tyispiirteen, eli kulkeutumisen. Kun kulkeutuminen eli konvektio on hallitseva joh-
tumiseen eli diffuusioon verrattuna (pcv > k/h), ei alavirran puolella olevien pistei-
den i+ 1,72+ 2, ... merkitys ratkaisuun ole tietenkdan sama kuin ylavirran puoleisten
pisteiden ...i — 2,7 — 1, silld “informaatio” tulee ylavirran suunnasta. Jotta asia kor-
jaantuisi ja numeeriseen ratkaisumenetelméén saataisiin enemmén painotusta yla-
virran puolelle, lienee soveliasta kiyttda konvektiotermille toispuoleista differenssi-
lauseketta
d 1

dr ﬁ(uz — Uj-1), (3.97)
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tai jollain tavalla kombinoitua versiota keskeis- ja ylévirtadifferenssilausekkeista

11—«

(s = i) 55

(Wit1 — wi—1), (3.98)

>0

d
dx
jossa a € [0, 1] on parametri, jonka optimaalinen arvo arvattavastikin riippuu Pécle-
tin luvusta P. Optimaalisella arvolla voidaan téssd yhteydessd tarkoittaa arvoa,
joka tekee numeerisesta menetelmésté stabiilin (ei heilahteluja) seké on kyseisella
interpolaatiolla mahdollisimman tarkka.
Yléavirtadifferenssilauseke (3.97) voidaan kirjoittaa muotoon
(s = i) = 5o ) g (w2 i), (399
7\ = Ui—1) = 57 (Uip1 — Ui 57 VU Ui — Ui-1), .
3 1 o, Uit U5y +1 1
eli ensimméisen derivaatan keskeisdifferenssilausekkeeksi ja verkkoparametrista h
riippuvan toisen kertaluvun differentiaalioperaattorin
h d?
= 3.100
2 dx? ( )
keskeisdifferenssilausekkeiden summaksi. Differenssikaava (3.98) voidaan vastaavasti
kirjoittaa muodossa

d 1

(8}
% ~ %(Uiﬂ — ui71> + _<_ui+1 + 2u; — uifl)u (3-101)

2h

jolloin alkuperéinen differenssiyhtél (3.96) muuntuu muotoon

k + fapcoh cv
2h2 (=it + 2u; — i) + p2—h<ui+1 —ui—1) = f, (3.102)

joka siis vastaisi keskeisdifferenssimenetelmén tai tavanomaisen elementtimenetel-
man soveltamista yhtaloon

— (k+ apcvh)u” + pevu’ = f. (3.103)

Toisin sanoen ylavirtapainotus metkitsee tavanomaisen elementtimenetelmén pai-
nofunktioilla keinotekoisen diffuusion lisdamisté, eli lammonjohtavuuden lauseketta
kasvatetaan verkkoparametrista h riippuvalla lausekkeella: £k — k + %apcvh. Yh-
talostd (3.103) voidaan havaita sithen perustuvan numeerisen menetelmén olevan
konsistentti alkuperaisen differentiaaliyhtélon

— ku" + pevu’ = f (3.104)

kanssa, eli elementtiverkkoa tihennettéessé (h — 0) yhtélo (3.103) ldhestyy yhtaloa
(3.104).
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Analysoidaan nyt hieman differenssilausekkeita (3.96) ja (3.98). Aloitetaan lausek-
keesta (3.96) johon sijoitetaan yrite u; = A\’. Kahden vierekkiisen pisteen i ja i + 1
lausekkeet ovat siten

. S h 4 fh?

_ )\ 42N — pm! + pcv ()\lJrl _ )\271) = —

2k ko

, , ‘ h .. < h?
_)\Z+2 4 2)\2+1 o )\Z + p;l]; ()\ZJFQ _ )\Z) — fT (3105)

Viahennetdan alempi lauseke ylemmésta ja merkitddn diskreettia Pécletin lukua
P, = pcvh/k, jolloin jakamalla puolittain termilld A~! saadaan yhtilo

(1=2P )N+ (AP =3+ (AP +3)A—(1+1ip) =0. (3.106)
Helposti havaitaan yhden juurista olevan A = 1, jolloin jéljelle jaa polynomiyht&lo
(1—-1P)N =2\ + 1+ 1P, =0, (3.107)

jonka juuret ovat A =1 ja A = (14 3P,)/(1 — 1 P,). Jotta numeerisessa ratkaisussa
ei esiintyisi epéfysikaalista oskillointia on kaikkien juurien oltava positiivisia, joten
saadaan ehtoyhtalo

2k h 2k 2

P<?2 = hi<— = =< = —. 3.108
" pcu L  pcwl P ( )

Esimerkkimme tapauksessa P = 10 saavutettaisiin heilahtelematon ratkaisu kaytta-
malla vahintdén viittd elementtia.
Ylavirtapainotteisen differenssilausekkeen (3.98) tapauksessa analyysi on aivan
vastaava; korvataan vain P, lausekkeella P,/(1 + 1aP,), jolloin saadaan ehtoyhtils
P, 2 2
<2 = a>l-2, ae=1-—. (3.109)
1+ 5aPb, Py Py
Mikéli nyt a-parametri valitaan oheisen epéayhtdlon mukaisesti, saadaan kaikilla ver-
kontiheyksilla stabiili ratkaisu.
Voidaan osoittaa, ettd valitsemalla

Qopt = cOth(3P,) — % (3.110)
h
saadaan kyseisen vakiokertoimisen yksidimensioisen diffuusio-konvektioyhtélon (3.104)
tapauksessa u:lle solmupisteissé tarkka ratkaisu. Parametrin « kriittinen (3.109) ja
optimaalinen arvo (3.110) on piirretty kuvaan 3.10 diskreetin Pécletin luvun funk-
tiona.

Useampiulotteisessa tapauksessa on keinotekoista diffuusiota lisdttava vain vir-
tauksen suunnassa. Talloin ei numeeriseen menetelméaén aiheuteta ns. valediffuusio-
ta virtausta vastaan kohtisuorassa suunnassa. Galerkinin menetelmia voidaan sys-
temaattisesti soveltaa, mikéli painofuntiot valitaan ylavirtapainotteisesti kuvan 3.11
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Kuva 3.10 Keinotekoisen diffuusion voimakkuuden maérdédvan parametrin
kriittisen (o, ---) ja optimaalisen arvon (ay, ——) riippuvuus
diskreetistd Pécletin luvusta P,

mukaisesti, jolloin puhutaan Petrovin-Galerkinin menetelmésta erotukseksi tavan-

omaisesta Galerkinin menettelysté, jota nimitetddn Bubnovin-Galerkinin menetel-

miksi.! Konvektio-diffuusioyhtilon tapauksessa hyvin toimivan menettelyn nimi ko-

ko komeudessaan olisi: virtaviiva-ylavirta-Petrov-Galerkin (engl. SUPG = Streamline-
Upwind-Petrov-Galerkin) menetelmi.? Kuvassa keskell esiintyviit painofunktiot voi-

daan laskentateknisesti korvata helpommilla epdjatkuvilla painofunktioilla. Téalloin

joudutaan elementtien reunoilla tapahtuvat painofunktioiden hypyt ottamaan huo-

mioon ratkaisuyhtéloissa. Asiasta kiinnostuneelle lukijalle suositellaan tutustumista

artikkeleihin [14], [55] ja niiden l&hdeviitteisiin.

Epéyhtélostd (3.109) havaitaan, ettd menetelmé on aina stabiili mikéli valitaan
a = 1. Tama on jarkevad ainoastaan hyvin suurilla Pécletin luvun arvoilla, silla ky-
seinen tapaus vastaa toispuoleisen differenssiosaméarén kayttoa, joka on tarkkuudel-
taan vain ensimmaisté kertalukua (keskeisdifferenssimenetelmén tarkkuus on toista
kertalukua) Tédméan voi lukija todeta laskemalla esimerkkitehtévin Pécletin luvun
arvolla P = 1 kiyttamaélla keinotekoista diffuusiota ja parametrin arvoa a = 1 ja
vertaamalla laskettuihin standardin Galerkinin menetelmén antamiin tuloksiin.

Mainittakoon vield, etté diffuusio-konvektioyht&loon, jonka vakiokertoiminen yk-
sidimensioinen muoto on esitetty yhtdlossa (3.104), ei voida liittaa fysikaalisesti mie-
lekéistd funktionaalia, jolla olisi minimiominaisuus ja jonka Eulerin yhtalo se olisi.

1 I.G. Bubnov (1879-1919): Veniildinen insinoori, joka sovelsi painotettujen jifinnésten menet-
telyé elastisuusteorian yhtéloiden likiratkaisuun 1913 ja menettelyn yleisti Pietarissa vaikuttanut
B.G. Galerkin (1871-1945) vuonna 1915. G.I. Petrov (1912-7) yleisti Galerkinin menettelya 1940
siten, ettd painofunktioina voidaan kayttéda eri funktioita kuin interpolaatiofunktioina.

2Kutsutaan myds virtaviivadiffuusiomenetelméksi.
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72— 1 7 7+ 1

(b)
virtaussuunta ,\ °

—

Kuva 3.11  Solmuun ¢ liittyvéit (a) tavanomaisen Galerkinin menetelmén paino-
funktiot, (b) Petrovin-Galerkinin menetelmén optimaaliset paino-
funktiot ja (c) laskentateknisesti edulliset Petrovin-Galerkinin me-
netelmén epéajatkuvat painofunktiot.

3.5 Stabiloidut formulaatiot

Petrovin-Galerkinin keinossa painofunktioita muuttamalla saadaan diffuusio-konvektio-
yhtélon numeerinen ratkaisu stabiiliksi. Toinen tapa on taydentaéd standardi Galer-
kinin (Bubnov-Galerkin) menetelméé sopivilla funktioilla, jotka téssé esityksessa
rajataan vain lokaaleiksi, kunkin elementin sisilld vaikuttaviksi polynomeiksi.

Diffuusio-konvektioyhtalon numeerisen ratkaisun ongelmat esiintyvét, kun rat-
kaisun luonnetta hallitsee konvektio. Talloin ratkaisussa voi esiintya hyvin pienille
alueille keskittyvid reunahéirioitd. Toisin sanoen ratkaisun luonnetta karakterisoi
kaksi mittaskaalaa, pitkin skaalan pituus on ratkaisualueen dimension luokkaa ~ L
ja lyhyen, reunahdirion leveys vain ~ Lln P/P, katso esimerkkia 1.1. Voidaankin
paatelld, ettd mikéli elementin koko on paljon ratkaisulle olennaista reunahéirion
mittaskaalaa pienempi, ei standardi Galerkinin keino pysty sitd kunnolla ratkaise-
maan.

Stabiloiduissa formulaatioissa tuo “ratkaisematon” mittaskaala pyritdan vangit-
semaan paikallisesti elementin alueella méaritellyilla kuplamuodoilla. Tarkastellaan
stationdérista diffuusio-konvektioyhtaloa (1.40):

—ku" + pevu' = f, u(0) =u(L) =0, (3.111)

ja symbolien merkitys on kuten esimerkeissd 1.1 ja 3.4. Merkitdan kenttayhtalon
jaannosta eli residuaalia symbolilla R, eli

R(u) = —ku" + pcvu’ — f, (3.112)
joka tietenkin hévidd identtisesti mikéli w on yhtdlon (1.40) ratkaisu. Stabiloitu
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formulaatio saadaan kun alkuperéiseen heikkoon muotoon

L L L
k:/ ﬁ'ﬂ’dw+pcv/ i’ dx :/ afdx, (3.113)
0 0 0

lisdtdan sopivasti painotettu jaannos- eli residuaalitermi, esimerkiksi

L L n L
k / W't dx + pev / iildr +) / 7 (—ki” + pevit!) R(@)dx = / afdz,
0 0 o1 1) 0

(3.114)
missé 7 on ns. stabilointi tai viritysparametri. Summalauseke korostaa termien ele-
menttikohtaisuutta ja kiytettidessd esimerkiksi lineaarisia interpolaatiofunktioita on

~ 11 /-

o’ = 0 kunkin elementin alueella.

Ottamalla kiayttoon lyhennysmerkinté
L(u) = —ku" + pcvu (3.115)

diffuusio-konvektioyht&lon operaattorille, voidaan variaatioformulaation (3.114) sta-
bilointitermi kirjoittaa muodossa

S— 22 /I FL(0) R()dz. (3.116)

(e)

Toinen yhtd mahdollinen vaihtoehto olisi
S=- / TL*(4)R(u)dz, 3.117
> ), E R (3.117)

missd L* tarkoittaa operaattorin L adjunganttia, eli diffuusio-konvektioyhtélon (1.40)
tapauksessa L*(u) = —ku” — pcvu'.
Variaatiomuoto (3.114) voidaan kirjoittaa muodossa

L L L
k/ w'u'dx + pcv/ wi'de + S = / ufdz, (3.118)
0 0 0

missé stabilointitermi S on joko yhtdlon (3.116) tai (3.117) mukainen. Tédten stan-
dardi Galerkinin menetelméén vain lisdtéddn “sopivia” termeja.

Tarkastellaan seuraavassa miten edelld esitettyihin stabiloituihin formulaatioihin
paadytaan rikastuttamalla elementtiapproksimaatiota u elementtikohtaisilla kupla-
muodoilla, sekd miten stabilointiparametrin 7 arvo voidaan maérittaa.

Lisdtaén lineaariseen interpolaatiofunktioiden muodostamaan yritefunktioon ele-
menttikohtaiset kuplamuodot, joten approksimaatio on

U=1u, + u,, (3.119)
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missé alaindeksi L viittaa interpolaation lineaariseen ja B kuplamuoto-osaan. Sijoi-
tetaan yrite (3.119) Galerkinin variaatiomuotoon (3.113), jolloin saadaan

L L L
k:/o (a) + ) (v, +ul))de + pcv/o (a, + ) (u, +u ) )de = /0 (4, +0,)fdx.
(3.120)

Koska testifunktiot ovat mielivaltaisia homogeeniset reunaehdot toteuttavia funk-
tioita, valitaan ensin 4, = 0, jolloin ryhmittelemalla saadaan

Z /1(e> (k' W'+ peviu) doe = Z/j (4, f — ki' v — pevipu’) do
e=1 e=1

(e)

:Z/()QB (f+ku", — pcvd) do (3.121)
e=1 71

= —Z/ i, R(u, )da.
e=1 1)

Tama voidaan ratkaista kuplamuotojen u, suhteen, ja merkitdan ratkaisua symbo-
lisesti

u, = M,(f — Lu,), (3.122)

B

misséd M, on lineaarinen operaattori. Sijoittamalla ratkaisu (3.122) heikkoon muo-
toon (3.120) ja asettamalla nyt 4, = 0 saadaan

L L L n
k;/o u v dr + pcv/o U, v de = /0 i, dr — Z/I(e) (@ u!, + pevi, o)) da
e=1
L n
— /0 fLLfd:erZ/ (k" + pevit! ) u,dx

e=1 1(e)
o A O IR AT ORI
L n
:/0 quHZ;/mL (i, )M, [R(u, )] do

(3.123)

Havaitaan, ettd saadaan muotoa (3.117) oleva stabilointitermi ja ettéd stabilointipa-
rametri 7 madraytyy jollain tavalla operaattorista M.
Miké on operaattori M, 7 Tarkastelemalla kuplamuodon ratkaisuyhtéloa (3.121),
joka on siis
—ku! + pevu, = —(L(u,) — f), alueessa 1 (3.124)

reunachdoilla uB(xge)) = u, (xge)) = 0. Havaitaan, ettd M, maéarittelee diffuusio-

konvektioyhtdlon Greenin funktion G(x, &) elementin alueella.
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68 LUKU 3. Johdatus elementtimenetelmaéin

Elementtikohtaisen kuplamuodon ratkaisu voidaan siten kirjoittaa Greenin funk-
tion G(z,€) avulla seuraavasti

W)= [ 6wl - L, () de (3.125)

Elementtikohtainen Greenin funktio on taas diffuusio-konvektioyhtdlon ratkaisu pis-
temaiselle limmonlihteelle kohdassa & € I(©):

— kG"(2,6) + pevG'(z,6) = 6(x — ), alueessa [ (3.126)
homogeenisin reunachdoin G© (2, ) = G© (2, £) = 0.

Tarkastellan elementin (e) osuutta stabilointitermiin

S=— Zl /I . L*(4, )M, [R(u,)] dx (3.127)

yksityiskohtaisesti. Kaytettdessé lineaarisia interpolaatiofunktioita péatee

R(u,) = pevu, — f = fi = vakio, (3.128a)
L*(a,) = —pcvt, = f, = vakio, (3.128b)

jolloin stabilointitermista saadaan

S = —f2/ M, (f)dx = — fzdxi M, (f1)dx (3.129)
1 1 he) Jre
jolloin vertaamalla tatd muotoon (3.117) saadaan
T = h%e) ” M, (f1)dz. (3.130)
Yhtélon (3.124) mukaan seuraa siis
M, (fr) =0, (3.131)
missd b(®) on ratkaisu elementtikohtaiselle probleemalle
— k(O + pev () = f1, b2V = b (2l?) = 0. (3.132)

Stabilointiparametrin arvo saadaan siten kuplan b®) integaalina

1
_ (e)
e /m b dz. (3.133)

Ensi ndkemilta stabilointiparametrin (3.133) ratkaisu tuntuu yhté tyolaélta kuin
alkuperéisen ongelman ratkaisukin. On kuitenkin huomattava, etta stabilointipara-
metrin arvon laskennassa tarvittaan vain kuplamuodon integraalia, ja sitd varten voi-
daan elementtikohtainen ongelma (3.132) ratkaista likimééraisesti. Yhtélon (3.124)
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b B
|
xge) xllj xge) xge) xge)

Kuva 3.12 Néenndisesti jadnnokseton kuplamuotoehdokas.

toteuttavaa kuplamuotoa sanotaan jaannoksettomaksi kuplamuodoksi ja sen yhtéa-
16n (3.132) likiméariista kuplamuotoa b ndenndisesti jadnnéksettoméksi (englanniksi
“pseudo residual-free bubble”).

Ongelmana on nyt miten valita sopiva kuplamuoto. Otetaan kuplamuodoksi hat-
tufunktio Z~), jonka huippu asetetaan pisteeseen x;, € (a:ﬁ"”,xf)), katso kuvaa 3.12.
Miéritellddn b = BB, missd B on hattufunktio, joka saa arvon 1 pisteessa z;. On-
gelmana on nyt méarittda parametri § ja kuplamuodon huipun paikkakoordinaatti
Tp.

Tarkastellan nyt vain konvektion dominoimaa tilannetta jolloin elementin Pécle-
tin luku on suuri: Py, = pcvh/k > 1. Télloin voidaan yhtélosta (1.40) diffuusiotermi
pudottaa pois miltei koko aluessa. Rajatapauksenahan saadaan puhdas konvektio-
yhtélo, jonka ratkaisu reunaechdolla u(:cge)) = 0onu(z) = fr/(pcv), ja tita vastaava
kuplamuoto olisi kolmio, jossa reunalla xge) on hyppy, katso kuvaa 3.12b.

Stabilointiparametrin (3.133) arvoksi saadaan

1
o / gy — 1 (3.134)
R Je 2pcv

Tutkitaan nyt millaisen muutoksen variaatiomuodon (3.118) stabilointitermi (3.127)

S=— Zl /l . L*(4, )M, [R(u,)] dz (3.135)

tuottaa standardiformulaatioon ndhden. Kirjoitetaan residuaalin ja adjungantin lausek-
keet (3.128a) uudelleen nakyviin:

© _ ,©

R(u,) = pcvu’, — f = f, = vakio = pcquhW1 — f, (3.136)
uge) _ uée)

e (3.137)

L*(4,) = —pcvt, = f, = vakio = pcv

Elementtikohtainen stabilointitermi on siten
MO0
5@ =1 (ﬂge) - a?) pev—2——1— e L —fh (3.138)
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Stabilointitermilld on téten vaikutus niin elementin jaykkyysmatriisiin kuin elemen-
tin kuormavektoriinkin:

S(e) _ 2pCU ( ~(e) -4 )) ( (e) e)) 1h e)f ( U§E)>

y
1 { g ' { Uge) } 17(e) £ [ (e (e)
=5PCU4 (o) } o (T3S (ul — us ) : (3.139)
U U
missé P, = pcvh(®) /k elementin Pécletin luku. Téten tulos vastaa toispuoleisen diffe-
renssimenetelmén kiayttoa konvektiotermille, eli o parametrin arvoa o = 1 yhtéloissa
(3.98) ja (3.103). Menetelmé on siten hyvin stabiili, mutta mikéli diffuusion osuus
on merkitsevé, ei tarkkuus ole paras mahdollinen. T&ll6in kuplamuodon ratkaisussa
ei diffuusiotermia voi unohtaa.
Yht&lo (3.132) voidaan yksidimensioisessa ja vakiokertoimisessa tapauksessa rat-
kaista analyyttisesti. Talloin stabilointiparametrille saadaan lauseke

h(e) 1 L)
T=o (cotha — a) missd o = pC;k , (3.140)
tai elementin Pécletin luvun P, avulla ilmaistuna
h(©) 2 h
T = P, (coth P, — Fh) misséd P = ,Ocvk (3.141)

3.6 Yhteenveto

Luvussa kisiteltiin yksidimensioisessa tapauksessa elementtimenetelméan rakenneo-
sat. Elementtimenetelmén perustana olevan interpolaation konstruoimiseksi esite-
tddn sekd tavanomainen solmuihin sidottu- ettd hierarkinen kantafunktiojarjestel-
ma. Solmuihin sidottu kantafunktiojarjestelma toimii perustana ns. elementtimene-
telmén h-versiossa, jossa ratkaisun parantaminen tapahtuu elementtien lukumé&éa-
raa lisddamalld, eli pienentdmaélla elementn kokoa h. Hierarkinen kantafunktiojérjes-
telmd on pohjana p-elementtimenetelméssé, jossa ratkaisun paraneminen tapahtuu
padsadntoisesti interpolaatiopolynomin astetta p korottamalla. Hierarkisessa kanta-
funktiojdrjestelméssa interpolaation asteen korottaminen ei vaikuta alhaisasteisem-
piin kantafunktioihin, toisin kuin solmuihin sidotussa jarjestelmassa.

Elementtimenetelmén ongelmatapauksista esitelladn diffuusio-konvektioyhtald,
jossa toimiva elementtiaproksimaatio saadaan muuttamalla painofunktioita siten,
ettd probleeman luonne tulee paremmin huomioon otetuksi. Lisaksi esitetdédn stabi-
loitujen elementtimenetelmien perusteet.

3.7 Harjoitustehtavia

1. Suorita esimerkin funktion f(z) = 1+ z + 22 + 23 + 2* + 2% + 20 interpolaation
etsintd kdyttden Legendren polynomeja P, (z).
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2. Osoita interpolaatiofunktioiden rekursiokaava (3.27) paikkansa pitavéksi.
3. Totea polynomien 12(&),13(€),v4(§) (3.21) ortogonaalisuusominaisuus (3.30).
4. Johda palautuskaava interpolaatiofunktioiden ; derivaatoille.

5. Ratkaise esimerkkitehtéva 3.4 kiyttden yhtéa elementtid ja hierarkisia interpolaatio-
funktioita aina neljanteen asteeseen saakka.

6. Ratkaise esimerkkitehtévé 3.4 kiyttéden kolmea lineaarista elementtia. Konstruoi ele-
menttiverkko siten, ettd reunahéiriokohtaan tulevan elementin pituus on h&iriévyo-
hykkeen luokkaa, kaksi muuta elementtia voivat olla yhtapitkia.

7. Ratkaise stationaarinen 1-dimensioinen diffuusio-reaktioyht&lo
—ku" +cu=0, u0)=0,u(l)="1r,

kun k, ¢ ovat positiivisia vakioita ¢ = 82kL~2 elementtimenetelmilli, jakamalla alue
kolmeen yhtépitkdén lineaariseen elementtiin. Suorita laskelmat g:n arvoilla 1 ja 100.

Suorita laskelmat myos kayttden jaykkyysmatriisin termille

/ cuudzr

lumpattua muotoa. Matriisin lumppauksella tarkoitetaan seuraavaa:

air a2
—
a a2

Mita voit sanoa tuloksista?

ail + a 0
0 as + a

8. Ratkaise stationaarinen 1-dimensioinen diffuusio-konvektioyhtalo
—ku" + pevd' = f,  w(0) =u(L) =0,

kun k, p,c,v ja f ovat positiivisia vakioita. Ratkaise tapaus jossa suhde
P = pcvL/k = 100 seuraavilla keinoilla (kéyté lineaarisia interpolaatiofunktioita):

(a) Kéyté standardi elementtimenetelméé (Bubnov-Galerkin) ja jaa alue kolmeen
yhtépitkdan elementiin.

(b) Kuten edelld, mutta jaa alue kolmeen elementiin siten, ettd reunahéirion koh-
dalle oikeaan reunaan tulee kaksi 5L/100:n pituista elementtié.

(c) Jaa alue kolmeen yhtépitkdéan elementtiin ja kiyta ylavirtapainotteisia paino-
funktioita eli ns. Petrovin-Galerkinin menetelméé. Petrovin-Galerkinin mene-
telmén painofunktiot méaritelladn seuraavasti:

wpg = w + %ozhwm

misséd w on tavanomainen painofunktio ja vakio o mééritellaan lausekkeella

P,/6 kun P, <6, pcvh
1 kun P, > 6, k
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NPG’
Ny 2

NFPE Ny

Mité voit sanoa tuloksista?

9. Kuinka moneen tasapituiseen lineaariseen elementtiin ratkaisualue olisi jaettava jotta
standardi Galerkinin menetelmélld saataisiin heilahtelematon tulos edellisessé teh-

tavéssa?
10. Toista edelliset tehtavit kiyttden kvadraattista elementti.

11. Niyté, ettéi ratkaisemalla kuplamuoto b(¢) analyyttisesti yht#losté (3.132) paady-
tdan stabilointitermiin, joka on ekvivalentti optimaalisen ylavirtapainotuksen kanssa
(3.110).
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Luku 4

Elementtimenetelma tasoalueessa

Elementtimenetelmén yleistys useampiulotteisiin tapauksiin on sangen suora-
viivaista. Kaksidimensionaalisuus mahdollistaa erilaisia elementtigeometrioi-
ta, joista téssd luvussa esitetdén kolmio ja nelikulmio. Geometrian kuvaa-
minen mahdollistaa mielivaltaisten alueiden analysoimisen. Isoparametrisissa
elementeissd elementin geometriaa kuvataan samoilla interpolaatiofunktioil-
la kuin itse ratkaistavaa suuretta. Luvussa sovelletaan elementtimenetelmaa
kvasiharmoonisen yhtélon ratkaisuun.

4.1 Kvasiharmoninen yhtalo

Elementtimenetelméa olisi tuskin kehitetty alkua pidemmalle, jollei sen yleistaminen
useampiulotteisiin tapauksiin ja mutkikkaisiin geometrioihin olisi ollut mahdollista.
Tarkastellaan seuraavassa ns. kvasiharmonisen yhtélon

— V- (DVu)+cu=f (4.1)

ratkaisua elementtimenetelmalla. Talla yhtalolla on ndennaisesta yksinkertaisuudes-
ta huolimatta suuri merkitys fysikaalisten ongelmien mallinnuksessa. Taulukossa 4.1
on esitetty yhtélon (4.1) tarkeimpié sovellutusalueita ja suureiden merkityksid. Mi-
kili yhtdlon (4.1) kerroin ¢ on negatiivinen vakio ja lahdetermi f = 0, on yhtélo
ominaisarvotehtava, jota kutsutaan myos Helmholtzin yhtéloksi.

Otetaan esimerkkind kvasiharmonisesta yhtalostd lammon siirtymisté johtumal-
la kuvaava osittaisdifferentiaaliyhtélo, jossa lammonlédhde ei riipu lampdétilasta it-
sestddn (¢ = 0)

—V-(DVu)=f (4.2)

kaksidimensioisessa alueessa {2 reunaehdoilla

u = ug, reunan S osalla S, (4.3)

qg = gq,, reunan S osalla S
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Taulukko 4.1 Kvasiharmonisen yhtélon —V-(DVu)+cu = f sovellutusalueita.

Fysikaalinen Suureen Materiaali-
ongelma Suure tulkinta lain nimitys
lammonjohtuminen U lampotila q=—-DVu
(c=0) D lammonjohtavuudet = lampdvuo

f lammonlédhteen antoisuus Fourier
diffuusio U konsentraatio q=—-DVu
(c=0) D diffuusiokertoimet = vuo

f lahteen antoisuus Fick
suotovirtaus U hydraulinen korkeus q=-DVu
(c=0) D vedenldpaisykertoimet = virtavuo

f virtausldhteen antoisuus Darcy
st. sihkokentta U jannite q=—-DVu
eristeessa D permittiivisyys = sahkoévuon tiheys
(c=0) f sahkovarauksen antoisuus -
virtastationdari tila U jannite q=—-DVu
johteessa D sahkonjohtavuus virrantiheys
(c=0) f séhk6varauksen antoisuus Ohm
kitkattoman ja kokoon- U nopeuspotentiaali v=—-Vu
puristumattoman nesteen D=1 = nopeusvektori
pyOrteeton virtaus (¢ = 0) f virtausléhteen antoisuus (1)
kalvon taipuma U poikittainen taipuma
(c=0) D=1

f=p/S paine/kalvon jannitys
massiivipoikkileikkausten U Prandtlin jannitysfunktio
vapaa viaantd (¢ = 0) D =G 'T  G=leikkausmoduuli
(B. de St. Venant/L. Prandtl) f =26 0= vaantyméa
matalan veden seisova U aallonkorkeus perustilaan
aaltoliike (Seiche-aalto) D =hI h = veden syvyys perustilassa
f=0 c= 73%2 g = painovoiman kiihtyvyys

T varahdysliikkeen jaksonaika
akustiset vardhtelyt U paineen muutos perustilaan
=0 c=—(w/v)? w = aaltoliikkeen taajuus

v aallon nopeus véliaineessa

(1) ei ole materiaalilaki

Lampovuo g on yhteydessa lampotilan gradienttiin konstitutiivisen yhteyden

q=—DVu,

valitykselld. Yhtélo (4.2) voidaan siis kirjoittaa myds muodossa

vq:fu
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josta kertomalla painofunktioilla 4 ja integroimalla alueen € yli seuraa

/Qav-qu:/QafdA. (4.7)

Osittaisintegroimalla ja kiyttdmaélla Gaussin lausetta ensimméiseen termiin, saa-
daan muoto

iaq - nds — /Q(Vﬂ)quA: /QﬂfdA. (4.8)

Ottamalla huomioon se, ettd testifunktio hévidd reunan osalla S, (us = 0) ja
lampovuo on annettu reunan osalla S, (g = ¢q,) scké sijoittamalla yht&l66n materi-
aalilaki (4.5), paadytaan lopulliseen muotoon

/ (Vi)' DVudA = / UfdA — / g -nds, (4.9)
Q Q Sq

joka on yhtélon (4.2) heikko muoto. Otetaan kdyttoon elementtimenetelmén mukai-
nen kantafunktiojarjestelma N;(x,y), i = 1,...,n, misséd n on solmupisteiden luku-
madrd ratkaisualueessa. Funktio u ja painofunktio 4 voidaan kirjoittaa lineaarikom-
binaationa kantafunktioista NV; seuraavasti:

u = Nu, u= N, (4.10)

misséd pystyvektorit w ja 4 sisdltédvat w:n ja u:n vapausasteet, jotka ovat téssa ta-
pauksessa suureiden solmupistearvot koko alueessa (2. Kéytetdan gradienttioperaat-
torin diskreetille vastineelle merkintaé

B=VN. (4.11)

Suorakulmaisessa kaksiulotteisessa karteesisessa koordinaatistossa gradienttiope-
raattori on muotoa

o 01"
V=|+— — |, 4.12
| Oz Oy } (4.12)
jolloin
[0
~ N N
B=VN-=| % :[ x] (4.13)
—N N,
L Jy
Nyt heikko muoto (4.9) voidaan kirjoittaa muodossa
al / B"DBdAu — / NTfdA+ | N'q,nds| =0. (4.14)
Q Q Sq
Koska painofunktiot ovat mielivaltaisia, on oltava
/ BTDBdAu — / NTfdA+ | N'q,nds=0. (4.15)
Q Q Sq
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Koska elementtimenetelmén kantafunktiot ovat paikallisia vain elementin alueella
Q) masriteltyja funktioita, voidaan integrointi suorittaa elementeittéin ja merki-
taan elementin jaykkyysmatriisia

K = / BT"DBdA. (4.16)
Qle)

Osittamalla diskreetti gradienttimatriisi B elementin paikallisten solmujen mu-

kaan seuraavasti
B=|[B, B, --- B, |, (4.17)

voidaan diffuusioyhtélon heikko muoto lausua myos muodossa

N m
ZZ/Q B DB ;dAu,

=1 j—1 79
N

= Z/ NifdA—Z/ Nig,onds, i=1,..,m, (4.18)
e=1 /9 (50 755

missd m on yksittdisen elementin solmupisteiden lukuméaara. Viimeisessa lausekkees-
sa summaus suoritetaan niiden elementtien yli, joiden reunaviiva osuu kappaleen
reunan osalle ;.

4.2 Lineaarinen kolmioelementti

Yksinkertaisin mahdollinen kaksidimensioinen elementti on lineaarinen kolmioele-
mentti, katso kuva 4.1. Lineaarisen funktion kuvaamiseen tarvitaan kolme paramet-
ria, joten funktion u interpolaatio voidaan kirjoittaa muodossa

u(z,y) = a1 + asx + azy = Pa, (4.19)
jossa
aq
P=[12zy], a=S o ;. (4.20)
a3

Sijoittamalla interpolaatioyht#&loon solmujen koordinaattien arvot ja vastaava funk-
tion w arvo paddytadn kolmen tuntemattoman yhtdloryhméan, josta kertoimet o
voidaan ratkaista, eli

(A} 1 1 Y aq
uy p= 11 x9 4o oy g, u'® = Aa. (4.21)
us I x3 y3 Qs

Interpolaatio elementin e alueella voidaan nyt kirjoittaa interpolaatiofunktioiden

N=PA'=[ N, N, N3 | (4.22)

Versio: kevit 2014



4.2. Lineaarinen kolmioelementti 77

Yy 3 $3>?/3)
sivu 2 T
1 2
2 (z2,92) l
1 (1’17191) 1
X Nl (SL’, y)

Kuva 4.1 Lineaarinen kolmioelementti.
avulla muodossa

uw= Nu'®. (4.23)

Matriisin A kéénteismatriisin muodostaminen onnistuu helposti, ja se on

adjA 1 ToYs — T3lY2 T3y — T1Y3 T1Y2 — T2V
T detA 24 Y2=Ys Ys — % Y1 — Y2 : (4.24)
T3 — T2 r1—x3 Ty — T

-1

misséd A on kolmion 1-2-3 pinta-ala

A= %(xlyZ + Toys + T3Y1 — T1Y3 — Toy1 — T3la) = %($21y31 — T31Y21), (4.25)

jossa on kéytetty merkintdd x;; = x; — x; ja y;; = y; — y;. Yhtdlo (4.23) voidaan nyt
kirjoittaa auki muodossa

U(ZL‘, y) = Nl(l‘a y)ul + NQ(xv y)UZ + N3("L‘7 y)ui’n (426)

jossa lineaariset interpolaatiofunktiot ovat

N1 = (a1 + bl.CL’ + Cly>/2A, (427&)
N2 = ((12 + bg[L‘ + CQ?/)/QA, (427b)
N3 = (CL3 + bgl’ + C3y>/2A, (427C)
seka vakiot
a1 = T2Y3 — T3Y2, b1 = Y2 — ys, C1 = T3 — X2,
Qg = T3Y1 — T1Y3, by = Y3 — 1, Co = T1 — I3, (4-28)
az = T1Y2 — T2Y1, bs = y1 — Y2, C3 = Tg — X1.

Havaitaan, ettd indeksit vakioiden a;, b; ja ¢; lausekkeissa muodostavat syklisen per-
mutaation solmunumeroiden suhteen.
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Palataan nyt hieman taaksepédin muotoon (4.15) tai (4.18). Siiné olevat element-

tien osuudet ovat
ij

K9 = / BTDB;dA. (4.29)
Qle)

Gradienttimatriisi B saa kolmisolmuisen elementin tapauksessa muodon

(4.30)

B — [ B1 B2 B3 } _ [ Nl,x NQ,x N3,x } )

Nl,y N2,y N37y

Koska interpolaatiofunktiot Ny, Ny ja N3 ovat lineaarisia funktioita, on matriisi B
kolmisolmuisen lineaarisen kolmioelementin tapauksessa vakiomatriisi

1 [ by by b3
B=— . 4.31
2A |: Ci Co C3 } ( )

Tarkastellaan nyt hieman yksityiskohtaisemmin konstitutiivista yhteytta eli ma-
teriaalilakia, joka sitoo toisiinsa lammonjohtumisyhtélon tapauksessa lampotilagra-
dientin ja lampdvuon muodossa

q = —DVu. (4.32)

Fysikaalisten syiden vuoksi lampé virtaa kuumemmasta kohti kylmempaa aluetta,
josta seuraa miinusmerkki ylla olevaan yhtdloon. Siitd seuraa myos, etta lampdtila-
gradientin ja lampovuovektorin sisdtulo on negatiivinen, eli ne muodostavat tylpan
kulman keskendan

(Vu)-q = (Vu)''q < 0, (4.33)

joka on havainnollistettu myos kuvassa 4.2. Sijoittamalla ylla olevaan epéyhtaloon
materiaalilaki (4.32) seuraa epayhtélo

(Vu)"'DVu >0 VVu#0, (4.34)

joka osoittaa konstitutiivisen matriisin D olevan positiivisesti definiitin. Energia-
argumenttien perusteella se on myos symmetrinen eli

D = D", (4.35)

ja sen yleinen muoto kahdessa dimensiossa on:

D= { Koo Koy } , (4.36)
k:xy k:yy

jossa kyy, kgy ja ky, ovat lammonjohtumiskertoimia. Mikali koordinaattiakselit yhty-
vat materiaalin paddsuuntiin, saadaan ortotrooppisen aineen konstitutiivinen yhteys

kpe O
D=| """ . 4.37
|: 0 kyy :| ( )
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Vu
kuuma
q
kylm&
Kuva 4.2 Lampovuovektori q ja lampdétilagradientti Vu.

Materiaalia kutsutaan isotrooppiseksi, mikéli sen ominaisuudet ovat jokaisessa suun-
nassa samanlaiset. T&ll6in materiaalilaki yksinkertaistuu muotoon

D:{SH:kHH:M. (4.38)

Koordinaatiston muunnoksella voidaan matriisin D taysi muoto (4.36) aina saat-
taa diagonaaliseen muotoon (4.37). Tamé& on laskentateknisesti edullista, silld tél-
16in jaykkyysmatriisia muodostettaessa suoritettavien kertolaskujen méaaré viahenee
huomattavasti.

Kolmisolmuisen lineaarisen kolmioelementin jaykkyysmatriisi voidaan kvasihar-
monisen yhtalon tapauksessa kirjoittaa auki eksplisiittisesti:

K(e) = / BTDBdA = / (kmmN?;N,m =+ kny,,Z;/va) dA
Qe

Qe
L b% b1 b2 bl b3 C% Ci1Cy (C1C3
= Ex(xe) b1b2 b% b2b3 + Ey(ye) C1Co C% CoC3 . (439)
b1 bg bg bg bg C1C3 C2C3 Cg

Kuormitusvektori on tasan jakautuneen lammonlédhteen ja reunoille tasan jakautu-
neen lampovuon tapauksessa

© FA© 1 1| 45 + Gn3s3
= 3 — 5 Qn1S1 + QnaS2 ) (440)
Gn252 + qn3s3

jossa @; viittaa reunaehtona annetun lampoévuon normaalikomponenttiin sivulla 7,
ja vastaavasti s; on sivun ¢ pituus, katso kuva 4.3.

4.3 Alakoordinaatit

Ajatellaan kolmio 1-2-3 jaetuksi kolmeen osa-alueeseen joiden pinta-alat ovat Ay, A,
ja As ja jotka kohtaavat pisteessd P, katso kuva 4.4. Kolmion luonnolliset eli ala-
koordinaatit ! méiritelliin suhteina

A A A
A (1.41)

!Kutsutaan myos barysentrisiksi koordinaateiksi.
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Kuva 4.3 Kolmion sivujen numerointi ja lampdvuon normaalikomponentit.

Y 3

Kuva 4.4 Alakoordinaatit.

jossa A on kolmion 1-2-3 pinta-ala. Koordinaatit L, Ly ja Ls eivét ole riippumatto-
mia, silld niitd sitoo rajoiteyhtélo

Li+ Lo+ Lg=1. (4.42)

Alakoordinaatit voidaan tulkita myos etdisyyssuhteina. Esimerkiksi koordinaatin
L, tasa-arvoviivat on piirretty kuvaan 4.4. Jokainen néaista viivoista on yhdensuun-
tainen sen sivun kanssa josta koordinaatin mittaus alkaa.

Tarkastellaan 1dhemmin koordinaatin L; lauseketta. Mielivaltaisen, kolmion 1-2-
3 alueella olevan pisteen P koordinaatit ovat (z,y). Kolmion P-2-3 alaksi saadaan

A= Yo — )i+ (y2 — v)J] x [(x3 — 2)i + (y3 — v)J]] (4.43)
i ik
= %| To—2 Yo—y 0 |:%[:Egyg—x3y2+(y2—yg)x+(x3—x2)y],

r3—2 Yys—y 0
joten alakoordinaatin L, lauseke on

A 1 1
Ly = Il = ﬂ[%yg —z3y2 + (Y2 — y3)z + (23 — 22)y] = ﬂ(al thirt+cay). (4.44)
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Se on tasmélleen sama kuin aikaisemmin johdettu lineaarisen interpolaatiofunktion
lauseke (4.27a). Vastaavasti voidaan my6s johtaa alakoordinaateille Lo ja L3 saman-
lainen kaava ja tulos voidaan kirjoittaa yleisessd muodossa

1
_ﬂ(

Nyt lukijalle helposti herda kysymys onko alakoordinaateista mitdan etua ensin

esitettyyn lahestymistapaan ndhden. Lineaarisen kolmioelementin tapauksessa ne
eivit tuo mitddn erikoista formulaatioon, mutta korkeamman asteen elementtien
yvhteydesséa ne helpottavat késittelyd huomattavasti.

4.4 Korkeamman asteen kolmioelementteja

Tasoalueessa lineaarisen funktion esittdminen vaatii kolme parametrid, kvadraat-
tisen muodon kuvaaminen vastaavasti kuusi ja kuubisen kymmenen parametria.
Funktion u interpolointi kvadraattisella tai kuubisella esitykselld voitaisiin kirjoittaa

muodoissa
U = o+ a4 asy + aux® + aszy + gy’ (4.46)
U = o+ a4 asy + oux® + aszy + agy’® + arr® + agr?y + agry? + gy’

Mikéli nyt otetaan kiyttoon Lagrangen tyylinen interpolaatio tarvitaan joko kuusi
tai kymmenen pistetté, joiden kautta kyseinen interpolaatio voidaan pakottaa kul-
kemaan. Vastaavasti, kuten lineaarisenkin elementin tapauksessa, voidaan solmuin-
terpolaatiofunktiot konstruoida kirjoittamalla ndmé yhtalot, jolloin paddytaan line-
aariseen, tyyppid (4.21) olevaan yhtéalosysteemiin

ul® = Aq, (4.47)

jossa A on solmupisteiden koordinaateista riippuva vakiomatriisi ja josta parametrit
a voidaan, ainakin muodollisesti, helposti ratkaista.

Edella kuvattu menettely on kuitenkin epékéytéinnollisen hankala. Miellyttavam-
pi tapa konstruoida interpolaatiofunktiot on kirjoittaa ne auki suoraan kuten yksi-
dimensioisessa tapauksessakin kiayttden hyvéksi joitain tunnettuja polynomeja.

Kolmioelementit sallivat tdydellisen tiettyd astetta olevan polynomin kayton
kenttédsuureen interpolaatiossa. Kuvassa 4.5 on esitetty interpolaatiossa olevien kan-
tapolynomien ja solmukonfiguraation suhdetta aina asteeseen nelji saakka. Havai-
taan, ettd kolmannen ja sitd korkeamman asteen elementteissd joudutaan kaytté-
méan sisdsolmuja. Niiden mukaantulo ei kuitenkaan ole haitallista, vaan painvastoin
edullista, silld niihin liittyvat vapausasteet on mahdollista kondensoida elementtita-
solla pois globaalisesta yhtalosysteemisté.

Tarkastellaan yleistd tapausta, jossa kolmioelementin alueella interpolaatioon
kiytetadn taydellistd astetta p olevaa polynomia. Elementin solmupisteet voidaan
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polynomin
Pascalin kolmio astep n kolmioelementtien solmukonfiguraatiot
1 0 1

8
N
<
o
[\)
(@]

2
>

Ty

B 22y o P
zt 2y 2%y? oz oyt 4 15
Kuva 4.5 Lagrangen tyyppisen kolmioelementin interpolaatio ja solmukonfi-

guraatio. Kolmioelementissé on solmuja sama mééara kuin interpo-
laatiossa termija (n = (p+ 1)(p + 2)/2).

(0,0,p)

(p,0,0) (0,p,0)

Kuva 4.6 Astetta p oleva kolmioelementti.

madrittdd kuvan 4.6 mukaisesti jakamalla kukin sivu p:n osaan. Tarkastellaan mie-
livaltaista solmua 7, jonka kuvaamiseen tarvittavien alakoordinaattien arvot olkoot
Ly, Lagy ja La). Mééritelldédn solmuun 4 liittyvé interpolaatiofunktio

Ni(Ly, Ly, Ls) = I;(L1)l5(La)l(Ls), (4.48)

jossa I”, I ja I ovat Lagrangen astetta r, s ja t olevia interpolaatiopolynomeja (3.16),
jossa nyt &:n tilalla argumenttina on alakoordinaatit ;. Lukukolmikon r, s,t arvoja
sitoo tietenkin ehto

r+s+t=np. (4.49)

Suoritetaan yksityiskohtainen interpolaatiofunktioiden johto kvadraattiselle ele-
mentille. Solmuun 1 liittyvé funktio on kaavan (4.48) mukaan

Ny = 1B(Ly). (4.50)

Funktion N; kulku voidaan mieltda yksiulotteisena paraabelina pitkin reunaviivaa
1-2 tai 1-3, se kumpaa ajatellaan on yhdentekevaé. Funktio saa tunnetut arvot sol-
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mupisteissé, eli arvon 1 solmussa 1 ja arvon 0 solmuissa 2 ja 4, mikali tutkitaan

1
)92
polaatiofunktion N; kulku voidaan konstruoida mainittujen kolmen pisteen kautta.

kulkua viivalla 1-2. Vastaavasti alakoordinaatin L; arvot ovat 1,=,0. Téten inter-

Kirjoitetaan funktion N; interpolaatiodata vield taulukon muodossa.

Lagrangen interpolaatiopisteen # (k) | 0 | 1 | 2
elementin solmun # 2141
alakoordinaatin L; arvo Ly, 0 % 1
Ny(Ly, Ly, L3) = 13(Ly) 0]0]1

Nyt voidaan funktio /NV; kirjoittaa

(L1 — L)) (L1 — Lyyy) Li(Li — %)
N, =13(Ly) = = 2. — ,(2L,; — 1). (4.51
1 2( 1) (L1(2) . L1(0)><L1(2) _ L1(1)> 1. % 1( 1 ) ( )

Vastaavasti saadaan kaikille kolmion kérkien interpolaatiofunktioille samanlainen

lauseke, joten parabolisen kolmioelementin solmufunktioille voidaan kirjoittaa
N; = L;(2L; — 1). (4.52)
Sivujen keskisolmujen lausekkeet saadaan samalla tavalla, esimerkiksi
Ny = 15(L)ly (Lo). (4.53)

Tama on siis lineaarinen polynomi kummankin koordinaatin L; ja Lo suhteen.
Lausekkeen muodon ymmértamiseksi on syyta kuvitella funktion N, kulkua pit-
kin linjoja 4-5 ja 4-6, joita pitkin interpolaatiopolynomit I}(L;) ja I{(Ly) voidaan

konstruoida. Havainnollistetaan asiaa uudelleen taulukon avulla. 3

Lagrangen interpolaatiopisteen # (k) | 0 | 1

elementin solmun # 415 6 )
alakoordinaatin L; arvo Ly, % 0
N4(L17L27L3) - l%<L1)l%(L2) 110
Lagrangen interpolaatiopisteen # (k) | 0 | 1
elementin solmun # 416
alakoordinaatin Ly arvo Lo, % 0
N4(L17L27L3) - l%(Ll)l%(LQ) 1 0

Muodostetaan nyt lauseke
Ny = (L) (Ly) = 4L, Lo. (4.54)
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Muiden sivujen keskisolmujen lausekkeet ovat vastaavanlaisia, joten kvadraattisen
elementin kuusi interpolaatiofunktiota ovat:

Ny = Li(2L; — 1), (4.55a)
Ny = Ly(2L,— 1), (4.55b)
Ny = L3(2L;— 1), (4.55¢)
N, = 4L,L,, (4.55d)
Ns = 4L,Ls, (4.55¢)
Ny = 4L,Ls. (4.55¢)

Elementin jaykkyysmatriisia muodostettaessa tarvitaan derivaattojen lausekkei-
ta koordinaattien x ja y suhteen. Ne on helppo muodostaa ketjuderivoinnin avulla
seuraavaan tapaan:

9 0L, 0 0L, 0 9Ly O
9r — 0z 0L,  Or 0L, 01 0L, (4.56a)

0 oL, 0 0Ly, 0 OLs 0

- = 4.56b
oy 0y 0L, Oy 0L, | 0y oLy’ (4.56b)
jossa

= — — = . 4.57
or 2A° oy 24 (4.57)

Vakiot b; ja ¢; on annettu yhtéloissa (4.28).

Yleinen lauseke interpolaatiofunktion (4.48) osuudelle [Z(Ly,) on
Ly—j+1
19(Ly,) = j (4.58)
1 kun ¢ = 0.

Alakoordinaattien potenssien integraaleja tarvitaan elementtimatriiseja ja vek-
toreita muodostettaessa, jossa seuraava kaava on hyodyllinen
1171k!
2+i+7+ k)

/ LiL,LEdA = 2A© A = ala(Q). (4.59)
Qe

Y1l oleva kaava voidaan johtaa seuraavasti. Alakoordinaatit on maéritelty pinta-
alojen suhteina

kolmion 3P2 pinta-ala

I, —
"™ kolmion 123 pinta-ala
gl l32h1€1%
=21 _ = 4.60
I ol 3 (4.60)
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l32
hié Q
laaks . 1P

7 :

3 [51&1 1
l31

Koska kaikki alakoordinaatit eivét ole riippumattomia, niille patee ehdot
Li+ Lo+ L3 =1= L3 =1—L;— Ly ja reunalla 1-2: Li+Ly=1. (461)

Differentiaalinen alaelementti dA on
dA = l31dLy sin 0 lsyd Ly = ls1hodLydLy = 2A®d Ly d Ly, (4.62)

missi A on kolmion 123 pinta-ala. Téten on

1 1-L,

/( ) LiLLEdA = 2A) / Li / L3(1 — Ly — Ly)*dL,y | dL,. (4.63)
Q e
0 0

Integroimalla alakoordinaatin Lo yli antaa tuloksen

1-L1

/Lg(1—L1—L2)de2:
0
1 o J k+1 J v Jj—1 k+1
-~ Li(1— Ly — Ly) +k—H/L2 (1— Ly — Ly)*dL, =
0
j L N B A -
el i) L1 — Ly — Ly) +k—+2/L2 (1 — Ly — Ly)*2dL, | =
0

1-L1

joi-1 d—itl [ "

L2791 — Ly — Lo)"dLy, =

k+1k+2 k+ g / 2 1= L) 2
0

1=l k!

(1 - L1 - L2)k+j+1 = m(l - Ll)kJerrl. (464)

Ik -1
k+ )l k+j+1

0
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Integroimalla alakoordinaatin yli L, saadaan

1
JIk! / ‘ k4j+1
I [ L1 — Ly)MHL
(k+j+1)! i 1) !
0
1
" . i N N
— ‘7,"7 L i /LZ;Z(1—L1)’“+J+Z+1dL1
k+j+Dk+j+2 k+j+i+l
0
W il 1[_(1_L)k+j+i+z}
k+i+D)k+j+2)--(k+i+i+2)], !
151k!
S A (4.65)
(k+j+i+2)!

Kokoamalla tulokset yhteen saadaan tulos (4.59).

4.5 Esimerkkeja diffuusioyhtalon ratkaisusta tasoalueessa

Esimerkki 4.1 Mddritd lampotilajakauma oheisessa nelion muotoisessa alu-
eessa kayttien yhtd parabolista elementtid alueen kahdeksasosalle. Oletetaan,
ettd materiaali on isotrooppista ja sen limmoédnjohtavuuskerroin k on vakio ko-
ko alueessa. Otaksutaan lisiksi homogeeniset reunaehdot ja ettd limmaonlihteen
antoisuus on vakio.

f = vakio

globaali solmu # 11213 3
elementin solmu # | 6 | 5 | 3

@ :

L

Lasketaan elementin jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin lausekkeet:

K — » BTDBdA = /Q( | (kxxN,j;N,x + k;ny?;N’y) dA,(4.66)
flo = / NTfdA - NTq,ndS (nytq,=0). (4.67)
Qe Sq(e)

Interpolaatiofunktiomatriisi IN on kvadraattiselle elementille muotoa
N = [ N, N, Ns N, Ns Ng ] , (4.68)
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jossa interpolaatiofunktiot on annettu yhtéloissa (4.55a). Tarvitaan derivaat-
tojen lausekkeita:

0 OoL; b;
Nig = 3olLi@Li—1)] = (4L - )52 = (L - 1),
) OLi, oL 2
Nipse = — (ALiLi)=4(L; Liv 220} = 2 (Libis + Lish;
i+3,z 8.%'( ) H—) ( ) O + i+ 8.%') A(e)( zbz++ z+bz)7
(&
Niy = @ @Li-1),
2
Ni+3,y = m(LjCﬂ_-FLﬂ_Cj), 1=1,2,3. (469)

Merkinté ¢+ tarkoittaa elementin solmunumeroa, joka seuraa solmua ¢ vasta-

paivaan kierrettiessa.

Jaykkyysmatriisin termi K ﬁ) on siten:
e 1
K9 = AR /Q(e) (kgab? + kyyci) (1617 — 8Ly + 1)dA (4.70)
1 2 2 e) (4 4,1 1 2 2
— 4(A(e))2 (kxl‘bl + kyycl) 2A( ) (g -3 + 5) = 414(6) (kmmbl + kyycl) s

jossa on kiytetty kaavaa (4.59) integrointien suorittamiseen.

Suorittamalla muiden termien integrointi samaan tapaan, saadaan kvadraatti-
sen elementin jaykkyysmatriisiksi (vastaten solmupistevapausasteita ug, ug, ..., ug):

[ 163 0 0 2biby 0 ibibg ]
103 102 1b1bs %bgbg 1 0
K _ kex 703 0 gbabs  3b103
Ale) 2B1> 3Bns 3DBias
2By 1DBsi
L 2Bi3 |
[ %C% 0 0 %0102 0 %0103 T
%c% 1O2 %0102 %0203 1 0
k 1 1 1
L P 163 , 0 f’CQC?’ i,’clcg @)
Ale) 3C12 503 30123
2Cy  1C512
L 2Ch3
jossa on kéytetty lyhennysmerkintoja
Cij = ¢} + cicj + c?, (4.72Db)
Bijk = bl(bl + by + bg) + ijbk, (472C)
Cijk = Ci(Cl + co + 03) + QCjCk. (4.72d)
Kuormitusvektoriksi saadaan
T
FO =14@© [ 000111]. (4.73)
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Rakenteen jaykkyysmatriisi on siten

1 1 1
Koy Kg Ky

K = Ky K
Ky
1 %(313 + C13) %(3312 + C312) %(b1b3 +cic3)
= 1O 2(Bos + Ca3)  4(babs + cacy) | .(4.74)

(b3 + 3)

Maaritetaan vakiot

by = y2—y3 —3L,
by = ys—y1 = 3L,
bs = — = 0
3 Y1 Y2 ) (475)
cCl = X3— T2 = O,
Cy — X1 —TI3 = —%L,
C3 — X9 — T %L,
ja lasketaan termit
Bz = b +bibs+b3=1L% (4.76a)
Ci3 = C% + ci1c3 + Cg = iLQ, (476b)
B321 = bg(bl + by + bg) + 2b1by = —%LQ, (4.76C)
C31 = 63(01 +co + 63) + 2c1c0 = 0. (476(1)
Kolmion pinta-alahan on %LQ, joten yhtéalosysteemiksi saadaan
16 -8 0 Uy
k| -8 16 —4 up p=31fL?¢ 1 5. (4.77)
0 -4 3 us

Ratkaisuksi saadaan siten uy = 1o fL%/k,uy = 135 fL?/k,uz = 15 fL*/k =
0,075fL?/k.

Keskipisteen tarkka ratkaisu on

Lyl
uy = 852 DS “n((?zm)“n@m);uo.o7367fL2/k. (4.78)

4 2
s m ns)mn
m=1,3,5,... n=1,3,5,... T )

joten virhe siind on noin 1,8 %.

Maéaritetadn vield lampdvuo x-akselilla. Lampotilan approksimaatio elementin
alueella on

u = Nguél) + N5ué1) + Nﬁuél) = N3U3 + N5U2 + N6u1
712
= (S N3+ 25 N5 + 15 Ng) L=, (4.79)

josta lampdovuo reunalla 1-2 (elementin solmunumeroita) saadaan

dn1 = q * Nq, (480)
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jossa mp on elementin sivun 1 yksikk6normaali n; = —j. Taten lampdvuoksi
elementin reunalla 1 saadaan

ou

s = K22 (4.81)
Maaritetddn interpolaatiofunktioiden N3, N5 ja Ng derivaatat
T = esll-1 =7,
33—];% = %(LQC;} + Lacy) = %L% (4.82)
aa—]\y% = %(LBCI + Lic3) = %Lla

jossa on otettu huomioon etté alakoordinaatti L3 saa arvon nolla pitkin reunaa
1. Interpolaatiofunktioiden Ly ja Lo lausekkeet reunalla 1 ovat
x x
Li=1-2—, Lo =2—, 4.83
1 7 2 =27 (4.83)

joten lampovuon lauseke pitkin reunaviivaa 1 on

Gt = [~ + 125162 + 758(1 — 22)] FL = 1(1 + @) L. (4.84)

Esimerkki 4.2 Ratkaise elementtimenetelmdlld [dmmonjohtumisongelma ne-
lidalueessa (sivun pituus L) kun kuormituksena on tasa-antoinen limmonlihde
(f(xz,y) = f = vakio). Reunaehdot ovat homogeeniset, eli w = 0 koko reunal-
la. Kaytd hyviksest symmetriaa oheisen kuvan mukaisesti ja ratkaise tehtdvd
kdyttien neljia lineaarista elementtid. Mddaritd myds limpdévuo reunalla y = 0.
Materiaali on isotrooppista ja sen lammonjohtavuuskerroin on k.

Y
f = vakio
us
L
4
(75} ug
2
1 3 T
L

Havaitaan, ettad elementtimatriisit elementeisté 1, 3 ja 4 ovat identtiset. Téten
riittdd muodostaa vain elementit 1 ja 2. Kolmioelementin lausekkeissa olevat
b; ja ¢; vakiot

by = y2—y3, < = T3— 12
by = ys—y1, ¢ = x1—x3 (4.85)
b3 = y1—1y2, €3 = Ta—1

on maéritetty alla olevaan taulukkoon
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elementit 1,3,4 | elementti 2
1|-L/4| -L/4 0 -L/4
2| L/4 0 L/4 | L/4
3 0 L/4 -L/4 0
Kaikkien elementtien pinta-ala on A(€) = L2 /32 ja elementtimatriisit ovat
seuraavat:
[ 1 -1 0 10 -1
K = 3 -1 10 +§ 00 O
0 00 -1 0 1
[ 2 -1 -1
k
= 3 -1 1 0|, (4.86)
-1 0 1
(0 0 0 1 -1 0
@ _ k
K = 3 0 1 -1 |+-] -1 10
0 -1 1 0 0
[ 1 -1
i 0
= 3 -1 2 -1 (4.87)
0 -1 1

Elementtien paikallisten solmupisteiden ja kuvan globaalien solmunumeroiden

valilld on seuraavan taulukon mukainen yhteys.

solmu
elem. |1 2 3
1 - -1
2 - 21
3 - -2
4 1 2 3

Taulukosta voidaan nyt lukea globaalin jaykkyysmatriisin elementtialkiot:

Ky
K2
K3
Koo
K3
K

Globaali jaykkyysmatriisi on siten

K=k
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Ky + K33 + K7,
K + K\,
K, (4.88)
KD+ k9 + kY,
K43,
K3,
2 -1 -1
-1 2 0], (4.89)
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jonka kadnteismatriisi on

1
S
K =213 1 2
1 5 3
Rakenteen kuormitusvektori on
1 2 4
fo= B+ R =3 kL = G
fo = %f—LQ’
fs = o5fL*
Solmupisteiden lampdétiloiksi saadaan
2 2
u LT JL
2 2
_ o fLT fL
2 2
_ s L7 JL

(4.90)

(4.91)

(4.92)

Keskipisteen tarkka ratkaisu on us = 0.07367fL?/k, joten virhe on noin 6 %.

Lampovuo maédritelladn Fourierin ldimmonjohtumislain mukaan seuraavasti

7= —kVu. (4.93)
Nyt kysyttiin lampovuota reunalla 1-2, jonka normaalin suunta on negatiivisen
y-akselin suunta, eli 7 = —f, joten lampovuo reunalla 1-2 saadaan lausekkeesta
- ou
ni; =4 "N = ka_y (4.94)
Elementisséd 1 on lampotilaratkaisu muotoa
1
u = Nyu = 5—(as + b3z + cay)us, (4.95)
joten
ou  c3 L 32 11 fIL? 11fL
— = —u === —""—=0.2292— 4.96
dy  2A"' T 4212192 k48 k ’ (4.96)
ja
Gniy = — S fLJ. (4.97)
Vastaavasti elementille 3:
ou c3 17 fL
= N. — = —uy = 5— = 0.1771— 4.98
T G T o T ey k (4.98)
Gpip = — S5 L. (4.99)

Vuo on tietenkin vakio jokaisessa elementissa erikseen, koska kysymyksessa on

lineaarinen kolmioelementts.
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Esimerkki 4.3 Mddritd ja piirrd edellisen tehtdavdin lampotilan tasa-arvokdyrdt
Umaz /3 J0 2Umaz /3, JOSSA Umay ON keskipisteen lampdtila.

Lasketuista solmupistearvoista voidaan péatelld, ettd tasa-arvoviiva %u?, leik-
kaa elementit 1, 2 ja 4. Vastaavasti tasa-arvoviiva %u?, leikkaa elementit 1,2 ja

3.

Kéydéaan jokainen elementti lavitse. Aloitetaan elementisté 4. Interpolaatio on

U(.%'7 y) = Nl(x7 y)ul + NQ('%'7 y)u2 + Ng(.%', y)u?n (4100)
jossa
1
N, =L; = ﬂ(ai + bz + ¢y). (4.101)

Vakiot b; ja ¢; ovat jo maéritetyt edellisessd tehtéavissd. Vakiot a; on méaari-
tettdva kussakin elementissé erikseen, silla

ap = T2y3 — T3Y2,
as = T3Y1 — T1Ys3, (4.102)
a3 = T1y2 — T2Y1.

Elementissi 4 vakioden arvot ovat a; = L?/8,as = 0,a3 = —L?/16. Ratkais-

tavana on siis suora, joka toteuttaa

M2 N2 Ny =2 (4.103)
us us us
Sijoittamalla lukuarvot saadaan
2 11 17
— = Ni— + No— + N3. 4.104
3 175 + 235 + V3 ( )
Elementissa 4 alakoordinaattien lausekkeet ovat
_ 1 1% 1Yy
Ny = 16%% = 4¢, (4.105)
Ny = 16(—%+ i%) = 1 +4p,

jossa on merkitty £ = x/L ja n = y/L. Yhtélosta (4.104) saadaan

= 2-4 -4 +4¢ll+anp-1
= —10¢ +16n — 3. (4.106)

O wiINy

=

Ratkaistaan nyt ylla olevan suoran leikkauspisteet elementin 4 reunaviivojen
n= i jan= % — & kanssa. Saadaan ratkaisut

(=4, n=1 ja ¢=2=~01923, n=2%~03077. (4.107)

Vastaavalla tavalla kiydddn muut elementit ldvitse ja saadaan oheisen kuvan
mukainen tasa-arvoviivasto.
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Esimerkki 4.4 Maaritd oheisen lineaarisen tasoelementin kuormitusvektori

kun laimpovuo muuttuu lineaarisesti arvosta g1 arvoon gz reunalla 2 (solmuvdili

2-3).
Y
s
4
1, (L,2L) 251, 1)

Kuvion perusteella vuovektori reunalla 2 on

@ = ¢ <%;+ %;), solmussa 1, (4.108)

@B = ¢ <%;—|— %;) ,  solmussa 2, (4.109)
ja reunan 2 normaalivektori on

ity = =i+ =], (4.110)

Vuon normaalikomponentit reunan 2 alku ja loppupisteessa 1 ja 2 ovat

Qin = q1 - Tig = %\}—%QL Qon = G2 - T2 = %\}—%%- (4.111)
Elementin kuormitusvektorin komponentit ovat

Sa

Solmua 1 vastaava termi on tietenkin nolla ja muut ovat (suoritetaan integroin-
ti Simpsonin kaavalla):

f2 = —3qnV1TL -
f3 - _%q1n\/1—7L_

(g2n — qin)V1ITL = — (3 ¢2 + 12q1) L, (4.113)

1
5
Hazn — qun)VITL = — (¥go + Sq1) L. (4.114)
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qin ’//‘ q2n din ’/ q2n

Esimerkki 4.5 Mddritd kuubisen elementin solmuihin sidotut interpolaatio-
funk‘tiot Nl, N4, N5 ja NlO'

NN N N S S

Interpolaatiofunktiolla on arvo N; = 0 kaikissa muissa salmuissa paitsi sol-
mussa 1.

Solmu 1: Etsitdan kolme tasa-arvoviiva, jotka kulkevat kaikkien muiden, pait-
si solmun 1, kautta.

1 2
[1—=0. L1 =~ [ =2
1 ) 1 37 1 3

1 2
= Ny =c1Li(L1 —=)(L1 — =), jasilld on arvolsolmussal,eli N1(1,0,0) =1

3 3
1 2 9
1(1=2Y(1=-2)=1 =2 4.1
= o ll-g)(-3)=1=a= (4.115)
9 1 2
= Nl——Ll(Ll——)(Ll——)

(4.116)
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Solmu 4:
1
Ly =0, leg, Ly=0
1 21 27
= Ny= C4L1(L1 — —)LQ, N4(—, —,0) =1l=c=— (4.117)
3 33 2
27 1
Ny=—L{(L;1 — =)L
= 4 5 1( 1 3) 2
(4.118)
Solmu 5:
1
L1 =0, Ly =0, L2:§
1 1 2 27
= N5 = C5L1L2(L2 — —), N5(—, —,0) =1= Cy = — (4.119)
3 33 2
27 1
Ny = —L1L5(Lyo — =
= 5 5 1 2( 2 3)
(4.120)
Solmu 10:
L1=0,Ly=0,L3=0
111
= Nig = cioL1LaLs, NlO(ga 3 g) =1=cp=27 (4121)

= Nyjg=27L1LsLg
(4.122)

Esimerkki 4.6 Ratkaisen stationddrinen limmdonsiirto-ongelma
—k(Uze + U yy) = f = vakio

tasasivuisessa kolmiossa homogeenisilla oleellisilla reunaehdoilla uw = 0. Kdy-
td yhtd kuubista elementtid ja mddritd myds ldmpovuon lauseke reunalla 1-2.
Kolmion sivun pituus on L.

Kayttden yhtd kuubista elementtid on ratkaistavana vain yksi tuntematon,
u10, joka voidaan ratkaista yhtalosta

Kio,10u10 = fio0, (4.123)
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jossa

Ki0,10 = k?/ (N10,2N10,2 + N1o,yN1o,y) dA, (4.124)
A

ja edellisen esimerkin mukaan on solmuun 10 liittyvd interpolaatiofunktio:
Nyg = 27L1 Ly L3. Lasketaan tarvittavat derivaatat:

oL oL oL
Ny = 27 —1L2L3 + —2L1L3 + _3L1L2
’ ax ax ax
27
= ﬂ(blLﬂzs +ba L1 L3 + b3L1L2) (4.125)
27
Nioy = ﬂ(clLﬂzs + coL1Lg + c3LqLo).

Kerroinmatriisin alkiolle saadaan lauseke

27\
Ki0,10 = <ﬂ> kﬁ/A [(b1LaL3 + baL1Ls + b3L1Ly)?

+ (e1LoLs + co L1 L3 + 03L1L2)2] dA
27\ ?
= <ﬁ> k:/A (bL3L3 + b5LTL3 + b3LTL3 + 2b1by Ly Lo L3
+ 2b1b3L1L%L3 + 2b2b3L%L2L3 + C—termit)dA, (4126)
2A) 151k
2+i+j7+k)!

kiiytetiiin kaavaa / LiL,LEdA = 0 =1
A

27% [ 52121 .4

4

2
2
361+2b1b26!+'”>

272
:kﬂ (b7 + cF) + (b3 + c3) + (b3 + c3)
4
+ b1by + bibg + babs + c1ca + c1c3 + cac3] —

6!
81 k 2 2 2 2 2 3
=0 (b7 + ¢ 4+ b3 + 5 + b3 + ¢3 + biba + bibs + babs + c1ca + crc3 + cacy) |

(4.127)

Kuormatermiksi saadaan
1 9
fio = / f27L1LoLsdA = 54Af— = — fA. (4.128)
A 520

Lasketaan kertoimet ja elementin pinta-ala:

V3

51:3/2—%:—7[4 Cl =3 — T2 = —

V3
b2:y3—y1:7L C2=121-I3=—73
bs=y1—y2=0 c3=x9—21=1L
:lﬁlﬂzﬁlﬁ
2 2 4

SEVIES

A (4.129)
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YK 81 4 3+1+3+1+1 3+1 1 1k
10107 403 |4 471 474 2 2
243
= (4.130)
20v/3
Ratkaisuyhtélo on siten
243 9 1 fL?
= mkzuw = g{;[ﬂf, jonka ratkaisu on w9 = %fT (4.131)

Lampotilajakauma elementin alueella on siten: uw = Niguig = 27L1 Lo L3uqg.

Lampdvuon lauseke on ¢ = —kVu = —k(u7mf—i— uJJ). Lampovuon normaali-
komponentti on g, = ¢- 7. Reunalla 1-2 on 7 = —jja L3 =0, siten
oL oL oL
Gn = kuy = ku1027 | =2 LoLs + —2L1 L3 + <= L1 Ly
y dy dy
OL3

= ku1927L1 L =27k 1L LLiLs. 4.132
w027k L5 = u102A 1L = \/gf 1L ( )

Koska Ly = 1 —z/L ja Ly = x/L lampoévuon normaalikomponentin lausek-

3 -z €T
= _frr (1-—). 4133
w=575"T 7 (4.133)

keeksi saadaan

Esimerkki 4.7 Ratkaise massiivipoikkileikkauksisen sauvan vadantojayhyys siir-
tymdamenetelmdlla De Saint- Venantin vapaan vidnnén teorian mukaisesti.

De Saint-Venant otaksui siirtymétilan olevan muotoa
u=—yp=—yzb,
v=1xp=xz0, (4.134)
w = 0¢(z,y),
missé ¢ on vadntokulma, § = d¢/dz vaantymé ja (x,y) poikkileikkauksen
kéyristyméfunktio. Sauvan akselin z suuntaisen tasapainoehdon

OToy  OTyy

0z oy

=0 (4.135)

perusteella saadaan soveltamalla Hooken lakia

Tow = GY2a = GO(Y 5 — 1), (4.136)
Toy = G2y = GO(Yy + 7). (4.137)

Téten saadaan Laplacen yhtalo kdyristyméafunktiolle:
¢,m + w,yy = 0. (4138)

Versio: kevit 2014



98 LUKU 4. Elementtimenetelmé tasoalueessa

Jos sauvan reunalla ei ole kuormitusta, niin reunaechto on
Tn = TanNg + Toyy = 0, (4.139)

missd n, ja n, ovat reunan normaalivektorin komponentit. Lausumalla janni-
tyskomponentit siirtymien avulla reunaehto saadaan muotoon

(Y = Y)ne + Yy + x)ny = 0. (4.140)

Suoritetaan vadntoprobleeman likiratkaisu Galerkinin keinolla minimoimalla
potentiaalienergian funktionaali

=1 /Ac:(fyzm +72,)dA = 3 /AG (s —y)?+ (y +2)?] dA.  (4.141)
Minimin valttaméton ehto on
511 = /A G (e = 9)0s + (thy + 2)500, ] dA = 0, (4.142)
eli
/A G (Y 20 4 + 10,00 ) dA + /A G (—yo . + 0, )dA =0,  (4.143)

missé toinen termi saadaan osittaisintegroimalla muotoon

] G uvatasv,)da= [ Gl=po0).+ @v) ) dA
= G (—yng + xny) opds.  (4.144)
0A
Sijoittamalla interpolaatio 1 (z,y) = >  N;(z,y)1; saadaan elementin jayk-
kyysmatriisin alkioiksi lauseke
Kij = / G (Ni,mNj,m + Ni,yNj,y) dA. (4145)
A

Vastaavasti kuormavektorin lauseke on

fi= / G (yny — xny) Nids. (4.146)
0A

Huomaa, ettd yhtélon (4.138) reunaehdot (4.139) ovat luonnolliset. Mikéli kiy-
ristyméfunktion arvoa ei sidota, on globaali jaykkyysmatriisi singulaarinen ja
kdyristyméfunktion arvo on vakiota vaille yksikésitteisesti méaritty. Singulaa-
risen systeemin késittelylta valtytdan, mikéli kdyristyméafunktion arvo sidotaan

jossain poikkileikkauksen pisteessé.

Vaantojayhyys I, voidaan laskea yhtalosta

2 2
It:/gkg—f—y) —i—(g—q’;—i—x) dA
oy o
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4.6 Nelikulmioelementteja

4.6.1 Elementtiperheet

Nelikulmioelementit tarjoavat vield kolmioelementtejéakin yksinkertaisemman tavan
konstruoida interpolaatiofunktioita. Tarkastellaan vain C-jatkuvia elementtejé. Téas-
sé luvussa kasitelladn myos geometrian parametrista kuvaamista interpolaatiofunk-
tioiden avulla. Nain voidaan helposti mallintaa geometrisesti monimutkaisia alueita.
Talldisten elementtien jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin analyyttinen muodosta-
minen ei aina ole mahdollista, vaan joudutaan kayttdmaan numeerista integrointia,
joten myos yleisimmaét kiytossé olevat numeeriset integrointimenetelmét esitellaéan.

Tarkastellaan interpolaatiopolynomeja ns. perusneliossé, joka madritellaan luon-
nollisten koordinaattien & ja n avulla seuraavasti: ({,7) € (—1,1) x (=1,1). Yk-
sinkertaisin tapa konstruoida kaksidimensioisia interpolaatiofunktioita on kayttad
suoraan yksidimensioisia Lagrangen polynomeja tulomuodossa eli

Ni(€,m) = 151 (€)1 (), (4.148)

jossa p; ja pg ovat interpolaation asteet £ ja 1 suunnissa. Mikali interpolaation aste on
sama kummassakin suunnassa (p; = p2 = p), pitédéd Lagrangen tyyppinen elementti
sisallaan kaikki termit, joissa toisen tekijan asteluku on pienempi tai yhtésuuri kuin
p. Kaksidimensioiseen Lagrangen interpolaatioon tulevat termit on piirretty Pasca-
lin? kolmioon kuvassa 4.7, ja elementin solmukonfiguraatioita on esitetty kuvassa
4.9.

Havaitaan, ettd interpolaation asteen kasvaessa elementtien sisdisten solmujen
méaara kasvaa merkittavasti. Tata on usein pidetty Lagrangen elementtien haittana,
koska talloin myOs vapausastemadra tarpeettomasti kasvaa, silla approksimaatio-
teoreettiselta kannalta Lagrangen elementissd on ‘turhia’ vapausasteita. Elementin
tarkkuusominaisuudet pysyvét kertaluokalleen samoina, kun mukana ovat kaikki as-
tetta p olevat polynomit. Lisdtermit, jotka ovat esimerkiksi astetta p kummankin
koordinaatin suhteen, eivéit siten vaikuta ratkaisevasti elementin approksimaatio-
ominaisuuksiin. Néilla termeilld on kuitenkin suuri merkitys elementin kiyttaytymi-
seen, kun tarkastellaan ns. isoparametrisia elementteja, joten ei ole syytd unohtaa
Lagrangen elementtejd kahdessa (tai kolmessa) dimensiossa.

On mahdollista konstruoida elementtiperhe, jossa on vihemmén vapausasteita
kuin vastaavissa Lagrangen elementeissd ja jonka interpolaatiofunktiot siséltavat
taydellisen astetta p olevan polynomin kahdessa dimensiossa. Tamé elementtiperhe
kulkee nimelld Serendipity. Siiné kanta konstruoidaan polynomeista, jotka ovat vé-
hintdédn astetta p ja jota tdydennetddn polynomeilla, jotka ovat muotoa &Pn ja EnP.
Talldinen kanta on piirretty kuvaan 4.8 ja elementtien solmukonfiguraatioita kuvaan
4.10.

2 Blaise Pascal (1632-1662): ranskalainen filosofi, fyysikko, matemaatikko ja kirjailija. 1654
Pascal kévi lapi vaikean henkisen kriisin jonka jilkeen han keskittyi uskonnollisiin kysymyksiin.
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1
§ U
& &n Uk
3 &n &n’ UK
¢! & &’ &’ Uk
&' &’ &’ &n'
&y’ &’ &'
K &'t
iyt
Kuva 4.7 Lagrangen interpolaatio asteeseen neljéi saakka.
1
§ U
3 &n Uk
3 &n &n’ UK
¢! & &4’ &’ Uk
&' &'
Kuva 4.8 Serendipity interpolaatio asteeseen neljéa saakka.

4.6.2 Parametrinen kuvaus

Tahén asti on elementtien geometria otaksuttu joko suorista sivuista koostuviksi kol-
mioksi tai nelikulmioksi. Geometriaa voidaan myos interpoloida kuten itse ratkais-
tavaa funktiota. Mikéli elementissd on m solmua, voidaan yksinkertaisesti kirjoittaa
kaksidimensioisessa alueessa
m m
=Y Nz, y=> Ny, (4.149)
i=1 i=1
jossa x; ja y; ovat elementin solmujen koordinaatit. Interpolaatiofunktioita N voi-
daan hyvilla syylla kutsua muotofunktioiksi. Mikéli muotofunktiot N; ovat identti-
set ratkaistavan funktion (tai funktioiden) interpolaatiossa kiytettyjen funktioiden
kanssa, kiytetddn elementistd nimitysté isoparametrinen. Mikéili elementin geomet-
riaa kuvataan muotofunktioilla, jotka ovat matalampaa astetta kuin itse ratkaista-

i

Kuva 4.9 Lagrangen nelikulmioelementtien solmukonfiguraatioita.
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IR SREINE A

Kuva 4.10 Serendipity-nelikulmioelementtien solmukonfiguraatioita.

van suureen interpolaatiopolynomit, on elementti aliparametrinen (engl. subpara-
metric). Vastaavasti kiytetddn nimitystd yliparametrinen (engl. superparametric),
mikéli geometriaa kuvataan tarkemmin kuin itse ratkaistavia suureita.

[soparametristen elementtien kiyttokelpoisuudesta ja suosiosta johtuen kéyte-
tadn termid muotofunktio yleisesti myos itse ratkaistavana olevan funktion interpo-
laatiofunktioista.

Tarkastellaan ensin asian havainnollistamiseksi yksinkertaista parabolista janae-
lementtid. Peruselementti on jana ¢-koordinaatistossa valilla (—1, 1). Merkitdan ele-
mentin koordinaatteja globaalisessa x-koordinaatistossa 1, x9 ja x3 (3=keskisolmu).
Elementin geometrian kuvaus on siten

v = Nil€)mi = 36 = Dz + 361+ O + (1= )z, (4.150)

Elementin jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin integrointia varten tarvitaan deri-
vaatan lausekkeita xz-koordinaatin suhteen:

d _dfi_(dw)‘l d _ o, ad

w-mi= ) &= w (4.151)

jossa J on kuvauksen (4.150) mittakaavatekijd. Jotta kuvaus olisi yksikésitteinen ja
sdilyttaisi suuntaisuuden, on mittakaavatekijan oltava aina positiivinen

J > 0. (4.152)

Tama ehto asettaa rajoituksia elementin solmujen sijoitteluun eli siis keskisolmun
sijaintiin paidtesolmuihin ndhden.

Esimerkki 4.8 Tutki parabolisen isoparametrisen janaelementin keskisolmun
sijainmin sallittua aluetta.

.%'1:0 T3 .%'QZL €T
@ @ @

Yleisyyttd menettaméttd voidaan tutkia tilannetta, jossa elementin péaétesol-
muilla on arvot 1 = 0 ja x9 = L. Geometrian kuvaus on siten lausuttavissa
kaavalla,

x = NoL + N3zxs, (4153)
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ja ehto kuvauksen yksikésitteisyydelle on

dz

T=

= NyeL + N3exg = (3 +&) L —26x3 >0, (4.154)

josta seuraa

2x3 < (3+¢) L. (4.155)

Tutkitaan erikseen tapaukset £ > 0 ja £ < 0, jolloin saadaan epéyhtalot

1

vo< 2EL- fOL (4.156)
1

T3 22—2§L = f()L. (4.157)

Funktion f(&) derivaatta on aina negatiivinen, joten f on monotonisesti las-

keva funktio. Téaten pétee

3 < f(L< f(L, f()L=2L, (4.158)
x5 > f(-1)L> f(§)L, f(-1)L=1L. (4.159)

Elementin keskisolmu ei siten saa sijaita elementin reunaneljénnesten alueella.

4.6.3 Bilineaarinen interpolaatio

Lagrangen ja Serendipity-tyyppisten elementtiperheiden alimman asteen jasen on
bilineaarisesti interpoloitu elementti. Siind kantafunktioina ovat 1,&,n ja £n. Inter-
polaatiofunktiot ovat siten

Ni(&m) = (1= —n), (4.160a)
Na(&,m) H1+6)(1—n), (4.160D)
N3(&,m) 11+ +1n), (4.160c)
Ny(&m) = ;=81 +mn), (4.160d)

jotka voidaan kirjoittaa lyhyesti yleisessd muodossa

Ni(&m) = (1 + &)1 +mim), (4.161)

jossa &; ja m; ovat peruselementin solmun i koordinaatit. Elementin interpolaatio-
funktio N7 on esitetty kuvassa 4.11.

Mikéli my6s elementin geometriaa interpoloidaan funktioilla (4.161), on tulok-
sena isoparametrinen bilineaarinen elementti. Kuvauksen munnosmatriisi saadaan,
kun tarkastellaan funktion

u(z,y) = u(z(§,n),y(&,n)) (4.162)
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Kuva 4.11 Lineaarinen interpolaatio tasoalueessa.

derivaattojen lausekkeita peruselementin koordinaattien ¢ ja 1 suhteen:
ou OJudzr  Oudy

% = matoae (4.163)
ou Ooudx Oudy
a—n = %a—n+8—ya—n, (4.164)

joka voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

{ g }: {fc,g Y ] { Ug } i we=J"ug, (4.165)
Uy Tn Yn Uy ’

jossa J on geometriakuvauksen Jacobin matriisi. ® Jotta kuvaus olisi yksikésitteinen,
on Jacobin matriisin determinantin oltava nollasta eroava ja jotta kuvaus séilyttaisi
suuntaisuutensa on sen oltava positiivinen, eli vaaditaan

det J = J > 0. (4.166)

Esimerkki 4.9 Tutki oheisen bilineaarisen isoparametrisen elementin solmun

3 sijainnin sallittua aluetta.

Y
b

(z3,y3)

a

Elementin geometrian kuvaus kaavoja (4.160a) kiyttden on

x =Y Ni(&n)a; = Naa + Nawy

1
1+ [ =n)a+ (1+n)zs], (4.167)

1
y = Ni(&n)y: = Nsys + Nab

i=1
Ha+n) [+ ys+ (1 — &b (4.168)

3Monissa elementimenetelméé kisittelevissi kirjoissa kutsutaan J:m transpoosia parametrisen
kuvauksen Jacobin matriisiksi. Téssd esityksessd noudatetaan kuitenkin yleisempéad kiytantoa,
missé kuvauksen x; = f;(y;) Jacobin matriisi mééritellddn J;; = 9f;/0y;.
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Mittakaavatekijan muodostamista varten tarvitaan derivaattojen lausekkeet,

jotka ovat
ze=1[1-n)a+(1+n)as], (4.169a)
ye=1(1+n)(ys —b), (4.169b)
2y =1(1+&)(x3 - a), (4.169¢)
Yy =11+ ys + (1 -4, (4.169d)
Ehto kuvauksen yksikésitteisyydelle on
detJ =z ¢y, —yer, >0, (4.170)
josta seuraa epéayhtalo
(1+&ays + (1 +n)bxs — (£ + n)ab > 0. (4.171)
Yht&lo
(14 &ays + (1 +n)bxs — (£ +n)ab=0 (4.172)
esittda laskevaa suoraa, joka leikkaa koordinaattiakselit pisteissa
£+
=0, = >0y = £1(&,m)b, 4.173
T3 Y= e fi(&:m) ( )
£+
=0, T3 =-——a= ,m)a. 4.174
Y3 s g f2(&:m) ( )
Ehdon (4.171) nojalla on oltava voimassa
ys > f1(&,m)b kun 23 =0, (4.175)
x3 > f2(&,m)a kun y3 = 0. (4.176)

Funktioiden f; ja fo maksimiarvot ovat 1, kun (§,n) € (—=1,1) x (=1,1), ja
koska ehto (4.171) médrittelee suoran, on solmun 3 sallittu alue méaariteltavissa

epayhtéaloilla
y3 > b kun x3 =0, (4.177)
r3>a kun y3 =0, (4.178)
b
Y3 >b— —x3 kun 0<z3<a. (4.179)
a

Solmun 3 on sijaittava siten, ettd kuvanelikulmio on konveksi, ts. siiné ei ole
sisddnpistavida kulmia. Sallittu alue on piirretty alla olevaan kuvaan.

| solmun 3

sallittu alue
AN
AN
AN

\.____
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(a) (b)
4 7 3 4 7 3
[ . ° ° ° °
e oG ® L o) ®G
o ° ° ° ° °
1 d 2 1 D 2

Kuva 4.12 Kvadraattisten elementtien solmunumerointi: (a) Serendipity, (b)

Lagrange.

4.6.4 Bikvadraattinen ja korkeamman asteen interpolaatio

Kvadraattisia elementtejé ovat bikvadraattinen 9-solmuinen Lagrangen elementti ja
8-solmuinen Serendipity eli ns. supistettu bikvadraattinen elementti. Numeroidaan

elementin solmut kuvan 4.12 mukaisesti. Lagrangen elementin interpolaatiofunktiot

ovat siten

S S S S S S 33
~— — N~ N~ '

Mmoo M M M M I Iy

i
i
|

N o~ I o~ I I A

—~ =~ = —~ —~ —~
M I I
|

AN NI NIR N NIR R R

1—-&)(1—n%),

joista muutamia on esitetty kuvassa 4.13.
Supistettu bikvadraattinen eli 8-solmuinen elementti muodostetaan helpoimmin
seuraavasti. Lahtokohtana on havainto, etta sivusolmuille 5-8 voidaan ottaa Lagran-

gen tyyppinen interpolaatio, joka on solmun sivun suunnassa kvadraattinen ja sivua

vastaan kohtisuorassa suunnassa lineaarinen

3(1=€)(1 =),
31+ =7,
(1= €)1 +m),
3(1= 1 =n").

Nurkkasolmuja 1-4 vastaavat interpolaatiofunktiot voidaan konstruoida bilineaari-
sista V; ja edella esitetyisté interpolaatiofunktioista. Tutkitaan esimerkkiné solmun
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Kuva 4.13 Lagrangen bikvadraattisia interpolaatiofunktioita.

1 interpolaatiota. Bilineaarinen interpolaatio Nl saa arvon % solmuissa 5 ja 8, joi-
ta vastaavat funktiot (4.181a) ja (4.181d) saavat arvot 1. Mikéli nyt bilineaarisesta
funktiosta N; vahennetédan sopivasti N5:n ja Ng:n osuus, saadaan haluttu solmujen

5 ja 8 interpolaation arvo:
N1 :Nl —%NE)—%Ng (4185)

Néin saatu interpolaatiofunktio on piirretty kuvaan 4.14. Kvadraattisen Serendipity-
elementin nurkkasolmuihin liittyviksi interpolaatiofunktioiksi saadaan yleisesti

Ni(§,m) = (L + &L +nm) (&€ +nm— 1), i=1,...4. (4.186)

Aivan vastaavalla tekniikalla voidaan muodostaa korkeamman asteen Serendipity-
tyyppisia interpolaatioita, esimerkiksi kuubiset interpolaatiofunktiot ovat:

N; = 5(1+&E+mn) [9(6% +n*) —10], kulmasolmuille, (4.187)
N; = 2(1+&1 —n*) (14 9nn), sivusolmuille & £ 1 ja n; = £1,(4.188)

ja muita sivusolmuja vastaavat interpolaatiot saadaan vaihtamalla muuttujia. Nel-
jannen asteen Serendipity-interpolaatioon tulee polynomin taydellisyysvaatimuksen
takia mukaan yksi keskisolmu. Tahén keskisolmuun liittyva interpolaatioksi voidaan
asettaa (1 — £2)(1 — n?), joka on nolla elementin reunoilla.
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vaihe 1

1-0

vaihe 3

A
N1=N1'%N5'%N8

Kuva 4.14  Serendipity-tyyppisen elementin interpolaatiofunktion N; muodos-
taminen.

4.7 Elementtimatriisien muodostaminen

Elementin jaykkyysmatriisi on yleisessé muodossa kirjoitettuna
K© = / BTDBJ. (4.189)
Qe

Kahdessa dimensiossa integrointi suoritetaan alan yli, joten df2 = dA. Parametrisen
kuvauksen vilitykselld integrointi elementin alan Q¢ yli suoritetaankin perusnelios-
s (&,m) € (=1,1) x (—1,1), jolloin (4.189) muuntuu muotoon

1 1
K© = / / BTDB.Jd¢dn, (4.190)
—-1J-1

jossa J on geometriakuvauksen Jacobin matriisin determinantti eli mittakaavatekijé.
Johdetaan seuraavaksi (£, n)-tason alkion d€dn ja (x,y)-tason alkion dA vélinen
muunnoskaava

dA = det(J)dédn = JdEdn. (4.191)
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£=C,
y
g—[]dn dA

£=C,
n | J

s ot

: / 832 dg

X n= Cz
x
,,,,,,,,,, n=0C, T y
: ke X

Kuva 4.15 Parametrinen kuvaus.

Tarkastellaan kuvan 4.15 kuvausta (&, n)-tasosta (x,y)-tasoon. Suora { = C; =
vakio kuvautuu (x,y)-tason kiyriksi & = C] ja vastaavasti suora n = Cy kuvautuu
kiyraksi. Alkioiden dx, dy ja d&, dn vilinen yhteys on ketjusddnnon nojalla

Ox ox
dr = —d —d 4.192
oy oy
dy = —Zdé+ —=d 4.193
eli
dy Ye Yu 1 Ldn dn
Merkitéén (z,y)-tason paikkavektoria OP
ity (1195)

missi 7 ja j ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset yksikkovektorit. Kayrien & = C}
ja n = Cy tangenttivektorit ovat

or oxr- Oy-
@ = —dé=|—=1+—=7]d 4.196
¢ = Geac— (Gei+ 5T ac (1.196)
- or oxr- Oy
b = —dn=|-1+-2j|d 4.197
an"" (5’nl+6‘n> ! 4197
Pinta-ala-alkio dA muodostetaan vektoritulona
dA=|@xbl=axb-k, (4.198)
missi k on (z, y)-tasoa vastaan kohtisuora yksikkévektori. Kaavasta (4.198) seuraa
0 0 1
A= 2¢ ye 0 |dédn = (@ey, —oqye)dsdn, (4.199)
Ty Yy O
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eli

dA = det Jdédn = Jdédn. (4.200)

Esimerkki 4.10 Muodosta suorakaiteen muotoisen isoparametrisen bilineaa-
risen elementin jaykkyysmatriisi kvastharmooniselle yhtdlolle.

Geometrian interpolaatio on
z=(Na+N3)Ja=3(1+&a, y=(N3+Nyb=3(1+nb  (4.201)
Kuvauksen Jacobin matriisin transpoosi supistuu diagonaalimatriisiksi
T Te Yge a 0
J' = ’ S = 1| (4.202)
T Yn 0 30

jonka kadnteismatriisi on yksinkertaisesti

[N

O v

It =d"= [ ] , (4.203)

o O

ja determinantti
J =detJ = 1ab. (4.204)

Kvasiharmonisen yhtalon jaykkyysmatriisille on johdettu lauseke
T T
K(© — /Q . (kza NN ; +kyy N, N ) dA, (4.205)
joka tdssa tapauksessa muuntuu muotoon
KO = [ [ (b NTN 1) A NT N, ) Tabded
=) ) Tt £+ w2 Nt m | 10 €dn
1 1 b T a ..
= e kmaN,éN,é""kyygN,nN,n d&dn. (4.206)
Elementtimatriisin yksittdinen alkio on siis
(e) Lot b a
Kij = /1 /1 <k$$aNi7§Nj,§+kjyygNiJ]NjJ]> dédn. (4207)

Suorittamalla integroinnit, paddytdan lopputulokseen

2 —2 -1 1 2 1 -1 -2
kb | =2 2 1 -1 Kyya 1 2 -2 -1
K — 27 W) ek . (4.208
6o | -1 1 2 2| T | .1 2 2 1 ( )
1 -1 -2 2 2 -1 1 2

Esimerkki 4.11 Muodosta kvastharmonisen yhtdlon bilineaarisen isoparamet-

)

risen elementin alkion Kﬁ lauseke yleisessd tapauksessa.

Versio: kevit 2014



110 LUKU 4. Elementtimenetelma tasoalueessa

Elementin alkion 11 lauseke on
K = /Q(e) (kaxNT o + ki NT ) dA. (4.209)

Siirrytaéan peruselementin (§,7) koordinaatistoon, jolloin tarvitaan globaalien
koordinaattiakselien suhteen ilmoitettujen derivaattojen lausekkeet ilmaistuna
luonnollisten koordinaattien avulla, eli joudutaan kddntaméaan yhteys (4.165)

Niz | _ 1 Yn  —Ye | ) Nig
Niy LeYm — Yt | — Ty T Nip
_ 1 Joo  —Ja Ni¢ (4.210)
det J —J12 J11 Ni,n ’ -

jossa J;j:t ovat Jacobin matriisin komponentit. Lauseke (4.209) saa siten muo-

don

K\ = (4.211)

Lol JooN1¢ — Joi Ny p\ 2 —J1oN1 ¢ + Ji1 Ny \ 2
/1/1 [kmm< 22 1,5J 21 1777) +k‘yy< 12 1,§J 11 17n> J dédn,

jossa J = detJ. Ylla olevan kaltaiset isoparametrisen elementin jaykkyys-

matriisin alkiot integroidaan yleensd numeerisesti. Tahén seikkaan palataan
myO6hemmissa luvuissa.

4.8 Parametriset kolmioelementit

Aivan vastaavaan tapaan kuin nelikulmioelementtien tapauksessa voidaan kolmio-
elementtien geometria kuvata parametrisesti. Mikéli interpolaatiopolynomit lausu-
taan alakoordinaattien suhteen, on muistettava ettd vain kaksi kolmesta alakoordi-
naatista ovat riippumattomia. Toisaalta alakoordinaatit L, ja Lo voidaan assosioida
alla olevan kuvan 4.16 mukaisen peruskolmion luonnollisiin koordinaatteihin £ ja 7.
Lineaariset interpolaatiofunktiot ovat siten

Ni=L1=¢& No=Ly=mn N3=Lz3=1—-&—n. (4.212)
Parametrisen kolmioelementin kisittely selvinnee seuraavasta esimerkista.
U]
. solmu 2

: solmu 1
solmu 3 1 ¢

Kuva 4.16  Peruskolmio.
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Esimerkki 4.12 Mddritd oheisen kvadraattisen isoparametrisen kolmioelemen-
tin ldmpotilan gradientti kaarevalla reunalla, kun elementin solmuldmpdtilat
ovat up = 0,us = ug = 44, uq = ug = 24, us = 5A.

Koska elementti on isoparametrinen interpoloidaan geometriaa samoilla funk-
tioilla kuin lampdétilaakin, eli

6 6 6
T = ZNZDUZ Yy = ZNz‘yi7 u = ZNiuia
=1 i=1 i=1

missé x; ja y; ovat solmun ¢ koordinaatit, u; solmupistelampdotilat. Kvadraat-
tiset interpolaatiofunktiot N;,i = 1,...,6 ovat:

N; = Li(2L; — 1), Nsy;=A4L;Lyy i=1,23. (4.213)

Korjoittamalla (£, n)-koordinaattien avulla ne ovat

Ny =¢£(2¢-1), (4.214a)
Ny = n(2n — 1), (4.214b)
Ny =(1-¢&—n)(1—2¢—2np), (4.214c)
Ny = 46, (4.214d)
N5 =4n(1 -¢ —n), (4.214e)
Ng = 46(1 — € — ). (4.214f)

Aivan vastaavalla tavalla kuin isoparametristen nelikulmioelementtien yhtey-
dessd, saadaan tarvittavat derivaatat rakennekoordinaatiston koordinaattien

(x,y) suhteen ketjuderivoimalla. Geometriakuvauksen Jacobin matriisin trans-

poosi on
ox 0y
JT= | % gg (4.215)
o on
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Intepolaatiofunktioiden derivaatat reunalla 2, jolla & = 0, ovat:

Nie = -1, Ni, = 0,

NQ@ = 07 N2777 = 477 - 1,

N37§ = —3+44n, Ngm = 4n—3, (4.216)
Nye = A4n, Nyy = 0,

N5e = —4n, N5, = 4-38n,

Nee = 44, Ng,, = 0.

Jacobin matriisin muodostamisessa tarvittavien geometriainterpolaatioiden de-

rivaatat reunalla 2 ovat:

% = > 5E T = —4(1+n)L, (4.217a)
i=1
ox
= ; 1 —2n)L, 4.217b
an Z n) ( )
dy
%€ Z 5 yz =— (4.217¢)
6
7 => o i = —4L. (4.217d)
i=1
Jacobin matriisi laskettuna reunalla 2 on
g7 = | A4 =2 L, det J = 242, (4.218)
41-2n) -4

ja sen kddnteismatriisi on

L1 —4 2
O =51 [ 420 —1) —4(1+7n)

Nyt voidaan laskea gradientin termit

Uy = % = (J_l)ng—z + (J_l)Zlg_Z
oS, L1 = 0N,
= (J Hn ZZ:; 3—5% + (J Yy ZZ:; a—nuz
S 1 . 0N, , _, ON;
) Z; g+
= 24L{2(477— 1)4 + [—4(4n — 3) +2(4n — 3)] 4
+(—4-4n)2 4+ [—4(—4n) +2(4 — 8n)] 5 + [—4(4 — 4n)] 2}
_ %_ (4.220)

Gradientin x—komponentti on vakio koko reunalla 2. Téméa on oikein, silld
annettu lampotilakenttd on w(z,y) = Az/L, joten gradientti on vakio koko
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alueessa. Totea, ettd gradientin y-komponentti havida identtisesti laskemalla
tehtava loppuun.

4.9 Hierarkinen interpolaatio kahdessa dimensiossa

4.9.1 Nelikulmioelementit

Hierarkisia interpolaatiofunktioita voidaan muodostaa useilla tavoilla. Seuraavassa
esitetddn kuitenkin vain yksi mahdollinen jéarjestelmé, jonka peruselementtind on
bilineaarinen nelikulmioelementti. Interpolaatiofunktiot voidaan luokitella kolmeen
kategoriaan: solmuinterpolaatiofunktiot, sivumuodot ja sisdiset muodot. Seuraavassa
esitetddn yksi tapa konstruoida Serendipity-tyyppinen hierarkinen kantajérjestelma.

1. Solmumuotofunktiot ovat tavanomaiset bilineaariset interpolaatiofunktiot:
Ni(&,m) = 11+ &L +mm),  i=1,...4. (4.221)

2. Sivumuotoja on astetta p olevalla elementilld 4(p — 1) kappaletta (p > 2), jotka
liittyvét elementin sivujanoihin. Sivuun 1, katso kuva 4.16, liittyvat sivumuo-
dot ovat

NOEm) = S0 =mel©), i=2.p (4222)

missé funktiot ;(£) on mééritelty yhtéloilla (3.21). Vastaavasti muut sivu-
muodot ovat

NP(m) = La+ewn),
NP(Em) = S0+ n)wie), (4.223)
NOEn) = YA -, i=2,..p.

3. Sisdisid muotoja on p-asteisessa Serendipity-tyyppisessa hierarkisessa interpo-
laatiossa (p — 2)(p — 3)/2 kappaletta (p > 4). Namé voidaan kirjoittaa muo-

dossa:
N = a(€)ia(n),
N = s()a(n),
Ny V2 ()3 (), (4.224)
N = a(€)a(n),
N = pa(€)us(n),
N = u(Euln),  jne.
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° ® Ur
(0,V/3)
§
&t
® ®
(-1,-1) (1,-1)  (-1,0) (1,0)

Kuva 4.17  Perusnelio ja peruskolmio.

4.9.2 Kolmioelementit

Hierarkiset interpolaatiofunktiot kolmiolle on kéitevintd lausua alakoordinaattien

avulla. Kolmion hierarkiset interpolaatiofunktiot on myos hyva konstruoida siten,

ettd ne sopivat yhteen vastaavan nelikulmioelementin hierarkisten muotojen kans-

sa. Maaritelladn tasasivuinen ns. peruskolmio ja lineaariset alakoordinaatit kolmion

luonnollisten koordinaattien &; ja n; avulla, katso kuva 4.17:

L = (16— L), (4.225)
Ly = %m- (4.225c¢)

1. Solmuinterpolaatiofunktiot ovat samat kuin jo aikaisemmin esitetyt lineaarisen

kolmioelementin interpolaatiofunktiot (4.225a).

Sivumuotoja on 3(p— 1) kappaletta, ja ne on konstruoitu siten, etti ne sopivat
yhteen nelikulmioelementin hierarkisten interpolaatiofunktioiden kanssa. Neli-
kulmioelementin sivumuodot laskettuna sivuilla ovat funktiot ; (3.21). Koska
it ovat funktioita, jotka hividvit sivun padtepisteissi & = £1, termi 1 — &2
voidaan jakaa pois. Méaritelladn uudet funktiot

L1 —&)ei(€) = vil€), i=2.3,...p. (4.226)

Esimerkiksi

62(6) = —VB,  95(6) = —VIOE,  du(6) = —\/I6GE ~1).  (4.227)

Sivuihin 1,23 liittyvét interpolaatiomuodot voidaan nyt kirjoittaa muodossa
NV = LiLagi(Ly — L),

NP = LyL3gi(Ls — Lo), (4.228)
N® = LiLypy(Ly — L3), i=2,3,...,p.
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3. Sisdiset muodot voidaan maédritelld alakoordinaattien ja Legendren polyno-
mien P; tuloina. Astetta p olevalla elementilld (sisdltden kaikki astetta p ole-
vat monomit) on (p — 1)(p — 2)/2 sisdistd muotoa, jotka saadaan seuraavaan
tapaan:

N = LiL,Ls,

N = LiL,LyP(Ls — L), (4.229)
N = LiLyLsP(2Ls —1).

4.10 Yhteenveto

Luvussa esitettiin kolmio- ja nelikulmioelementtien interpolaatiofunktioiden muo-
dostamisperiaatteet. Parametrinen kuvaus mahdollistaa kaarevareunaiset elementit.
[soparametrisessa elementissé sekéd geometriaa etté ratkaistavia funktioita kuvataan
samoilla interpolaatiofunktioilla, ja ne ovatkin kaikkein yleisimmin kéytettyjé ele-
mentteja.

4.11 Harjoitustehtavia

1. Johda heikko muoto (4.9):

/(va)TDvudA:/afdA— 4q - nds
Q Q Sq

komponenttimuodossa.

2. Ratkaise kuvan kaksidimensioinen l&mméonjohtumistehtava kayttaen lineaarisia kol-
mioelementteja kuvan mukaisesti ottaen huomioon tehtdvan symmetria. Materiaalin
otaksutaan olevan isotrooppista ja sen lammonjohtavuus on k. Kuormituksena on
parabolisesti jakautunut limpévuo § = —4q.(y/L)(1 — y/L)i. reunalla x = L.

YA
L u=0
s=ol2 4 6| - a
@ ®
@ 3 @ 5 -
1 u=0 2L X

3. Maéaritd homogeenisesta isotrooppisesta aineesta valmistetun neliopoikkileikkauksi-
sen (sivun pituus L) sauvan vaantojaykkyys kiyttden lineaarisia kolmioelementteji
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ja sivulla 89 olevan esimerkin kaltaista neljan elementin verkkoa. Prandtlin voima-
menetelman mukainen vaantotehtéva palautuu probleemaksi

— Py — Py = 2G0, (4.230)
jossa ®(z,y) on jannitysfunktio, joka saa reunalla arvon ® = 0. Vaintojayhyys
saadaan yhtalosta

2
L=— [ ® dA. 4.231
= [ #w) (1.231)

Maéarita myos leikkausjannitysten jakaantuminen alueessa kun kuormitus on véén-
tymé 0 = 1/L. Leikkausjannitysten lausekkeet ovat

Tox = Dy, Toy = —P . (4.232)

Voit kayttda hyviksesi sivulla 89 lasketun esimerkin tietoja soveltuvin osin.
4. Ratkaise edellinen tehtéva esimerkin 4.7 mukaisesti siirtymémenetelmélla. Kéayta li-
neaarisia kolmioelementteja ja sivulla 89 olevan esimerkin kaltaista neljdn elementin

verkkoa. Vertaa tulosta edellisen tehtdvan ratkaisuun.

5. Maaritd kuubisen isoparametrisen janaelementin solmun 2 sallittu alue kun muut
solmut ovat kohdissa z1 = 0,23 = 2L /3,24 = L.

6. Maaritd kvadraattisen isoparametrisen janaelementin derivaatan lauseke globaalin
koordinaatin x funktiona. Elementin solmupisteiden koordinaatit ovat x1 = 0,29 =
alL,zs = L (a > 0). Missé rajoissa parametri « voi vaihdella? Interpoloitavan funk-
tion lauseke on u(z) = ug(z/L)? = a?uzNo+usz N3, missi Ny = 1—£2, Ny = 2£(1+€).
Piirré isoparametrisen elementin derivaatan lauseke koordinaatin  funktiona «:n ar-
voilla a = 1/4 ja a = 1/3. Mité voit sanoa tarkkuudesta?

7. Totea, ettd luvussa 4.9.1 esitetty kanta on Serendipity-tyyppinen.

8. Miten luvussa 4.9.1 esitettyd kantaa olisi muutettava, jotta saataisiin Lagrangen
tyyppinen hierarkinen interpolaatio.

9. Oheisen redusoidun bikvadraattisen elementin solmupistelampdétilat ovat: uy = ug =
us = 0,us = 2u,uq = u,ug = 5/8u,u; = 35/16u,ug = 1/2u. Materiaali otaksutaan
isotrooppiseksi ja sen lamméonjohtavuus on k. Maaritd lampdvuovektori ¢ = —kVu
solmussa 4.
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L/4

L)2

L2

L/4 L/A4 L/A LJ4

10. Nelikulmioelementin interpolaatio voidaan lausua muodossa
u(r,y) = ar + ax + azy + ay (4.233)

Muodosta nelikulmioelementin interpolaatiofunktioiden NV ... N4 lausekkeet opetus-
monisteen luvun 4.2 tyyliin. Elementin solmutkoordinaatit ovat (0, 0); (a,0); (2a, a); (a, 0).
Onko néin konstuoitu elementti yhteensopiva. Tarkastele u:n lauseketta y:n funktio-

na oikealla reunalla.

11. Muodosta oheisten isoparametristen bilineaarisesti interpoloitujen nelikulmioelement-
tien geometriakuvauksen Jacobin matriisit. M&aritd myos Jacobin matriisin ominai-
sarvot ja hairidalttius (spektraalinormissa) parametrin 5 funktiona. Laske myos ele-
menttien pinta-alat.

Ba
a a
a
Ba 5 a a

12. Muodosta isoparametrisen nelisolmuisen kolmioelementin solmuihin sidotuttujen in-

terpolaatiofunktioiden lausekkeet Ni ... Ny. Muodosta geometriakuvauksen Jacobin
matriisi kolmiolle jonka solmujen koordinaatit ovat (0,0); (a, —%a); (Ba,0); (a, %a).
Laske my6s Jacobin matriisin ominaisarvot ja héirialttius (spektraalinormissa) :n
funktiona seké elementin pinta-ala. Mitkd ovat S:n sallitut arvot?

13. Muodosta Lagrangen tyyppiset kuusisolmuisen suorakaide-elementin interpolaatio-
funktiot Ny, ..., Ng perusneliossé, (£,1) € (—1,1), kun interpolaatio on lineaarinen
&-koordinaation suhteen ja kvadraattinen 7-koordinaatin suhteen.

Laske muodonmuutokset oheisen isoparametrisen tasomuodonmuutostilan elementin
linjalla y = L kun solmupistesiirtymét ovat: u; = ue = us = ug = v1 = v5 = vg =0
jaug = —bA ug = —8A, vy = 8A,vg = %A,m = 8A.
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Y
@
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Lukub

Mekaniikan variaatioperiaatteita

Luvussa tarkastellaan virtuaalisien tyon ja potentiaalienergian minimin pe-
riaatetta kiintedn aineen mekaniikassa. Néytetédn, ettd virtuaalisen tyon ja
potentiaalienergian minimin periaate ovat ekvivalentteja, mikdli materiaalia
voidaan kuvata tilafunktiolla, muodonmuutosenergialla, ja mikali ulkoiset voi-
mat voidaan johtaa potentiaalista. Virtuaalisen tyon periaate on siten yleis-
patevimpi ja sitd voidaan kayttdad elementtimenetelmin perustana olevana
heikona muotona. Lisdksi naytetdan, ettd virtuaalisen tyon periaate on ekvi-

valentti tasapainoehtojen ja mekaanisten eli jannitysreunaehtojen kanssa.

5.1 Johdanto

Tarkastellaan seuraavassa eraitd mekaniikan keskeisia variaatioperiaatteita, kuten
virtuaalisen tyon ja potentiaalienergian minimin periaatteita seké niistd johdettuja
modifioituja menetelmia. Kasittely on tavoitehakuista, eli variaatioperiaatteet esite-
taan siten, etta ne soveltuvat suoraan nykyisin kiytossa olevien yleisten elementtime-
netelméformulaatioiden perustaksi, ja tdmén vuoksi m.m. komplementaarisen vir-
tuaalisen tyon ja komplementaarienergian minimin periaatteet jatetdén vaille huo-
miota. Johdatus esitettéviin variaatioperiaatteisiin suoritetaan yleisen kolmiulottei-
sen pienten siirtymien elastisuusteorian yhtéldiden avulla, jonka liséksi rajoitutaan
staattisiin tapauksiin. Mikéli lukija haluaa syventéaa tietojaan mekaniikan variaatio-
periaatteista, on K. Washizun Variational Methods in Elasticity and Plasticity |35]
ja C. Lanczosin The Variational Principles of Mechanics [20] teokset mité suositel-
tavimpia.

Kerrataan aluksi kolmiulotteisen elastostatiikan perusyhtélot. Tarkastellaan kap-
paletta B, jonka rajoittamaa aluetta merkitdan €2:114 ja sen reunapintaa I':114 (I' =
092). Jaetaan reunapinta vield kahteen toisistaan erilliseen osaan I', ja I'; siten, et-
ta I' =T, UT. Lineaarisen elastisuusteorian perusyhtalosysteemi muodostuu téaten

seuraavista relaatioista.

1. Tasapainoyhtdlit: Kappaleeseen B vaikuttavat pinnalle jakautuneet traktio-
voimat t ja tilavuusvoimat f. Jotta kappale olisi tasapainossa on resultoivan

119



120 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

voiman havittava, eli

/FtdSJr/Qde:O. (5.1)

Traktiovektori ¢ méadritelladn jannitysmatriisin o ja pinnan yksikkonormaalin
n avulla seuraavasti
t=n"oc=0c"n, (5.2)

missé jannitysmatriisi komponenteittain kirjoitettuna on
Or Txy Taz

o= | Tyu 0y Ty |- (5.3)

Tex Ty Oz

Huomaa, ettd méadritelmé (5.2) kiinnittda jannitysmatriisin indeksien merki-
tyksen: ensimméinen indeksi kertoo pinnan normaalin- ja toinen jannityskom-

ponentin suunnan.' Sijoitetaan tdmi resultanttimuotoiseen tasapainoyht#loon
(5.1), saadaan

/FO'TndeL/Qde: 0. (5.4)

Sovelletaan Gaussin lauseen, eli divergenssiteoreeman yleistysté, jolloin pai-
dytéaan yhtaloon

/Q (dive” + f) dv =0, (5.5)
mistd saadaan tasapainoyhtdlon (5.1) paikallinen muoto
—dive’ = f. (5.6)
Komponenttimuodossa kirjoitettuna tasapainoyhtalot ovat
—O2p — Tyzy — Taze = fos

— Ty — Oyy — Teyz = Jys (5.7)

“Tazax — Tyzy — Oz2 = fz-

Matriisiin A kohdistuva divergenssioperaattori mééaritelldan siten

0A;;
(divA); = g — (5.8)
- al‘j
j
misséd on maaritelty x; = x, xo = y, x3 = 2. Liikeméaran momentin taseen pe-
riaatteesta seuraa Cauchyn kontinuumimallin jannitysmatriisin symmetrisyys,
taten SliS Tpy = Tys, Tyz = Tay J& Top = Tao-

! Jannitysmatriisin komponenttien jirjestys voitaisiin méritelld my6s toisinp#in: ensimméiinen
indeksi kertoisi komponentin suunnan ja toinen pinnan normaalin suunnan. Talloin traktiovektori
voidaan kirjoittaa muodossa t = on. Itse asiassa tdmé méarittely on yleisempi alan modernissa
kirjallisuudessa.
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2. Muodonmuutos-siirtymd yhteydet:
e = sym grad u, (5.9)

missi siirtymévektorin u = [u, v, w]? gradientti ja matriisin symmetrinen osa
méaaritellaan yhtaloilla

gradu= | v, v, v, |, symA=21iA+A"), (5.10)
Wy W,y W,
josta seuraa
€x Ezy Exz Uy %(u ) %(uz +w,)
E=| Cay &y Eyz | = %(Uy + V) Uy %(Uz +wy)
Ezx gzy Ez %(u,z +w,a:) %('Uz +wy) w,z
(5.11)
3. Jdnnitys-muodonmuutos yhteydet:

o =D :e taikddntden € =C :0. (5.12)

Mikéli materiaalin otaksutaan noudattavan isotrooppista, lineaarikimmoista
mallia, on voidaan materiaalioperaattorit lausua muodossa

D :e = Atr(e)I + 2ue, (5.13)
tal kddntaen
A 1
Cio=—"—1t I+ —0. 5.14
7 20(3X + 2p) Ho) I+ 2,ua ’ (5.14)

missd A ja p ovat Lamén vakiot joiden suhde kimmokertoimeen FE, leikkaus-
moduuliin G ja Poissonin vakioon v on seuraava

vE E
\ = =G=——. 5.15
A+rna—2v) " 21+ v) (5.15)
4. Mekaaniset reunaehdot:
t=1ts reunalla T, (5.16)
5. Kinemaattiset (geometriset) reunaehdot:
u =ug reunalla T,. (5.17)
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Edella esitetty merkintatapa on varsin kompakti, erityisesti mikéli kiaytetadan in-
deksinotaatiota ja Einsteinin summaussaintod, jossa lausekkeessa kahdesti esiinty-
vien indeksien suhteen suoritetaan summaus. Téamén esityksen tarpeita silméallapi-
tden se ei kuitenkaan ole tarpeen.

Mikéli jannitys- ja muodonmuutosmatriisin alkiot kootaan vektoreiksi
T
s=|o, 0, 0. Tuy Ty Tox | (5.18)

ja
T
e:[ex €y €z Yoy Vyz fym] , (5.19)

voidaan edellé esitetyt tasapainoyhtalot, kinemaattiset relaatiot ja konstitutiivinen
yhteys (materiaalimalli) esittaé seuraavalla tavalla.

1. Tasapainoyhtaldt:

-~ G's=f. (5.20)
2. Muodonmuutos-siirtymd yhteydet:
e = Gu. (5.21)
Tasapaino-operaattori on
[0 0 0 7
w ° Y ey ) a
at—| o 2 0 é 9y (5.22)
N dy Ox %z 5 ’ '
0O 0 — 0 — —
i 0z oy Ox |

ja jonka transpoosi valittad kuvauksen siirtymiltd muodonmuutoksille.

3. Konstitutitvinen malli:

s = De (5.23)
Lineaarielastisen, isotrooppisen ainemallin jaykkyysmatriisi (kimmomatriisi)
on muotoa
[ A 4+2u A A0 0 0]
A A+ 2p0 A 0 00
D A A A+24 0 0 0 (5.24)
0 0 0 w 0 0
0 0 0 0 u O
0 0 0 0 0 p |
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5.2 Virtuaalisen tyon periaate

Aloitetaan sovellutusten kannalta ehki tirkeimmaisté ja samalla vanhimmasta 2 me-
kaniikan variaatioperiaatteesta, eli virtuaalisen tyon periaatteesta, jota kutsutaan
myo6s nimelld virtuaalisten siirtymien periaate. Oletetaan kappaleen B olevan tasa-
painossa ulkoisten tilavuusvoimien ja reunachtojen suhteen. Télloin jannityskompo-
nentit o,,0,, ..., ja 7., toteuttavat tasapainoehdot (5.6) kappaleen jokaisessa koh-

dassa, eli
—dive' =f, (z,y,2)€Q, (5.25)

ja mekaaniset reunaehdot reunapinnan osalla I';
t—ts=0, (z,y,2) €Tl (5.26)

Otaksutaan nyt, ettd kappale kokee mielivaltaisen kuvitteellisen eli virtuaalisen muu-
toksen du = [du, v, dw|T tasapainossa olevaan siirtymitilaan w = [u, v, w]” nihden.
Talloin on tasapainoehtojen perusteella voimassa

/ Sur(—dive® — F)dV + / Su-(t — t,)dS = 0, (5.27)
Q Iy

jossa dV ja dS ovat kappaleen B differentiaalinen tilavuusalkio ja pinta-ala-alkio.
Valitaan nyt virtuaalinen siirtyméakenttda mielivaltaisesti mutta kuitenkin siten,
ettd geometriset eli kinemaattiset reunachdot toteutuvat reunan osalla I, eli

du =0, (v,y,2)€Tl,. (5.28)
Kéayttamalla identitettia (v on vektori ja A matriisi)
div(v - A) = grad(v): A + v-div A, (5.29)
missé kaksoispistetulo méaaritellaan
A:B=> ) A;By, (5.30)
i
saadaan lausekkeen (?77) ensimmaéistd termid muokattua
/Q [grad du :0” — div(du-o”) — du-f] dV —|—/ du+(t —tg)dS=0. (5.31)
Ty
Kayttamalla divergenssiteoreemaa saadaan
/Q(grad Su o’ —du - f)dV — /Féu-aTn dS+ | du-(t—ts)dS=0. (5.32)

Iy

2Virtuaalisen tyon periaatteen lienee ensimmdiisend formuloinut Jean Bernoulli (1667-1748)
vuonna 1725. Menettelyé, jota voitaisiin kutsua virtuaalisten siirtymien periaatteeksi, kiytti kui-
tenkin jo Leonardo da Vinci (1452-1519) analysoidessaan taljojen ja vipuvarsien muodostamaa
systeemia.
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Ottamalla huomioon jannitysmatrisiin symmetrisyys ja virtuaalisen siirtyméan hé-
vidminen reunan I', osalla, saadaan

/symgrad ou :UdV—/éu-de—/éu-tst:O (5.33)
Q Q r

Ottamalla huomioon muodonmuutoksen mééritelma (5.9) saadaan virtuaalisen tyon
yhtalé muotoon

/56:0’dV—/5u-de—/5u-tSdS:O, (5.34)
Q Q r

missd symmetrinen virtuaalinen muodonmuutosmatriisi e = sym grad du siséltaa
komponentit
0y = 0Uy, Ogy =0V, OJc, = 0w,,

0Ezy = %(5uy +v,), Ogy, = %(5w,y +6v,), Oy = %(&LZ +dw,).  (5.35)

Komponenttimuodossa virtuaalisen tyon yhtélo (5.34) on pitkdhko lauseke
/(0';,3(581 -+ O'y(sé?y + 0';;55Z + T;pyé"}/my + Tyzéfyyz + sz57zx> av
Q

— /(fgcéu + f,0v + fow)dV — / (tsz0u + tg,0v + tg,dw)dS =0, (5.36)
Q

Iy

missa liukumat v;; maéritellaan
Yoy = 2E4y- (5.37)

Yhtalot (5.28), (5.34) ja (5.35) ovat virtuaalisen tyon periaatteen matemaatti-
nen asu. Periaate péatee mielivaltaisille infinitesimaalisille virtuaalisille siirtymille,
jotka toteuttavat kinemaattiset reunaehdot. Edella esitetty paattelyketju voidaan
myos kddntad. Siten virtuaalisen tyon periaate on ekvivalentti tasapainoyhtdiloiden
ja mekaanisten reunaehtojen muodostaman systeemin kanssa. Liséksi on syyta huo-
mauttaa ettd periaate patee ritppumatta siitd millaisia ovat materiaalia kuvaavat
lait eli jannitysten ja venymien viliset yhteydet.

Sanallisesti virtuaalisen tyon yhtdlo (VTY) voidaan esittdd seuraavasti: Otak-
sutaan ettd mekaaninen systeemi on tasapainossa sithen vatkuttavien ulkoisten voi-
mien ja geometristen rajoitteiden alaisena. Siten systeemiin vaikuttavien ulkoisten
ja sisdisten voimien virtuaalisten toiden summa kaikkien geometriset rajoitteet to-
teuttavien infinitesimaalisten siirtymien suhteen havidd.

5.3 Potentiaalienergian minimin periaate

Johdetaan potentiaalienergian minimin periaate juuri esitetystd virtuaalisen tyon
periaatteesta. Materiaalilaista (5.12) voidaan johtaa tilafunktio Ul(ey, ey, ..., Vzz)
siten, etta

OU = 0,06, + 0ybey + ...+ Top0Vas, (5.38)
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jossa muodonmuutosenergiafunktio U 2 on lineaarisen isotrooppisesti kimmoisan
aineen tapauksessa

1 1
U= Meatey+ &) +pules+ei+el)+ §u(7§y Y+ Vo) (5.39)
Voidaan todeta, ettd muodonmuutosenergiafunktio on aina positiivinen, mikali ve-

nymét ovat nollasta eroavia, eli

Ue) = %eTDe >0, e€#0, (5.40)
joten materiaalin jaykkyysmatriisilta D vaaditaan aidosti positiivista definiittisyyt-
td. Huomaa, ettd tdmé asettaa rajoituksia materiaalivakioiden vélille. Myohempéa
tarvetta silmélldpitden kirjoitetaan U = U(u, v, w), silld venymét e voidaan lausua
siirtymien u, v ja w funktioina kinemaattisten yhteyksien (5.9) avulla.

Kun muodonmuutosenergiafunktion olemassaolo on taattu, voidaan virtuaalisen
tyon yhtélon (5.34) ensimmaéisen termin integrandi kirjoittaa muotoon

dou dou  ddw
et A Ty | =— + —— | = 6U(u, v, 5.41
08x+ T (82+8x) (w0, w) (5.41)
muistaen, ettd o, ..., 7., ovat todellisen ratkaisun jannityskomponentit ja du, dv ja

dw ovat virtuaaliset muutokset todellisiin siirtymédkomponentteihin ndhden. Téten
virtuaalisen tyon periaate (5.34) voidaan nyt muuntaa muotoon

5 /Q U(u, v, w)dV — / (Fubu+ f,50 + f.0w) dV

\%4

—/ (tsz0u + tg,0v + tg,dw) dS = 0. (5.42)
Iy

Tamaé lauseke on hyddyllinen niisséd kimmoteorian tehtévissé, joissa ulkoiset kuor-
mitukset eivit ole johdettavissa potentiaalifunktiosta.

Seuraavaksi otaksutaan, ettéd tilavuusvoimat f ja pintavoimat tg ovat johdetta-
vissa potentiaalifunktioista V; ja V; siten, etté

0V oV ovy.
—o0Vy = —%5u — Eév — 8—w§w = foou+ fyov+ fow,  (5.43a)
-0V, = —%&L — %50 — %(510 = tgz0u + tg,0v + tg,0w. (5.43b)

ou ov ow

Télloin voidaan variaatioperiaate (5.42) muuntaa muotoon

51 = 0, (5.44)

3Tarkkaan ottaen pitéisi puhua muodonmuutosenergiatiheydesté, tai muodonmuutosenergiasta
tilavuusyksikkoa kohden.
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126 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

jossa
H:/[U(u,v,w)+Vf(u,v,w)]dV+/ Vi(u, v, w)dS (5.45)
Q Iy

on kokonaispotentiaalienergia. Periaate (5.44) ilmoittaa, ettd kaikkien kinemaatti-
sesti luvallisten siirtymien u, v ja w joukossa todelliset sirtymdt antavat kokonais-
potentiaalienergialle stationddrisen arvon. *

Otaksutaan, ettd tilavuusvoimat (f,, fy, f-), pintavoimat (¢g,,tsy, ts,) ja annetut
siirtymét (ug,vg, wg) ovat méadrittyja ja siilyttédvat suuntansa sekd suuruutensa
variaation tapahtuessa. Siten potentiaalit (5.43a) voidaan kirjoittaa muodossa

= Vi = fout fyu+ fow, (5.46a)
Vi = tgu+ tsyv + ts,w, (546b)
jolloin paddytédén systeemin (5.6), ... , (5.17) variaatioperiaatteeseen, jota kutsu-

taan potentiaalienergian minimin periaatteeksi: Kaikkien mahdollisten kinemaatti-
sesti luvallisten siuirtymdtilojen joukosta todelliset siirtymdat antavat kokonaispoten-
tiaalienergialle

H:/U(u,v,w)dV—/(f$u+fyv+fzw)dV—/ (tsat 4+ tsyv +tg,w)dS (5.47)
Q Q It

absoluuttisen minimin.

Néytetddn nyt, ettd potentiaalienergia (5.47) todella saavuttaa minimin luval-
listen siirtymékenttien joukossa. Olkoon todellinen siirtymatila u, v, w ja siitd varioi-
malla saatu mielivaltainen kinemaattiset reunachdot toteuttava siirtymatila v*, v*, w*,
eli v* = u+ du,v* = v+ dv,w* = w + dw. Tarkastellaan potentiaalienergian lause-
ketta

(u*, v*, w*) = H(u, v, w) + 511 + §°I1, (5.48)

jossa 0II on potentiaalienergian siirtymien suhteen lineaarinen ensimmaéinen variaa-
tio ja 0%II on siirtymien suhteen kvadraattinen toinen variaatio. Koska todellinen
siirtymaétila antaa funktionaalille stationddriarvon yhtélon (5.44) mukaan, hévida
potentiaalienergian ensimméinen variaatio ja koska muodonmuutosenergiafunktio
U on positiivinen, katso epéayhtalod (5.40), toteuttaa toinen variaatio epéyhtélon

6% = /U(éu, dv, dw)dV > 0, (5.49)
v

jossa yhtdsuuruus tulee kyseeseen ainoastaan, kun virtuaalisista siirtymista derivoi-
dut muodonmuutoskomponentit ovat identtisesti nollia. Tama taas on mahdollista
vain, mikali virtuaalinen siirtymétila kuvaa jaykin kappaleen liiketta, eli reunaeh-
dot ovat riittamattomia yksikésitteisen ratkaisun olemassaolon takaamiseen. Téten

4Sana “kokonais” jatetddn usein jatkossa pois ja kiytetdin vain termis potentiaalienergia koko-
naispotentiaalienergian sijasta.
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5.4. Muunnoksia potentiaalienergian minimin periaatteesta 127

mikali jaykén kappaleen liike on siirtyméreunachdoin estetty, pétee potentiaaliener-
gialle epayhtalo
Hluvallinen Z 1_-[todellinena (550)

jossa alaindeksit viittaavat siirtymaétiloihin. Koska virtuaalisen siirtymén suuruu-
delle ei ole asetettu mitddn vaatimuksia, voidaan todeta, ettd potentiaalienergian
absoluuttinen minimi saavutetaan todellisten siirtymien arvoilla.

5.4 Muunnoksia potentiaalienergian minimin periaatteesta

Potentiaalienergian minimin periaatteen (5.45) soveltaminen vaatii siirtyméfunk-
tioilta tietynasteista sdannollisyytta sekéd kinemaattisten reunachtojen toteuttamis-
ta. Numeerisia menetelmia silmaéllapitden on joissakin tapauksissa edullista lieven-
tad nditd vaatimuksia. Kertauksena voidaan kirjoittaa potentiaalienergian minimin
periaate seuraavasti: etsitddn minimi potentiaalienergialle

I(u) = / [U(w) — fu]dv — / tiudS (5.51)

Q Iy

side-ehdoilla

u =ug, reunalla I',. (5.52)

Mikéli halutaan paéastd eroon side-ehdoista, jotka siis rajaavat kinemaattisesti
luvallisten siirtyméfunktioiden joukkoa, voidaan ne ottaa mukaan potentiaaliener-
gian funktionaaliin (5.51) Lagrangen kertojien avulla, jolloin saadaan muunnettu
funktionaali

1 (u,p) = [ QU -l av - [

r

tgudS—/ p’(u — ug)dS, (5.53)
t T

jossa p on Lagrangen kertojista koostuva vektori. Nyt funktionaalin (5.53) varioita-
vina muuttujina ovat riippumattomat suureet u ja p ilman mitdén side-chtoja.

Funktionaalin (5.53) stationaarisuusehdosta seuraa, ettd Lagrangen kertojat ovat-
kin traktiokomponentit pinnalla I",, eli

p =t(u) reunalla T',. (5.54)

Kaavan (5.54) perusteella Lagrangen kertojat voidaan eliminoida funktionaalista
(5.53) ja uusi modifioitu funktionaali voidaan kirjoittaa muodossa

I%2() = / U(w) — 7] dV — / £ udS — / t(w)(u — ug)dS,  (5.55)
Q I’ T
jossa varioitavana suureena on vain siirtymavektori w ilman mitdan side-ehtoja.

Versio: kevit 2014



128 LUKU 5. Mekaniikan variaatioperiaatteita

Elementtimenetelméssé approksimoidaan tuntemattomia siirtyméafunktioita pai-
kallisesti kunkin elementin alueella tietynasteisilla polynomeilla. Jotta funktionaa-
lien, esimerkiksi (5.45),(5.47), (5.53) tai (5.55) integraalilausekkeet olisivat méaa-
riteltyja, on jatkuvuusominaisuuksien oltava voimassa elementin rajapintojen yli.
Tama saattaa joissain tapauksissa johtaa monimutkaisiin ja hankaliin ehtoihin, joi-
ta pitaisi pystyé lieventdméan. Erds mahdollinen tapa on konstruoida modifioituja
funktionaaleja, joissa jatkuvuusvaatimukset ovat lievemmaét. Tahén asiaan palataan
viela lyhyesti laattaelementtien yhteydessd, mutta asiasta kiinnostuneet voivat tu-
tustua muunnettuihin variaatioperiaatteisiin esimerkiksi Washizun teoksen luvuista
13.4-13.5 [35].

5.5 Harjoitustehtavia

1. Kuvan massatonta, jaykkda sauvaa kuormittavat pistemomentti M ja pistekuorma
P. Jousien jaykkyysvakio on k. Ratkaise tasapainotilaa vastaavat jousivoimat sovel-

tamalla

(a) virtuaalisen tyon periaatetta ja

(b) potentiaalienergian minimin periaatetta.

.
- = =

2. Johda muodonmuutosenergian lausekkeet

tasoristikkosauvalle,

(a)
(b) Eulerin-Bernoullin tasopalkille,
()
(d) Kirchhoffin laatta-alkiolle.

tasojannitystilassa olevalle levyalkiolle ja

Materiaalin otaksutaan noudattavan lineaarisesti kimmoisan isotrooppisen aineen

mallia eli Hooken lakia.

3. Néyta, ettd Lagrangen kertojien p fysikaalinen tulkinta funktionaalissa (5.53) on
traktiovektori.
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Luku 6

Kontinuumielementteja

Kontinuumielementtien muodostaminen on melko suoraviivainen yleistys kak-
sidimensioisen lammonjohtumisyhtélon tapauksesta. Elastisuusprobleeman rat-
kaisu elementtimenetelmalld tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilassa on sa-
mankaltainen, ainoa ero on materiaalin jaykkyysmatriisissa. Elementimenetel-

maéan perustana oleva heikko muoto on virtuaalisen tyon yhtalo.

6.1 Tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan elementit

Tarkastellaan nyt kimmoteorian yhtéloitd (x,y)-tasossa. Kaksi erilaista tapausta
voidaan erotella:

1. tasojdnnitystila, jossa tason pinnan normaalin suuntainen jannityskomponentti
hévidd, eli o, = 0, (my6s 7., = Ty = 0) seké

2. tasomuodonmuutostila, jossa vastaavasti tasoa vastaan kohtisuorassa suunnas-
sa muodonmuutoskomponentti havidé: €, = 0 (my6s V., = 7.y = 0).

Aloitetaan tasomuodonmuutostilan kisittelylla. Nollasta eroavat muodonmuutos-
ja jannityskomponentit karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa ovat

e:[ew €y %y]T, s:[aw o, 0, Txy}T. (6.1)

Tasomuodonmuutostilan konstitutiivinen yhteys saadaan suoraan yleisestd kolmi-
dimensioisesta materiaalilaista, katso luku 5.1, jattdmaéalla nollamuodonmuutoksia
ja -jannityksid vastaavat sarakkeet kirjoittamatta. Kimmoisan isotrooppisen aineen
tapauksessa on tasomuodonmuutostilan konstitutiivinen yhtalé seuraavanlainen:

Oy A+ 24 A 0
€x
oy A A4+2u 0
- . 6.2
o, A\ A0 “ (62)
Toy 0 0 | N
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130 LUKU 6. Kontinuumielementteja

Y1Ia oleva materiaalilaki kirjoitetaan usein muodossa jossa jannityskomponentti o,
jatetdan merkitseméatta jannitysvektoriin s, eli talloin

Oz A 2p A 0 €r
o, = A A+2u 0 € - (6.3)
Ty 0 0 % Vey

Tasomuodonmuutostilaa vastaava virtuaalisen tyon yhtélo on (yksikon paksuista
levyé kohden)

/(05,356m + 0y0€y + Tuy0Yyy)dA = / SulfdA + / Sultyds, (6.4)
Q Q Iy

missé siirtymavektori w pitaa sisélladn x ja y-akselin suuntaiset siirtymakomponentit
u:n ja v:n. Muodonmuutoskomponenttien virtuaaliset muutokset ovat

 9bu v dsu Db

0ty =—, 0 : oy = = + ——. 6.5
‘ ox “ dy Ty oy + ox (6:5)
Kinemaattinen yhteys voidaan kirjoittaa matriisimuodossa
- 5 -
— 0
€ &x
& o= 0 == eli €= Gu. (6.6)
%y v
w) oo
L dy Oz |

Virtuaalisille siirtymille ja virtuaalisille muodonmuutoksille péatee tietenkin yhtalo
de = Gdu. Ottamalla huomioon kinemaattinen yhteys (6.6) ja materiaalilaki (6.3)
saadaan virtuaalisen tyon yhtalé muotoon

/(Gdu)TDGudA:/équdA+/ Sultgds. (6.7a)
Q Q

I’

Virtuaalisen tyon yhtalo sisaltda siirtymien ensimmaisia derivaattoja. Téten ele-
menttimenetelmén interpolaatiofunktioiksi kelpaavat Cy-jatkuvat polynomit. Olkoon
kiytossa elementti, jossa on m solmua ja interpoloidaan molempia siirtyméakompo-
nentteja samanlaisilla funktioilla, eli

Uy
U1
Uz
V2

{v} - ZNZ@’"){UZ-}_{O Ny 0 Ny - 0

£ o

= Nul9. (6.8)
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6.1. Tasojannitys- ja tasomuodonmuutostilan elementit 131

Sijoittamalla tdmé siirtyméotaksuma virtuaalisen tyon yhtéloon saadaan elementti-
kohtaisiksi lausekkeiksi

e sisdisten jannitysten tekemaille virtuaaliselle tyolle

suT / (GN)"DGN dAu"® = 5u9" |  BTDBdAu®
Q(e) Q(e)

= 5u@OTK©u©  (6.9)

e ja ulkoisten voimien tekemélle virtuaaliselle tydlle

50T ( ()NdeA+/( Nt ds) = Jul ), (6.10)
Qfe Fte

missa elementin kuormavektoriin tulee termi reunakuormituksesta mikali ele-
mentin jokin reuna on reunan osalla I'.

Siirtyma-muodonmuutosmatriisi B voidaan lohkoa solmukohtaisiin osiin seuraa-

vasti:
B=[B, B, --- B, | (6.11)
missa
Niz 0
B, = 0 Ny |- (6.12)
Niy Nig

Derivaatat globaalien x,y-koordinaattien suhteen saadaan derivaattoina perusele-
mentin luonnollisten koordinaattien suhteen kuten on aiemmin esitetty.
Tasojannitystilan elementti on téysin tasomuodonmuutostilan elementin kaltai-
nen. Ainoa ero on se, ettd materiaalin jaykkyysmatriisi on erilainen. Tasojannitys-
tilan ehtosta o, = 0 voidaan muodonmuutoskomponentti e, ratkaista
ez + €y)

)\633 + )\Gy + ()\ + 2,“)6,2 =0 = €, = —W (613)

Sijoittamalla tdma takaisin kolmidimensioiseen konstitutiiviseen yhtal6on, saadaan

o A+ 20 A 0 €
o, ¢= A A+2u 0 € 0 (6.14)
Tay 0 0w Yay
missd on merkitty
< 20U\
A= . 6.15
A+ 2u (6.15)

Siirtyma-muodonmuutosmatriisi B on identtinen tasomuodonmuutostilan ele-
mentin kanssa.
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132 LUKU 6. Kontinuumielementteja

6.2 Pyordahdyssymmetrisen tilan elementti

Pyorahdyssymmetrisesti kuormitetun pyorahdyssymmetrisen kappaleen ratkaisu muis-
tuttaa tasomuodonmuutostilan ratkaisua. Pyorahdyskappale muodostuu, kun rz-
tason alue pyorahtad z-akselin ympéri. Pyordhdyssymmetristd kappaletta voidaan
tutkia vain tarkastelemalla halkileikkauksen puolikasta.

Merkitdan rz-tason siirtymié symboleilla u ja w aivan vastaten tasojannitys- ja
tasomuodonmuutostehtévissa tason xy siirtymié u ja v. Muodonmuutoskomponent-
tien lausekkeet sylinterikoordinaatistossa ovat

€r u,r
€ w
e={ 7 3= 7 : (6.16)
(&) rou
Vrz u,z + w,r

Konstitutiivinen laki saadaan suoraan kolmiulotteisen tilan materiaalilaista ja on

muotoa
o, A2 A A 0 €r
o, A A+ 24 A 0 €,
= ) 6.17
(o] A A A + 2/1 0 (&) ( )
Trz 0 0 0 % Vrz

Otaksumalla siirtymille samanlainen interpolaatio kuin tasotehtévissékin (6.8)
saadaan siirtyma-muodonmuutosmatriisiksi

B=|B, B, --- B, ], (6.18)
missa,
N; » 0
0 N;
B; = E 1
T‘_lNZ‘ 0 (6 9)
Ni,z Nz,r

6.3 Esimerkkeja

Esimerkki 6.1 Mddritd oheisen yhdestd bilineaarisesti interpoloidusta taso-
jannitystilan elementistd muodostetun rakennemallin siirtymdt ja jannitystila.
Rakenne on kuormitettu momenttikuormalla M joka voidaan aikaansaada kah-
della pistekuormalla solmuissa 2 ja 3. Rakenteen materiaalin kimmokerroin ja
suppeamaluku olkoot E ja v. Ota huomioon symmetria ja antimetria aktiivien
vapausasteiden (ug,us,vs,v4) valilla, jolloin tehtdvdadin jad ainoastaan kaksi
tuntematonta solmupistesiirtymdd. Reunaehdothan ovat u1 = v1 = vo = ug =

0.

Havaitaan, ettd solmujen 2 ja 3 vaakasiirtymét ovat toistensa vastalukuja sa-
maten kuin solmujen 3 ja 4 pystysiirtymat, eli

us = —ug, V4 = —Us. (6.20)
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Y
M/L
b r
4 3
E vt L
1 2| M/L x
Al

Ryhmitetddn nyt elementin vapausasteet seuraavasti:

T
ul® = [ U3 V1 Uz Vg U3 U3 Ug U4 ] . (6.21)
Vapausasteita ug, uzvs ja vg vastaava yhtalosysteemi on
K33 K35 Kz Ksg U J?;Q
Ks3 Kss Kse Ksg ug | _ ) fa3 (6.22)
K¢z Kos Koo Kes U3 0
Kgz Kg; Kgg Ksg V4 0

Ottamalla nyt huomioon vapausasteita sitovat yhteydet, saadaan ratkaista-
vaksi kahden tuntemattoman systeemi

K33 — K35 K36 — Kag (I fa2 (6.23)
K¢z — K¢s Koo — Kes U3 0

Oletetaan materiaalin jiykkyysmatriisin olevan muotoa

Dy D2 O
D=| Dy Dy 0 |. (6.24)
0 0 D33

Jaykkyysmatriisin solmuihin ¢ ja j liittyva lohko on siten

KZ(;?) =/ BI DBjtdA, (6.25)

jossa solmuun 7 liittyvd muodonmuutos-siirtyméamatriisi B on

Nz 0
B; = 0 Niy |, (6.26)
Ni,y Ni,aﬂ
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joten

BI'DB, =

D11N; o Nj o + D33N; yNj, D12N;j 2 Njy + D3z Ny Nj .

6.27
D1o2N; yNjz + D33N; 2 Njy  DoaNiyNjoy + D3z N o Nj (6.27)

Nyt geometrian kuvaus on yksinkertainen

z=(Na+ N3)L=1(1+¢)L, y=(Ns+Ny)L=1L1+nL, (628)

N~
DN~

josta kuvauksen Jacobiaani ja sen kdénteismatriisi ovat

ir 2|1
J:[2 OL , det J = 112, J*lzE 0(1) . (6.29)

o
N[

josta seuraa derivaattojen muunnoksille yhtalot

20 9 _20
Oxr Lo’ oy Lon’

(6.30)

Tarvitaan interpolaatiofunktioiden derivaattoja paikallisten koordinaattien suh-

teen
M 11-91—-mn), Mg = —i1-9), N, = -i1-9,
Ny = (1481 —n), Nog = 3(1—n), Noy = —1(1+9),
Ny = 31480 +n), Nze = 1(1+mn), N3, = 1i(+e),
Ny 11=90+n), Noe = —3(0+n), Nuy la-¢.
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Tarvittavat jaykkyysmatriisin alkiot saadaan nyt

Ky = ¢ / 11 / 11(D11N227$+D33N22,y)t]d§dn
= 1t(D11 + Ds3),

Kz = t/ll /11(D11N2,$N3,$ + D33N3 N3, ).JJd€dn
= ($D11 — 3Ds3)t,

Kss = t/ll /11(D12N2,xN3,y + D33Ny N3 ) Jdédn
= 1t(D12 — Ds3),

1 1

Ksg = t/_l/_1(D12N2,a;N4,y+D33N2,yN4,x)Jd§d77
= 1t(D12 + Ds3),

Kes = t/ll /11(D12N3,J:N3,y + D33N3 N3 ) Jdédn
= 1t(D12 + Ds3),

Keg = ¢ / 11 / 11(D22N§7y+D33N§7$)Jd§dn
= 1t(Das + D33),

Kgs = t/ll /11(D22N37yN4,y + D33 N3 Ny 5)JJdEdn
= ($Da + 3 D33)t.

Tarvittavat matriisialkiot ovat siten

K33 — K35 = 3t(D11 + Ds3) — 2tDyy + 3tDs3
(D11 + 2Ds33)t,
K36 — Kss = +t(D1a — D33) + D1 — Dss)

Isotrooppisesti kimmoisan aineen tapauksessa materiaalivakiot ovat

E E

D = ——F D = —_—

11 1—V2’ 33 2(1+V),
jolloin siirtymien us ja v3 ratkaisuyhtéaloiksi saadaan

Et
1—v2

Ratkaisu on siten

(6.31a)

(6.31b)

(6.31c)

(6.31d)

(6.31e)

(6.31f)

(6.31g)

(6.32a)

(6.32b)

(6.33)

2 1 1 1
ug | _ M 1-v 273 11(1 —1’/) 1 (6.35)
U3 ELt ({5 — 57+ 13v%) | 1(1-v) 53— 3V 0
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Lasketaan muutamalla eri v:n arvolla

8
B up | [ &1 M [ 26666 | M
v=0 = { Vs } - { i (BLt { 13333 (BLi (039
B up | [ 2821 | M
R A A o
Siirtymatila on siten
u = Nayusg— Nyup = 3 [(1+ €)1 —n) = (L+E)(1+n)] us
= —%(1 + &)nua, (6.38a)
v = Ngv3— Ngvg=3[(1+&1+n) — (1= +n)vs
= %(1 + 77)§U3. (6'38b)
Venymaét saadaan madritelméan mukaan
ou 2 0du U9
o (6.39%)
dv 20v V3
o = =i (6.390)
L ov_2(0u, o
Tev T By Tor L \on o
_ [ u2 v
- (1+£)L+(1+n)L}. (6.39¢)

Havaitaan, ettd elementtiin syntyy liukumia vaikka kyseessa on puhdas taivu-
tustila. Jannitykset saadaan konstitutiivisen lain kautta, ja ovat

FE (25

FE V3
0x = T3 (€x +vey) = T2 (_”f + fo) ) (6.40a)
E V3 u9
oy = m(ﬁy +veg) = 1-.2 (§f - V77f> ’ (6.40b)
E U2 U3
_ . —1+9F+ 1 +n)2]. (640
T = gy 2<1+u>[ 1+ +1+n2]. (6400)

Esimerkki 6.2 Mddritd jinnitykset kuvan bilineaarisessa tasojinnitystilan ele-
mentissd, jota kuormittaa lineaarisesti jakautunut reunakuormaitus joka on staat-
tisesti samanarvoinen taivutusmomentin M kanssa. Ota huomioon symmetria
ja antimetria vapausasteiden vdlilld. Kimmokerroin olkoon E ja suppeamaluku
v=_0.

Y 1 2
T @ @
L
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Koska suppeamaluku on nolla ei kappaleeseen synny siirtymia y-akselin suun-
nassa, eli v = 0. Symmetrian perusteella taas us = uq = —u; = —ug, joten

siirtymaétila kuvataan lausekkeella
= (—=N1 + No — N3 + Ny)us. (6.41)

Virtuaalisen tyon yhtalo

t/(axéem + 0ybey + Topy0Yay)dA = tszouds, (6.42)
Q Iy

supistuu nyt muotoon (e, = v, = 0,0, = Eey = Bu g, Tpy = GYzy = Guy):
Et/(ewéea; + %%yé%y)dA :/ to,0uds. (6.43)
Q Ty

Venymien lausekkeet ovat

(=Nig+ Nog — Nag + Nyg) ua, (6.44)

€Exr =

SN SIEN

Yoy = (=N1,y + Noy — N3y + Nay) ua. (6.45)

Tarvittavat interpolaatiofunktioiden derivaatat lokaalien koordinaattien suh-

teen ovat ) )
Nig = —z(1=m), Ny = —3(1-9),
N = i-m, My, = -lo+e), 6.1
Nsg = 3(1+n), Ny = 3(1+9),
Nig = —3(L+n), Nay = 31-9).
Téaten venymien lausekkeet ovat paikallisten koordinaattien avulla lausuttuna
seuraavat
U2
¢z = HpA=n+T-n~-00+n)—1+n)]u
= —277%, (6.47a)
Uz
Yoy = 1= -(1+8 -0+ + 1 - u
- —25%. (6.47D)

Virtuaalisten venymien lausekkeet ovat vastaavasti

)

de, = :—2772, (6.48a)
L
é

ey = :—252 (6.48D)

Lasketaan reunakuorman tekemaé virtuaalinen ty6. Reunakuormituksen maksimi-

intensiteetti saadaan momentin M avulla

fn = 6. (6.49)
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Virtuaalinen siirtymé du on reunalla 2:
ou(l,m) = (N2 — N3)oug = —ndus. (6.50)
Reunalla 2 virtuaalisen tyon lauseke on
L ! .
tszouds = 5 (—=ntm)(—ndug)dn = 5t Lous. (6.51)
2 -1
Jannitysten tekemé virtuaalinen tyd on
Et/ (ex0€; + %%y(hmy)dA
A
1 pl 2 2
4n 14¢
_ 172 —

Siirtymé wue voidaan siten ratkaista yhtalosta

2Btuy = 2t L = up = %% = zE—AfL. (6.53)
Elementin jénnitykset ovat
oy = 0,
0y = Bey= —EQn% = —4%77, (6.54)
Ty = Oy = —BEZ =20 (6.55)

Normaalijannityksille saatiin oikeat arvot, mutta elementtiin syntyy leikkaus-
muodonmuutosta ja siten leikkausjannityksid puhtaan taivutuksen tapaukses-
sa. Tamaé johtuu bilineaarisesta interpolaatiosta, joka ei pysty kuvaamaan tai-
vutustilaa korrektisti. Se vaatisi parabolisen siirtymaétilan, téssé tapauksessa
siis parabolisen v-komponentin.

6.4 Harjoitustehtavia

1. Kirjoita tasomuodonmuutos- ja tasojéannitystilan kimmoisen isotrooppisen aineen
materiaalin jaykkyysmatriisit kimmokertoimen E ja suppeamaluvun v avulla.

2. Muodosta tasojannitystilaa vastaavan lineaarisen kolmioelementin jaykkyysmatriisin
eksplisiittinen lauseke.

3. Muodosta tasomuodonmuutostilaa vastaavan lineaarisen kolmioelementin jéykkyys-
matriisin eksplisiittinen lauseke.

4. Muodosta tasojannitystilaa vastaavan bilineaarisesti interpoloidun elementin jéyk-
kyysmatriisin eksplisiittinen lauseke.

Versio: kevit 2014



6.4. Harjoitustehtavid 139

5. Maérita oheisen tasojannitystilassa olevan levyelementin jannitykset elementin kes-
kipisteessi (£ = 1 = 0), kun solmupistesiirtymét ovat: u3 = ug = v1 = vy = v3 =
0,us = v4 = A,uz = 2A. Elementin paksuus olkoon t ja materiaalia kuvataan line-

aarisesti kimmoisalla isotrooppisella mallilla, jonka parametrit ovat F ja v.

6. Oheista lineaarista tasomuodonmuutostilan kolmioelementtid kuormittaa pystysuora
pistevoima F solmussa 3. Solmujen 1 ja 2 vapausasteet ovat sidotut (= 0). Ratkaise
tehtavé, eli madritd elementin siirtyma- ja jannitystila. Materiaalivakiot olkoon F ja

v. Mita tapahtuu kun v — 0,5 ja miksi?
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Luku7

Numeerinen integrointi

Luvussa esitetdan elementtimenetelméssé yleisimmin kéytossé olevat kvadra-
tuurit, eli numeeriset integrointikaavat. Kvadratuurit muodostetaan korvaa-
malla integroitava funktio sen interpolaatiopolynomilla. Mikali kvadratuuri-
pisteet valitaan tasavilisesti saadaan Newtonin-Cotesin kvadratuuri, mité ele-
menttimenetelméssa kiytetdan vain dimensioreduktiomallien, eli palkkien, laat-
tojen ja kuorien jaykkyysmatriisin paksuussuuntaisessa integroinnissa.

Jaykkyysmatriisin kokoamiseen tarvittava laskentatyon mééra on suoraan ver-
rannollinen integointipisteiden lukumé&araan. Téten on suotavaa, ettd element-
timatriisien ja voimavektoreiden integrointi suoritetaan mahdollisimman alhai-
sasteisella kvadratuurilla. Usein kdytetdin myds ali-integrointia. Ali-integrointi
tai valikoiva ali-integrointi voi joissain tapauksissa johtaa parempiin tuloksiin
kuin tdysi integrointi. Valitettavasti niin ei aina ole, vaan ali-integrointi johtaa
usein nollaenergiamuotojen syntymiseen ja ratkaisun epéastabiiliuteen.

7.1 Johdanto

[soparametristen elementtien jaykkyysmatriisit ja kuormavektorit joudutaan yleen-
s muodostamaan numeerisella integroinnilla. My6s muissa tapauksissa numeerinen
integrointi voi olla tarpeen. Materiaaliominaisuudet tai elementin paksuus voivat
muuttua paikan mukana siten, ettd tarkka integrointi on hankalaa. Integrointikaa-
voista kiytetddn myos nimitysta kvadratuuri.

Yksiulotteisessa tapauksessa lausutaan integroitava funktio luonnollisen koordi-
naatin ¢ avulla valilla [—1,1]. Funktion f integraali

1
R (7.1)
1
voidaan maarittdd numeerisesti kaavalla

I~ wif(&), (7.2)
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142 LUKU 7. Numeerinen integrointi

missa &;:t ovat integrointipisteet ja w;:t ovat pisteisiin &; liittyvét painokertoimet.
Integraali I voidaan esittdé tarkasti kaavalla

1= wif(&) + R, (7.3)

missd R on jadnnos. Integraalin (7.1) laskemiseksi pyritdén kehittdméadn kaavoja,
joihin liittyvé jadnnos on mahdollisimman pieni numeeriseen laskutyohon nahden.
Kaava (7.2) voidaan yleistda valittomaésti kaksiulotteiseen tapaukseen:

= [ [ remdein= 30 wss(6m) (7.4)

i=1 j=1

7.2 Newton-Cotes menetelma

Valitaan integrointipisteiden paikat &; etukéiteen ja integroitavaa funktiota approk-
simoidaan Lagrangen interpolaatiopolynomeilla, eli

F(&) =3 U7, (7.5)

missa
ety (EEEE) (G ) (&)
© (& —&)(& — &) (& = &-1)(& — &) - (& — &) (76)
77! on n — 1 asteinen polynomi, joka saa arvon 1 pisteessi & ja ly—l(gj) = 0, kun

i# 7.
Integraali I = fjl f(&)d¢ on likiméérin

I~ /_1 (Z Z?I(f)f(fi)> d§ = Zwif(fi)a (7.7)

missa .
wi= [ w (75)
-1
Newtonin-Cotesin kaava (7.7) integroi tarkasti (n — 1)-asteisen polynomin, mi-
kdli n on parillinen ja m-asteisen polynomin mikéli n on pariton. Jadnnoksen R
lausekkeelle voidaan johtaa tulos

9 n+2 dn+!

R=C (n — 1) WM{, n pariton, (7.9)
2 \"gr

R=C <n — 1) dff’ n parillinen, (7.10)

missd C' on funktiosta f riippumaton vakio. Virheen kaavoista havaitaan, ettd on
syyta kiayttaa paritonta integrointipisteiden méaéariaa. Huomaa myos, etta virhe-estimaatin
kiytto edellyttda integroitavalta funktiolta riittévaa sileytta.
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Kuva 7.1  Numeerinen integrointi kahden (a,b) ja kolmen pisteen Newton-
Cotesin kaavoilla (c).

Esimerkki 7.1 Kirjoitetaan eksplisiittisesti kahden ja kolmen pisteen Newton-
Cotesin kaavat.

Valitaan kahden pisteen integrointikaavassa integrointipisteiden paikoiksi & =
—1 ja & = 1. Lagrangen interpolaatiopolynomit ovat

§—& 1 -8
1= =1la—g, 1= =11 +e). 7.11
Kaavasta (7.7) seuraa w; = wy = 1, joten
1

| 1@dem ) +unse) = S0+ 50 (12

Lauseke voidaan kirjoittaa muodossa
1
| e =2417-0+ ), (713)

joka on nimeltdan trapetsikaava.
Kolmen pisteen tapauksessa valitaan integrointipisteiksi & = —1,& = 0 ja

&3 = 1, ja vastaavat Lagrangen interpolaatiopolynomit ovat

2 (£-8&)(E—-E&)
h= (& — &) (6 — &)’ (7.142)
? (&2 —&)(62— &)’ (7.14b)
2 (E=&)E—-&)
5= (& —&)(& — &)’ (7:140)
Kaavan (7.7) perusteella painokertoimiksi saadaan wy = %, Wy = % ja wsg = %
T&ll6in integraalin arvoksi saadaan
1
[ r©de~ ki1 + 450 + 41, (7.15)

miké on kolmen pisteen Simpsonin kaava, katso kuvaa 7.1.
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7.3 Gaussin-Legendren menetelma

Gaussin-Legendren menetelméssa sekd integrointipisteet &; ettd painokertoimet w;
pyritdan valitsemaan optimaalisesti siten, ettd menetelmé integroisi tarkasti mah-
dollisimman korkea-asteisen polynomin.

Tarkastellaan (2n — 1)-asteista polynomia

P(€) = a1 + s + agé? + - + a2, 1 £ + a7, (7.16)

missa on 2n termia. Integroimalla polynomi tulee

1
I'= / p(€)dE = 2ay + Sag + - + 525 a1 (7.17)
—1

Sovellettaessa médritelméé (7.2), saadaan
1 n

1= [ pode= Y pleu (7.18)
-1 i=1

n n n n n

2 2n—2 2n—1

= m E w; + as E w;&; + as E Wi + v+ Az E w;&; + aop E &'
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Vertaamalla kaavoja (7.17) ja (7.18) havaitaan, etté

n n n

2 2
E w; =2, E w;§; = 0, E wiki =3,
=1 =1 =1

Z wl_g?n—Q = 2n271’ Z wi&?n_l =0. (719)
=1 =1

Polynomissa (7.16) on 2n termid. Kaavoissa (7.19) on 2n ehtoa, joiden avulla voi-
daan maarittdd kaavan (7.18) 2n tuntematonta: n painokerrointa w; ja n integroi-
mispistettd (Gaussin pistettd) &;.

Voidaan osoittaa, ettd n-pisteisen Gaussin-Legendren kvadratuurin integrointi-
pisteiden paikka maaraytyy astetta n olevan Legendren polynomin nollakohtien pe-
rusteella, ja painokertoimiksi saadaan yleisesti lauseke

_o(-g)
P (&)

Gaussin-Legendren n:n pisteen menetelmé integroi tarkasti (2n — 1)-asteisen po-

(7.20)

i

lynomin, joten menetelméa on tarkempi kuin Newton-Cotesin kvadratuuri. Jadnnok-
sen R lausekkeeksi voidaan johtaa
22n+1(n!)4 dan

R = @n i) [(2n)!]3 e (7.21)
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Esimerkki 7.2 Maidritetidn Gaussin-Legendren menetelmdn painokertoimet
ja integroimispisteiden paikat kun n = 2, 3.

Kahden integrointipisteen tapauksessa yhtéloista (7.19) seuraa

wi+ws =2, wiéitwds =0, wi&+wks=2 ~wi& 4w =0.

(7.22)
Symmetrian perusteella wy; = we ja & = —&a, jolloin ratkaisuksi saadaan
wy = wp = 1, 512—%, 522%- (7.23)
Tapauksessa n = 3 saadaan ehdot
w1 + wy + w3z = 2 (7.24&)
w11 + was + w33 =0 (7.24b)
wif + wokl + w3l = 3 (7.24c)
wi€} + wals + w33 =0 (7.24d)
wi€} + way + waks = 2 (7.24e)
w1} + w23 + w33 = 0 (7.24f)
Symmetrian perusteella &3 = —£1,& = 0 ja w; = ws, jolloin ratkaisuksi
saadaan

3 3 5
§1=— 57 &2 =0, 53:\/;, w1 = g, Wa =

©loo

, wg=235. (7.25)

Esimerkki 7.3 Tutki virhetti suhteen n funktiona (n = 2,3,5,10) integraa-

lissa
1 1 1
I= déd 7.26
/_1 /—1 det(J) s (7.26)

kun se integroidaan numeerisesti yhden pisteen, 2 X 2-pisteen ja 3 X 3-pisteen

Gaussin kaavoilla.

nL

L

Maaritetdan geometriakuvauksen Jakobiaani, jota varten tarvitaan siirtymien
interpolaatioiden lausekkeet:

z = (Na+nN3)L=3114+&[1-n+n(l+n)L, (7.27a)
y = (Ns+Nj)L=211+n)L (7.27b)

Versio: kevit 2014



146 LUKU 7. Numeerinen integrointi

1 —1
JT= | T Ve | o Lrnt(n=hn 0 (7.28)
Ty Yn (I1+&Mn-1) 2
detJ = 2L*[1+n+ (n—1)n] = $L%(ao + a1n). (7.29)
Lasketaan integraali ensin tarkasti
1,1 1
1 16 dn
I = dédn = — _—
/1 /1 det J < L% J_y ag + an
16" 1 16" 1
= 7 _1a_1 In(ap + a1n) = Tz _1m In(l+n+(n—1)n)
16 1

Koska integrandi on vakio £-koordinaatin suunnassa, voidaan tarkastella vain
numeerista integrointia 7-koordinaatin suunnassa. Gaussin-Legendren kaavoil-
la laskettuna saadaan seuraavat tulokset:

1. Yhden pisteen kaavalla w; = 2,n; = 0:
32

I~ L2 7.31
1+n ( )
2. Kahden pisteen kaavalla wy = wy = 1,11 = —1/v/3,1m2 = 1//3:
1 1
I~ L%16 + (7.32)
l+n——=(n—1) 1+n+%(n—1)]

3. Kolmen pisteen kaavalla wy = ws = 5/9,we = 8/9,m = —+/3/5,172 =

0,nm3 = /3/5:
1

I~ L 2%16= o + 8 + o
9(14+n—3/5(n-1) 1+n 1+4+n+./3/5(n—1)

(7.33)

Kootaan tulokset taulukkoon:

n=2 n=3 n=>5 n=10

1x1 10.666 8.0000 5.3333 2.9090
2x2 11.077 87772 6.2608 3.7446
3x3 11.0899 8.7890 6.4107 3.9939

tarkka 11.0904 8.7889 6.4378 4.0935

Havaitaan, ettd virhe integraalin numeerisen arvon méaéarityksessd Gaussin-
Legenderen kvadratuurilla kasvaa elementin véaaristymén lisdéntyessa. Huo-
maa, ettd oheinen integraali on seurausta laskettaessa muodon

/ N; o N; .dA (7.34)
Q

tyyppisia lausekkeita. Téten on syyta valttda elementtien liiallista viaristé-
mista.
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Esimerkki 7.4 Madritetadan oheisen kuvan mukaisen bilineaarisen elementin

tilavuusvoimia vastaava vektori f () kdyttien numeerista integrointia.

y/L 3 (6,6)

4(15

._
hy

2 (5,1)
x/L

1 1
@ _ T
f /_ 1 /_ NTfedgan (7.35)

0
f::{ g }, (7.36)

misséd p on materiaalin tiheys ja g maan vetovoiman kiihtyvyys.
Jacobin matriisi on kuvan elementille

JT — xvg yvg — £
LTn Yn 2

4+n n

e (7.37)

ja determinantti J = det J = (4 + & 4+ n)L2. Solmuun 7 liittyvi osuus, (2 x 1)-

vektori, on
1,1 0
f§e>:tpg / / NiJ 1 dédn, (7.38)
—1J-1 -

missé V; on mééritelty kaavalla (4.161).

Sovelletaan nyt Gaussin-Legendren kvadratuurikaavoja ensin solmuun 1 liit-

tyvaan integraaliin

1 1 Lo
/_1/—1N1Jd§d77 - / /_ 11 =91 —n)4+ &+ mn)dédnL?

+1- )0+ R+ 5~ 5)
+(1+ )1 = )= 5+ %)
1 1 1 1 2
+(1- )1 - F)E+ =+ =)L
= Y12 (7.39)
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Samalla tavalla saadaan

1 1
/ / NyJdédn = 4L, (7.40)
—-1J-1
1 1
/ / N3Jdédn = Y12, (7.41)
—-1J-1
1 1
/ / NyJdédny = AL% (7.42)
—1J-1

Tilavuusvoimista f, = 0 ja f, = pg aiheutuva voimavektori on siten

2pgt L? T
Bl [05060706. (7.43)

(e) —
7 3

7.4 Gaussin-Lobatton menetelma

Gaussin-Lobatton integroimiskaava eroaa Gaussin-Legendren kvadratuureista ai-
noastaan siind, etta vilin paétepisteet valitaan aina myos integroimispisteiksi. Muut
kvadratuuripisteet samaten kuin integroimispisteisiin liityvat painot méaritetdan
vastaavaan tapaan kuin Gaussin-Legendren menettelyssd. Koska kahden integroi-
mispisteen paikka on ennalta méarétty, tarvitaan Gaussin-Lobatton menettelyssa
yksi integroimispiste enemmén kuin vastaavassa Gaussin-Legendren menetelméssa
tietynasteisen polynomin tarkkaan integrointiin. Integroimispisteiden paikkoja kut-
sutaan myos Lobatton pisteiksi.

Esimerkki 7.5 Maddritetidn sen Gaussin-Lobatton kvadratuurin integroimis-
pisteiden paikat ja painojen arvot, joka integroi tarkasti viidennen asteen po-

lynomin.

Integroimispisteitd tarvitaan siis neljd. Symmetrian perusteella on mééritetta-
véné vain yhden pisteen paikka ja kaksi painokerrointa. Kaavaa (7.18) vastaava
yvhtélo on

I = wlp(—l) + wgp(—fg) + wgp(fg) + wlp(l). (7.44)

Vertaamalla lauseketta yht&loon (7.19) saadaan

2wy + 2wy =2, 2wy + 2wl =2, 2wy + 2uwaéy = 2, (7.45)
josta saadaan ratkaisuksi
52 = \/g, w1, = %, Wy = % (7.46)
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7.5 Numeerinen integrointi kolmioelementissa
Alakoordinaateista riippuvat funktiot integroidaan kaavalla
1 I, n
I = / / J(Ln, Ly, Ls)dLodLy = " 2w;Af(Lui, Lai, Ls;) + R, (7.47)
0 Jo i=1

missd L3 = 1 — L1 — Lo, w;:t ovat integroimispisteisiin ¢ liittyvat painokertoimet, n
on integroimispisteiden lukumééra, R on jadnnostermi ja A on elementin pinta-ala.
Taulukkoon (7.1) on koottu joitakin kolmioalueen integroimiskaavoja.

Taulukko 7.1 Kolmioalueen integroimispisteita ja painokertoimia.

alakoordinaatit
Kertaluku virhetermi R L; Lo L3 paino 2w;

lineaarinen O(h?)
kvadraattinen O(h?)

o= o= o =

kuubinen O(h?)

G U= oW W=~ O =Wl
= TwOl =Wl O NN =)=
WU, WR NN~ O (Wl

7.6 Isoparametristen elementtien integrointi

7.6.1 Yleista

Gaussin menetelmé soveltuu yhtd hyvin yksi-, kaksi- ja kolmiulotteisiin tehtéviin.
Integroimispisteiden lukumééra on tavallisesti sama eri suunnissa (2- ja 3-ulotteisissa
tapauksissa). Sensijaan integroimispisteiden lukumédrén valinta on monitahoinen
tehtéva.

Nelisolmuisen suorakaiteen tai myos kuvan 7.2 vinokaiteen tapauksessa Jacobin
determinantti J on vakio, ja siirtyma-muodonmuutosmatriisin B-alkiot riippuvat
lineaarisesti luonnollisista koordinaateista £ ja 1. Jos materiaalin jaykkyysmatriisin
D alkiot ja paksuus ¢ ovat vakioita, niin Gaussin 2 x 2 pisteen integroimiskaava
antaa tarkan tuloksen. Vastaavasti kahdeksansolmuisen suorakaiteen muotoisen ele-
mentin tapauksessa J=vakio, sisdltdd B-matriisi kvadraattiset £:n ja 1:n polynomit,
ja jaykkyysmatriisin termien laskemisessa joudutaan integroimaan neljadnnen asteen
polynomeja. Talloin Gaussin 3 x 3 pisteen kaava tuottaa tarkan tuloksen.

Nelisolmuisen elementin tapauksessa 2 x 2 pisteen Gaussin menetelméd sano-
taan taydelliseks: integroinniksi, koska se integroi tarkasti sddnnollisen muotoisen
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|-

3
y 4
X X X
X X
| |
2 X X
1
> 8 8 X X X
Kuva 7.2 Bilineaarinen elementti seké Gaussin pisteet 1 x 1, 2 x 2 ja 3 x 3

pisteen kaavoissa.

elementin jaykkyysmatriisin termit. Samasta syystd 3 x 3 pisteen kaava on taydel-
linen kvadraattisille elementeille.

Elementin muodon poiketessa suorakaiteesta ei J endé ole vakio ja B-matriisin
alkiot sisdltavéit &:n ja n:n rationaalifunktioita. Taten elementin jaykkyysmatriisin
alkiot eivdt endd ole polynomeja, eivatkd Gaussin kvadratuurit tuota tarkkoja tu-
loksia. Voidaan paatelld, ettd elementin muodon on oltava mahdollisimman lahell&
suorakaidetta hyvin tarkkuuden saavuttamiseksi.

Integrointipisteiden lukumééaran kasvattaminen parantaa integroinnin tarkkuut-
ta, mutta lisda samalla laskentakustannuksia. Numeerinen integrointi voi tuoda epé-
tarkkuutta elementin muodostamiseen. Tarkka integrointi ei ole valttamatta edes
edullista elementtimenetelmén tulosten tarkkuuden kannalta. Elementin otaksuttu
siirtymaétila sisdltdd vain rajoitetun madrdn deformaatiomuotoja, joiden avulla ei
voida yleensé esittdéd tehtavin tarkkaa siirtymétilaa. Otaksutut siirtymaétilat mer-
kitsevat sitéd, ettd analysoitava rakenne on korvattu rakenteella, joka sisaltda darel-
lisen maaran siirtymatiloja. Korvaava rakenne, eli elementtimalli on siten jaykempi
kuin todellinen rakenne. Korvausrakenteen liiallista jaykkyyttd voidaan kiaytadnnossa
pienentédd soveltamalla taydellistd integrointia alhaisasteisempaa menetelméa eli re-
dusoitua integrointia. Redusoitu integrointi on myd6s laskentakustannusten kannalta
edullisempaa.

Redusoidun integroinnin seurauksena voi syntya nollaenergiamuotoja eli defor-
maatiomuotoja, joihin liittyvd muodonmuutosenergia on nolla ja joiden seurauksena
jaykkyysmatriisi on singulaarinen tai lahes singulaarinen.

Elementin muodonmuutosenergia on

U = / UpdV =1 / e’ DedV, (7.48)
Q) Qe
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missi € = Bu'®. Muodonmuutosenergia on téten
U = Ly /V . B"DBdVu'® = Lu@TK €y, (7.49)

Elementtiverkkoa tihennettédessd elementin muodonmuutostila ldhenee vakioti-
laa eli UL lahestyy vakiota elementin alueella. Jos US® on vakio, niin U®):n mii-
rittdmiseksi taytyy tilavuus integroida tarkasti. Téten esimerkiksi levytehtavissa on
numeerisen kvadratuurin integroitava t.J tarkasti. Esimerkiksi bilineaarisen elemen-
tin tapauksessa, jos t=vakio, tJ riippuu lineaarisesti koordinaateista & ja 7. Talloin
integrointipisteiden vdhimmaismadra on yksi. Kvadraattisen elementin tapauksessa
J sisiltad termit €3 ja 03, joten tarvitaan 2 x 2 Gaussin kaavaa tilavuuden tarkkaan
integrointiin.

[soparametristen elementtien tapauksessa paras integrointimenetelmé on taval-
lisesti alhaisasteisin menetelma, joka integroi tilavuuden tarkasti ja joka tuottaa
stabiilin jaykkyysmatriisin ja elementtimallin, johon ei sisélly nollaenergiamuotoja.

7.6.2 Redusoitu integrointi ja nollaenergiamuodot

Elementtimenetelmén tasapainoyhtaloryhmé on
Ku =f. (7.50)
Mikali siirtyméavektori w vastaa jaykan kappaleen liikettd, niin

U=1lu"Ku=0. (7.51)

1
2

Siirtymatilaa w, johon liittyvd muodonmuutosenergia on nolla, voidaan nimittaa
nollaenergiamuodoksi. Koska jaykdnkappaleen liike voidaan ja tdytyykin eliminoi-
da siirtyméreunaehtojen avulla, nollaenergiamuotoja ovat varsinaisesti muut kuin
yhtdlon (7.51) toteuttavat siirtymaétilat, jotka eivit vastaa jaykdnkappaleen liiket-
ta. Nollaenergiamuotoja voi syntyé elementtiverkkoon ja elementtiin esimerkiksi re-
dusoidun integroinnin seurauksena.

Kuvassa 7.3 on esitetty nelisolmuisen bilineaarisen elementin siirtymatilat eli
ominaismuodot.

Kuvan 7.3 siirtymatilat 1,2 ja 3 ovat jaykin kappaleen liikkeita. Tilat 4,5 ja 6 liit-
tyvit vakiomuodonmuutostiloihin, joissa elementin muodonmuutosenergia U(®) > 0.
Tilat 7 ja 8 ovat taivutusmuotoja. Jos kiytetddn yhden pisteen Gaussin integrointia,
niin tiloihin 7 ja 8 liittyvd muodonmuutosenergia on nolla ja tilat 7 ja 8 ovat tdssa
tapauksessa nollaenergiamuotoja.

Ominaismuotoon 7 liittyvd elementin siirtymévektori on
T
u = - 0c0 —0c0], (7.52)

Versio: kevit 2014



152 LUKU 7. Numeerinen integrointi

Kuva 7.3 Bilineaarisen elementin ominaismuodot.

ja siirtymékentta on

u(€,n) = Z Ni(&§,mu; = (—=N1(€,n) + Na(&,m) — N3(&,m) + Na(§,m))c = (Fé3p)

Jacobin matriisi on suorakaide-elementin tapauksessa

1[5521 0 2 [y31 0

J =
21 0 wys Toyst | 0 xo

} = Jl=

], To1 = T2 — X1, Y31 = Y3 — Y1

(7.54)

SRRt 759

komponentit ovat téssd tapauksessa

2c 2c
-_— ja U, = ———E. 7.56
(o —!101)77 ) Y (ys _yl)g ( )

Siirtymagradienttivektorin

Uy = —

Koska v = 0, ovat muodonmuutoskomponentit nyt
2c 2c

1, €:O ja Ty — —
($2—!E1)n ) J 7y (

mg. (7.57)

€r = —

Elementin keskipisteessé eli Gaussin yhden pisteen kvadratuurin integrointipisteessa

€2(0,0) = €,(0,0) = 7,,(0,0) = 0 (7.58)
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Y,V

° 5 /’\
—~—
L oy /\o

(a) (b) (c) (d)

Kuva 7.4 Gaussin 1x 1-integroinnin synnyttdmaét mekanismit neljén bilineaa-
risen elementin verkossa.

ja kyseiselld integrointimenettelyllda méaritetty elementin jaykkyysmatriisi
K = (twJB"DB) |¢=—o (7.59)
on epastabiili eli

K9u© =0 ja U®=14@TK@yl =0, (7.60)

1
2

Siirtymamuotoja 7 ja 8 voidaan nimittd& mekanismeiksi 1x 1-integroinnin yhtey-
dessa. Mekanismeja voi syntyé paitsi elementtiin myos elementtiverkkoon. Kuvan 7.4
mekanismeja nimitetddn muotonsa perusteella myos tiimalasimuodoiksi (hourglass
modes). Kuvan mekanismit koostuvat siirtymaétiloista 7 ja 8, joihin on yhdistetty
jaykan kappaleen rotaatio.

Mekanismin synnyttamiseksi elementin ei tarvitse olla suorakaiteen muotoinen.
Jos elementin siirtymaétila on esimerkiksi

u=aién ja v=axn (7.61)
missd a; ja ay ovat vakioita, niin Gaussin pisteessda £ =n =0
Ue=U,=Ve=0, =0 = € =€ ="7y=0 (7.62)

riippumatta elementin muodosta.
Tarkastellaan seuraavaksi kvadraattista elementtia Gaussin 2x2 integroinnin yh-
teydessa. Kuvan 7.5b yhdeksénsolmuisen elementin siirtymét ovat

u=3 - —n* ja v=0. (7.63)

Gaussin menetelmén 2x2-pisteen kaavan integroimispisteissi & = +1/v/3 ja n =
+1/+/3 siirtymisti (7.63) seuraa

Ueg=Uy=Ve=1,=0 (7.64)
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7 3
4 ‘ T
] T m | \‘
} \
89— — —o— 64l — — —
9 \ /T W‘
] ] \
\ | /
1 ! Xu_ |
5 2
8- tai 9-solmuinen vain 9-solmuinen vain 9-solmuinen 8- ja 9-solmuinen
(@) (b) (©) (d)
Kuva 7.5 Kvadraattisten elementtien tiimalasimuotoja.

ja muodonmuutokset ovat nollia kyseisissd integroimispisteissia. Kuvien 7.5b ja ¢
muodot eivit ole mahdollisia 8-solmuisessa elementissé, koska sen interpolaatiofunk-
tiot eiviit sisdlld termis £2n2. Sensijaan kuvan 7.5d muoto on mahdollinen sekd 8-
ettd 9-solmuisessa elementissd. Mekanismiin liittyva siirtymékentta on

u=EB3n"—1) ja v=n(l-3 (7.65)

ja néita siirtymia vastaavat muodonmuutokset ovat nollia Gaussin 2x2-kaavan pis-
teissd. Kuvan 7.5d mekanismi ei ole mahdollinen vierekkaisissa elementeissé, koska
nain deformoituvat vierekkiiset elementit eivit ole yhteensopivia.

Elementin jaykkyysmatriisin sadnnollisyysaste eli rangi on vapausasteiden lu-
kuméara vahennettynd nollaenergiamuodoilla, joita ovat jaykdn kappaleen siirty-
méamuodot ja mekanismit. Gaussin 2x2-kaavalla integroidun 9-solmuisen elementin
rangi on 2 X 9 — 3 — 3 = 18 — 6 = 12. Vastaavasti 8-solmuisen elementin rangi on
16 — 3 — 1 = 12 eli sama kuin vastaavan 9-solmuisen elementin rangi. Elementin
epastabiilius voidaan valttda kayttadmalld 3x3-integrointia.

Vaikkei elementtiverkkoon sisiltyisikddn mekanismia, se voi silti kiyttaytya huo-
nosti, jos mekanismin syntymisté estava rajoite on heikko. Kuvan 7.6a verkko koos-
tuu yhden pisteen kaavalla integroiduista nelisolmuisista elementeistéa tai 2 x 2-kaavalla
integroiduista 9 solmuisista elementeista. Jaykka kiinnitys estdd mekanismin synty-
misen keskeisen pistekuorman tapauksessa. Kiinnityksen antaman rajoitteen vai-
kutus pienenee, kun etéisyys tuelta kasvaa. Pistekuorman laheisyydessé siirtyma-
tilaan ilmestyy kuvien 7.4 ja 7.5 esittdmid deformaatiokomponentteja. Esimerkiksi
2x24 elementin verkolla laskettuna siityma on 500-kertainen ‘tarkkaan tulokseen’
u = PL/EA verrattuna.

Kuvan 7.6b tapauksessa vinoviivoitetun elementin, johon pistekuorma P koh-
distuu, kimmokerroin F; on paljon suurempi kuin viereisen osan kimmokerroin Fs.
Jaykkadn reunaan tuetut joustavat elementit tukevat heikosti jaykkaa elementtis, ja
2x2-kaavalla integroituihin kvadraattisiin elementteihin syntyy rajoitettu mekanis-
mia muistuttava siirtymétila.
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]

<
|
L

=

Kuva 7.6 Tiimalasimuotoja elementtiverkossa.

Mekanismeista aiheutuvien vaikeuksien valttdmiseksi, mahdollisen tarkkuuden
menetyksen kustannuksella, varovainen analysoija tyytyy kiayttdméaén vain element-
tejd, jotka ovat stabiileja kaikissa olosuhteissa.

7.6.3 Mekanismien kontrollointi

Redusoidulla integroinnilla saadaan aikaiseksi tarkkoja ja luotettavia elementtejé,
jos mekanismien syntyminen voidaan jollakin tavalla estéd. Tarkastellaan esimer-
kiksi bilineaarista elementtia ja yksinkertaisuuden vuoksi sen z-akselin suuntaisia
solmusiirtymia ul. Kuvan 7.3 siirtymamuodoissa 1 ja 8 ul = 0. Muotojen 2,...,6

mielivaltainen yhdistelméa on

1 —1 1 —1
1 1 1 —1 —1
(e) —
Uyt =024 +as 1 +ay 1 + as 1 + ag L (7.66)
1 —1 —1 1 1

—1
. 1

wl)={ Lo (7.67)
1

Muoto 7 on ortogonaalinen muiden muotojen kanssa eli
wl) ul) =0, i=1,2,34506s. (7.68)

Muoto 7 voidaan stabiloida ja eliminoida lisddmalla yhden pisteen Gaussin mene-
telmalld muodostettuun jaykkyysmatriisiin ‘stabiloiva’ matriisi
K'Y = 2u9u 97 (7.69)
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Samalla tavalla estetdén muodon 8 syntyminen. Kertoimet a; ja ag voidaan valita
siten, ettd elementin muodonmuutosenergia saa tarkan arvon puhtaassa taivutuk-

)

sessa. Koska muodot 7 ja 8 ovat ortogonaalisia muiden muotojen kanssa, K (76 ja

K ée) eivat vaikuta jaykistavésti muihin siirtyméamuotoihin. Esimerkiksi muotoon 7

)

ja matriisiin K §‘f liittyviit solmuvoimat ovat

£ = KO = ulu = o =0, (7.70)

kuni=1,2,3,4,5,6,8.
Edella kuvattu stabilointimenetelmé voidaan yleistdd myos muille elementeille.

7.6.4 Nollaenergiamuotojen maira elementtiverkossa

Nollaenergiamuotojen vdahimmdismddardlle elementtiverkossa voidaan johtaa lause-
ke seuraavalla tarkastelulla. Otaksutaan, ettd elementtiverkon integroimispisteiden
lukuméara on n;,,. Rakenteen jaykkyysmatriisi voidaan kirjoittaa muodossa

Nint

K => a,;B]D;B; (7.71)

i=1

missé «; sisdltdd painokertoimen ja Jacobin determinantin sekd mahdollisesti ele-
mentin paksuuden integrointipisteessa ¢. Merkinta B;, D; tarkoittaa sita, ettd mat-
riisien termit on muodostettu integrointipisteessé . Rakenteen muodonmuutosener-

gia on
Nint Nint
U= %uTKu = % E a;u!' B;D;B;u = % E o€l Dye;, (7.72)
i—1 i=1

missé integroimispisteessa ¢ muodostettu muodonmuutosvektori on
€, = Bu. (7.73)

Maéritelmén mukaan w # 0 on nollaenergiamuoto, jos siihen liittyvd muodonmuu-
tosenergia U on nolla. Koska konstitutiivinen matriisi D on positiivisesti definiitti,
muodonmuutosenergia on nolla, jos ja vain jos muodonmuutosvektori on nollavektori
integrointipisteissa ¢ = 1, ..., Ny, €li jos

B,

B,
. u = 0. (7.74)

Bnint

Levytehtavissd matriisin B; dimensiot ovat 3x2n ja vektorin w dimensiot ovat

2n x 1, missé n on elementtiverkon solmujen lukumééra. Talloin kaavan (7.74) ker-

roinmatriisin dimensiot ovat 3n;,; X 2n ja kertomisen tuloksena syntyvan vektorin
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N
X X
a) X
X X
A 3 A
NN
X x | x X
b) x x
M x | x X
7777 f;@?
§> ———————0——0——0
X x | x X
c) X x
X X X X

Kuva 7.7 Elementtiverkkoja joissa esiintyy nollaenergiamuotoja.

Taulukko 7.2  Kuvan 7.7 elementtimallien nollaenergiamuodot.

rakenne 4-solm. elem. &-solm. elem.

a 2 1
b 3 0
C 0 0

dimensiot ovat 3n;,; x 1. Homogeenisessa yhtaléryhméssa (7.74) on 2n tuntematon-
ta solmusiirtymaé ja 3n;,; yhtaloa. Jos 2n > 3n;,,, niin tuntemattomia on enemméan
kuin yhtél6ita ja ryhmalla (7.74) on vahintdén 2n — 3n,,, ei-triviaalia ratkaisua siir-
tymavektoriksi w. Verkossa on siten vahintaén

nollaenergiamuotoa. Nelisolmuisen elementin ja yhden pisteen integroinnin tapauk-
sessa n = 4 ja n;,; = 1. Kaavan (7.75) perusteella nollaenergiamuotojen lukuméara
on 2 x4 —3x1=25,jane ovat kuvan 7.3 jiykdnkappaleen siirtymét 1,2 ja 3 seka
muodot 7 ja 8. Jaykdnkappaleen liikkeen estdmiseksi rakenne tuetaan reunachdoilla,
joiden lukumééré olkoon n,.. Téll6in kaavan (7.75) perusteella elementtimalliin jaa
vahintaan
2n — n, — 3N = No (7.76)
nollaenergiamuotoa. Kuvan 7.7 rakenteiden mahdollisten nollaenergiamuotojen lu-
kumarét on esitetty taulukossa 7.2 Esimerkiksi kuvan 7.7b nelisolmuisen elementin
tapauksessa n = 6,n, = 3,4, = 2, ja kaavasta (7.76) seuraa Ny = 2x6—3x2—-3 =
3. Jos malliin jad reunaehtojen asettamisen jilkeen nollaenergiamuotoja, niin re-
dusoidusta integroinnista on luovuttava.
Edellisen perusteella péaatelladn, etta taydellinen integrointi tuottaa luotettavan
mallin, redusoitu integrointi voi parantaa tulosten tarkkuutta, jos nollaenergiamuo-
toja ei synny ja elementin muodon on oltava mahdollisimman vahan vaaristynyt eli
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lahella suorakaiteen muotoa.

7.6.5 Reunakuormitus

Tarkastellaan elementin reunaa, joka kuuluu levyn reunan osaan S, jolla reunavoi-

mat tunnetaan. Reunavoimavektori olkoon

p= { D } ,
Dy
ja elementin reunan viiva-alkio on

ds = \/dx? + dy?,

missé differentiaalit dx ja dy maaritelladn kaavoilla

ox ox
Oy Jy
dy = 8§d£+0ndn’

eli
dv | f de
{dy }_J{dn}'

Elementin reunalla £ on vakio

x> dy 2
dz® + dy? = [(0_77) + (8_n) ] dn®* = ds=/J} + J3dn.

Vastaavasti reunalla n= vakio, saadaan pituusalkion lausekkeeksi

dS = \/ J121 _'_ J221d§

(7.77)

(7.78)

(7.79a)

(7.79D)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

Mikili reunan S, jakautunut kuormitus on méaritelty normaali- ja tangentiaali-

komponenttien p,, ja p; avulla, niin p, ja p, saadaan muunnoskaavoilla, katso kuvaa

7.8
Pz = PnCOSQ — PySina,
Dy = PpSina + p;cosa.
Sijoittamalla
: dr
sina¢ =—— ja cosa=—",
ds
saadaan
. dy s dz
Pz = Dn ds Y4 dS’
I s dy
py - pn dS ptds-
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y
X X

Kuva 7.8 Levyelementin reunakuormitus.
Reunalla {= vakio saadaan lausekkeet

Dz = (an—Ty] +pt3—f]) ZZ (Joopn + J12Pt) ZZ (7.86a)

Dy = (—ﬁng—z +ﬁt§—z) % = (—=J12pn + Jo2p1) %, (7.86Db)
ja vastaavasti reunalla n=vakio

e = ( d‘z éh) X Tupu+ Tipy) ;li (7.87a)

by = ( pndz +p Z‘Z) D g+ Jor) Zi (7.87h)

Esimerkki 7.6 Maddritd oheisen bikvadraattisen Serendip-tyyppisen elemen-

tin kuormavektorin lauseke reunalla 2 olevasta painekuormasta. Suorita in-

tegroinnit Gaussin kaavoilla.

y
L/2 L/2 L/4
a1
(\ O
L/2
p
L/2
X
O
Kuormitusvektorin komponentit saadaan lausekkeista
1
Foi = [ Npads= [ Nidapadn, (7.88a)
s -1
- 1
fyi = /Nipydsz —/ N;J12pndn, (7.88Db)
s —1
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missé Jog ja Ji2 ovat geometriakuvauksen Jacobin matriisin alkioita:

JT = | T e | (7.89)
Tn Yn Jiz J22
Elementin solmujen koordinaatit ovat
(xl’yl) = (050)5 (555,245) - (%L’O)’
(x27y2) = (L7O)7 (wﬁayﬁ) = (%Iﬁ %L)a (790)
(x37y3) = (LaL)7 (x77y7) = (%L7L)7
(x47y4) = (OaL)7 ($87y8) = (07 %L)a
ja interpolaatiofunktiot ovat
Ny = ;(1+&A-n(E—-n-1), (7.91a)
Ny = 1+ +n)(E+n-1) (7.91b)
Ny = ;1=A+n)(=E+n-1), (7.91c)
Ny = 31— ), (7.91d)
Ne = L1490, (7.91¢)
Ne = 31—+, (7.91f)
Ns = (1= -7 (7.91g)
Tarvittavat Jacobin matriisin alkiot ovat:
8
Joo = yn= Z Ninyi
=1
8
Jiz = zy= ZNi,nﬂ%
=1
= (Noy+ N3y + N5, + 2Ney + 5Nz ) L. (7.92b)
Maaéritetddn interpolaatiofunktioiden n-derivaatat
Nyy = —3(1+8E-2n), Noy = —n(l+¢),
N3777 = %(1 + g)(g + 277)7 N7777 = %(]‘ - 52)7 (793)
Nig = %(1_5)(_5‘1‘277)7 Nsy = —n(l1-=¢),
jotka reunalla & = 1 saavat arvot
N3777 = %(1+277)5
Noy = —2n, (7.94)

N4777 = N5777 = N7777 = N8777 = 0'
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Alkioiden Jyo ja Jio lausekkeet tarkasteltavalla reunalla ovat
Jao = 3L, Jio = —inL. (7.95)

Viimein kysytyt kuormitusvektorin komponentit voidaan laskea
1 1

fo2 = / Na(1,m)J22pndn = / 3(1 = n)(=n)5 Ldnpn,
-1 -1

1
= L /_ 1(772 —n)dn = 3pL2(7z)* = §pL, (7.96a)

1 1
fuz = / N3(1,m)Ja2pndn = / 5(1+n)ngLdnp, = §pL, (7.96b)
1 -1

1 1
fz6 = / Ne(1,m)Jooppdn = %pL/ (1—n*)dn = %ﬁL, (7.96¢)
1 ~1

1 1

fo = — / 1Nz<1,n)Jumdn:iﬁL / 1(n3—n2)dn=—%ﬁL,(7-96’d)
1

fs = - / Na(1,7)Jispndn = 3pL, (7.96¢)
-1

fie = 0. (7.96f)
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Luku 8

Elementtiapproksimaation tarkkuus

8.1 Virheen mittaus

Elementtimenetelmén antaman likiratkaisun konvergoiminen, eli suppeneminen koh-
ti ratkaistavana olevan matemaattisen mallin tarkkaa ratkaisua riippuu péaéasiassa
elementtiverkon koosta ja siitd minka asteisia interpolaatiopolynomeja kaytetaén.
Elementtimenetelmén kehityksen alkuvaiheessa kdytettiin alhaista astetta olevia po-
lynomeja ja ratkaisun tarkentaminen tapahtui verkkoa hienontamalla eli tihentdmal-
la. Tata strategiaa kutsutaan elementtimenetelman h—versioksi ja se on nykyisinkin
hallitseva elementtimenetelméversio. Modernimpaa tapaa edustaa elementtimenetel-
mén p-versio, jossa elementtien lukumaéré pidetdadan vakiona, usein melko pienend, ja
korottamalla interpolaation astetta saavutetaan numeerisen ratkaisun tarkentumi-
nen. Mikéli ongelman ratkaisufunktiot ovat sileitéd, saavutetaan télla menetelmalla
optimaaliset suppenemisominaisuudet. Tama on johtanut hierarkisten interpolaa-
tiofunktioiden kdyttéonottoon, joilta lisiksi vaaditaan kantajérjestelmén mahdolli-
simman suurta stabiiliutta.

Miten ratkaisun tarkkuuden paranemista mitataan? Téahén on olemassa joukko
kriteereja, joista yksinkertaisin on tutkia tietyn suureen arvon muuttumista kun ele-
menttiverkkoa tihennetdén ja/tai interpolaatiopolynomien kertalukua kasvatetaan.
Yksinkertaisin mahdollinen tapa on kiyttaa halutun suureen tiettya pistearvoa. Té-
mé on kuitenkin yleisesti ottaen kyseenalainen tapa tulkita numeerisen ratkaisun
hyvyytta, ellei kyseessé ole suureen ratkaisualueessa esiintyva maksimiarvo. Luotet-
tavamman kuvan ratkaisun paranemisesta saadaan tutkimalla suppenemista tietty-
jen normien avulla. Téllaisia voivat olla vaikkapa maksiminormi

[u()[|oc = max [u(z)|, (8.1)

tai ns. L2-normi, joka mittaa funktiota nelidintegraalin mielessi

Jullz, = (/QquQ) 1/2. (8.2)
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Normi siis kuvaa tietylla tavalla funktion suuruutta ja on vektorilaskennasta tutun
késitteen “vektorin pituus” laajennus.
Malliprobleeman (3.1) tapauksessa luontevia suureita olisivat lampétilan (siirty-
mén) virhe
lv— oo, tal [lu—all,, (8.3)

lu — ||z = (/Q k(i — a')%m) " (8.4)

Huomaa, etté kyseiselld suureella ei kuitenkaan ole energian yksikkoa. Edellé esitetyt

tai ns. energiavirhe

approksimaatiovirheen lausekkeet ovat absoluuttisia lukuja. Virheen suuruus tulee
monissa tapauksissa paremmin miellettya kun kiytetdadan suhteellisia virheen arvoja,

esimerkiksi .
|u — il s

e, =
T e

(8.5)

Elementtimenetelmén virhearvioanalyysi on monimutkainen ja matemaattisesti
vaativa alue, joka nojautuu abstraktiin funktionaalianalyysiin. Asiasta kiinnostu-
neelle suositeltavia lahteita ovat [33], [18], [27].

8.2 A priori virhearviot

Elementtimenetelmén yhteydessé puhutaan usein etukéteisvirhearvioista eli a prior:
virhearvioista. Nama ovat asymptoottisia tuloksia ja usein muotoa (elementtimene-
telmén h-versio)

lell < Cn*, (8.6)

jossa e on numeerisen tuloksen virhe tarkkaan ratkaisuun verrattuna, i on element-
tiverkon tiheyttd kuvaava lineaarinen mitta ns. verkkoparametri ja k on suppene-
misnopeus. Mitd suurempi eksponentti k£ on sitd nopeammin likiratkaisu ldhestyy
kohti tarkkaa ratkaisua. Vakio C' on tehtévikohtainen, moninaisista seikoista (mm.
elementtityypistd, tarkan ratkaisun sileydesté jne.) riippuva positiivinen verkkopa-
rametrista h riippumaton kerroin. Suppenemisnopeuseksponentti on puolestaan riip-
puvainen kaytetyistd interpolaatiofunktioista ja myos siitd normista jossa virhetté
mitataan, seké itse ratkaisun sileydesté.

Funktion sileydelld tarkoitetaan sitd, kuinka monta derivointia siihen voidaan
kohdistaa, jotta tulos olisi vield nelidintegroituva, eli jos

L dru 2
d 8.7
/0 (dx") T < 00 (8.7)

niin funktio u on r kertaa nelidintegroituvasti derivoituva. Funktio on sitd sileAm-

pi mitd suurempi r on. Matemaattisesti ilmaistuna sanotaan funktion u kuuluvan
Hilbert-avaruuteen H™(0, L), eli w € H"(0, L). Hilbert-avaruus on normiavaruus ja
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8.3. Sadnnollisyysluokat 165

sen normia merkitdén || - || g~ tai vain yksinkertaisesti || - ||,. Reuna-arvotehtévien
ratkaisun sileyteen vaikuttaa oleellisesti ratkaisualueen muoto.

Edelld mainittua asymptoottisen a prior: virhe-estimaatin lauseketta voidaan
tasmentaa muotoon

lells < CR*||ull, k=min(p+1—s,7—5+1). (8.8)

Vakio C' jad vield riippumaan elementtityypistéd, interpolaation asteesta p ja ratkai-
sun sileydestd (korkeimmasta mahdollisesta r:stéd). Tasaiselle elementtiverkolle on
kuitenkin onnistuttu johtamaan seuraavanlainen arvio

lells < Cp*"hF||lull, %k =min(p+1—s,7—s5+1). (8.9)

Arviosta ndhdéén, ettd mikéli ratkaisu w on hyvin siled (r suuri), on interpolaa-
tiopolynomin asteen kasvattaminen (p:n kasvattaminen) nopeampi tapa pienentéé
virhettd kuin elementtien koon pienentdminen (h:n pienentdminen) pitdmalld inter-
polaation aste kiinnitettynd. Mikéli ratkaisu on epésddnnollinen (r pieni), vaikut-
tavat verkon tihentdminen ja polynomiavaruuden laajentaminen oleellisesti samalla
tavalla, jolloin pelkdstaan a priori asymptoottisten virhetarkastelujen pohjalta ei
voida paéatelld, mika olisi optimaalinen numeerinen menettelytapa.

8.3 Saanndllisyysluokat

Jotta voitaisiin valita optimaalinen elementtimenetelméaformulaatio, on tiedettava
ratkaisun luonne. Szab6 ja Babiiska [34] luokittelevat ongelmat tarkan ratkaisun u
ja elementtimenetelméaratkaisun upp mukaan kolmeen luokkaan:

Luokka A: Tarkka ratkaisu u on analyyttinen koko ratkaisualueessa alueen reuna
mukaanlukien tai alue voidaan jakaa osa-alueisiin, joissa tarkka ratkaisu on
analyyttinen reunat mukaanlukien. Elementtiverkko on konstruoitu siten, etta
elementtien reunat yhtyvéit osa-alueiden reunoihin.

Luokka B: Tarkka ratkaisu v on analyyttinen koko alueessa reunat mukaanlukien,
lukuunottamatta &dérellistd méaéaraé alueen pisteitd (kolmessa dimensiossa vii-
voja). Elementtiverkko on siten konstruoitu, etté pisteet joissa ratkaisu wu ei
ole analyyttinen ovat solmupisteitd. Kolmessa dimensiossa viivat, joissa u ei
ole analyyttinen yhtyvét elementin reunaviivoihin. Singulaarisen pisteen lahei-
syydessd ratkaisu u voidaan tyypillisesti kirjoittaa kahden tekijin summana
u = uj + ug, missé u; on siled (analyyttinen) komponentti ja us on muotoa

up = Y A ®;(0), (8.10)
=1

missa 7,60 ovat singulaariseen pisteeseen keskitetyt polaarikoordinaatit, A;:t
positiivisia lukuja, A;:t reunaehdoista ja kuormituksesta riippuvia kertoimia
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ja ®;:t ovat sileitd funktioita. Mikéli nyt min(\;) < 1 sanotaan ongelman olevan
vahvasti luokassa B, muutoin se on heikosti luokassa B.

Luokka C: Elementtiverkkoa ei voida konstruoida siten, ettd solmupisteet (tai ele-
menttien reunaviivat 3-D ongelmissa) yhtyisivét ei-analyyttisiin pisteisiin. On-
gelman sanotaan kuuluvan vahvasti luokkaan C, mikéli ratkaisun epdanalyyt-
tisten pisteiden asemalla ei ole ennalta méiritettavissd olevaa muotoa. Jos
epdanalyyttiset pisteet jakautuvat alueeseen sddnnollisen kaavan mukaisesti
sanotaan tehtédvan kuuluvan heikosti luokkaan C.

8.4 Elementtimenetelman h-, p- ja hp-versiot

Kuten jo kappaleessa 8.1 mainittiin, voidaan elementtimenetelmaratkaisun suppe-
neminen saavuttaa (a) hienontamalla verkkoa, eli pienentdmélld elementtien kokoa
(h — 0) tai (b) kohottamalla interpolaatiopolynomien astetta p — oo. Néitd ta-
poja kutsutaan elementtimenetelmén h- ja p—versioiksi. Mikéli suppeneminen saa-
daan aikaan sekd hienontamalla verkkoa ettéd korottamalla interpolaatiopolynomien
astetta puhutaan hp-versiosta. !

Tarked kysymys on eri versioiden suorituskyky ja miten sitd mitataan. Kuten
a priori estimaateista (8.8) ja (8.9) voidaan todeta on yhteismitallisen argumentin
16ytaminen olla hankalaa. Seké h- ettd p-laajennuksessa vapausasteiden maéra kas-
vaa, ja sitd voidaan pitda erdénlaisena tyomadraén verrannollisena mittarina. Seu-
raavat tulokset ovat Szabén ja Babuiskan kirjasta [34] ja péatevit kaksidimensioisille
ongelmille.

h-versio: Asymptoottinen virheestimaatti (8.8) voidaan kirjoittaa muodossa

missé C ja k ovat positiivisia vakioita ja IV on vapausasteiden lukuméaré. Erotellaan
elementtiverkon tyypistd riippuen seuraavat kaksi tapausta:

1. Kéytettaessa tasavilistd tai miltei tasavilista elementtiverkkoa, eksponentti k

on
k = 3 min(p, \), (8.12)

missi A = min \; ja \; on méadritelty yhtalolla (8.10). Mikali ratkaisu u on
analyyttinen koko ratkaisualueessa ja reunoilla maarittda suppenemisnopeu-
den pelkistddn interpolaatiopolynomin aste p.

1 Szabo ja Babiiska [31] kiiyttivit termif laajennusprosessi (extension) kuvaamaan tapahtumaa
jossa diskretoinnin systemaattisilla muutoksilla vapausasteiden méaéréan kasvaessa saavutetaan as-
teittain parempi approksimaatio tarkasteltavana olevalle ongelmalle. Versio sanaa he kiyttavat laa-
jennusprosessien elementtimenetelméimplementoinneista. Téssé esityksessa ei tehdd eroa termien
laajennusprosessi ja versio valilla.
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2. Mikéli elementtiverkko voidaan konstruoida siten, ettd virhe on tasan jakau-
tunut elementtiverkossa, voidaan riippuvuus singulaarisuuden asteesta mene-
telmén konvergenssinopeuden rajoittimena eliminoida. Talloin siis patee

k= 1ip. (8.13)

2

p-versio:

1. Mikali ratkaisualueessa tai sen reunalla ei ole singulariteettejd, on suppene-
misnopeus eksponentiaalinen:

|u — upp||z < Cexp(—k N*2), (8.14)
missd C, k; ja ko ovat positiivisia vakioita, ko > 1/2.

2. Mikéli ratkaisualueessa tai sen reunalla esiintyy singulaarisia pisteitd, on sup-
penemisnopeus algebrallista. Suppenemisnopeus on muotoa (8.11) ja k on riip-
puvainen singulaarisuuden asteesta A\ seuravasti:

(a) Mikali singulaarinen piste ei ole solmupiste,

k=21\ (8.15)

1
2
(b) Mikali singulaarinen piste yhtyy solmupisteeseen,

k= (8.16)

hp-versio: Elementtimenetelmén hp-versio tarjoaa tehokkaimman tavan kontrol-
loida diskretointivirhetté ja eksponentiaalinen suppenemisnopeus (muotoa (8.14) ja
ks > 1/3) voidaan saavuttaa sopivalla verkon ja polynomiasteiden valinnalla.

Optimaalinen elementtiverkko ja interpolaatiopolynomien astejakauma konstruoi-
daan siten, ettd elementit ovat pienié singulaaristen pisteiden lahelld ja néaissé ele-
menteissd interpolaatiopolynomin aste on alhaisin. Etdannyttéessad singulaarisesta
pisteestd elementtien koko kasvaa geometrisessa suhteessa ja interpolaatiopolyno-
mien asteluku kasvaa. Kuvassa 8.1 on kaavamainen kuva eri menetelmien kayttay-
tymisesta.

8.5 Elementtimenetelman geometrinen tulkinta

Tarkastellaan jélleen esimerkkind malliprobleemaa (3.1), jonka virtuaalisen ldmmon
(tai siirtymén) periaatteen mukainen heikko muoto on

L L
/ ku't'dx = / fudz, (8.17)
0 0
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‘/harva verkko, p=1taip =2
h-menetelma, tasainen verkko
min (p, A)
@ p-menetelma
u
w A
>
i
>
= 1
g 2*
h-menetelma,
optimaalisesti
tihennetty
verkko
h-p menetelma
(my6s p-menetelma
sileélle ratkaisulle) p-menetdimé
tihennetty verkko
loa N
Kuva 8.1 2-D elementtimenetelmaversioiden suppeneminen mitattuna ener-

gianormissa [34].

missd virtuaalinen lampotila @ (tai siirtymé) toteuttaa homogeeniset reunaehdot, eli
kuuluu kinemaattiseti luvallisten funktioiden joukkoon. Matemaatikot kirjoittavat
variaatiotehtdvin muodossa: etsi funktio u siten, ettéa

L L
/ ku't/de = / fudz  Vue V(I), (8.18)
0 0

misséd funktioavaruus V' (tuo kinemaattisesti luvallisten funktioiden joukko) téssé
tapauksessa on valilla I = {z|x € [0, L]} mé&ariteltyjen jatkuvien funktioiden joukko,
joiden ensimmaéinen derivaatta on paloittain jatkuva ja funktio saa nolla-arvon vélin
padtepisteissd. Funktioavaruus V(1) voidaan mééritelld seuraavasti:

V(I) = {vjv € L*(I),v" € L*(I),v(0) = 0,v(L) = 0}, (8.19)

missi nelidintegroituvien funktioiden joukko L?(I) on

L*(I) = {v| /Iqﬂdx < oo} : (8.20)

Skalaaritulolla varustettua tiydellistid lineaariavaruutta kutsutaan Hilbertin® ava-

ruudeksi.
2David Hilbert (1862-1943) saksalainen matemaatikko. Hilbertin oppilas Richard Courant
(1888-1972) julkaisi 1943 artikkelin “Variational Methods for the Solution of Problems of Equi-

librium and Vibrations” Bull. Am. Math. Soc, 49, 1-23, jota voidaan pitdé elementtimenetelméi-
dean alkuna. Hilbert ja hinen aikalaisensa Felix Klein (1849-1925) loivat Gottingenin yliopistoon
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Vv
u
Vi
Up
Kuva 8.2 Elementtimenetelmératkaisu on tarkan ratkaisun ortogonaalipro-

jektio.

Elementtimenetelméssi variaatio-ongelman (8.18) ratkaisua etsitdén funktioava-
ruuden V &darellisulotteisessa aliavaruudessa V},. Téaten elementtimenetelmaan perus-
tuva variaatioformulaatio voidaan lausua muodossa: etsi funktio u;, € Vj(I) siten,
etta

/ku;lﬂ'd:p = /fﬂdx Va € Vi(I). (8.21)
I I

Koska V}, on V:n aliavaruus (V, C V), voidaan yhtélossa (8.18) valita variaation «
kuuluvan funktioavaruuteen V}, jolloin véhentdmalld (8.21) yhtélosta (8.18) saadaan

/k(u' —up)u'de =0, Va e Vy(I), (8.22)
I

eli virhe u — uy, on ortogonaalinen kaikkien V},:n alkioiden suhteen. Tama voidaan
tulkita my0Os seuraavasti: elementtimenetelmératkaisu on tarkan ratkaisun ortogo-
naaliprojektio aliavaruuteen V. Taté on havainnollistettu kuvassa 8.2, jossa avaruus
V' assosioidaan kaksidimensioiseen Euklidiseen vektoriavaruuteen, jonka yksidimen-
sioinen aliavaruus kuvaa avaruutta V},.

Elementtimenetelmératkaisu antaa siten energianormin mielessé pienimmaéan mah-
dollisen virheen aliavaruudessa V},, eli ortogonaalisuudesta (8.22) seuraa elementti-
menetelmédn ns. parasapproksimaatio-ominaisuus

lu—uplle < ||lu—allg Vue V(). (8.23)

8.6 Elementtimenetelman abstrakti formulaatio

Otetan kdyttoon lyhenteita joilla yhtdlossd (8.21) tai (8.18) olevia integraaleja mer-
kitdan:

a(u, ) :/ku”&’da: ja L(1) :/leda:. (8.24)
I I

kukoistavan matematiikan laitoksen, jossa yhdistyivat oivallisesti matematiikka ja sité soveltavat
luonnontieteet. Vuosisadan vaihteen Gottingenissa vaikuttivat sellaiset kuuluisuudet kuten Herman
Minkowski (1864-1909), Theodore von Karman (1881-1963), Herman Weyl (1885-1955) ja filosofian
laitoksella fenomenalisti Edmund Husserl (1859-1938). Courantin ristiriitoja herdttivisti elamasta
kiinnostuneille suositellaan Constance Reidin kirjoittamaa eldménkertaa [62].
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Nyt voidaan malliprobleeman elementtimenetelmén mukainen variaatiomuoto kir-
joittaa muodossa: etsi u, € V}, siten, etta

alu, i) = L(a) Va € Vi(). (8.25)

Samanlaiseen muotoon voidaan kirjoittaa muidenkin stationaaristen ongelmien vir-
tuaalisen tyon yhtélot, télloin vain bilineaarimuodon a(u, @), lineaarisen funktionaa-
lin L(%) ja avaruuden Vj, merkitys on erilainen. Toisin sanoen abstraktin variaatio-
formulaation (8.25) voidaan ajatella kattavan suuren joukon erilaisten fysikaalisten
ongelmien matemaattisia malleja.

Elementtimentelméprobleemin (8.25) a priori virhearvio on suoraviivaisesti joh-
dettavissa, mikali seuraavat kaksi ehtoa ovat voimassa

alv|? < alv,v) Yo eV, (8.26)

a(v,w) < Mljolylwlly  Vo,w eV, (8.27)

ja vakiot a ja M ldydettévissa siten, ettd @ > 0 ja 0 < M < oo. Mikéli (8.26)
toteutuu sanotaan bilineaarimuodon a(v,w) olevan V-elliptinen. Ehto (8.27) il-
maisee bilineaarimuodon jatkuvuusominaisuuden. Néaiden avulla voidaan osoittaa
parasapproksimaatio-ominaisuus (8.23), nyt kirjoitettuna muodossa

M .
= unlly < = inf flu = vl (8.28)

Standardi elementtimenetelméformulaatiota voidaan menestyksellisesti soveltaa mi-
kili kerroin M/« ~ 1. Edellisissé luvuista liemee kidynyt ilmi, ettd standardi ele-
menttimenetelméd voidaan hyvin soveltaa isotrooppiseen lammonjohtumis- ja elasti-
suusongelmaan ja etté vaikeuksia on odotettavissa kun mallinnamme esim. diffuusio-
konvektioyhtédlod. Ongelmia esiintyy myos kokoonpuristumattoman, tai ldhes ko-
koonpuristumattoman aineen tapauksessa, hyvin anisotrooppisten materiaalien mal-
linnuksessa sekéd ohuiden kappaleiden (palkkien, laattojen, kuorien) analysoinnissa.
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Luku9

Palkkielementteja

Téama luku toimii johdatuksena laattaelementteihin, silld ne ongelmat joihin
laattaelementtien kehittelyssé on tormétty esiintyvét yksinkertaistetussa muo-
dossa usein my0s palkkielementtien yhteydessé. Yksidimensioisen rakenteen
késittelyn helppoudesta johtuen, ilmididen luonteen ymmértdminen onnistu-
nee titen joutuisammin. On kuitenkin syytd huomauttaa, ettd kaikkia laat-
tatehtaville ominaisia ongelmakohtia ei palkkimallissa voi luonnollisestikaan
esiintya.

9.1 Eulerin-Bernoullin palkkimalli

Yksinkertaisin palkin kiyttaytymistd kuvaava malli on ns. ohuen palkin malli. Sité
kutsutaan myos kehittelijdidensi mukaan Eulerin-Bernoullin palkkimalliksi! ja sen
perusotaksumat ovat:

1. palkin akselin normaalit sdilyvit suorina,
2. palkin akselin normaalit eivit veny ja
3. poikittainen leikkausmuodonmuutos on merkitykseton.

Kaksi ensimmaista otaksumaa voidaan toteuttaa valitsemalla siirtymille u ja v lausek-
keet (ks. kuva 9.1)

u(z,y) = wu(zr)—ysinf(z), (9.1a)
v(z,y) = ve(x) —y(l—cosb(x)), (9.1b)

1Ohuen palkin mallista olisi oikeutettua kiyttis nimes Bernoulli-Euler-Parent, silld vasta Pa-
rent (1666-1716) méaritti oikein palkin neutraaliakselin paikan (julkaisu 1713) ja sita kautta palkin
taivutusjaykkyydelle saadaan oikea arvo. Jacob Bernoulli (1654-1705) tutki palkin taipumaviivan
madritystd. Han paétteli taivutusmomentin olevan suoraan verrannollinen taipumaviivan kaare-
vuuteen, mikd on oikein, mutta ei saanut oikeaa arvoa palkin taivutusjaykkyydelle. Daniel Ber-
noulli (1700-1782) esitti ensimméisend prismaattisen palkin poikittaisten virdhtelyjen differentiaa-
liyhtalon. Leonard Euler (1707-1783) julkaisi 1744 kirjan variaatiolaskennasta ja joka sisélsi myds
ensimmaisen systemaattisen esityksen elastisten palkkien analyysisté.
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Kuva 9.1 Palkin deformaatio.

missa u. ja v. ovat keskipisteakselin pisteen x siirtymakomponentit ja 6 on palkin
akselin normaalin kiertyméakulma. Rajoittumalla pieniin siirtymiin, u/L,v/L,0 < 1,
saadaan likilausekkeet
u(z,y) = u(r) —yb(z), (9.2a)
v(z,y) = ve(x). (9.2b)

Otaksutaan palkin akseli kokoonpuristumattomaksi, jolloin aksiaalisen siirtymén
lauseke voidaan yksinkertaistaa muotoon

u(z,y) = —yb(x). (9.3)

Merkintojen yksinkertaistamiseksi jatetdan keskiakselia kuvaava alaindeksi ¢ pois
taipuman v lausekkeesta, joten siirtymien lausekkeet ovat:

u(z,y) = —yb(z), (9.4a)
v(z,y) = v(z). (9.4b)
Edella oleviin siirtyméotaksumiin perustuvat muodonmuutoskomponenttien lausek-
keet ovat:
ou de
y = — = —y—, 9.5
‘ Ox Yiz (9.5)
ou Ov dv
oy = —+—=—-—0. 9.5b
Ty dy * Jxr dx ( )
Eulerin-Bernoullin palkkimallin otaksumasta 3 seuraa siten
dv dv
jolloin siirtyméotaksumat (9.4a) saavat muodon
u(zy) = —y'(2), (9.7a)
v(z,y) = v(x). (9.7b)
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Eulerin-Bernoullin palkkimallin virtuaalisen tyon yhtalo on

L L
/ / 006, dAdr = / fovdz, (9.8)
0 Ja 0
jossa virtuaalinen venyméa de, on
de, = —yol = —ydv”. (9.9)
Otaksumalla lineaarinen materiaalilaki (o, = Fe,), saadaan
/ / Ey?5v"v"dAdx = / fovdz, (9.10)
josta suorittamalla integrointi palkin poikkileikkauksen yli seuraa
L L
/ EIv"v"dx = / fovdz, (9.11)
0 0

jossa I on palkin poikkileikkauksen jayhyysmomentti. Tamé variaatiomuoto toimii
perustana elementtimenetelmén yhtéldiden muodostamiselle. Heikko muoto (9.11)
Elk =

voidaan kirjoittaa myo6s taivutusmomentin M = —FEIv" ja virtuaalisen

—dv" avulla muodossa

/Mé/{dx—/ fovdz.

Variaatiomuodosta (9.11) ndhdéén, ettd taipuman v elementti-interpolaation on

kiyristymén ok =

(9.12)

oltava vihintdédn Cf-jatkuva, jotta lausekkeen ensimmaéinen integraali olisi &dérel-

linen. Konstruoidaan yksinkertaisin mahdollinen C}-jatkuva interpolaatio. On il-

meisté, etta kaksisolmuisessa elementissa tuntemattomina solmusuureina olisi oltava

funktion ja sen derivaatan arvot. Taten interpolaatio elementin alueella on muotoa

dv dv
+Ns(x)ve + N,

dz |, 3(@)v2 A(@ )d:v

4 muodostamiseksi siirretédan tarkastelu luon-

v(x) = Ny(z)vy + No(z)— (9.13)

2
Interpolaatiofunktioiden N;,7 =1, ...,
nolliseen £-koordinaatistoon, joka mééritelldén tavanomaiseen tapaan valilla (—1, 1).
Kirjoitetaan interpolaatio muodossa
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- dv dv
o(r) = H011(§)Ul + H111(€) +H02(§)02 + H%Qd_f . (9.14)
2
Vaaditaan funktioilta H ;j, k=0,1;j = 1,2 seuraavat ominaisuudet:
dH, dH}
Hy(-1) =1, d—g”(—l) =0, Hy(1)=0, d—;l(m =0, (9.15a)
dH| dH!
dH, dH]}
Hgy(—1) =0, d—gQ(_U =0, Hgp(l) =1, d—é)?(l) 0,  (9.15¢)
dH{ dH!
Hiy(~1) =0, dg?(—l) =0, HL(1)=0, dé}2(1) 1,  (9.15d)
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1.5 I I 1.5
H} H}
1 01 02 1L |
0.5 - — 0.5 - Hi, —
0 0
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Kuva 9.2 Hermiten kuubiset C-interpolaatiopolynomit.

Jokainen funktioista Hp,, ..., H], on siten kolmannen asteen polynomi, joka mériy-

tyy yksikasitteisesti neljasta ehdosta.
Funktioille H};, k = 0,1;j = 1,2 saadaan lausekkeet

HYL(E) = Y1 —-€%2+¢) = (HY)X1+2HS,), (9.16a)
HL(E) = L(1—€7(1+6) = 2(H ) HY, (9.16b)
Hy(€) = j1+8%2-¢) = (HSQ) (1+ 2Hy,), (9.16¢)
Hy() = H1+&)%(&—1) =—2Hy (H)?, (9.16d)

jossa lineaarisia perusinterpolaatiofunktioita on merkitty H, = %(1 — &) ja HY =
5(1+ ). Funktiot H}, on piirretty kuvaan 9.2. Interpolaatiofunktioiksi (9.13) saa-
daan

Ni(z) = Hy(&(2)), Na(z) = 3h'9HY, (§(@)),
N3(z) = Hp(&(@)), Ni(x) = 3h' Hy(€(2)), (9.17)

Edella esitettyja polynomeja kutsutaan ensimmaéisen asteen Hermiten interpolaatio-
polynomeiksi (ks. liite A).

Eulerin-Bernoullin palkkielementin jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin alkioik-
si saadaan siten

d2N; d®N; 8 &N, d®N;
K9 = / EI I da /EI Id 9.18
ij . a2 dz2 T ples de2  de2 3 (9.18)
19 = 7 fe)Ni@)de = 1 / fe (9.19)
T1
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9.2 Timoshenkon palkkimalli
9.2.1 Virtuaalisen tyon yhtalo

Palkin kinemaattisista otaksumista

u(z,y) = —yb(z), (9.20a)
v(z,y) = ov(x) (9.20b)

voidaan paatya malliin, jossa palkin poikittainen leikkausmuodonmuutos tulee keski-
madriisesti huomioonotetuksi. Timoshenkon palkkimallissa muodonmuutokset ovat

ou do
€ ox ydaz’ (9-21a)
_ ou Ov B dv (9.21b)

Yoy = 8_y+%_%_ )

ja virtuaalisen tyon yhtalé on muotoa

L L
/ / (ode + 167v) dAdx = / fovdz, (9.22)
0o Ja 0

josta alaindeksit x ja zy on merkintojen yksinkertaistamiseksi jétetty pois. Sijoitta-
malla tdhdn muodonmuutosten lausekkeet (9.21a) seké lineaarisesti kimmoisa ma-
teriaalilaki 0 = Fe, 7 = Gy (G = E/2(1 + v) = leikkausmoduuli), saadaan lauseke

L L
/ (EI666 + GA(W — 0)(50 — 66)] dx — / fovdz. (9.23)
0 0

Muodonmuutoksen lausekkeesta (9.21ab) havaitaan, etté liukuma on vakio koko
poikkileikkauksessa. Tamaé ei tietenkddn pida paikkaansa, vaan liukumalla on jokin
poikkileikkauksen muodosta riippuva jakauma. Leikkausmuodonmuutoksen poikit-
tainen jakauma voidaan kuitenkin keskimé#raisesti ottaa huomioon modifioimalla
leikkausjdykkyyden lauseketta muotoon G A, missd A on leikkauspinta-ala (suora-
kaiteelle A, = %A ja L-profiilille Ay = Ayume). Virtuaalisen tyon lauseke saadaan
siten muotoon

L L
/ [E10'60' + GA000 — GA,(v'60 + 06v") + GAW' 6V dx = / fovdx. (9.24)
0 0

9.2.2 Yksinkertainen elementti

Variaatioyhtalon likiratkaisussa on nyt kaksi toisistaan riippumatonta suuretta: tai-
puma v ja palkin akselin normaalin kiertyméakulma 6. Havaitaan myos, ettd kum-
mallekin suureelle riittdd Cp-jatkuva elementti-interpolaatio. Yksinkertaisin mah-
dollinen Timoshenkon palkkimallin elementti saadaan valitsemalla sekd taipumalle
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ettd kiertymaille lineaarinen interpolaatio:

Nivy + Novg =
= Ny + Noby =

N[—= N

Variaatioyhtdlon termien elementtiosuudet

/ (EI16'60' + GA.000) dx

z1

— / GA' 60dx

Z1

—/ GA06v dx

Z1

/ GA ' 6V dx

2
/ fovdz
)

Osamatriisien K iﬁ lausekkeet ovat:

9 1
K = — | EIN,"N,d¢+
he |,
1
K¢ = — / GA,NIN' de,
—1
1
K = - [ GANUNoc
-1
2 [t T
K9 = — | GAN! N!.de.
VU h(e) o v v

(1= + 11+ v = N,v,
(1—=8)0 + (1 + &), = N»0".

(9.25a)
(9.25b)

ovat, nyt N, = Ny = [Ny, NyJ:

- (;g(e)TK*g‘;)e(e)7
- 60(8)TKéZ)'U(e)7
= v TKYe),
= SvOTK )y

S MOLFIC)

hle) ol
> / GA,N ' N de,

1

(9.26a)
(9.26D)
(9.26¢)
(9.26d)

(9.26¢)

(9.27a)
(9.27b)
(9.27¢)

(9.27d)

Elementin jaykkyysmatriisi on koottu edelld esitetyista lohkoista seuraavasti:

(e) e)
K© — K;, K 1(19)
K@@

K

(2

(9.28)

Otaksumalla taivutusjaykkyys EI ja leikkausjiaykkyys G A, vakioiksi saadaan

lineaarista interpolaatiota kiytettiessd matriisit:

e El 1 -1
Ky = { }"‘

he | -1 1
GA, [1 -1
K(e) — s
fv 2 [1 —1}’

KO _ %{ 1 ‘1}.

W ple) 1 1
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(© _ gler
KG _K9 )

v v

(9.29a)
(9.29b)
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Mikili vapausasteet ryhmitelliiin elementin siirtymévektoriin «(®) seuraavasti
T
’U:(e) = [ V1 01 V9 02 ] s (930)

saadaan elementin jaykkyysmatriisi muotoon

GARE ™ 1GA, —GARE T LG A,

K _ EINO™ +1GALE  —1GA,  —EINOT 4 1GAn©
GAMNE ™! ~1ga,

Symm. EIR© " 4 %GASh(e)

(9.31)

Tutkitaan nyt taméan yksinkertaisen elementin toimivuutta. Valitaan testita-
paukseksi ulokepalkki, jonka poikkileikkaus on suorakaide bxt (b=leveys, t=korkeus)
ja jota kuormittaa pistemomentti M palkin vapaassa paassa.

Kaytetaan vain yhta elementtid, jolloin yhtéalosysteemiksi saadaan

ALt —-1iga
“ 18 —12G1 ; 2ot = ’ : (9.32)
—5GA; EIL™ + 3GALL 0o My,
Otaksutaan suppeamaluku v nollaksi, jolloin G = E/2 ja lisdksi otaksutaan A, =
A = bt, jolloin yhtédlosysteemi muuntuu muotoon

Eut [ 2171 —1 V2 0
4 { ~1 2L+ 1217t } { 0 }_{ M, } (9:33)

Ottamalla kiytt66n dimensioton siirtymé v, /L ja jakamalla alempi yhtéloista L:114,

T Yot [ =1 b 834

missé on merkitty a = t/L. Ratkaisu on

’UQ/L . 12 ML . 1 CL2 MLL (9 35)
0 | | 24 J EbtL(1+2a2) | 2 f 1+2a% EI " '

Ulokkeen paén taipuman palkkimallin mukainen tarkka ratkaisuonv/L = M L/(2E1),

saadaan

joten likiratkaisun virhe on huomattava paksulla palkilla ja suorastaan poyristytta-
vé ohuella palkilla. Elementtiratkaisu ldhestyy nollaa kun a = t/L — 0. [Imitta
kutsutaan lukkiutumiseksi. Elementtiratkaisun kukkiutuminen johtaa kelvottomiin
ratkaisuihin ohuissa palkeissa, vaikka elementtijakoa kohtuullisesti tihennettéisiin.
Verkkoa tihennettéessa ratkaisu lahestyy hyvin hitaasti kohti palkkimallin tarkkaa
ratkaisua. Lukkiutumisesta padstadn eroon vasta kun palkin korkeus on likimain ele-
mentin pituuden luokkaa (katso kuva 9.3), jolloin virheen pienenemisnopeus lahestyy
elementin teoreettista asymptoottista suppenemisnopeutta.
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Kuva 9.3 Suhteellinen virhe ulokepalkin paén taipuman arvossa verkontihey-
den funktiona kiytettdessa lineaarista Timoshenkon elementtia eri-
laisilla suhteellisen paksuuden arvoilla.

Lukkiutumisen syy on leikkausmuodonmuutoksessa, joita muodostuu vaikka ky-
seessé on puhdas taivutus, silla

Wr) = V(@) =) = = — b

T a> M;L
= (1- 2—) _ 9.36
( L) 1+2a2 EI (9.36a)
Havaitaan, ettd leikkausmuodonmuutos hévida elementin keskipisteessé, joten se

pystyy kuvaamaan ohuen palkin Eulerin-Bernoullin otaksumaa keskiméaaraisesti oi-
kein. Yleisesti, elementin leikkausmuodonmuutoksen lauseke on

16 = 20— [H1- 90 + 51+ 8)6)
= UQh(_e)vl - %(‘91 + 02) — %(92 —01)§, (9.37)

josta heti havaitaan, ettd liukuma voi olla identtisesti nolla vain, kun v; = vy =

6, = 6, = 0 tai kun 6, = 0, = 6 ja v, = v1 + A©0. Jilkimmaéinen siirtymaétila
ei kuitenkaan kuvaa taivutustilaa vaan jaykdn kappaleen liiketté, joten ratkaisun
lukkiutuminen on ilmeista.

Tarkastellaan vield lukkiutumista tutkimalla muodonmuutosenergian lauseketta.
Variaatioyhtdlosta (9.24) voidaan muodostaa Timoshenkon palkin potentiaaliener-
gian lauseke, joka on

(v, 0) = %/OL [EI(0') + GA (v — 0)*] dw — /OL fudz. (9.38)

Otetaan kiyttoon merkinnit I = Ar?, jossa r on poikkileikkauksen jayhyysside ja
As = kA, jossa k on poikkileikkauksen leikkauskorjauskerroin. Potentiaalienergian
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lauseke voidaan taten saattaa muotoon

(v, 0) = ! /0 "B [(9')2 FLE Y 9)2} dz — /0 Cede. (939)

21+ v)r?

Siirtymalla dimensiottomiin suureisiin ¥ = v/L ja £ = x/L, saadaan

VEL | /do\? k L\? [/ dv 2 1
noo =3 7 () o (7) (%‘Q)Idf‘/o FLrbdg

LEI k L\? L
= 1 T /€2+m<;) 72] dg—/o fFL*YdE. (9.40)

Potentiaalienergian lausekkeesta havaitaan, ettd leikkausenergiassa oleva kerroin
(L/r)? suurenee kun palkki hoikkenee. Titen pienikin virhe leikkausmuodonmuu-
toksen laskennassa aiheuttaa suuren virheen muodonmuutosenergiassa.

9.2.3 Parannettu elementti

Yhteenvetona (sekd hieman yleistden) voidaan todeta, ettd samanasteinen approk-
simaatio seké taipumalle v ettd kiertymaélle 6 ei voi koskaan mahdollistaa leikkaus-
muodonmuutoksen hévidmistd koko elementin alueella muutoin kuin tapauksessa
v = # = 0. Yksinkertainen parannusehdotus on kayttda taipumalle astetta kor-
keampaa interpolaatiota kuin kiertymaélle. Lisdtdan taipuman lineaariseen perusin-
terpolaatioon kvadraattinen kuplamuoto, jolloin siirtyméakentédn interpolaatio voi-
daan kirjoittaa muodossa

v(§) = Ni(&)vr + Na(&)va + N3(&)Av
L= Qo+ 31+ &v + (€2 — DAw, (9.41a)
0(&) = Ni(§)b + No(€)0o = 2(1 — )61 + 3(1 + £)bs (9.41Db)

Elementin jaykkyysmatriisia johdettaessa voidaan kayttad hyviksi jo johdettuja
lineaarisen elementin jaykkyysmatriisin lohkoja. Tarkastellaan koko rakenteen glo-
baaleja tasapainoyhtél6ité, jotka on koottu elementtikohtaisista osista. Néin saadaan
lohkotussa muodossa seuraava yhtéloryhma

va KUA KU@ v fv
KAU KAA KAQ Av = fA . (942)
Ky, Koo Ky 0 0

Uusia osia ovat vain K a,, K ag, Kan ja fa. Ratkaistaan hierarkisten vapausastei-
den arvot ylla olevasta yhtaloryhmaésta, jolloin saadaan

Av =K\ (fa — Kav — Kagh). (9.43)
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Sijoitetaan kondensoidut hierarkiset vapausasteet takaisin yhtélosysteemiin, jolloin
saadaan kondensoitu yhtaloryhmé

KUU_KUAKZZKAU KUG_KUAKZZKAG :| { v }
Ko, — KohnK 3\Kn, Koo — KoaK WK np 0

fo— KounKxafa }
{ —KonK A fa (9-44)

Koska hierarkiset vapausasteet ovat vain kunkin elementin siséisia vapausastei-
ta, voidaan ne kondensoida jo elementtitasolla. Yksittaisen elementin kondensoiduksi
jaykkyysmatriisiksi saadaan globaalisessa tasapainoyhtélossé (9.44) esiintyvin ker-
roinmatriisin kaltainen elementtimatriisi kuten myd6s vastaavasti elementin voima-
vektorillekin. Elementtiosuudet, jotka muodostavat matriisit K a,, K a9, K aa ovat
K (Aez), K (Ae();, K (AG)A. Mikali kdytetaan hierarkista kantaa, joka on derivaattojen suhteen
ortogonaalinen, kuten taipuman interpolaatiossa (9.41a), on matriisi K f}eA) nollamat-
riisi, joten kondensoidun elementin jaykkyysmatriisiksi ja kuormavektoriksi saadaan

e (e) (e)
K(e) _ [ Kg;v) Kvg ] ’ f(e) _ { fv }

Ky Ky — KQEO'KY, ~KosKihfa
(9.45)
Osuudet K f)A ja K ((,Z) ovat (mikéili leikkausjaykkyys on vakio) seuraavanlaiset:
1 2
O _ gl _ 264 [hd o _ 16GA,
Ky = EKjxp= ) /_1 {d§<£ )| d§= EVACHE (9.46a)
K¢ — —gA /1 { 3(1=¢) } 26dE = 2GA { 1} (9.46D)
Z S+ G @
Elementin jaykkyysmatriisin uudeksi #6-lohkoksi saadaan
e e e)—1 e
Ky — KKK,
_ BT 1) GALI T2 17 GALI T 1 -1
@ -1 1 6 1 2 12 -1 1
EI[ 1 -1 GALO [1 1
= — —_— ) 9.47
h<e>{—1 1}+ 4 [1 1] (9.47)
Leikkausmuodonmuutoksen lauseke on télla elementilld muotoa
vy — v Av
V) = = —5(01+6y) + | 3(60 — ) +4— | &, (9.48)
h(®) h(e)
josta ndhdaan, etta leikkausmuodonmuutos voi havitéa identtisesti, mikéli
Vg = U1+ %h(e) (91 + 92), (949&)
Av = %h(e)<92 —91> (949b)
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Y14 esitetty elementti toimii hyvin. Yhden elementin taivutusesimerkissa se an-
taa tarkan ratkaisun, silla ratkaisuyhtélo on

GASLil —%GAS V2 _ 0 (950)
—%GAS EIL! + iGAsL 0 My, ’

joka saadaan muotoon

% [ —i ;;;ﬂ } { UQQ/QL }:{ MS/L } 951

missé on merkitty a = t/L. Havaitaan, ettd kerroinmatriisin determinantti on %aQ

Vi ety o

Elementissé on vield erds pieni kauneusvirhe. Kéyristyméan approksimaatio on

ja ratkaisu

elementin alueella vakio, kun taas leikkausmuodonmuutos on lineaarisesti muuttu-
va. TAmé& on kuitenkin yksinkertaisesti korjattavissa asettamalla rajoite (9.49ab)
leikkausmuodonmuutosta laskettaessa, eli asettamalla pysyvasti
Av = 1h(0, — 6,). (9.53)
Tama el tietenkdén vaikuta elementin jaykkyysmatriisin lausekkeisiin.
Edella esitetty konstruktio tuottaa mahdollisimman yksinkertaisen hyvin toimi-

van palkkielementin. Elementin kiyttaytymistd voidaan vield parantaa tempulla,
joka selitetdén luvussa 9.2.5.

9.2.4 Numeerinen ali-integrointi

Edellisen perusteella on lineaarisesti interpoloidun Timoshenkon palkkielementin
harmia tuottava osa identifioitavissa #6-lohkon leikkausmuodonmuutososaan

! GAR® [ 2 1
Ky = 3GAN | NJNodg = == [1 2}, (9.54)

joka parabolisen hierarkisen taipumamuodon kondensoinnin jalkeen muuttuu muo-
toon

ARl
GANT [ b } | (9.55)

4 11

Lineaarisen interpolaation tapauksessa lohkon K gz)(, tarkka integrointi edellyttaa

kahden pisteen Gaussin-Legendren kaavaa. Mikali elementin jéykkyysmatriisi, ja eri-
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tyisesti sen osa

1GAR® / 1 N7 Nyd¢
-1
1 1
_ 1GAR® ‘(1_5)} 11 _g) 1
= 1GAh /_1{2(1%) [31—¢) 3(1+¢) |d¢
1 1 2 1 2
_ 1 (e) (1 =9 —(1—5)}
= doann [ 178 Taror )« (%50

integroidaan vain yhden pisteen kvadratuurilla, saadaan tulokseksi tdsmaéalleen mat-
riisi (9.55). Muut jaykkyysmatriisin integroitavat osat ovat vakioita tai lineaarisesti
muuttuvia lausekkeita, joten yhden pisteen kaava integroi ne tarkasti. Ndin on saatu
hyvin kayttaytyva elementti, joka on vield numeerisesti edullinen muodostaa.

9.2.5 Leikkausjaykkyyden redusointi
9.2.5.1 MacNealin menettely

Kahdessa edellisessa luvussa esitetyn yksinkertaisen elementin kiyttaytymisté voi-
daan vield entisestddnkin parantaa pienentdmalld leikkausjaykkyyden G A, arvoa.
Potentiaalienergian lausekkeesta (9.40) ndhdé&én, ettéd ohuilla palkeilla (L > ) leik-
kausenergiassa esiintyvé kerroin on suhteettoman suuri verrattuna vastaavaan tai-
vutusenergian lausekkeeseen. Tarkastellaan seuraavassa MacNealin [51] esittamaa
tapaa tasapainottaa taivutus- ja leikkausenergioiden suhdetta. Tarkastelun idea on
muodostaa sellainen leikkausjaykkyyden korjattu arvo, jolla lineaarisesti interpoloi-
dun ja ali-integroidun elementin muodonmuutosenegia on yhtasuuri vakioliukuma-
ja lineaarista kiyristymatilaa vastaavan tarkan ratkaisun muodonmuutosenergian
kanssa.

Elementin muodonmuutosenergian lauseke on

(e) 1

Ue© =1 / (BIK* + GAn?)dr = / (EIK® + GA?)3hl9de. (9.57)

2
© -

Mikali leikkausmuodonmuutos on vakio elementin alueella, on taipuman tarkka lause-

ke esitettavissd kolmannen asteen polynomina ja kiertymén lauseke kvadraattisena

polynomina muodoissa?

vo= ag+ aé+ al® + azf® + Lhyé (9.58a)
2
6 = %(al + 2056 + 3az€?). (9.58b)

2 Elementtis osoittava yliindeksi (e) on mukavuussyisti jitetty merkitsemiitti.
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Néama lausekkeet johtavat lineaariseti muuttuvaan kiyristyméaéan x ja vakioleikkaus-
muodonmuutokseen ~:
Kk = —0 =——(2ay+ 6a3f), (9.59a)
v o= v —0=n. (9.59b)

Interpoloidaan taipuman ja kiertymén tarkkoja lausekkeita (9.58a) lineaarisilla
polynomeilla v ja 6:

Ni(§)vr + Na(§)vg =
N1(§)01 + Na(§)02 =

N
|

1 —§)01+%(1+§)02, (960&)
(1 =861+ (1 +&)bs. (9.60D)

= N
—~

™
|

Asetetaan interpolaatio yhtdsuureksi solmupisteisséa tarkan ratkaisun kanssa, jolloin
solmupistevapausasteet vy, vy, 67 ja 0y voidaan ratkaista

Vi = ag—a;+as —as — %h%, (9.61a)

Vo = ag+a;+as+ az+ %h%, (9.61Db)
2

0, = E<a1 — 2ay + 3a3), (9.61¢)
2

02 = ﬁ(al + 2&2 + 3&3). (961(31)

Téaten taipuman ja kiertymén interpolaatiot ovat

U = ag+as+ (a1 +az+ thy)é, (9.62a)
i 1
0 = E (2&1 -+ 6&3 —+ 4(12&) s (962b)

misté voidaan derivoida kiyristyméin ja leikkausmuodonmuutosten lausekkeet?

- ~ 1

K = —9, = —ﬁ8a2, (963&)
~ 1

’3/ = ’17/ —0 = Yo — ﬁ(4a3 + 4&25). (963b)

Lasketaan nyt elementin muodonmuutosenergia interpolaatiosta saaduilla arvoil-
la ja verrataan sita tarkan ratkaisun antamaan arvoon. Muodonmuutosenergian tark-
ka arvo on

1
U = %/ (EIk* + GAA?)dx

1
1 El 2 2 2
3Pilkku suureen oikeassa ylikulmassa merkitsee nyt derivointia x-koordinaatin suhteen.
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Vastaavasti lineaaristen interpolaatiofunktioiden tapauksessa muodonmuutosener-
gian arvo on

1
U =1 / (EIR* + GAA%)dx

1
EI 4 \?

missé leikkausmuodonmuutos on otettu vakiona elementin keskipisteessé, vastaten
siten jaykkyysmatriisin ali-integrointia yhden pisteen Gaussin kaavalla.

Tavoitteena on saada interpolaatioiden avulla laskettu muodonmuutosenergian
arvo yhtasuureksi tarkan arvon kanssa kaikilla parametrien vg:n ja as:n arvoilla. Nyt
on huomattava, ettd tarkassa ratkaisussa (9.58a) parametrit 7o ja as eivit voi olla
riippumattomia, vaan niité sitoo leikkausvoiman @) ja taivutusmomentin M valinen
tasapainoyhtalo

Q=M eli GAy=-EI = GAn=—48"as, (9.66)

josta saadaan
GAL?
as = — .
ST T sET "
Sijoittamalla tdmé yhtasuuruus tarkan muodonmuutosenergian lausekkeeseen (9.64)

1[, EI Ah?
Uep = = [32—(12 - (1 - G4, ) GAshyg} . (9.68)

(9.67)

saadaan

27w 12E1
Merkitéén interpolaatiosta lasketun muodonmuutosenergian lausekkeessa (9.65) leik-
kausjaykkyyden arvoa G A, symbolilla (GA,)* ja otetaan huomioon yhteys (9.67),
jolloin saadaan

2\ 2
U=1 32%@ + (GAs)*h <1 + CifEf; ) fygl : (9.69)
Havaitaan, ettd muodonmuutosenergiat (9.68) ja (9.69) ovat yhtasuuret mikali vali-
taan
GA; = GiAS (9.70)
GAR?
L+ 12E71

Leikkausjaykkyyden redusoidun lausekkeen (9.70) ovat esittdneet W.T. Russell
ja R.H. MacNeal jo 1953 palkkirakenteiden analogia-analyyseissi [54]. Elementtime-
netelmén yhteydessd MacNeal on johtanut lausekkeen (9.70) vuonna 1978 lahteessé
[51]. Idean leikkausjdykkyyden pienentdmiseen on esittanyt myos I. Fried 1973 [15],
ja héan tarkastelee jaykkyysmatriisia muodossa

EI 2G [ h\?
K, + fG (—) KS] , (9.71)

K="

h? t
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jossa K, ja K ¢ ovat jaykkyysmatriisin taivutuksesta ja leikkauksesta syntyvét osat.
Fried esitti asian korjaamiseksi leikkaustermissa esiintyvan palkin korkeuden muut-
tamista, eli korvaamista tekijalla h/c, jossa ¢ on madrddméaton positiivinen vakio
(esimerkissimme arvo ¢ = /2 vastaa lauseketta 9.70). Menettely pienentdd myos
yhtélosysteemin hairidalttiutta, miké on tarkedd ratkaistaessa tehtéavia tietokoneella
adrelliselld laskentatarkkuudella. Sittemmin tdma strategia on saavuttanut suosion
matemaatikkojen keskuudessa formuloitaessa hyvin toimivia Reissnerin-Mindlinin
laattamalliin perustuvia elementteja. Usein tdma esitetddn korvaamalla leikkaus-
jaykkyyden termissa ¢ lausekkeella t + ah kaavassa (9.71) ja jossa a on ns. stabiloin-
tivakio ja h tuttuun tapaan elementin karakteristinen mitta, joka palkkielementin
tapauksessa on elementin pituus.

Menettelyn matemaattinen pohja nojaa huonosti asetettujen tehtévien regulari-
sointiteoriaan ja virheanalyysi sekaelementtimenetelmien teoriaan.

Esimerkki 9.1 Ratkaistaan jo tutuksi tullut ulokepalkki kuormitettuna nyt
vain poikittaisella pistekuormalla F palkin vapaassa padssd. Otaksutaan nyt
kuitenkin hieman yleisempi tapaus, jossa palkin poikkileikkaussuureet on an-

nettu vain yleisessd muodossa I ja As.

Kaytetdan edelleen yhté elementtia, jolloin ratkaisuyhtdlo on luvun 9.2.4 ele-
mentin tapauksessa (siis lineaarinen interpolaatio ja leikkausjdykkyyden ali-

V2 F
)

integrointi)

GA,L™! —1G A,
-1GA, EIL7'+1GA,L

joka saadaan dimensiottomaan muotoon

2 -1 ve/L F
EA 2
> 1 2 = ) (9.73)
4““[—1 345 { Z } {0}
misséd on merkitty
Agr? r
= — i - —. 974
S=Taty @ 271 (9.74)
Palkin paén taipumaksi saadaan siten
2
va (4 az) FL
= =(74+2%) —. .
2= (31+29) = (9.75)

Timoshenkon palkkimallin mukainen taipuman tarkka ratkaisu on

2
V2 tarkka FL

1
- L (9.76)

2\ FL?
+ )

GA, (% 2%) Br

Virhe ulokkeen paan taipumassa on siten -25%.

Mikéli elementissd kiytetddn leikkausjaykkyyden redusointia (9.70) saadaan
yhdelld elementilld tarkka taipuman arvo.
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My6s muille kuormitustapauksille saadaan solmupisteissé tarkat siirtyman ar-
vot mikéli kuormitusvektoria integroitaessa kiytetddn taipumalle rajoitteen
(9.49a) mukaista kvadraattista interpolaatiota

v = Niv1 + Novg + N3Av = Nyjvy + Novg — %h(e)(ag — 91)N3. (9.77)

9.2.5.2 Redusoidun leikkausjaykkyyden vaihtoehtoinen johtotapa

Leikkausjaykkyyden korjauskertoimen lauseke (9.70) voidaan saada myos ilman ener-
giatarkastelua, operoiden pelkéstdan interpolaatiofunktioilla. Léhtokohtana on tasa-
painoyhtalon

Q- M =GA,W —0)+EII" =0 (9.78)

keskiméarédinen toteutuminen elementin alueella. Jotta tasapainoyhtdlon testaami-
nen onnistuu on kiertymén interpolaatio oltava viéhintdédn kvadraattinen. Yksin-
kertaisin mahdollinen interpolaatio on siten lineaarinen taipuma ja kvadraattinen

kiertymaé:
= val + NQUQ = %(1 — S)vl -+ %(1 -+ f)vg, (979&)
N6, + Noby + NgA@
= (1= + (1 + &b + (€ — 1A (9.79h)

Tasapainoyhtélon (9.78) toteutuminen keskimééréisesti

h 1

5/ [GA,(v — 0) + E10"]d¢ =0, (9.80)
1

mahdollistaa kiertymén hierarkista kuplamuotoa vastaavan parametrin eliminoimi-

sen, josta saadaan

3G Ah? 1 1
AV = SIEI+2GAL {E(Ul —v) 50t 92)]
GA,h? 1 1 1
= > —(vy — —(6, +6,)| . 81
SEI GAT? {h(vl vg) + 2( 1+ 2)} (9.81)
12E1

Elementin virtuaalisen tyon yhtélon termissa

/Qéfydaz (9.82)
leikkausvoima lasketaan tasapainoyhtalon (9.78) avulla:
SEI GA; 1
Q = —EIQH = —?AQ = TS}LQ [E(Ug — Ul) — %(81 + 02) . (983)

+ 12E1
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9.2. Timoshenkon palkkimalli 187

Virtuaalinen muodonmuutos on tavalliseen tapaan
oy =o' — 46 (9.84)
laskettuna elementin keskipisteessé, eli
5y = %(502  Suy) — 1(66, + 66s). (9.85)

Néin konstruoitu elementti on identtinen lineaarisen Timoshenkon palkkielementin
kanssa, joka integroidaan yhden pisteen kaavalla ja johon sovelletaan leikkausjayk-
kyyden redusointia (9.70). Tata ideaa voidaan soveltaa myos stabiloitujen Reissnerin-
Mindlinin laattaelementtien yhteydessd (ks. luku 10.8), mikili stabilointiparamet-
rille o halutaan fysikaalisesti mielekés arvo.

9.2.6 Viisivapausasteinen elementti

Tarkastellaan vield lopuksi yhtd Timoshenkon palkkimallin elementtia. Mikali taivu-
tusmomentille halutaan lineaarinen lauseke, on kiertymén oltava parabolinen. Tél-
16in, jotta elementilla olisi mahdollisuus toteuttaa Bernoullin otaksuma, on taipu-
man oltava kolmatta astetta oleva polynomi. Kéytetddn hierarkisia muotoja nyt
kaikille ‘lisivapausasteille’, joten interpolaatioiksi valitaan lausekkeet

v = N1U1 + NQ’UQ + NgAUl + N4AU2,
J1 = Qv+ 51+ va + (€ = DAvy + (€ — A, (9.86a)
0 - N101 + NQ@Q + N3A0
= 1(1-890 + (1 + &b+ (£ — 1)A0. (9.86b)

Leikkausmuodonmuutoksen lausekkeeksi saadaan nyt

v = go + g€ + g7, (9.87)
jossa

1
go = E(UQ — v — 2Avy) — %(92 +6,) + A0, (9.88a)

4
g1 = EAUl + %(91 —05), (9.88b)

A

g = hUZ — A, (9.88¢)

jossa elementin pituuden h symbolista on elementtid indikoiva merkintéd (e) jatet-
ty yksinkertaisuuden vuoksi pois. Kun taivutusmomentti on lineaarisesti muuttuva,
on leikkausvoima momentin derivaattana vakio. Taten tuntuu luonnolliselta asettaa
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vaatimus leikkausmuodonmuutoksen vakioisuudesta elementin alueella. Néiin kol-
mesta lisdvapausasteesta Avy, Avs ja Af voidaan kaksi eliminoida rajoitteilla

g = %Avy+§w1—9gzzq (9.89a)
g = &fQ—Aezo (9.89D)
Eliminoidaan taipuman hierarkiset muodot:
Avy = %h(HQ —6y), (9.90a)
Avy, = ZhAD. (9.90b)

Elementin j&a nyt viisi vapausastetta vy, 61, v, 0, Af. Kiertymén hierarkinen va-
pausaste voidaan toki kondensoida elementtitasolla, joten elementin vapausasteiden
méadra saadaan redusoitua neljaén.

9.3 Diskreetti EB-palkkimallin elementti

9.3.1 Tapa 1: kuubinen taipuma, kvadraattinen kiertyma

Rajoittamalla leikkausmuodonmuutos kokonaan havidméén, saadaan Timoshenkon
palkkimallin avulla muodostettu Eulerin-Bernoullin palkkimallin elementti. Otaksu-
malla taipumalle ja kiertymaélle interpolaatio (9.86a) ja rajoittamalla leikkausmuo-
donmuutoksen lauseke (9.87) nollaksi saadaan ehtojen (9.89a) liséiksi myds rajoite

1
9o = E(W — 01 = 2A0) — (65 + 61) + A9 =0, (9:91)

josta seuraa kiertymaén hierarkiselle vapausasteelle arvo

V1 — V2
h

Taipuman interpolaatiolle saadaan nyt lauseke

NG =3

+ 301 + 65). (9.92)

v = val + NQUQ + Ng%(eg - 01) + N4%hA0 (993)
= (Nl -+ %N4)U1 —+ %h<N4 — N3)91 -+ (N2 — %N4)U2 —+ %h(Ng -+ N4)192.

Kiertyméan interpolaatio on

0 = Ny + Noby + N3G (9.94)

V1 — U
:(Nﬁgwgm+uw+gwmg+§%lhz

Koska leikkausmuodonmuutos haviaa, voidaan Timoshenkon palkkimallin virtu-

aalisen tyon yhtalosta jattda leikkausmuodonmuutosta vastaava termi pois, jolloin
saadaan yhtalo

L L
/ EI060'dx = / fudz, (9.95)
0 0
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jonka perusteella elementin jaykkyysmatriisi ja kuormitusvektori voidaan johtaa.
Leikkausmuodonmuutosrajoitteet g9 = g1 = ¢g» = 0 voidaan toteuttaa myds

pisteittaisesti eli diskreetisti. Kolmen ehdon toteutumiseen vaaditaan tietenkin ra-

joitteen asettaminen kolmessa eri pisteessd. Valitaan néiksi pisteiksi Gaussin pisteet

E=+ %, 0. Rajoiteyhtélot ovat siten

Y3 = g+ \/égl +2g, =0, (9.96¢)

Rajoitteiden asettaminen voidaan ohjelmointiteknisesti toteuttaa suoraan siirtymaé-
muodonmuutosmatriisiin B.

9.3.2 Tapa 2: sekd taipuma ettad kiertyma kvadraattinen

Periaatteeseen (9.95) perustuvan elementin kiyristymé on interpolaation (9.94) ta-
pauksessa lineaarinen lauseke. Téten elementin jaykkyysmatriisia muodostettaessa
joudutaan integroimaan toisen asteen polynomi, joka integroituisi tarkasti jo kahden
pisteen Gaussin kvadratuurilla. Otaksumalla taipumalle kvadraattinen interpolaatio

v = val —+ N2U2 —+ NgA’U (997)

kuubisen lausekkeen (9.86aa) sijaan, on eliminoitavana ainoastaan kaksi hierarkista
lisivapausastetta Av ja Af. Siitd huolimatta leikkausmuodonmuutoksen lauseke on
kvadraattinen, eli

7= go + G1€ + 9267, (9.98)
missa
1
g = plv2—w)~ 5(02 4 601) + A0, (9.99a)
4
g1 = EAU + %(91 —0s), (9.99b)
g2 = —A0. (9.99¢)

Mikéli leikkausmuodonmuutos (9.98) vaaditaan hévidméain Gaussin kahden pis-
teen kaavan integroimispisteissé £ = i%, on lineaarisen termin kertoimen g; havit-
tava, eli

=0 = Av=1h(6—0), (9.100)

joten Aw saatiin eliminoitua. Jéaljelle jadnyt ainoa eliminoitava vapausaste A6, voi-
daan ratkaista ehdosta

1(£75) =90+ 392 =0, (9.101)

4l

3
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josta seuraa kiertymaén hierarkiselle vapausasteelle arvo

Ap =32 ;UQ +3(0, + 6y), (9.102)

miké on identtinen ensimméiselld tavalla saadun arvon (9.92) kanssa. Téten myos

kiertymén interpolaatio on sama kummallakin tavalla muodostettaessa ja vastaavat
elementtien jaykkyysmatriisit ovat identtiset.

Kun elementtimatriisin alkiot integroidaan kahden pisteen Gaussin kvadratuuril-
la havidvat leikkausmuodonmuutokseen liittyvit termit elementtimenetelmén kan-
nalta ‘identtisesti’, silld kaikki informaatio tulee integroimispisteisté.

Esimerkki 9.2 Mddritd ns. diskreetin Eulerin-Bernoullin palkkielementin jayk-
kyysmatriisi otaksumalla taipumalle ja kiertymdlle kvadraattinen lauseke. Ota
Bernoullin otaksuma huomioon diskreetisti kahdessa Gaussin pisteessd ja suo-
rita elementtimatriisin integrointi numeerisesti kahden pisteen Gaussin kaa-

valla. Elementtimatriisin lauseke on

T2
K = / EINj Ny dz, (9.103)
1

jossa N g on kiertymdn 6 interpolaatiofunktiot sisdltdvd matriisi.

Kiertymén interpolaatio on siten

0 = (Nl + %Ng)al + (NQ + %Ng)(gl + %Ngvl ZUQ
v v
= €Dy T30 -5 G - 36— Do+ (€ + 5 Do
= Nﬂ)l + NQGQ + ]\731)2 + ]\74(92 (9104)

Jaykkyysmatriisin muodostamista varten tarvitaan kiertymén derivaattaa

975 = ngvl + NQ7§91 + N37§U2 + N47§92, (9.105)
jossa siis
Vi i Va6 %(35 ); (9.106)
N3g = —3, DNae = 3(1+39).

Jaykkyysmatriisin alkio on muotoa
S 9 1 -
K = / BIN;:Njade = & / EIN;¢N;¢de, (9.107)
-1

joten alkioiden lausekkeet ovat (otaksutaan taivutusjaykkyys vakioksi)

it = 2o [ () w- B [ - () ()]

h )\ h h h
12E1
= T (9.108a)
© 2E1 /1 3¢ 3E1 /1 2 6E1
Ky = = [ —=i(B¢-1)dé=—- —§)d¢ = — .108b
12 h J_ih 2(3¢ — 1)dE = =5 _1(35 §)de =Tz (0-1080)
. 2EI (' /3¢ 3¢ e
Ky - % /_ 1 E) (‘E) de = — K (9.108¢)
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jne.. Havaitaan, ettd saatiin sama standardi Eulerin-Bernoullin palkkimallin
jaykkyysmatriisi jossa taipumalle kdytetdadn Hermiten kuubisia polynomeja.

9.4 Harjoitustehtavia

1. Tutki ratkaisuyhtalon hairidalttiutta lineaarisesti interpoloidun Timoshenkon palk-
kielementin tapauksessa esimerkin ulokepalkille yhden elementin verkolla. Tutki ta-
paukset: (a) ali-integroitu elementti ja (b) stabiloitu eli leikkausjaykkyydeltdan re-
dusoitu ali-integroitu elementti. Symmetrisen positiivisesti definiitin matriisin K

héiridalttius Co(K') voidaan laskea suhteena

Cy = Doz (9.109)

)\min

missé Ajpaz ja Admin Ovat matriisin K suurin ja pienin ominaisarvo. Piirrd kuvaajat
suhteen a = t/L funktiona vililld 1073 < a < 1 logaritmisella asteikolla. T#lléin (a)
kohdan kuvaaja on suora, ja héiridalttiuden paksuusriippuvuus on siten muotoa

Oy (K) ~ ct?, (9.110)

missd ¢ on jokin positiivinen vakio ja p on kokonaisluku, mika? Entéd stabiloidun

elementin tapaus (c¢)? Mita johtopadtelmi elementtien kiyttokelpoisuudesta voidaan
tehda?

Oleta suorakaidepoikkileikkaus ja ettd A; = A, sekd v = 0.

2. Néaytd, ettd interpolaatiofunktiot lausekkeessa (9.93) ovat samat kuin Hermiten kuu-
biset interpolaatiofunktiot (9.17).

3. Muodosta Eulerin-Bernoullin palkimalliin perustuvan nelivapausasteisen elementin
kiertymén 6 interpolaatiofunktiot ldhtien Timoshenkon palkkimallista, jossa taipu-
malla v ja kiertymalla 6 on erilliset Cy-interpolaatiot:

= Nivi + Novg = %(1—£)U1—|—%(1—|—£)U2, (9111&)
N161 + Noby + N3 A6
= (1 =80+ 5(1+&)82 + (€2 — 1)A8. (9.111b)

Kiertymén interpolaation A vapausaste eliminoidaan soveltamalla Bernoullin ra-
joitetta diskreetisti palkin keskipisteessd & = 0. Lopulliset vapausasteet ovat tieten-
kin vy, 61, v9, 65. Mikili vapausasteet numeroidaan edellé kirjoitetussa jérjestyksessa,
laske elementin jaykkyysmatriisin alkiot Kj;.

4. Kuten edellisessé tehtavissd muodosta Eulerin-Bernoullin palkimalliin perustuvan
nelivapausasteisen elementin kiertymén 6 interpolaatiofunktiot ldhtien Timoshen-
kon palkkimallista. Taipumalle ja kiertymélle kiytetdan samoja interpolaatioita kuin
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edellisessd tehtavissi. Kiertymén interpolaation Af vapausaste eliminoidaan sovel-
tamalla Bernoullin rajoitetta keskimddrdisesti elementin alueella

o)

/ ydx = 0. (9.112)

(e)
1

Lopulliset vapausasteet ovat tietenkin vy, 61, v, 05. Mikéli vapausasteet numeroidaan
edelld kirjoitetussa jarjestyksessd, laske elementin jaykkyysmatriisin alkiot K;. Ver-
taa tulosta edellisen tehtdvéin ratkaisuun.

5. Timoshenkon palkkimallin tasapainoyhtalot ovat:

M -Q = 0, (9.113a)
-Q = f, (9.113b)

jotka voidaan kirjoittaa konstitutiivisen lain ja kinemaattisten relaatioiden avulla
muotoon (oletetaan ET ja GAg vakioiksi)

— EI0" — GA;(v' —6) = 0, (9.114a)
—-GA,(W" -0") = f. (9.114b)

Systeemissd on siten kaksi tuntematonta funktiota: taipuma v ja poikkileikkausta-
son kiertymaé 6. Timoshenkon palkkiprobleema voidaan my6s formuloida kolmen tun-
temattoman avulla, lisddmaélla leikkausvoima primaarisesti ratkaistavien suureiden
joukkoon seuraavasti:

—EI0"—Q = 0, (9.115a)
-Q = (9.115b)
GAs(V -0)-Q = 0, (9.115c¢)

Nayta, ettd kertomalla ylld olevat yhtélot painofunktioilla 0,0 ja Q ja integroimalla
palkin pituuden yli, paddytaan lopulta seuraavanlaiseen variaatioyhtdloon (oletetaan
jaykasti tuetut reunaehdot):

L L L
EI / 0'0'dx + / QM —0)dz = / fod, (9.116a)
0 0 0
0

L L
GA, /0 (W — 0)Qdx — /0 QOdx (9.116b)

Y14 oleva systeemi voidaan stabiloida lisaamalld elementtikohtaisesti maéritellyt

termit
N
> ah’ / (EI0" + Q) 0"dx, (9.117a)
e=1 1€
N
GA .

ah?—= / EI9" + dx 9.117b

; 57 ) Q)Q (9-117D)
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yhtéldiden (9.116a) oikealle puolelle. Néin pdddytaan seuraavanlaiseen systeemiin:

L L L N
EI / 0'0'dx + / Q' — 0)dr = / f@dm+2ah2 / (EI6" + Q) 0" dx,
0 0 0 o—1 1

L ) L N GA .

GA, / (v — 0)Qdx — / QQdz =) ah? e IS (EI0" + Q) Qdx.
0 0 o (O

YhtéalGissa esiintyva stabilointiparametri o on positiivinen vakio. Miksi stabilointi-
termit (9.117a) voidaan lisitéd variaatiomuotoon (9.116a)? Néyté, ettd stabiloitu sys-
teemi voidaan termien uudelleenjarjestelyllda muuntaa symmetriseen muotoon. Nay-
ta lisdksi, ettd olettamalla leikkausvoiman elementtiapproksimaatio elementtirajo-
jen yli epéajatkuvaksi, saadusta symmetristd muodosta voidaan leikkausvoima Q) ele-
menttikohtaisesti eliminoida, ja jolloin paadytdaéan siirtymémenetelméan perustuvan

elementtimenetelmén perustaksi kelpaavaan heikkoon muotoon:

L N
EI / H/H’dx—ZahQEI / 0"0" da+
0 e=1 e

- EN: GA, / (V' — 0 — ah?0") (0 — 0 — ah®0")dx
g 1+ Och2GAS/EI 1)
L
= / fodz. (9.118)
0

6. Ratkaise molemmista paistddn vapaasti tuettu palkki elementtimenetelmalld, joka
perustuu edellisen tehtévéin stabiloituun formulaatioon (9.118). Kayta yhté element-
tid ja kvadraattista interpolaatiota seké wv:lle ettd #:lle. Ota huomioon symmetria.
Kuormituksena on vakiokuorma f.

Tehtavan jaykkyysmatriisiin jaa riippuvuus stabilointiparametrista a. Koska taivu-
tusenergiaan liittyva termi

L N
EI / 0'0'de —> " ah’ET / 0"0" dx: (9.119)
0 e=1 I

on oltava positiivisesti definiitti, rajoittaa se stabilointiparametrin sallitut arvot vé-
lille:
O<a<C. (9.120)

Maéérita C ja kdytéd tehtdvin ratkaisussa jotain positiivisuusehdon (9.120) toteutta-

vaa arvoa. Maaritd ja piirrd myos elementtiratkaisun leikkausvoimajakauma.
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Luku 10

| aattaelementteja

Téama luku noudattaa edellisen luvun, eli palkkimalleihin perustuvien element-
tien esittelyn, kaltaista jaottelua. Ensin selvitetdan ohuen laatan mallia, jota
kutsutaan my6s Kirchhoffin laattamalliksi,! jonka jélkeen esitelldin keskimé-
raiset poikittaiset leikkausmuodonmuutokset huomioonottavaa laattamallia,
jota kutsutaan kehittelijoidenséd mukaan my6s Reissnerin-Mindlinin laattamal-
liksi. Lopuksi esitelldan diskreetti-Kirchhoff-tyyppisiad elementtejé, joiden ldh-
tokohta on Reissnerin-Mindlinin malli? ja joista saadaan Kirchhoffin mallin
mukaisia sopivien rajoitteiden asettamisella.

10.1 Kirchhoffin laattamalli

10.1.1 Kinemaattiset otaksumat

Aivan vastaavasti kuin ohuen palkin tapauksessa, ohuen laatan mallin perusotaksu-

mat ovat:
1. laatan keskipinnan normaalit séilyvéit suorina deformaation aikana,
2. laatan keskipinnan normaalit eivit veny ja

3. poikittaiset leikkausmuodonmuutokset ovat merkityksettomié.

Otaksutaan nyt laatan keskipinnan tasoksi xry-taso. Kaksi ensimméista otaksumaa
voidaan toteuttaa valitsemalla siirtymille u, v ja w seuraavat lausekkeet:

u(z,y,z) = 20,(x,y), (10.1a)
v(z,y,z) = —z0,(z,y), (10.1b)
w(z,y,2) = w(z,y), (10.1c)

jossa akselien z ja y ympari kiertavét rotaatiot ovat 6, ja 6,, ks. kuva 10.1. Huo-
maa, ettd oheiset linearisoidut lausekkeet voidaan kirjoittaa vain, jos kiertymét 6,

1 Gustave Robert Kirchhoff (1824-1887) julkaisi 1850 artikkelin, jossa ohuen laatan ongelma

esitettiin ensimmaisté kertaa téaydellisesti formuloituna.
2 E. Reissner 1945 ja R.D. Mindlin 1951
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ja 0, ovat pienid. Merkintojen yksinkertaistamiseksi jatetddn jatkossa keskipintaa
osoittava alaindeksi ¢ pois laatan taipuman w lausekkeesta.

Laattateoriassa kiytetdan usein kiertymille toisenlaista merkintatapaa. Maari-
tellasin kiertymit, katso kuva 10.1, 3

Bz = =0y, By = 0,. (10.2)
Télloin kinemaattiset otaksumat (10.1a) voidaan kirjoittaa muodossa
u(z,y,z) = —zB:(2,9), (10.3a)
v(x,y,2) = —zBy(z,y), (10.3b)
w(z,y,z) = wx,y). (10.3c)

Edella esitettyihin siirtyméotaksumiin perustuvat muodonmuutoskomponentit ovat

€z = % - _Zﬁx,xa (104&)
X
€, = g—z = —2By, (10.4b)
Ju Ov
Yoy = a_y + 8_x = —Z (Bx,y + By,af) ) (1040)
ou Ow
- 2477 — 10.4
Yzz 9z + Oz W x 617 ( 0 d)
ov  Ow
- LT — 8. 104
Vzy G + ay wy — By (10.4e)

Kirchhoffin laattamallin otaksuman 3 perusteella poikittaiset leikkausmuodon-
muutokset 7., ja 7., hévidvit, joten

W = Bz, Wy = ﬁyu (1O5>

ja lopulliset kinemaattiset yhtéalot ovat muotoa

u(z,y,z) = —2w,, (10.6a)
v(x,y,2) = —zwy, (10.6b)
w(z,y,z) = w. (10.6¢)

Ainoat nollasta eroavat muodonmuutoskomponentit ovat

€x = —2Wgzy = 2Ky, (10.7a)
€y = —2Wyy = 2Ky, (10.7b)
Yoy = —22W 4y = Zhyy, (10.7¢)

missé K, ja k, ovat keskipinnan kéyristymid ja r,, on vadntyma.*

3 Joissain lihteissd médritellidn 8, = 0, ja By, = —0,.
4 THssi esityksessd kiytetiiin “vidntymélle” midritelmid kyy = —2w 4y
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Kuva 10.1 Laatan deformaatio ja kiertyméasuureiden méaaritelmét.
10.1.2 Virtuaalisen tyon yhtalo
Kirchhoffin laattamallin virtuaalisen tyon yhtalé on
t
2
/A/_ﬁ (020€; + 0y0€y + Tyy0Vay) dzdA
2
= / fow dA+/ (Vndw — M, 0w.,,) ds, (10.8)
A Tt

missd ['; on tasoalueen A reunakdyrdn osa, jolla on annettu reunakuormituksena
korvikeleikkausvoima V,, ja momentti M,,. Korvikeleikkausvoiman lauseke on V,, =
Qn + M, 5. Laatan reunan osalla S, tunnetaan siirtymét, eli

w = w, W = Wy (10.9)

)

Integroimalla laatan paksuuden yli, muuntuu virtuaalisen tyon yhtéalo muotoon

/ (My0ky + M0k, + Myydky,) dA
A

= /féwdA+/ (Vndw — M, 0w ,,)ds, (10.10)
A Ty

jossa taivutusmomentit M, M, ja vadntomomentti M,, maaritellddn kaavoilla

~+

t

¢
M, = /t zo.dz, My = / L Zoydz, My :/t 2Typydz. (10.11)
T2 T2 2

N
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Otaksutaan laatassa vallitsevan tasojénnitystilan, joten jénnitykset saadaan lineaa-
risesti kimmoisan isotrooppisen materiaalin tapauksessa yhtaloistéa

Oy E 1 v 0 €
oy =12 v 1 0 €y . (10.12)
Tay 0 0 %(1 —v) Yoy

Huomaa, ettd tasojdnnitystilaotaksuma on ristiriidassa otaksuman 2 kanssa, joka
edellyttaisi tasomuodonmuutostilaa. Mikali néin valittaisiin, tulisi laattamallista lii-
an jaykka. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd kyseinen laattamalli on oikea redusointi
yleisestd kolmidimensioisesta jannitys- ja muodonmuutostilasta, ja laattamalli kon-
vergoi tata kohti, kun laatan paksuus pienenee.

Sijoittamalla tasomuodonmuutostilan yhtélot ja kinemaattiset otaksumat mo-
menttien maarittely-yhtaloihin saadaan niille lausekkeet

M, = D(ky+ vky), (10.13a)
M, = D(ky+vK,), (10.13b)
M,y = 1D(1 = v)kyy, (10.13c)
missd D on laatan taivutusjaykkyys
Et?
D=——. 10.14
12(1 — v?) ( )
Otetaan kiayttoon kidyristymien ja momenttien vektorit Kk ja m:
K= ke Ky Kuy] , m=[M M, My,] . (10.15)
Laatan jannitysresultanttien ja kdyristymien vélinen yhteys on
m = DK, (10.16)
missa
1 v 0
D,=D|v 1 0 : (10.17)
00 3(1-v)

Virtuaalisen ty6 lauseke (10.10) saadan kompaktiin muotoon
/ dk’mdA = / k" DyrdA = / fowdA —|—/ (V,dw — Myow,,)ds.  (10.18)
A A A So

Tama voidaan kirjoittaa mycs muodossa
T

—5w7m 1 v 0 —W zx
/ —O0W 4y D|v 1 0 —W 4y dA
A —20w,, 00 i(1-v) 2
= / fowdA + / (Vdw — M, 0w,,)ds. (10.19)
A So
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Otaksumalla elementtimenetelmén mukainen interpolaatio taipumafunktiolle
w= Nw®, (10.20)

missd w'® pitds sisillddn elementin vapausasteet, saadaan elementin jaykkyysmat-
riisiksi tutunnékoinen lauseke

K© = / BT D,BdA, (10.21)
Ale)

missa siirtymaé-kayristymamatriisi B on

_N,xx
B=| -N, |, (10.22)
—2N ,,
jonka avulla voidaan lausua kiyristyméavektori
k = Bw'®. (10.23)

10.1.3 Ohuen laatan elementin yhteensopivuus- ja taydellisyysvaatimukset

Elementin koon pienentyessa verkkoa tihennettéessd lahestyy taipuma elementin
alueella tilaa, joka koostuu jaykdnkappaleen liikkeesté ja vakiokaarevuustilasta. Va-
kiokaarevuustila on yksinkertaisin taipumamuoto, joka aiheuttaa laattaan muodon-
muutoksia. Paatellddan, ettd elementin taipumainterpolaation on toteutettava seu-
raavat taydellisyysvaatimukset:

e w:n taytyy sisdltda jaykdnkappaleen liikettd kuvaavat termit,
e ja taipuman approksimaation tulee pystyé esittdméan vakiokaarevuustilat.

Ensimméisen vaatimuksen perusteella w:n lausekkeen tulee sisaltaé termit
w = a1 + asT + asy. (10.24)

Toisen ehdon toteuttamiseksi tarvitaan lisdksi vahintdan toisen asteen termit, eli
yhteensa
w = ay + T + azy + agr? + aszy + gy’ (10.25)

Kuten Eulerin-Bernoullin palkkimallin tapauksessakin, on virtuaalisen tyon lausek-
keessa taipuman toisia derivaattoja. Yhteensopivuusvaatimus johtaa siithen, etté in-
terpolaatiofunktioiden on oltava C}-jatkuvia, eli itse funktion ja sen derivaattojen
tulee olla jatkuvia elementista toiseen.

Taydellisyysvaatimukset ovat ehdottomia. Sensijaan jatkuvuusvaatimuksia voi-
daan lieventad, jolloin elementisté tulee ei-yhteensopiva eli ei-konforminen. Elemen-
tin on oltava kuitenkin numeerisesti stabiili ja konsistentti, jotta tulokset suppenisi-
vat kohti oikeita arvoja. Alhaisasteisiin polynomeihin perustuvien laattaelementtien
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Kuva 10.2 12 vapausasteinen suorakaide-elementti (ACM).

kehittdminen on osoittautunut hyvin hankalaksi tehtavéksi. Useimmat ohuen laatan,
eli Kirchhoffin laattamallin, elementit ovat ei-konformisia.

Ei-konformisten elementtien suppenevuusominaisuuksien todistaminen on han-
kalaa ja se sivuutetaan tésséa esityksessé.

10.2 Laattaelementteja historian lehdilta

10.2.1 Suorakaide-elementti

Erds ensimmaéisia laattaelementtejd on 12 vapausasteinen suorakaidelaattaclementti,
jota kutsutaan myos ACM-elementiksi kehittelijéidensd A. Adini, R. Clough (1961)
ja R.J. Melosh (1963) mukaan. Vapausasteina solmuissa ovat taipuma ja sen de-
rivaatat w;, w; ., w;, tai taipuma ja kiertymét koordinaattiakseleiden ympéri eli
Wy, Uz, 0,3, katso kuva 10.2. Téten taipuman interpolaatiossa on 12 termid, ja se
voidaan esittad seuraavasti

w:[l x oy 22wy vy 2 2%y ay? P 23y xy3}a:Pa, (10.26)

missd vektori a sisdltdd 12 yleistettyd vapausastetta a;,7 = 1,2,...,12. Lauseke
toteuttaa taydellisyysvaatimukset, mutta elementti ei ole yhteensopiva.
Esimerkiksi reunalla © = vakio taipuma on muotoa

w = Al + Agy + A3y2 + A4y3, (1027)

ja
wy, = Ay + 2A3y + 3A49°7, (10.28)
missd Ay, ..., A4 ovat vakioita, jotka voidaan méarittad kiinnittdmalla taipuman w ja
sen derivaatan w, arvot sivun paatepisteissa. Taipuma on siten jatkuva elementin
reunan yli. Sensijaan derivaatta w, on epédjatkuva reunan x = vakio yli. Derivaatta
W, on
w, = By + Boy + B3y’ + Byy?, (10.29)
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missd By, ..., By ovat vakioita. Neljan vakion B; mé&arittdmiseksi on kiytettavissa
vain kaksi ehtoa eli derivaatan w , arvot sivun paatepisteissa.
Muodostamalla kaavan (10.26) avulla w,w, ja w, solmuissa 1,...,4 saadaan yh-
teys
w® =Aa, a=A"'w, (10.30)

josta saadaan
w=PA 'w® = Nw©. (10.31)

Interpolaatiofunktiomatriisi N on muotoa
N = [ N1 N2 N3 "'N12 ] y (1032)

missd solmuun ¢ liittyvét interpolaatiopolynomit ovat

Niiy = s(1+&A+mn)(2+4&E+nm — & —n?), (10.33a)
Niio1 = —15a&(1+&€)*(1 — &1 +mim), (10.33b)
Nai = —350m:(1 4+ &&)(1 +min)*(1 — min).- (10.33¢)

Interpolaatiomatriisia vastaava vapausastejérjestely on

1" (10.34)

[
’w():[uh Wiy Wiy W Wy Wy -+ Wa4 Whg Way
10.2.2 Bikuubinen suorakaide-elementti

Erds yksinkertaisimmista hyvin toimivista laattaelementeistd on bikuubinen, eli
BFS-elementti (F.K. Bogner, R.L. Fox, L.A. Schmit 1965), jossa on 16 vapausas-
tetta, nelja vapausastetta w;, w; ., w;, ja w;., jokaisessa neljassa nurkkasolmussa.
Interpolaatiofunktioina kiytetddn ensimmaéisen asteen Hermiten polynomeja kum-
massakin suunnassa tulomuodossa. BFS-elementin taipuma on

w(z,y)=[ Ny Ny -+ Nig | w', (10.35)
missd solmuun 1 liittyvéit interpolaatiopolynomit ovat

Ny = Hoa(§)Ho(n), Ny = SaHy(§)Ho(n),

10.36
Ny = %me(S)Hn(n), Ny = iaan(f)Hn(T)), ( )

ja vastaavasti solmuun 2 liittyvat interpolaatiopolynomit ovat
Ny = Ho(©Hu(m), Ne = LaHu(€)Hu(n), (10.37)

N; = $bHe(S)Hu(n), Ns = jabHya(§)Hi(n),

jne.. Ensimméisen asteen Hermiten interpolaatiofunktiot ovat (méériteltynéd luon-
nollisten koordinaattien £ ja n avulla valilla (—1,1)) yhtalsilla (9.16a).

Elementti toteuttaa vaadittavat yhteensopivuusvaatimukset ja hieman enem-
ménkin, silld myos sekaderivaatat w ,, ovat solmupisteissa jatkuvat, jonka perus-
teella elementtié joissain lédhteissé luonnehditaan Cf ;-jatkuvaksi.
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w3

ﬁnzl

Kuva 10.3 Morleyn vakiokaarevuuselementti.

10.2.3 Morleyn vakiokaarevuuselementti

L.S.D. Morley on esittényt 1971 kuvan 10.3 kolmiolaattaclementin, jonka taipumaa
interpoloidaan funktiolla

W= oy + @ + agy + aux® + aszy + gy’ (10.38)

Lauseke (10.38) on yksinkertaisin taipuman muoto, joka toteuttaa taydellisyysvaa-
timukset. Taipuman toiset derivaatat ovat vakioita, mistd johtuen myos momentit
ovat vakioita elementin alueella.

Elementin vapausasteet ovat taipumat wq, ws ja ws sekd kiertymét S,4, Bns ja

Bne, missé,
ow
p on i ( )
ja n on reunan normaalin suuntainen koordinaatti.
Ketjusddnnon mukaan
0 0
Wy = Wy 4wy 22 (10.40)

w —_—
’ on Yon’

eli
W = Wy +Wyny, = (0 + 2047 + asy)n, + (a3 + a5 + 2a6y)ny,. (10.41)

Elementin reunasuoran yhtalé on

y=Cix+ Cs (10.42)
ja reunalla taipuma on
w= Ay + Ayx + Az2?, (10.43)
seka, 5
w
— =B +B 10.44
6n 1+ 20, ( )

missé Ay, Ag, A3, By ja By ovat vakioita.
Tietylla reunalla voidaan kiinnittdd paétypisteiden taipumien arvot ja reunan
keskipisteen kiertymén arvo, eli saadaan kolme ehtoa, jotka eivit kuitenkaan riita
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viiden vakion maarittamiseen yksikésitteisella tavalla. Paéatelldan, etta sekd taipuma
w ettd deriaatta w,, eli @ muuttuvat yleensa epajatkuvasti elementisté toiseen.

Morleyn elementti voidaan johtaa monella tavalla, ehké elegantein tapa on kayt-
tad diskreetti-Kirchhoff kondensaatiota, katso harjoitustehtavia luvun lopussa.

10.2.4 Muita kolmioelementteja

Taydellinen kolmannen asteen polynomi sisialtda 10 termié, joten 9-vapausasteisessa
kolmiolaattaelementtissi (taipuma ja kiertymét solmuissa) on jokin kolmannen as-
teen termeista jatettava pois.

Varhaisessa laattaelementtien kehitysvaiheessa kiytettiin mm. seuraavia lausek-
keita:

w=[1z y 2 y* 2* 2% zy® V|, (10.45)

ja

2 3

w:[l r oy 22 xy y? 2 2%y + xy? y?’}a. (10.46)
Ylemmasta kaavasta puuttuu termi xy ja elementti ei pysty esittdmaéaan vakiovaan-
totilaa kunnollisesti. Alempi yritelmé ei ole koordinaattien suhteen isotrooppinen, ja
elementin konvegenssiominaisuudet ovat huonot. Myos tietyille elementin muodoille
yhtéléryhma

w® = Aa (10.47)

tulee singulaariseksi.
Geometrisesti isotrooppisia interpolaatioita saadaan alakoordinaattien avulla.
Zienkiewicz on esittdnyt seuraavanlaiset interpolaatiofunktiot (liittyen solmuun 1):

Ny = Ly +L3Ly+ L3iLy — L1 L3 — L L2, (10.48a)
Ny = —y1o(L2Ly + YL LyLs) + ysy (LsL? + L1y Ly L), (10.48b)
N3 = —ao(LiLy + YL LyLy) + a13(LsLi + 1L, Ly Ly), (10.48c¢)
missa
Tij = Ty — Ty, Yij = Yi — Yj- (10.49)

Solmuihin 2 ja 3 liittyvét interpolaatiofunktiot muodostetaan samalla tavalla. Tai-
puman interpolaatio ei ole Cj-jatkuva silld normaaliderivaatta w,, ei ole jatkuva,
joten elementti on epédkonforminen.

Mikéli solmupisteparametreiksi sallitaan korkeampia derivaattoja kuin ensim-
méiset, on kiertyméyhteensopivuuden aikaansaaminen helpompaa. Mikéli kolmion
kédrkisolmujen vapausasteiksi valitaan

w dw dw Pw FPw Pw
"ox’ Oy’ 0x2 dxdy’ Oy?’

(10.50)

saadaan elementti, jossa olisi 18 vapausastetta. Mikili elementtiin lisattaisiin kol-
me vapausastetta, esimerkiksi sivujen keskipisteiden normaaliderivaatat, saataisiin
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interpolaatioksi taydellinen viidennen asteen polynomi, joka sisaltaé 21 termia. Tal-
laiseen elementtiin paatyiviat vuoden 1968 tienoilla seuraavat elementtitutkijat: J.H.
Argyris, 1. Fried, D.W. Scharpf (1968), K. Bell (1969), W. Bosshard (1968), B.M.
Irons (1969) ja W. Wisser (1968).

Mikéli elementin taipuman normaaliderivaatan lauseke (neljattéd astetta) rajoi-
tetaan kuubiseksi saadaan kolme rajoitetta, jolloin elementtiin jia 18 vapausastetta,
eli kuusi jokaiseen solmuun.

Useita muita samankaltaisia konformisia elementtejé on esitetty, joiden vapausas-
teina on taipuman korkeampia derivaattoja kuin ensimmaiset. Télldiset elementit
ovat kuitenkin ‘epdmukavia’; silld reunaehtojen antaminen mutkistuu ja materiaa-
liominaisuuksien ja/tai paksuuden epédjatkuvuuden huomioonotto on hankalampaa.

10.3 Reissnerin-Mindlinin laattamalli

10.3.1 Elementin formulointi

Poikittaisilla leikkausmuodonmuutoksilla on merkitysta paitsi paksun homogeeni-
sen laatan tapauksessa myos esimerkiksi kerroslaatan tai sandwich-laatan tapauk-
sissa. Yksinkertaisin poikittaiset leikkausmuodonmuutokset huomioonottava laatta-
malli saadaan, kun otaksutaan laatan keskipinnan normaalien pysyvén suorina mut-
ta ei vilttaméatta kohtisuorassa deformoitunutta laatan keskipintaa vastaan. Tama
ns. Reissnerin-Mindlinin laattamalli on yksidimensioisen Timoshenkon palkkimal-
lin vastine laatoilla. Kinemaattisesta otaksumasta seuraa siirtymékomponenteille
lausekkeet (10.3a)

U(.T,y,Z) = —Zﬁm(fb’,y), (1051&)
v(x,y,2) = —zBy(z,y), (10.51b)
w(r,y,2) = w,y). (10.51c)

Reissnerin-Mindlinin laattamallin nollasta eroavat muodonmuutoskomponentit ovat

€ = % = —2Ba (10.52a)
€ = g—z = —2ZByy; (10.52b)
Yoy = g—z + g—; = =2 (Bey + Bya) » (10.52¢)
Vow = g—z + g—: =Wy — ba, (10.52d)
Yoy = % + g—t; =wy — fy. (10.52¢)

Kéyristymévektori k£ maéaritellddn kuten Kirchhoffin laattamallin tapauksessa

"= [ =Bow —Buy —(Boy+Bua) " (10.53)

n:[mx Ky HKay

Versio: kevit 2014



10.3. Reissnerin-Mindlinin laattamalli 205

Tamaén lisdksi tarvitaan myos keskiméaaréisten poikittaisten leikkaumuodonmuutos-
ten vektori

S [P (10.54)

Momenttien ja kdyristymien valilla patee yhteys
m = Dyk, (10.55)

ja leikkausvoimien sekd keskiméaaraisten liukumien vélinen yhteys on

_ _ ) @ _ 10
q =Dy, q_{Qy}’ Ds_th{O 1}, (10.56)

missa k on leikkauskorjauskerroin. Leikkausjéannitysresultantit méaritellaan kaavoilla

~+

t

Q. = / Credz, Q= /  ryedz. (10.57)
T2 T2
Reissnerin-Mindlinin laattamallin virtuaalisen tyon yhtalo on
t
2
/A /_1 (020€s + 0y0€y + Tuy0Vay + Toz0Vaz + Ty207yz) dzd A

2

= / fowdA + / (Qnéw — M0, — M,s683)ds. (10.58)

A Se

Integroimalla laatan paksuuden yli muuntuu se muotoon
[ O+ My, + Moy + Qubres + Qyiye) A
A
= / fowdA + / (Qnéw — M08, — M,,s683)ds. (10.59)
A So

Toisin kuin Kirchhoffin laattamallissa, on virtuaalisen tyon yhtéléssa (10.59) vain
ensimmaisia derivaattoja. Téaten funktioille w, 3, ja B, riittda vain Cyp-jatkuva inter-
polaatio, jotta yhteensopivuusvaatimukset toteutuisivat. Otaksutaan nyt, ettd seké
taipumaa etta kiertymia interpoloidaan samanasteisilla polynomeilla, eli n-solmuisen
elementin tapauksessa voidaan kirjoittaa

w = ZNiwia Be = Z Nibiy By = ZNzﬂyi- (10.60)
i=1 i=1 i=1
Elementin mielivaltaisen pisteen kiyristyméavektori on
_Bx,x n 0 _Ni,x 0 W;
k=9 By (=D_|0 0 Ny |{ B g (10.61)
—Boy = Bya =110 =Ny —Nig Byi
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eli .
k=Y Byw (10.62)
i=1
missa
e T

Poikittaiset leikkausmuodonmuutokset voidaan kirjoittaa muotoon

n W;
1

U},y — /By — NLy _Nz
¢ Byi
eli .
v=> B,w?. (10.65)
i=1
Elementin osuus sisédisen virtuaalisen tyon lausekkeessa voidaan kirjoittaa siten
muodossa L
e T e e e
> bw (Kz(”) + K(z) w'?, (10.66)
i=1 j=1

missé elementin jaykkyysmatriisin taivutuksesta ja leikkauksesta solmuihin 7 ja j
aiheutuvat termit ovat

K} = / Bl D,B,;dA, K'Y = / BT D,B,;dA. (10.67)
A A
Paksun laatan mallin tapauksessa on helppo muodostaa isoparametrinen ele-
mentti. Geometriaa voidaan interpoloida samoilla funktioilla kuin siirtymasuureita-
kin aivan vastaavaan tapaan kuin jo esitetyisséd kaksidimensioisissa tehtévissa (lam-
monjohtuminen, levytehtévd). Osuudet (10.67) ovat siten laskettavissa kaavoilla

1 1 1 1
K} = /l/leTiDbBijdﬁdn, K'Y = /l/lBgDsstJdgdn, (10.68)

joissa siirtymé-muodonmuutosmatriiseissa olevat derivaatat globaalien suuntien suh-
teen lasketaan kaavoilla (4.165).

Sandwich-laattoja voidaan analysoida Reissnerin-Mindlinin laattamallilla. Line-
aarisesti kimmoisalle ohutkuoriselle isotrooppiselle sandwich-laatalle voidaan johtaa
matriisit:

0 Glte+t)2[1 0

0 , D,=—~“ 17~ [ } , (10.69)
1 te 0 1
5(1—v)

missd E, v ovat pintakerroksen kimmovakiot, G on ytimen leikkausmoduuli ja ty, %,

Ets(t.+t5)?
p, - Pl 2f)
2(1—1?)

o] =
O = ]

ovat pinta- ja ydinkerroksen paksuudet, katso kuva 10.4.
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z E. v
_Ltf
xay G :]:tc
ty
E. v t

Kuva 10.4 Ohutkuorinen sandwich-laatta.

10.3.2 Numeerinen integrointi

Integraalit kaavoissa (10.68) lasketaan numeerisesti Gaussin menetelmaélld. Alhaisas-
teisia interpolaatiofunktioita kéiytettdessd tarkka integointi tuottaa elementin, joka
on liian jaykka ohuen laatan tapauksessa. Ilmiotd nimitetddn leikkauslukkiutumi-
seksi ja se on aivan analoginen Timoshenkon palkkielementin lukkiutumisen kanssa.
Laatan ohentuessa jaykkyysmatriisin leikkaustermi toimii sakkofunktion tapaan ja
pakottaa poikittaiset leikkausmuodonmuutokset nollaan, jolloin taipuman ja kierty-
métermien samanasteisesta interpolaatiosta johtuen taipuman on myd6s havittéava.

Taydella integroinnilla, joka méaritelménsd mukaan tuottaa tarkan tuloksen suo-
rakaiteen muotoisille sdédnnollisille elementeille, rajoitusehtoja poikittaiselle liuku-
malle tulee liian paljon ja elementtiverkko lukkiutuu. Taméan valttdmiseksi sovel-
letaan elementin leikkaustermiin redusoitua integrointia. Elementin kiyttaytymista
voidaan myos parantaa kiayttamallad uudelleen maariteltyja, korvaavia interpolaatio-
funktioita poikittaisille liukumille.

Redusoidun integroinnin ongelma on, ettd se tuottaa elementtiin nollaenergia-
muotoja, jotka voivat levitd elementisté toiseen ja tuhota ratkaisun. Témén vuoksi
sovelletaan ns. selektiivista eli valikoivaa ali-integrointia, jossa taivutuksen osuus
jaykkyysmatriisissa integoidaan tarkasti ja vain leikkaukseen liittyvat termit ali-
integroidaan. Selektiivinen menettely tuottaa stabiilimman jaykkyysmatriisin, jon-
ka rangi on suurempi kuin téysin ali-integroidun elementin.

Eraita Lagrangen ja Serendip-tyyppisiin interpolaatiofunktioihin perustuvia ele-
menttejd on esitetty taulukossa 10.1. T.J.R. Hughes ja M. Cohen ovat esittineet
vuonna 1978 Heterosis-elementin, jossa taipumaa interpoloidaan 8-solmuisen ele-
mentin Serendip-muoto/-funk/-ti/-oilla ja kiertymille kdytetdén toisen asteen La-
grangen polynomeja, eli 9-solmuista interpolaatiota.

Bilineaarinen nelisolmuinen elementti toimii kunnollisesti puhtaassa taivutukses-
sa sekd redusoidulla, ettd selektiiviselld integroinnilla. Taydelld 2x2-integroinnilla
poikittaiset liukumat eivit mene nolliksi Gaussin pisteissid puhtaassa taivutuksessa.
Paksuuden t pienentyessa ldhes kaikki muodonmuutosenergia on virheellisté leik-
kausenergiaa, taivutusmuodonmuutos lahestyy nollaa ja elementti lukkiutuu, katso
kuva 10.5.

Yhdeksansolmuinen elementti toimii oikein puhtaassa taivutuksessa integroimis-
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Taulukko 10.1 Reissnerin-Mindlinin laattamallin elementtejé.

Elementti integrointi liuvkuman mekanismien
tyyppi K, K, raj.ehdot lukuméara

bilineaarinen redus. 1x1 1x1 2 4
4 solmua selekt. 2x2 1x1 2 2
12 vap. ast. taysi  2x2  2x2 4 0
bikvadraatt. redus. 2x2 2x2 8 4
9 solmua selekt. 3x3 2x2 8 1
27 vap. ast. taysi  3x3 3x3 18 0
Serendip redus. 2x2 2x2 8 1
8 solmua selekt. 3x3 2x2 8 0
24 vap. ast. taysi  3x3 3x3 18 0
Heterosis
9 solmua selekt. 3x3 2x2 8 0
26 vap. ast.

1 x 1 integrointi 2 x 2 integrointi

Kuva 10.5 Bilineaarinen elementti puhtaassa taivutuksessa.

menetelmésta riippumatta. Koska taipuma w on toisen asteen polynomi, liukuman
.. asettaminen nollaksi pakottaa elementtiin puhtaan taivutuksen, kuva 10.6a. Ku-
van 10.6b elementissé taivutusmomentti muuttuu lineaarisesti x:n funktiona. Line-
aarisesti muuttuvaa momenttia vastaa ohuen palkin tai sylinteriméisesti taivutetun
ohuen laatan tapauksissa kolmannen asteen polynomin mukainen taipuma, jota kva-
draattinen elementti ei pysty esittdméin, vaan kuvan 10.6b tapauksessa w = 0 ja 3,
muuttuu parabolisesti. Yhdeksénsolmuinen Lagrangen elementti pystyy esittdméaén
tdmén tilan kunnollisesti vain, jos jaykkyysmatriisin osa K¢ integroidaan redusoi-
dusti 2x2 Gaussin kaavalla.

Kahdeksansolmuinen elementti toimii luotettavasti vain pienilld laatan tukivélin
ja paksuuden suhteen L/t arvoilla.

Kuvassa 10.7 on esitetty tasaisesti kuormitetun ja jaykésti tuetun neliclaatan
keskipisteen taipuman arvoja Kirchhoffin laattamallin antamaan arvoon verrattu-
na suhteellisen paksuuden ¢/L funktiona. Tulokset on laskettu 10x10 verkolla kiy-
tettdessa bilineaarista interpolaatiota ja 5x5 verkolla bikvadraattisilla elementeilla
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zZ, W

Yox =0 zZwW

YZX :0

| \‘
4 —= ()

Kuva 10.6 Kvadraattinen elementti: (a) puhdas taivutus ja (b) lineaarisesti
muuttuva taivutusmomentti.

1.6
1.4 -
1.2
@ 1/ A i
e stab MITC4 A—
08 I Q4-F —-—
’ Q4-SRI =<—
Q8-F =
0.6 - Q8-SRI +—
Q9-F e—
Q9-SRI —+—
0.4 ' | !
10712 1079 1076 1073 1071
t/L

Kuva 10.7 Tasaisesti kuormitetty jaykasti tuettu laatta: tasajakoinen 10x10
(bilineaariset elementit) tai 5x5 verkko (bikvadraattiset elementit).
Elementtimenetelmén antama keskipisteen taipuma w, verrattuna
Kirchhoffin laattamallin keskipisteen taipumaan w,.. SRI= selektii-
vinen ali-integrointi ja F on téysi integrointi.

analysoituna.

Jotkut ratkaisut kuvassa (10.7) hajaantuvat pienilld suhteen /L arvoilla. Ilmi6
atheutuu siitd, ettd matriisin K¢ termit tulevat numerollisesti paljon suuremmiksi
kuin matriisin K alkiot suhteen t/L pienentyessd, jolloin luvun esitystarkkuudes-
ta riippuen K ,:n alkioiden merkitys K ;:n alkioiden rinnalla katoaa. Hajaantuminen
voidaan valttda kayttamalla stabiloituja elementteja kuten Timoshenkon palkkimal-
lin yhteydessa. Télloin poikittainen liukuma tulee vaarin lasketuksi, mutta silld ei
ole muutoinkaan merkitystd ohuiden laattojen tapauksessa.

Viaristyneen elementtiverkon vaikutus on esitetty kuvassa 10.8. Sisdsolmupistei-
den koordinaatit on siirretty 0.01L:n etdisyydelle ideaalista paikasta satunnaiseen
suuntaan. Standardi isoparametristen elementtien huono kiyttaytyminen on veildkin
dramaattisempaa kuin kuvassa 10.7.
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1.2
1.1}
1/ A
0.9 F \
W
< 08F
We
0.7  stab MITC4 A—
Q4-SRI <
0.6 Q8-SRI —+—
Q9-SRI —+—
0.5 L QQ—F >
0.4 ' ' '
10712 107? 1076 1073 101

Kuva 10.8 Tasaisesti kuormitetty jaykésti tuettu laatta: viéristetty 10x10 (bi-
lineaariset elementit) tai 5x5 verkko (bikvadraattiset elementit).
Elementtimenetelmén antama keskipisteen taipuma w, verrattuna
Kirchhoffin laattamallin keskipisteen taipumaan w.. SRI= selektii-
vinen ali-integrointi ja F on téysi integrointi.

10.3.3 Reissnerin-Mindlinin laattaelementtien mekanismit

Siirtymatilan kuvaamiseen on kiytetty samoja interpolaatiofunktioita kuin levye-
lementissd ja redusoidun integroinnin tuottamat nollaenergiamuodot ovat saman-
tapaisia kuin isoparametrisilla vastaavanlaisiin interpolaatiofunktioihin perustuvilla
levyelementeilld. Laatan tapauksessa voidaan nahda vastaavuus

u=—20; ja v =—z0,. (10.70)

Bilineaarisen laattaelementin redusoidun 1x1-integroinnin nollaenergiamuodot
on esitetty kuvassa 10.9. Selektiivisen integroinnin tapauksessa nollaenergiamuotoja
ovat kuvan 10.9 muodot (a) ja (b). Vaantoon liittyvd muoto (a) ei ole yhteenso-
piva naapurielementtien vastaavan muodon kanssa, joten se ei esiinny kahdesta tai
useammasta elementistd koostuvassa verkossa. Mekanismeja voidaan kontrolloida
numeerisesti samaan tapaan kuin levyelementeissa.

Kvadraattisten laattaelementtien redusoidun ja selektiivisen integroinnin tuot-
tamat mekanismit ovat samanlaisia kuin vastaavien levyelementtien nollaenergia-
muodot. Yhdeksansolmuisella elementilld on redusoidun integroinnin tapauksessa
kolme muuta mahdollista mekanismia, joista kaksi ovat samoja kuin levyelementin
mekanismit ja kolmas on maéritelty yhtalolla

u=v=20 ja w =3 — & —n?. (10.71)
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Kuva 10.9 Nelisolmuisen laattaelementin 1x1-integroinnin mekanismit.

Y, v 3 , Yy, v 3 ,
1 W;
W,yi
w,m’
2
zZ,w T, Uu

Kuva 10.10 Klassisen DKT-elementtikonstruktion alkuperéiset vapausasteet.

Tamé mekanismi ei ole mahdollinen Heterosis-elementissi, koska termié £2n? ei ole
taipuman w interpolaatiossa.

10.4 DK otaksumaan perustuvat elementit

Ohuen laatan elementin konstruoinnissa kohdattuja vaikeuksia voidaan kiertdé, jos
Kirchhoffin laattateorian otaksumista seuraavat rajoitusyhtalot

eli
Wy = Fy ja wy = by (10.73)

vaaditaan toteutumaan tietyissa pisteissé eli diskreetisti elementissd. Muodonmuu-
tokset méaaritelladn Reissnerin-Mindlinin laattamallin kaavoilla, jossa taipuma w ja
kiertymét (3, ja [3, ovat toisistaan riippumattomia. Diskreettien rajoitusyhtaloiden
huomioonottamisen jalkeen ne tulevat toisistaan riippuviksi.

Idean Kirchhoffin rajoitteiden pisteittiisestd soveltamisesta ovat esittéaneet G.A.
Wempner (1968), G.A. Wempner, J.T. Oden, D.K. Cross (1968), J.H. Stricklin, W.
Haisler, P. Tisdale, K. Gunderson (1969), G.S. Dhatt (1969).
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Yhdeksanvapausasteista diskreettiin Kirchhoffin otaksumaan perustuvaa element-
tid nimitetdan DKT-elementiksi (Discrete-Kirchhoff-Triangle).

DKT-elementin muodostamisvaiheet esitetdén lyhyesti seuraavassa. Olennainen
vaihe on poikittaisten leikkausmuodonmuutosten asettaminen nollaksi tietyissd pis-
teissd. Samalla periaattella muodostetaan muut diskteettiin Kirchhoffin otaksumaan
perustuvat elementit.

Kiertymié f, ja /3, (kuva 10.10) interpoloidaan kuten Reissnerin-Mindlinin teo-
riaan perustuvissa elementeissé taipumasta w riippumattomasti kaavoilla

6 6
Be = NiBui, By = NiByi, (10.74)
i=1 i=1

missa
Ny = Li(2L; - 1) Ny, = 414115
Ny = Ly(2Ls — 1) Ny = 4L5L5 (10.75)
N3 = L3(2L3—1) Ng = 4L314

ovat alakoordinaattien L; avulla lausutut kvadraattiset interpolaatiofunktiot. Kier-
tymévapausasteita on siten yhteensa 12. Taipuman w otaksutaan muuttuvan sivua
pitkin koordinaatin s suunnassa kolmannen asteen polynomin mukaisesti. Tamaén
perusteella voidaan laskea derivaatta w ;. Esimerkiksi sivulla 2-3

U)|523 = H01(8>’w2 —+ H11(8>’w752 -+ H()Q(S)U)g -+ ng(S)’w753, (1076)

missa H;;:t ovat Hermiten kuubiset interpolaatiopolynomit. Derivaatta w s solmussa
5(s=0) on

W5 = ——— W9 — iwﬂ + ng - iw7s3- (1077)
23

Samoin voidaan masrittadd w g4 ja w .

Muunnoskaavoilla

{ Wy }: [ cgsgb singf)]{ Wy }’ (10.78)
W e —sing cos ¢ W,y

missé ¢ on reunan normaalin ja x-akselin vilinen kulma (kuva 10.10), voidaan méaa-
rittdd w s derivaattojen w, ja w, avulla solmuissa 1,2 ja 3. Talloin derivaattojen
Wea, W g5 ja W 4 madrittelykaavojen oikeat puolet saadaan lausutuiksi solmujen 1,2
ja 3 vapausasteiden w, w , ja w, avulla. Rotaatioiden f3,, 8, interpolaatiokaavoissa ja
derivaattojen w s, w 5, W 4 kaavoissa on yhteensé 12-+9 = 21 vapausastetta: (5, 5)
solmuissa 1,...,6 ja (w, w ,, w,) solmuissa 1,2 ja 3. Elementin vapausasteiksi halutaan
taipuma w ja derivaatat w ,, w , nurkkasolmuissa. Kaksitoista vapausastetta (3, 5)

solmuissa 1,...,6 on sen tdhden lausuttava vapausasteiden (w,w,, w,);,7 = 1,2,3
avulla. Talloin sovelletaan seuraavia rajoitusyhtaloita:
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1. Poikittaiset leikkausmuodonmuutokset 7, ja v,. ovat nollia solmuissa 1,2, ja
3, eli
Bxi = wm, Byi = wm, 7= 1, 2, 3 (].079)

2. Poikittainen leikkausmuodonmuutos 7,, on nolla solmuissa 4,5 ja 6, eli
Bsi = w53, i =4,5,6. (10.80)
Sovellettaessa kaavoja (10.80) tarvitaan muunnoskaavoja (10.78).
3. Kiertyma [, muuttuu lineaarisesti elementin sivua pitkin s:n funktiona, eli
Bus = 5(Wnt +Wa2),  Bus = 5(Wn2+Wa3),  Bus = 5(Wns+wa1). (10.81)

Soveltamalla rajoitusehtoja (10.79), (10.80) ja (10.81) saadaan yhtdloryhma

[ Ber Byr Baz o+ Bye }T =T [ W1 Wz Wy Wz -+ Wys }T (10.82)

jonka avulla solmujen 1,...,6 kiertymét 3, ja 3, saadaan lausutuksi nurkkasolmujen
vapausasteiden w;, w ,; ja w,,; avulla.

Elementin jaykkyysmatriisin muodostamiseksi sovelletaan ensin Reissnerin-Mindlinin
laattamallin kaavoja

u=—20, ja v=—z0, (10.83)
ja
( ou )
€x o B.a
& = 3 S By (10.84)
Vay gu v Bey + Bya
( dy Oz )
josta
( Bar )
€ Niz 0 Nyy 0 -+ Ngo O By
€ = —2| 0 Ny 0 Ny, -+ 0 Ngy Buz 3,
Vay Niy Niz Noy Noyp -+ Ngy Neg :
{ Bys )
e = —zBgw}). (10.85)

Matriisin B g muodostamisessa tarvitaan alakoordinaattien derivoimiskaavoja.
Virtuaalisen tyon yhtédlon perusteella saadaan muodonmuutosenergian variaa-
tioksi (oletetaan kimmoinen materiaalilaki) elementille e:

SU® = de" DedV. (10.86)
V(e
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Suorittamalla integrointi laatan paksuuden yli saadaan

T
SUC = dwl) K ws), (10.87)
missa
K3 = ()B%DbBﬁdA. (10.88)
Ae

Laatan kimmomatriisi D} on jo aiemmin mééritelty kaavassa (10.17). Muunnoskaa-
van (10.82) perusteella saadaan DKT-elementin jaykkyysmatriisiksi

K©=TTKY'T. (10.89)

Talldinen menettely on suoraviivainen ja helppo ohjelmoida. Laskentatyon kannalta
on suotavaa suorittaa muunnos (10.82) jo muodonmuutos-siirtymé-matriisiin B,
jolloin

B = BT, € =—zBw'®, (10.90)

ja jaykkyysmatriisi muodostetaan operoimalla suoraan 3 x9-matriisilla B eikd 3x12-
matriisilla Bg.

DKT-elementti voidaan ajatella koostuvan péaillekkéin pinotuista kvadraattisis-
ta kolmiolevyelementeistd, joita sitovat toisiinsa jaykéit laatan paksuussuuntaiset
sauvat nurkissa ja liséksi sidosehdot (10.80) ja (10.81).

Homogeenisen vakiopaksuuksisen laatan tapauksessa kolmen pisteen integroimis-
kaava antaa tarkan tuloksen jaykkyysmatriisin laskennassa. Jaykkyysmatriisin ter-
mien eksplisiittinen muodostaminen analyyttiselld integroinnilla on my6s mahdol-
lista. Kun siirtymésuureet on laskettu saadaan muodonmuutokset kaavasta (10.90)
ja jannitykset kimmomatriisin vélitykselld kaavasta o = De .

Koska taipuma on mééaritelty ainoastaan reunaviivoilla, aiheuttaa tdmé epéasel-
vyyden konsistentin kuormavektorin muodostamisessa, kun elementin alueella on
jakautunut painekuorma. Kaytannossa riittéavaksi on kuitenkin osoittautunut kuor-
man jako taipumavapausasteille lineaaristen interpolaatiofunktioiden avulla.

Samalla idealla voidaan muodostaa myos nelisolmuinen elementti DKQ (Disc-
rete Kirchhoff Quadrilateral). Sen kdyttdytyminen ei ole kuitenkaan osoittautunut
yhtd hyvéksi kuin DKT-elementin. DK-elementteihin voidaan lukea myos sellaiset
elementit, joissa on integraalirajoitteita, esimerkiksi vaaditaan liukumien havidmi-
nen keskiméaaréisesti elementin alueelta. Maininnan arvoisia ovat B.M. Ironsin ja P.
Lyonsin kehittelemét elementit, joista kiinnostunut 16ytéaa seikkaperaiset kuvaukset
lahteesta [0]

10.5 Toinen DK-elementtien johtotapa

DKT-elementin ekvivalentti vastine voidaan konstruoida hieman helpommin kéyt-
tden taipumalle w lineaarista interpolaatiota elementin alueella ja ottamalla leik-
kausmuodonmuutoksen rajoiteyhtdlo huomioon keskiméaraisesti elementin sivuilla.
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Talla tavoin voidaan késitelld my6s nelikulmioelementtis, joten johdetaan seuraa-
vassa analyyttiset lausekkeet kolmisolmuisen kolmioelementin ja nelisolmuisen ne-
likulmioelementin kiertymien interpolaatiofunktioiksi. Kutsutaan elementteja DKT
ja DKQ elementeiksi vaikka oikeammin ehké pitéisi kirjoittaa IKT ja IKQ (Integral
Kirchhoff Triangle/Quadrilateral).

Elementin taipumaa w interpoloidaan lineaarisilla (kolmio) tai bilineaarisilla (ne-
likulmio) funktioilla, kun taas kiertymille kiytetadn kvadraattista (kolmio) tai su-
pistettua bikvadraattista (nelikulmio) interpolaatiota, joka mukavuussyistd valitaan
hierarkiseksi. Interpolaatio voidaan siten kirjoittaa muodossa

w o= Y Nu (10.91a)
i=1

Be = > (NiBui+ NovilABui), (10.91b)
i=1

By = Z(Niﬁyz‘—i‘NnHAﬁyz), (10.91¢)
i=1

jossa n on elementin solmujen lukumé&éréd (3/4) ja merkintd i+ tarkoittaa solmua i
seuraavaa solmua elementin reunaa pitkin positiiviseen kiertosuuntaan kierrettaessa.
Kolmioelementin tapauksessa kiytetaén siis funktioita

N; = L, (10.92a)
N3, = 4L;L;, i=1,23. (10.92Db)
kun taas nelikulmioelementille

Ni o= G+ & +mim), (10-93)
Nupi = 51 =16 = &m”) (1 + &g +mapim), i =1,...,4. (10.93b)
Huomaa, etta télla tavoin maaritellyille hierarkisille muodoille N3 ;, Ny ; indeksin ¢
voidaan ajatella viittaavan myos elementin sivun numeroon. Téll6in sivu ¢ on solmus-
ta ¢ solmuun ¢+ oleva elementin reunan osa. Kuvaan 10.11 on piirretty elementtien

solmukonfiguraatiot ja solmujen seké sivujen numerointi.

Otetaan kiayttoon merkinnat 7; ja s;, jotka tarkoittavat elementin sivun ¢ nor-
maalin ja tangentin suuntaisia yksikkovektoreita, jotka voidaan maééritelld lausek-
keilla

it; = cosdyi +sin¢;j, 8 = — sin ¢yi + cos ¢, (10.94)
jossa ¢; on r—akselin ja sivun normaalin 77; vélinen kulma. Kulman sini ja kosini

maaraytyvat solmujen aseman perusteella seuraavasti

sing; = 2T (10.95a)

cosg; = Y (10.95b)
(10.95¢)
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<Si
i+

Kuva 10.11 DK-elementtien solmukonfiguraatiot ja merkinnét.

jossa €; = \/(ziy — ;)2 + (yiy — y;)? on sivun ¢ pituus. Sivun normaalin ja tangentin
suuntaisille yksikkovektoreille kiytetadn myos merkintaé

| cos¢; o — sin ¢;
n; —{ in 6, }, S; —{ 05 }, (10.96)

samaten kuin S-kiertymista koostuvalle pystyvektorille

- (1-(2)

Huomaa, etté 3 ei ole fysikaalinen vektori, joten sitd ei merkitd ylanuolella. Mikéli
kayttaisimme todellisia kiertymia 6 voitaisiin kirjoittaa

0=0,i+0,]. (10.98)

Elementissé on nyt 5n vapausastetta, jotka pitdéd redusoida méaaraéan 3n, jolloin
elementin jokaisessa kérkisolmussa on kolme vapausastetta (w;, By, 3y,). Tarvitaan
siten 2n rajoiteyhtalod, eli kaksi rajoitetta sivua kohden, jotka ovat:

e sivun ¢ suuntainen leikkausmuodonmuutos v, haviaa keskiméaraisesti, eli

/( : Vsids =0, 1=1,...,n (10.99)
st

e kiertymi 8,; = 37 m; muuttuu lineaarisesti elementin sivua pitkin s:n funktio-
na, joten

AﬁiTnl- = c0s ¢; APy + sin ;ABy; = 0. (10.100)

Huomaa, ettd —f,; kuvaa todellista kiertyméa tangenttivektorin §; suunnassa, eli
Otetaan kayttoon lyhennysmerkinnéat C; = cos ¢; ja S; = sin ¢;. Leikkausmuo-
donmuutoksen ~v,; lauseke on

Vi = W, g5 — Bsi = W, s; — /BTSi- (10-101)
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Sivun normaalin suuntainen kiertymé [, on toisen asteen polynomi pitkin reuna-
viivaa 7, eli

B = 5(1=C)Bs+5(1+C)Bos + (1= C*)AB
= 50 _C)B?3i+%(1+C)B;€rsi+(1_Cz)ABzTSi
= %SzT<ﬁz + B8 + 248;) + %SzT(Bz - ﬁH)C - S?Aﬁz’CQa (10.102)

jossa ¢ on sivua pitkin mééritelty luonnollinen koordinaatti ( = 2s/¢;. Taipuman
derivaatta sivun suunnassa on vakio

W = w (10.103)
Leikkausmuodonmuutoksen +,; lauseke on siten
Ysi = Goi + 91iC + 92iC%, (10.104)
missa
g = S sl (B4 B+ 248), (10.1052)
gi = —38; (B; = Biy), (10.105b)
g = s, AB;. (10.105¢)
Rajoitteesta (10.99) seuraa
/S@ Vsids = %Ei /11(901- + guiC + QQiCZ)dQ =0 (10.106a)
= gOiZ‘l“ 592 =0, (10.106b)
= “’*l%w — 1sT(B,+ B, +24B,) + 1sTAB, =0,  (10.106¢)
= s AB; = %w — 257 (B + Byy)- (10.106d)
Rajoiteyhtdlot (10.99) ja (10.100) muodostavat téten yhtéaloparin
ni AB; = 0, (10.107a)
R A LA (10107D)

kutakin sivua kohden hierarkisten kiertymévapausasteiden eliminoimiseksi. Ratkai-
semalla esimerkiksi AfS,; yhtalostd (10.107aa) ja sijoittamalla se yht&loon (10.107ab)
saadaan ratkaisuksi

ABy = _%%@UH —w;) + %Si (Ci(Byi + Byiv) — Si(Bai + Puit )], (10.108a)
Ay = %ng —w;) = 58 [Ci(Byi + Byiv) — Si(Bei + Buir)],  (10.108b)

%
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joka voidaan kirjoittaa lyhyesti vektorimuodossa

A, = [ sl B (10.109)

Kiertymien interpolaatiofunktioiksi saadaan siten seuraavat lausekkeet:

n

Si
Be = z; {Nzﬂm‘ + Ny {_%Z(MH —w;) + 28, [Ci(Byi + Byiv) — Si( Bai + &H)]}}
= 32( _ Npsi — S_Z:Nn+i—) wi

n

_'_Z Nz_% 52 n+z+52 n+i— )] ﬁ:m

+5 Z (SiCiNpyi + Si-Ci- Npi) Byi (10.110)
i=1
By = Z {Nlﬂyi + Noyi {%g_(ww —w;) + %Si [Ci(Byi + Byir) — Si(Bui + &H)]}}

i=1
yge’ Ci_
= gz <£ nti T, Nn+i—) W;
+% (SiCiNpyi + Si—Ci_Npyi) Bai

i=1

+Z [N; = 3 (C?Npii + CZNpsin)] Byis (10.111)

jossa on kiytetty merkintdd i— tarkoittamaan solmua i edeltdvad solmua positiivi-
seen suuntaan kierrettéessa. Korostettakoon vield, ettd kiertymille johdetut lausek-
keet patevit sekéd kolmisolmuiselle kolmioelementille etté nelisolmuiselle nelikulmio-

elementille kunhan interpolaatiofunktioina N; ja N,.; kiytetdan joko lausekkeita
(10.92a) tai (10.93a).

10.6 Laatan reunaehdot

Laatan reuna voi olla jaykasti kiinnitetty, vapaa tai vapaasti tuettu. Tavallisesti tuen-
tatapa on erilainen laatan reunan eri osissa. On my0s syytda huomata, ettd reunaeh-
dot klassisen Kirchhoffin laattamallin ja keskimééraiset leikkausmuodonmuutokset
huomioonottavan Reissnerin-Mindlinin laattamallin vélilla ovat erilaiset. Kirchhof-
fin laattamallissa laatan jokaisella reunanosalla voidaan antaa tdsméalleen kaksi reu-
nachtoa, kun taas Reissnerin-Mindlinin mallissa niitd on kolme.

Laattamallien reunaehtotapaukset on koottu taulukkoon 10.2.
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Yy,v

X,u

Kuva 10.12 Laatan reuna: (a) siirtymésuureet, (b) voimasuureet.

Taulukko 10.2 Laatan reunachdot. Korvikeleikkausvoima V,, = @, + M, .

jaykka vapaa, vapaasti vapaasti
kiinnitys ~ reuna  tuettu (1) tuettu (2)

Kirchhoffin w =20 M, =0 w=~0
laattamalli 3, =0 V,=0 M, =0
Reissnerin- w =20 M, =0 w=20 w =20

Mindlinin Bhn=0 M,s=0 M,=0 M, =
laattamalli (G5 =10 Q.=0 M,s=0 Bs =0

Taulukosta 10.2 havaitaan, ettd Reissnerin-Mindlinin mallilla on kaksi mahdolli-
suutta vapaasti tuetun reunanosan reunaehdoille. Ensimméista tapausta (1) kutsu-
taan pehmedksi- ja jalkimmaéistéd (2) kovaksi reunaehdoksi.

Jaykka kiinnitys estaé kaiken liikkeen reunalla. Vapaalla reunalla solmuvapausas-
teet ovat madraadméattomia ja pysyvat osana tuntemattomia solmupistevapausastei-
ta. Reunaehdot vapaasti tuetulla laatanosalla ovat osoittautuneet mutkikkaammiksi
ja niitd selostetaan seuraavassa.

Klassisessa Kirchhoffin laattateoriassa ehto w = 0 pitkin reunaa implikoi véltté-
métta ehdon B, = 0, silla v, = 0. Téaten ohuelle vapaasti tuetulle laatalle voitaisiin
olettaa saatavan hyvid tuloksia kiytettdesséd klassisen laattamallin reunachtoja (2)
riippumatta siitd onko elementin tyyppi Kirchhoff, diskreetti Kirchhoff tai Reissner-
Mindlin. Néin onkin asianlaita, mikéli laatan reunat ovat suoria ja eri reunanosat
kohtaavat toisensa suorassa kulmassa, kuten esimerkiksi suorakaidelaatassa.

Erityisesti, mikéli kiyraviivaisia vapaasti tuettuja reunoja approksimoidaan suo-
rasivuisilla elementeilld, johtaa klassisen teorian vapaasti tuettu reunaehtototapaus
2 vaikeuksiin. Talléin reunaehdon s = w = 0 asettaminen elementtien reunasol-
muissa johtaa vélttdmatta myos ehtoon w, = 0. Taten elementtiverkkoa tihennet-

Versio: kevit 2014



220 LUKU 10. Laattaelementteja

// \\
— —
—_— —
—_— —=
—
= o = x
= 30 =
e =03 =
- v =0. —
—_—
— /
-

Kuva 10.13 Vino laatta.

Taulukko 10.3 Laatan reunachdot elementtimenetelméassa.

jaykka vapaa vapaasti
kiinnitys  reuna  tuettu (pehmed)

w=20 M, =0 w =10
58:0 ano MnSZO

tdessd saadaan aikaan jaykasti tuettu reunaehtotapaus. Toisin sanoen, ratkaisuna
saadaan oikea tulos mutta vairalle ongelmalle.

Toisena esimerkkind mainittakoon kuvan 10.13 vinon laatan tapaus. Mallinnet-
taessa laatta tasaisella 14x14 elementtiverkolla saadaan keskipisteen taipumaksi
noin 20 % liian pieni arvo, kun reunachtona kiytetadn klassista vapaan reunan eh-
toa (2). Mikdli reunachdot muutetaan vastaamaan vapaasti tuetun reunan ehtoja
(1), saadaan keskipisteen taipuma noin 3 % tarkkuudella.

Esimerkeistéd voidaan siis paatellda, ettd klassisen laattamallin vapaasti tuetun
reunan reunaehdot jaykistavat litkaa elementtimallia, kun mallin reunan sisdiset kul-
mat ylittdvéit arvon 7/2. Onkin suositeltavaa, ettd elementtimenetelmén yhteydessa
kéytettaisiin taulukossa 10.3 esitettyja reunaehtoja laattaelementin tyypista riippu-
matta.

10.7 Esimerkkeja

Esimerkki 10.1 Reissnerin-Mindlinin laattamallin virtuaalisen tyén yhtdlo
on (jaykdsti tuettu laatta)

/ (Mxéffm + My(s,‘{y + Mxy(SK:vy + Qx57zm + Qy&Yzy) dA = / f(SZUdA,
A A
(10.112)
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missa

Vzy

=B,z M, = D(ky+vry),

By M, = D(ky+vkg),

_/Bzv,y - 5@/,:}:, Mmy = %(1 - V)D/’szy,
W e — ,8:1:, Q:v = Gtr)/zma
Wy — /Bya Qy = Gt'Yzy,

(10.113)

ja missd D on laatan taivutusjiykkyys ja t laatan paksuus. Johda mallin Fu-

lerin yhtadlét.

Kirjoitetaan momenttien lausekkeet siirtymasuureiden ja materiaalivakioiden

avulla auki

/A {D [ (/Bx,x + Vﬂy,y) 5/890,90 + (/By,y + V/Bx,x) 5/8y,y

"’%(1 —v) (ﬁx,y + 5?;,:1:) (5/83:,3/ + 55@;,:1:)}

+Gt [ (W

— Ba) (B — 682) + (wy — fy) (Fury — wy)] }dA ~ [ @oain

Koska virtuaaliset muutokset dw, 63, ja 63, ovat mielivaltaisia, saadaan kolme

yhtaloa

/ et

— Be) g + (wy — By) Swy)dA = /A fowdA, (10.115a)

/A {D[(ﬁx,x +VByy)00
+3(1= 1) (Bay + By )y
-Gt (w,:v — Bz) 551}(1"4 = 0

/A {D [(&MJ + Vﬂm,ﬂﬁ)(sﬁyy
+%(1 - V)(/B:v,y + 5y,:v)5ﬁy,:v]
-Gt (w,y - /8:1:) 5ﬁy}dA = 0.

(10.115b)

(10.115¢)

Sovelletaan vasemman puolen integraaleihin osittaisintegrointia ja Gaussin

lausetta
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/AGt (W — By) 0w, + (wy — By) dw | dA

[ 6t 5w = 50l + 3w, — 8 60l aa

_ / GE[(W 0 — Boa )W + (10,4 — By )00] dA
%Gt — Bz)ng + (w,y — By)ny] dwds

—/ Gt (W 2z + W gy — Bz — Byy) OWdA.
A

(10.116)
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Koska taipuma on annettu koko reunalla on taipuman variaation oltava nolla
reunakéyrilld, jolloin yhtalosta (10.115aa) saadaan

/ [Gt(V - B — Aw) — f]dwdA =0, (10.117)
A

B:{ g: } (10.118)

ja V- on divergenssi- ja A Laplacen operaattori. Koska virtuaalinen siirtymé-

missé on merkitty

kenttd on mielivaltainen, on oltava

Gt(V-B— Aw) = f. (10.119)

Vastaavalla tavalla késitellaan myos toinen ja kolmas yhtéald. Naytetdan mal-
liksi vain variaatiosta ¢, seuraavan yhtalon johto:

/A (D [(Bua + vBy)5B00 + 31— 1) By + By )Bs]
—Gl(wy — Be)6Bs YA
0 0
= [ D S B 4 98,0080 4 50 = ) (B + 08,0961 | d
A X
- / D [5@‘,@‘@‘ + V/Bywy + %(1 - V)(ﬁx,yy + ﬂy,xy)] 5/8di
/ Gt(w 5 — B)6BedA = 0

/ {D[AB: + 51+ v)(Bywy — Beyy)] — Gtwz — Bs) } 68,414 20)

Kysytyn Reissnerin-Mindlinin laattaprobleeman Eulerin yht&lot ovat siten

Gt(V-B—Aw) = f, (10.121a)
D[AB + 11+ 1) (Byay — Boy)] + Gtwy — B;) = 0, (10.121b)
D [ABy + 3(1+ 1) (Buwy — Byan)] + Gtwy — B,) = 0, (10.121c)

reunaehdoilla w = 8, = 8, = 0.

Huomaa, ettéd pyorittelyissd on otaksuttu laatan taivutusjaykkyyden vakioi-
suus.

Esimerkki 10.2 Fdellisen esimerkkitehtdvan Fulerin yhtdlot muodostavat kol

men yhtilon systeemin kolmen tuntemattoman funktion w, B, ja B, ratkaise-
miseksi. Eliminoi yhtdldistd rotaatioiden B, ja By, osuus, jolloin saadaan se-
paroitua yhtdlo jossa esiintyy ainoastaan taipuma w.
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Derivoidaan puolittain yht&lo (10.121ab) z:n suhteen, ja vastaavasti yhtalo
(10.121ac) y:m suhteen, josta seuraa

0
D [%Aﬂm + %(1 + V)(ﬂy,ya:a: - /Bx,xyy):| + Gt(w,xx - 5@‘,@‘) - (mlea)

0
D | 88, 4 40+ V) Bry ~ By | + Gl = By0) = (1220
Lasketaan ylla olevat yht&lot puolittain yhteen
D (AByz+ AByy) + Gt(Aw -V - 3) =0, (10.123)

eli
DAV -3+ Gt(Aw -V -38) =0. (10.124)

Operoidaan yhtalé (10.121a) puolittain Laplace operaattorilla
Gt(AV - B — AAw) = Af, (10.125)

josta ratkaisemalla AV - 8 ja sijoittamalla yht&loén (10.124), samoin kuin
ratkaisemalla V - 3 yhtalosta (10.121aa) ja sijoittamalla tamé myos yhtaloon
(10.124) saadaan

DAAw = f — %Af. (10.126)

Huomaa, ettéd ylla oleva yhtalo ei riitd ratkaisemaan Reissnerin-Mindlinin laat-
taprobleemaa.

Esimerkki 10.3 Ratkaise oheinen laattatehtdvi kayttden kuvan elementti-
verkkoa ja Reissnerin-Mindlinin laattamalliin perustuvaa bilineaarisesti inter-
poloitua elementtid (bilineaarinen interpolaatio sekd taipumalle etti rotaatioil-
le). Integroi jaykkyysmatriisin taivutustermit 2 x 2 pisteen Gaussin kaavalla ja
leikkaustermit yhden pisteen Gaussin kaavalla. Kaytd hyviksesi symmetriaa.
Laatta on kaikilta sivwilta jaykdasti tuettu jo kuormituspaine on vakio koko laa-
tan alueella.

4 3 w; = Be1=By;1 =0
wy = Bro =By =0
wg = Bea = PBya =0
513:5y3:0

/.
1 2
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Elementtimenetelmé pohjana oleva virtuaalisen tyon yhtélo on

/ (My0ky + Myoky + Myydkey + Qz0Vz0 + Qydyy) dA = / fowdA.
A A

(10.127)
Nyt on tukemistavasta, symmetriasta ja kiytetysta elementtijaosta aiheutuen
keskipinnan normaalin kiertymét nollia kaikkialla, eli

Bu =By =0. (10.128)

Téaten virtuaalisen tyon lauseke supistuu muotoon
Gt/ (W 20w g + w yow ,)dA = / fowdA. (10.129)
A A

Symmetrian nojalla riittdé tarkastella vain yhté elementtid. Ottaen reunaeh-
dot huomioon on taipuman interpolaation pelkéstdan

w = Ngwg, (10.130)
missa
Ny =1(1+¢&(1+n). (10.131)
Derivaattojen muunoskaavat ovat

0 20 0 20

g _=29 —Z -z ; A=1f2 10.132
or  Log gy Loy v dd=alidn, (10.132)

jolloin ratkaistavaksi yhtaloksi saadaan

1 1 1 1
Gt / / (N3¢ + N3, )dédnws = 5 fL* / / N3dédn, (10.133)
—-1J-1 —1J-1

eli
1,1 1,1
Gt [ [ dlaen?+ o dednus = sz [ [ aroandsan
(10.134)
Suorittamalla ‘ali-integrointi’ eli kiyttdmalld Gaussin yhden pisteen kaavaa
(paino w =22 =4,£ =n =0), saadaan

1Gtws = 1 fL? (10.135)
Josta ratkaisu on
—fL2 (10.136)
Wa = . .
PTGt

Havaitaan, ettéd kyseinen elementtiverkko on aivan liian harva kuvaamaan ky-
seisellé elementilla ja laattamallilla taivutustilaa. Momentit ovat tietenkin nol-
lia koko alueessa koska rotaatiot haviédvat, leikkausvoimat saadaan nyt lausek-

keista
Gt

2
Q: = Gtw,, = GtzN37§ = E(l +n)ws =1 fL(1+n), (10.137)
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ja vastaavasti

2
Qy = Gtw,y = Gt N3y = %(1 + 8wy = L1 +E). (10.138)

Elementtien keskipisteissd saadaan siten arvot

Qs =Qy=3/L. (10.139)

10.8 Stabiileja Reissnerin-Mindlinin-laattamallin elementteja

10.8.1 Johdanto

Luvussa 10.3 esitetyt elementit ovat enemmén tai vihemmén epaluotettavia. Vali-
koivasti ali-integroitu Lagrangen tyyppinen elementti on epéluotettava siiné esiinty-
van nollaenergiamuodon takia, Serendip- ja Heterosis- tyyppiset elementit lapaisevét
tdman minimivatimuksen, mutta eivit ole stabiileja. Tamaé stabiiliuden puute nékyy
erityisen selvasti leikkausvoiman heilahteluina epéasdéannéllisten elementtiverkkojen
yvhteydessa. Naille elementeille ei voida osoittaa leikkausvoiman virheen suppene-
mista.

Tarkastellaan seuraavassa 1980-luvun puolivélin jélkeen laattaelementtien formu-
laatiossa tapahtunutta kehitysta. Télla hetkella on kiytettavissa joukko Reissnerin-
Mindlinin malliin perustuvia elementteja, jotka eivit lukkiudu ohuen laatan rajata-
pauksessa, ja joille voidaan osoittaa optimaalinen konvergenssi kaikille siirtymé- ja
jannitysresultanttisuureille.

10.8.2 Arnoldin ja Falkin epdkonformi elementti

D.N. Arnold ja R.S. Falk [37] ovat esitténeet yksinkertaisen epakonformin kol-
miolaattaelementin, jolle he my0s osoittivat optimaaliset konvergenssiominaisuudet.
Téassé elementissd taipumaa kuvataan epédkonformilla lineaarisella interpolaatiolla
joka on jatkuva elementin sivujen keskipisteissi, eli

w = (Ll —+ L2 — L3)w4 + (L2 + L3 — Ll)U}5 + (Lg + L1 — L2)U}6, (10140)

missd L;:t ovat alakoordinaatit. Kiertymid f3,, 5, interpoloidaan lineaarisilla inter-
polaatioifunktioilla joita on tdydennetty kuubisella kuplamuodolla, joka téssd on
otettu hierarkiseksi

Bi = L1Bi1 + Lafio + L3Bis + 27L1 Lo LsAB7, (10.141)

missd ¢ = x tai y. Kiertymien interpolaatio on siten konformi. Elementin solmukon-
figuraatio ja vapausasteet on esitetty kuvassa 10.14.
Leikkausmuodonmuutos lasketaan elementin keskiméaéraisten kiertymien avulla

Vir = w; — B, (10.142)
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(ﬁxa By)B (617 ﬁy)?;

We Ws

(gxaﬁy)l '11;4 (53&76@/)2 (ﬁvamﬁy)l 154 (B'xaﬁy)Q

Kuva 10.14 Stabiili RM-mallin epakonformi laattaelementti ja sen modifikaatio.

missa 1
B = —— dA. 10.143
/8 A(e) A(e) /B ( )
L. Franca ja R. Stenberg [13] ovat esittaneet elementistd muunnoksen, jossa kier-
tymien interpolaatiossa ei tarvita kuubista kuplamuotoa. Sen sijaan leikkausvoima

on laskettava stabilointitekijalla
1
1+a(h/t)?

kerrottuna, missd « on positiivinen vakio, h elementin karakteristinen mitta ja ¢

(10.144)

laatan paksuus, siis
kGt

@i=17 a(h/t)?

Téaten jaykkyysmatriisi voidaan integroida yhden pisteen kvadratuurilla, ja ndin saa-

(w; — Bi). (10.145)

vutetaan huomattava séasto jaykkyysmatriisin kokoamistyossa. Téassa nakyy myos
kiertymén kuplamuodon ja stabilointitekniikan tietynlainen ekvivalenttisuus, katso
kappaletta 9.2.5.

Elementilld tehtyja numeerisia laskelmia on esitetty lahteissa [12] (alkuperdinen
formulaatio) ja [?] (modifioitu versio).

10.8.3 Stabiloidut MITC-elementit

Konformien taipuman ja kiertymien suhteen tasa-asteisesti interpoloitujen Reissnerin-
Mindlinin laattaelementtien kehittdminen on osoittautunut hankalaksi. K.-J. Bathe
on 1980-luvun puolivélissa esittdnyt idean leikkausmuodonmuutosten laskemiseksi
[39], [10]. TAm& kokonainen elementtiperhe tunnetaan lyhenteellda MITC, joka tulee
sanoista: Mixed Interpolated Tensorial Components.® Alkuperiinen elementti toimii
hyvin suorakaidegeometrioissa, mutta sen epastabiilius tulee esiin epasdannéllisessé
verkossa. Epéstabiilius voidaan kuitenkin poistaa stabilointitekniikalla, jolloin saa-
daan optimaalisesti suppenevat elementit.

5 Nimen muodostumiseen lienee vaikuttanut professori Bathen toimipaikka: Massachusetts
Institute of Technology.
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Tarkastellaan seuraavassa vain elementtiperheen kahta alhaisasteisinta element-
tid, eli lineaarista kolmio- ja bilineaarista nelikulmioelementtia. Mikéli seurattaisiin
elementtien alkuperaistd formulointia, tarvittaisiin tensorianalyysin tietoja; tdma
ei ole kuitenkaan valttamatonté, vaan seuraavassa esitetdan télle ekvivalentti tapa
konstruoida alhaisasteisten elementtien modifioidut interpolaatiofunktiot.

MITC elementtiformulaation idea on laskea leikkausmuodonmuutos modifioi-
duista kiertymien interpolaatiofunktioista siten, etté leikkausmuodonmuutos v, ele-
mentin reunaviivalla on samanasteinen polynomi kuin taipuman gradientti téssa
suunnassa. Lineaariselle ja bilineaariselle elementille taméa merkitsee leikkausmuo-
donmuutoksen vakioisuutta. Tama vakiokomponentti asetetaan yhtasuureksi ele-
mentin reunan keskipisteesséa alkuperaisistad interpolaatioista lasketun leikkausmuo-
donmuutoksen arvon kanssa.

MITC elementti konstruoidaan seuraavasti. Taipumalle ja kiertymille kiytetdan
tavanomaista interpolaatiota

w=>Y Nawi,  Be=> Nifai,  By=> Nify (10.146)
=1 =1 =1

Liséksi leikkausmuodonmuutoksen maérittamiseen tarvittaville kiertymille otaksu-
taan oma interpolaatio ja merkitddn sitd ylaindeksilla S (Huomaa: tété interpolaa-
tiota kiytetddn vain leikkausmuodonmuutosta laskettaessa) :

B => N3, B =Ny, (10.147)
=1 =1

Yhtéloissd (10.146) ja (10.147) N;:t ovat lineaariset alakoordinaateissa lausutut tai
bilineaariset interpolaatiofunktiot ja n on elementin solmujen lukumééré (3 tai 4).
Uusi kiertymésuureiden interpolaatio (10.147) lisdéd elementin vapausasteita kuu-
della (kolmio) tai kahdeksalla (nelikulmio) eli kahdella vapausasteella sivua kohden.
Néama voidaan eliminoida kahdesta ehdosta:

e leikkausmuodonmuutos on vakio elementin reunalla ¢, eli
Yei = ws — 81 3% = vakio, (10.148)

e ja yhtédsuuri alkuperéisista interpolaatioista lasketun leikkausmuodonmuutok-
sen kanssa elementin reunan keskipisteessé, eli

w,—sIB% =w,—sTB((=0). (10.149)
Tama ehto voidaan lausua myos integraalin avulla, eli

[ wa-sieyas = [ (wo-sl)as

stvu 1 stvu @

= /sZ (B°—=B)ds = 0. (10.150)

STUU 1§
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Sivun i tangentin suuntaista yksikkévektoria merkitidn s;:11d, s7 = [-S; C;], katso
lukua 10.5.

Ehto (10.150) voidaa kirjoittaa yleisemméssid muodossa

/ s? (B° — B) wds, (10.151)
stvu ¢
missd w on elementin reunalla méaaritelty painofunktio, joka on astetta al-
haisempi kuin taipuman ja rotaatioiden interpolaatiopolynomit. T&téa ehtoa
kéytetddin konstruoitaessa korkeampiasteisia MITC elementtejd. Koska tar-
kasteltavana on ollut vain lineaarinen/bilineaarinen elementti, painofunktio
on vakio, eli w = 1.

Leikkausmuodonmuutoksen lauseke reunalla ¢ on ennen rajoitteen (10.148) huo-
mioonottoa lineaarinen lauseke sivun suuntaisen dimensiottoman koordinaatin (
suhteen:

Vsi = UJ,S—%{C( S+ yz+) ( +Bm+)

+ [Cil z}gz - 5@+) — Si(B7 — B C} (10.152)

Leikkausmuodonmuutosta koskevat ehdot (10.148) ja (10.149) elementin sivulla ¢
ovat siten seuraavat:

— Si(B5, i ) + Ci(B, e o) = 0, (10.153a)

—Si(Bo + BS) + CilBoy + B) = —Si(Buis + Bui) + Ci(Byix + Byi). (10.153b)

Yhtélot (10.153a) muodostavat systeemin 2n tuntemattoman 32, ja ratkalseml—
seksi. Vahennetddn yhtélo (10.153aa) yhtélostd (10.153ab), jollom saadaan.

— SiBS + CiB = L[CilByix + Byi) — Si(Buis + Bui)] - (10.154)

Yhtélon oikealla puolella on sivun ¢ keskipisteen kiertymén fy; lauseke, joten voidaan

kirjoittaa
— SiBy; + CifBy; = Bi(0), (10.155)
missé
B4i(0) = 5 [Ci(Byix + Byi) — Si(Buir + Bui)] - (10.156)
Vastaavasti laskemalla yhtalot (10.153aa) ja (10.153ab) puolittain yhteen saadaan:
=SBy + CiByy = Bui(0). (10.157)

Yhtalot (10.155) ja (10.157) ovat voimassa kaikilla sivuilla i, joten ne voidaan kir-
joittaa myts muodossa (sivujen i ja i— osalta)

—Siﬁfi+cz‘5i = B.i(0),
—S;_ B2 + Ci_ 5; = Bsi-(0).
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Yhtéloryhmén ratkaisu on

1
So= = ; . — . .
x Dz [CZ*BSZ«)) Czﬁszf (0)]
1
o= 15-8u(0) = 5B (0)
N 2; [Si-Si(Brie = Buit) + Si-Cibyir + Difyi = SiCi By -](10.158b)

missa

Leikkausmuodonmuutoksen laskemiseen tarvittavien kiertymien interpolaatiot
ovat viimein

n
s E S
=1

1< Ci.S; Ci__Si_
- N N, — N. :

Ci——ci— CZCZ+
+ <TNZ_ — DH_ NH—) ﬁy2:|, (10160&)

n
s E S
/By - NZ yi
=1

1 Si—_Ci_ C;S;
= 3 Z |:(Nz + N — +Ni+) Byi
i=1

D, D,
SitS; Si__S;_
Ny — N;_ ) Bail. 10.160b
" ( o o ) 5 ] (10.160b)
Merkintd ¢ — — tarkoittaa sivua i— edeltdvaa sivua.

Kolmi- tai nelisolmuisen stabiloidun MITC elementin virtuaalisen tyon lauseke
on siten

/ |: - Mxéﬁar,a: - Myéﬁy,y - Mxy(éﬁahy + 56@17%‘)
A
+Qu (6w, — 56%) + Qy(dw, — 565) dA

= / féwdA +/ (Qnow — My, — M,.083,)ds, (10.161)
A

So
ja missé leikkausvoimat maédritetdan lausekkeista
kGt S

kGt
S(we — 87), Qyzm(w,y— )

O = Tt

(10.162)
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missd a on positiivinen stabilointivakio ja h on elementin karakteristinen mitta,
esim. suurimman sivun pituus. Momentit méaaritetdan tavanomaiseen tapaan. Ele-
mentin jaykkyysmatriisi voidaan integroida tarkasti, eli nelisolmuisen elementin ta-
pauksessa 2 x 2 pisteen Gaussin kaavalla ja kolmioelementin tapauksessa kolmen
pisteen kaavalla. Kolmioelementti toimii my6s ali-integroituna, eli yhden pisteen
kvadratuurilla laskettuna.

Elementille on johdettu optimaaliset suppenemisnopeusestimaatit 1ahteessa [11].
Numeerisia tuloksia elementin kiyttaytymisestd 10ytyy mm. lahteista [15], [19]. Ku-
vaan 10.15 on piirretty leikkausvoimajakauma vapaasti tuetun (kova) nelitlaatan ta-
pauksessa laskettuna valikoivasti ali-integroidulla nelisolmuisella elementilla (SRI)
ja nelisolmuisella stabiloidulla MITC elementilld. Laatta on kuormitettu tasan ja-
kautuneella paineella, joka vaikuttaa laatan keskelld L/8 x L/8 kokoisella nelidalu-
eella. Kuvasta ndhdaan selvasti SRI elementin epéastabiilius, joka tulee esiin kéytet-
tdessd epasdaannollista elementtiverkoa. Koska kyseessé on kova vapaa tuentatapa ei
Reissnerin-Mindlinin laattamallissa esiinny reunahéiriota (katso liitetta C), voidaan
tarkkana ratkaisuna pitéd Kirchhoffin laattamallin ratkaisua. Kuva on julkaistu lah-
teessd [19].

10.8.3.1 Stabilointiparametrien fysikaalinen tulkinta

Timoshenkon palkkimallin stabilointivakiolle saatiin fysikaalisesti mielekés tulkinta
luvussa 9.2.5.2. Samaa menettelytapaa voidaan soveltaa myos laattoihin.

Merkitaan kayristymien ja kiertymien yhteytta kuvaavaa kinemaattista operaat-
torimatriisia symbolilla L. Sen adjungantti on tasapaino-operaattori L*. Operaat-
toreiden L ja L* esitys karteesisessa koordinaatistossa on

- 5 -
o7 ] 9
0 N T
L=—1| 0 @ : L' = ) é : (10.163)
2 il dy O
|y Ox |
Leikkausvoimat q = [Qw,Qy]T voidaan lausua momenttitasapainoyhtédlon avulla
muodossa
q=L*"m =L*D,LGB = L. (10.164)

Merkitdaan kiertymévektorin lineaarista osaa ja kuplamuotoa seuraavasti

B=p,+AB. (10.165)

Tasapainoyhtéloiden keskimédrainen toteutumisehto on

/( )(q — L*m)dA = . [D,(Vw — B° — AB) — L* D, L(B, + AB)] dA = 0,
! ! (10.166)
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SRI

stab MITC

.0 X 5 .0 X 5

Kuva 10.15 Leikkausvoimajakauma ((Q),) vaakasuoralla symmetrialinjalla las-
kettuna SRI (ylhdalld) ja stabiloidulla MITC elementilld (alhaal-
la) Sdannollinen (vasemmalla) ja epésédnnollinen (oikealla) 16 x 16
elementtiverkko ja laatan suhteellinen paksuus on ¢/L = 0.01. Pis-
teviiva on tarkka ratkaisu. Kuva lahteesté [19].

eli

/ (D, + L*D,L)ABdA = D, (Vw — 3%)dA. (10.167)
Ale) Ale)

Merkitdan elementin nurkkasolmuihin liittyvien vapausasteiden pystyvektoria
u(®:1la ja kiertymien kuplamuodon vapausastevektoria Au(®:lla ja AB =N Aul®).
Yhtélon (10.167) ratkaisu voidaan kirjoittaa matriisimuodossa seuraavasti

Au'® = C71Su'?, (10.168)
missa matriisi C on

C={ (D,+L*D,L) N dA (10.169)
Ale)

Leikkausvoimat maéritetadn keskiarvoistamalla yhtélosta
q = D.II)(Vw — 8° — AB) = D,(B,(0) — pC~'S)u'®, (10.170)

misséa [Ip on projektio vakiofunktioksi ja jonka arvo on p operoituna kiertymén kupla-
muotoon. Leikkausmuodonmuutokseen liityvan B matriisin keskiarvoa on merkitty
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symbolilla B,(0). Télléin § = A® D, B,(0) ja leikkausvoimalle saadaan
qg= (I -pA“D,C"D,B,(0)u'?, (10.171)

missd. A on elementin pinta-ala ja I 2x2 yksikkomatriisi. Leikkausjdykkyyden
redusoitu muoto on siten

D: = (I —-pA®D,C™")D,. (10.172)

Esimerkki 10.4 Johdetaan nelisolmuisen elementin stabilointiparametrien ar-
vot suorakaidegeometriassa. Parametreina ovat laatan sivusuhde ja ortotroop-

pisen materiaalin kimmovakioiden suhde.

Nelisolmuisen elementin matriisi C' on diagonaalinen suorakaidegeometrias-
sa. Otaksutaan lineaarisesti kimmoinen ortotrooppinen materiaalilaki ja tilan-
ne, jossa materiaalin symmetriasuunnat yhtyvét koordinaattiakselien suuntiin.
Otetaan kiyttoon seuraavat lyhennysmerkinnét:

G G
xi2 = (1- V12V21)E—112’ x13 = (1— V12V21)E—113,
Gas Es
= (1-— —_— = —. 10.173
X23 (1 — vi9v21) B, (0 £ ( a)

Elementin pitkdn z-akselin suuntaisen sivun mitta on h ja y-suunnassa eh.
Redusoitu leikkausjaykkyysmatriisi saadaan ilman likimaaraistyksid muotoon
(1+ O‘mz(h/t)Q)_l

0
Df = D, 10.174
° 0 (14 ayz(h/1)*) 7 ( )

missé

kx13 kxos3

_— = 10.175
1+ x1287% Yuz X12 + e—? ( )

Qgy =

Isotrooppiselle materiaalille ja nelion muotoiselle elementille a-parametrit ovat
yhtésuuria ja niilld on arvo o« = k(1 — v)/(3 — v), joka siten vaihtelee rajoissa
0.1667 < a < 0.3125 suppeumaluvun muuttuessa valilla % > vy > 0. Mikali
suppeumaluvulle valitaan arvo 0.3 on stabilointiparametri 0.216, mika vastaa
melko hyvin ldhteissa [53] ja [19] esitettyd taipuman nelidvirheen suhteen opti-
maalista stabilointiparametrin arvoa (katso kuvaa 13 ldhteessd [58] ja kuvaa 7
lahteessa [19]).

Stabilointiparametrin riippuvuus elementin sivusuhteesta € on esitetty kuvas-
sa 10.16a isotrooppiselle materiaalimallille seké kimmokerrointen suhteesta
ortotrooppiselle materiaalille neligeometriassa kuvassa 10.16b.

Edella esitetty menettely stabilointiparametrin arvon eksplisiittiseksi maarit-
tdmiseksi on hyvin riippuvainen kiertyméan kuplamuodon valinnasta. Puut-
tumatta kysymykseen stabilointiparametrin optimaalisesta arvosta, antanee
menettely kuitenkin hyvaksyttavéan fysikaalisen tulkinnan sen luonteesta.
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(a) (b)

0.25 0.25 |
0.2 - — 0.2 Oy —
amz
0.15 |- - 0.15 | -
[0} 8]
0.1 F // - 0.1 | o -
- «
0.05 - L - 0.05 - .
0 1 | | | 0 | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
3 (0

Kuva 10.16 Stabilointiparametrien a,., o, riippuvuus (a) elementin sivusuh-
teesta e, isotrooppinen materiaali v = 0.3, (b) ortotrooppisen ma-
teriaalin tapauksessa kimmokertoimien suhteesta ¢ = Ey/Fy, ole-
tettuna vis = o = 0.3, G12 = G153 = Gag = F5 /2.6, nelielement-
ti.

10.8.4 Yleinen stabilointitekniikka Reissnerin-Mindlinin laattamallin elemen-
teille

Edellisessa luvussa tarkasteltiin yksityiskohtaisesti lineaarista- ja bilineaarista ele-
menttid. Johdetaan seuraavaksi yleinen formulaatio stabiileille Riessnerin-Mindlinin
laattamallin elementeille lahtemalld laattamallin tasapainoyhtaldista, jotka ovat

L'm—-q = 0, (10.1764)
-V.q = f, (10.176b)

jotka voidaan konstitutiivisen lain ja kinemaattisten relaatioiden avulla kirjoittaa
muodossa

L*DyLB — D,(Vw—3) = 0, (10.177a)
~V-[Ds(Vw—-pB)] = 0. (10.177b)

Systeemissa on kolme yhtéloé ja kolme tuntematonta funktiota w, 8, ja ,. Problee-
ma voidaan formuloida myo6s viiden tuntemattoman avulla lisddmélla leikkausvoimat
g tuntemattomien joukkoon, jolloin padadytaén systeemiin:

LI'D,IB—q = 0, (10.178a)
Vg = T (10.178b)
D,Vw—-pB)—q = 0. (10.178c)
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Muodostetaan systeemin (10.178a) heikko muoto kertomalla yhtélét painofunktioilla
[;, w ja @:lla

/ (L*D,LB)  BdA — / q'BdA = 0, (10.179a)
Q Q
/qudA = /fwdA, (10.179b)
Q Q
/[DS(Vw—ﬂ)T—q]TQdA — 0 (10.179¢)
Q

Osittaisintegroimalla ja kayttdmalla Gaussin lausetta sekd olettaen jéykésti kiinni-
tetyn laatan reunaechdot systeemi muuntuu muotoon

/ (D,LB)TLAdA — / q'BdA = 0, (10.180a)
Q Q
/ g ' VidA = / fiwdA, (10.180b)
Q Q
/[DS(Vw—ﬂ)T—q}T(jdA = 0. (10.180c)
Q

Lasketaan kaksi ylinta yhtéloa puolittain yhteen, jolloin saadaan

Q

/ (D,LB)"LAdA + / q"(Vio — B)dA = / fidA,  (10.181a)
Q Q
0

/ ID,(Vw—8) — ¢ §dA — (10.181b)

Huomataan, ettd ylla oleva muoto on symmetrinen, mikéli alempi yhtéloista kerro-
taan puolittain leikkausjiykkysmatriisin kifinteismatriisilla D, .

Reissnerin-Mindlinin laattamallin ongelmat juontavat leikkausvoiman laskemi-
seen suoraan kinemaattisia- ja konstitutiivisia yhteyksid kayttéen, eli kun leikaus-
voimat méaritetddn yhtaloista

q=D,Vw-p). (10.182)
Kaytettaessa tasapainoyhtiloa leikkausvoimien laskemiseen tarvitaan vain kiertymié
q,, = LB = L' D, Lp, (10.183)

ja leikkausvoimajakauma saadaan stabiiliksi. Lisdtaan téten yhtéloiden (10.181a)
oikealle puolelle stabilointitermit

N 2
h A
S = D a (;) /Q(e)(qtp — @)FipdA, (10.184a)

e=1

Sy = —ia(%)2/§2 (qyp — q)GdA, (10.184b)

e=1
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missa ¥y, = Ds_lqtp. Stabilointitermit voidaan lisété, sillé jatkuvassa probleemassa
ne havidvat identtisesti ja diskreetissd ongelmassa ne haviavit rajalla, kun h — 0.
Systeemin (10.181a) stabiloitu muoto on siten

/ (D,LB)"LAdA + / q'(Vio — B)dA = / firdA + Sy, (10.185a)
Q Q

Q

/ [D,(Vw—8)—q]" §dA = S,. (10.185b)
Q
Jarjestelemélld alemmassa yhtdlossa termeja saadaan

T

2 /m (D, (Vw—B+a(h/t)’DJLB) - (1+a(h/t)) g §dA=0. (10.186)

Leikkausvoimat voidaan ratkaista elementtikohtaisesti

@ _  Ds

= T ol (Vw — B+ a(h/t)*D;'LB), (10.187)

q

jotka sijoitettuna takaisin yhtdloon (10.185a) antavat siirtymémenetelmépohjaisen
stabiloidun variaatioformulaation

N h 2
T1rA o o 1.4
/Q (DyLB)" LBdA e§:1a ( t) /Q . LBD'LAdA
N

D, 2p-1 N A 21-1,4
+> T+ a(h/i)? /Q(e) (Vw — B +a(h/t)’D;'LB) (Vw — B+ a(h/t)*D; Lﬁ) dA

e=1

= / fiwdA. (10.188)

Q
Summalauseke elementtien yli korostaa, ettd kyseiset termit lasketaan elementti-
kohtaisesti ja suureiden epéjatkuvuuksista elementtien reunojen yli ei véliteta. Ylla

oleva hieman mutkikkaan niakdinen lauseke voidaan kirjoittaa klassisen tyylin virtu-
aalisen tyon yhtalon tapaisena hieman yksinkertaisemmassa muodossa seuraavasti:

N 2 N
h _
T A T o stab_astab -
m' KdA— E al — / dA+ E / = / wdA, (10.189
/Q —1 < t ) Q) DiTep —1 JQ© @7 Q / ( )

missd on kiytetty lyhenteita

D
stab s stab
- s 10.190
1 Lo/’ ( ?)
,Ystab = ~+ ()é(h/t)z’ytp, (10190b)
Yip = Ds_lqtp = D;'LB. (10.190c)
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Huomaa, ettd ensimmadainen stabilointitermi vahentda taivutusenergian osuutta.
Jotta globaali yhtalosysteemi olisi positiivisesti definiitti on stabilointiparametrin o

toteutettava
0<a<(Cr. (10.191)

Parametri C; voidaan helposti estimoida elementtitasolla, katso vastaavaa harjoi-
tustehtavéd 6 luvussa 9.4. Formulaatio (10.189) toimii sellaisenaan kaikentyyppisilla
interpolaatiopolynomeilla (kolmio, suorakaide), jos taipumaa interpoloidaan astetta
korkeammilla polynomeilla kuin kiertymia. Mikali halutaan kiyttdd samanasteisia
polynomeja seké taipumalle ettd kiertymille, on leikkausenergiatermié vield rukat-
tava, jotta saataisiin optimaalisesti konvergentti elementti

N h 2
T 2dA — — / s dA
/Qm R ezOé / “ QY pd A+
N R(e) stab p(e) gstab :/ fivdA, (10.192
Z/(e)l"‘()é (h/t)? K 7 wa ( )

missia R on elementtikohtainen reduktio-operaattori, jonka konstruoiminen on kui-
tenkin melko monimutkaista. Periaatteessa se voidaan tehdé kuten alhaisasteisissa
MITC elementeissi, eli konstruoidaan 8 siten, ettd seuraavat ehdot toteutuvat:

e mikili taipuman ja kiertymén interpolaatio on astetta p niin leikkausmuodon-
muutos s on astetta p — 1 elementin reunoilla ja

e kaikille astetta p — 2 oleville polynomeille p on voimassa ehto

/ (8° = B) ' pdA =0. (10.193)
Qe

Redusoitu leikkausmuodonmuutos R®~%2> Jasketaan siten
RO~ = v — 8% + a(h/t)*yy, = Vuw — B° + a(h/t)*D;'LB.  (10.194)

Mikali lukijalla on intoa tutustua asiaan tarkemmin, suositellaan ldhteita [50], [59].

10.9 Harjoitustehtavia

1. Kirjoita bikuubisen Bogner-Fox-Schmidt elementin solmuihin 3 ja 4 liittyvét inter-
polaatiofunktiot.

2. Ratkaise jiykisti kiinnitetty tasaisesti kuormitettu (f = fy = vakio) neliclaatta kiyt-
tden yhtd Bogner-Fox-Schmidt-elementtia laatan neljannekselle. Vastaukseksi riittaa
laatan taipuman arvo keskipisteessé. Laatan paksuus on ¢ ja materiaalin kimmova-
kiot F ja v.
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3. Johda Morleyn kuusivapausasteisen elementin interpolaatiofunktiot lahtien diskreetti-
Kirchhoff ajatuksesta. Taipumalle w voidaan otaksua lineaarinen interpolaatio ja

kiertymille 8, ja 3, lineaarinen epékonformi interpolaatio

Bi = N{*Biu+ NEFBis + NE Bie (10.195)
= (L1+ Lo — L3)Bia+ (Lo + L3 — L1)Bis + (Ls + L1 — L2)Bis-

Kolme vapausastetta voidaan eliminoida rajoittamalla poikittainen leikkausmuodon-
muutos sivun suunnassa havidmaan

/S. Ysds = 0. (10.196)
1vur

4. Johda Reissnerin-Mindlinin mallin tasapainoyhtalot ldhtien virtuaalisen tyon lausek-
keesta (10.59).

5. Arnoldin ja Falkin kehitteleméssd Reissnerin Mindlinin mallin kolmiolaattaelemen-
tissé (katso lukua 10.8.2) taipumaa kuvataan epikonformilla lineaarisella interpolaa-
tiolla, joka on jatkuva elementin sivujen keskipisteissa, eli

w = N§Fwy+ NFws + NgFws (10.197)
= (L1 + Ly — L3)’U)4 + (L2 + Ly — Ll)w5 + (Lg + Ly — Lz)wﬁ,

missd L;:t ovat alakoordinaatit. Kiertymid (3, 3, interpoloidaan lineaarisilla inter-
polaatioifunktioilla, joita on tdydennetty kuubisella kuplamuodolla, joka tésséd on
otettu hierarkiseksi

Bi = L1Bin + Lafia + L3Big + 27L1 Lo L3 AB7, (10.198)

missd ¢ = z tai y. Kiertymien interpolaatio on siten konformi. Elementin solmu-
konfiguraatio ja vapausasteet on esitetty oheisessa kuvassa. Leikkausmuodonmuutos
lasketaan elementin keskimééaraisten kiertymien avulla

Yie = w,i — Bi, (10.199)
missa

1

Bi = —— dA. 10.2

Bi=~0 " Bi (10.200)
Piirrd kuva epakonformeista interpolaatifunktioista ka , sekd maarita leikkausmuo-
donmuutosta v, vastaava osa muodonmuutoksia ja solmupistesiirtymia yhdistavasta

B, matriisista.

6. Johda Arnoldin ja Falkin elementille (luku 10.8.2) Francan ja Stenbergin stabiloidun
muodon leikkausjaykkyyden redusointitekijat eksplisiittisesti.
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Luku 11l

Kaarevien sauvojen analysointi

Palkkielementtejé kasitteleva luku toimi johdatuksena laattaelementtien maa-
ilmaan. Aivan vastaavasti kaarevien rakenteiden analyysissd tdmé sauvoja ké-
sitteleva luku muodostaa yhdessé yleisen kolmidimensioisten rakenteiden ele-
menttimenetelméd koskevan luvun kanssa johdatuksen kuorielementtien vai-
keaan ja kiehtovaan maailmaan.

Kaarevien rakenteiden elementtimenetelméaformulaatioissa kohdataan kaksi uut-
ta vaikeutta nimitdin jaykdn kappaleen liikkeen kuvaamisen ongelma ja ns.

kalvo- eli membraanilukkiutuminen.

11.1 Kehadsauvaelementti

Yksinkertaisin tapa mallintaa kaari elementtimenetelmalld on kuvata se lineaarisesti
interpoloidulla elementilla. Talloin kinemaattiset yhteydet voidaan johtaa tarkaste-
lemalla suoran palkin kinematiikkaa elementin solmujen maaritteleméssa koordinaa-
tistossa xy, y¢, katso kuvaa 11.1. Elementin jaykkyysmatriisi ja voimavektori voidaan
muodostaa ensin paikallisessa xy, y,-koordinaatistossa ja muuntaa ne lopuksi raken-
nekoordinaatistoon. Témé& muunnos voidaan suorittaa jo elementin integroimisvai-
heessa.

Suoran sauvan kinemaattiset yhtélot (9.2a) ovat kirjoitettuna nyt (zy, ys)-koordi-

naatistossa:

(e, ye) = ue(xe) — yeb(xe), (11.1a)
ve(xe,ye) = ve(w0). (11.1b)

Muodonmuutosten lausekkeet paikallisessa koordinaatistossa ovat
(’9u4 dUg do

€ = 5—W:d—m_wd—$e’

aUg 8Ug dvg
= —4+—=—-0. 11.2b
e 8yg + 8.Tg d.Tg ( )

Jatetadn jatkossa alaindeksi ¢ pois, mikali yhtaloiden tulkinnassa ei ole sekaannuk-

(11.2a)

sen vaaraa. Kirjoitetaan aksiaalinen muodonmuutos paikallisessa koordinaatistossa
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seuraavasti:
€ = €.+ yYr, (11.3)
jolloin virtuaalisen tyon yhtalon termi
/ (oo + T6v)dV (11.4)
V(e
voidaan kirjoittaa muodossa
/ (Nde, + Mok + Qoy)dzx, (11.5)
1

missd N on palkin normaalivoima N = EFAe. = FAu, ja pilkku suureen oikeassa
ylakulmassa merkitsee derivointia paikallisen x-koodinaatin suhteen. Havaitaan, etta
aksiaalisella muodonmuutoksella ei ole kytkentda kayristymén tai leikkausmuodon-
muutoksen (taivutustilan) kanssa, ja elementin jaykkyysmatriisi voidaan kirjoittaa

K9 o0
K = m e | (11.6)
0 K,

lohkomuodossa

missé elementin vapausasteet on jirjestetty seuraavasti:
T
wO = [ o o 60 o ] (1L7)

Lohkomatriisien alaindeksi m viittaa aksiaalisen muodonmuutoksen ja b taivutusti-
lan ja leikkaussuureisiin. Matriisi K 1(;6) on luvussa 9.2 esitetty Timoshenkon palkkie-
lementti. Aksiaalisiirtymiin liittyvé termi on analoginen yksidimensioisen diffuusio-
yhtéalon kanssa, tdten aksiaalivapausasteiden suhteen lineaarisesti interpoloidun ele-

mentij jaykkyysmatriisi on

EA] 1 -1
(e) —
K =5 [ O ] . (11.8)

Aksiaali- ja taivutustilan suureiden vélinen kytkentd syntyy koordinaatiston-
muunnoksessa. Tarkastellaan solmuun ¢ liittyvien vapausasteiden vélistd muunnosta.
Kuvan 11.2 perusteella voidaan kirjoittaa

ug; = (cos p)u; + (sing)v;  ja vy = —(sin@)u; + (cos P)v;. (11.9)

Kiertymén 6; arvo on sama kummassakin koordinaattijarjestelmaéssé, joten vapausas-
tevektorin w; = [u;,v;,6;]" muunnos paikalliseen koordinaatistoon saa muodon

uy = Tiu;, (11.10)
missa
cos¢ sing 0
T;=| —sin¢ cos¢ 0 |. (11.11)
0 0 1
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Ty
Y

Kuva 11.1 Kaaren mallintaminen paloittain lineaarisilla elementeill.

Kuva 11.2 Koordinaatistonmuunnos.

Muunnosmatriisi T'; on ortogonaalinen, eli T;' = T7, joten
u; = T uy (11.12)

Yhden elementin osuus virtuaalisen tyon lausekkeesta on
GuNT K ul? = ((u N TOTK O TOu® = (§u )T K@Ou®  (11.13)

joten elementin jaykkyysmatriisin muunnos paikallisesta koordinaatistosta globaa-
liin rakennekoordinaatistoon on

K© = TOTK 10 (11.14)

Koko elementin muunnosmatriisi on muotoa

T 0
reo_ | T1 11.15
[ - } | (11.15)

jolloin elementin vapausasteet on jarjestetty seuraavasti:
T
ul® = [ ul? ol 6wy W 6y ] . (11.16)
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Muunnos (11.14) voidaan suorittaa jo elementin integrointivaiheessa. Elementin
jaykkyysmatriisi integroidaan matriisitulona

K'Y = | B"DBdux. (11.17)
1@

Mikéali vapausasteet on jérjestetty kaavan (11.16) mukaisesti, ovat matriisit D ja B:

EA 0 0
D=| 0 EI 0 (11.18)
0 0 GA
Nl,:l: 0 O N27:L' 0 0
B=| 0 0 -N, 0 0 —No |, (11.19)

0 N, —ILNy 0 Ny, 1INV,

missd IIp on projektio vakiofunktiolle. Venymét € = [e,, K, 7]T paikallisessa koordi-
naatistossa saadaan lausekkeesta

e=BT9Yvu", (11.20)

joten jaykkyysmatriisi voidaan muodostaa suoraan integroimalla paikallisessa koor-
dinaatistossa integraali

K = / TOTBTDBT"dx. (11.21)
(O]

Taivutustilan kuvaamiseen voidaan kdyttda myos Eulerin-Bernoullin palkkiele-
menttié, jolloin saadaan klassinen kehédsauvaelementti.

11.2 Isoparametrinen kaarielementti

[soparametrisen kaarevan tasoelementin geometria méaritelladn kaavoilla

n

x(&,n) = Z [Ni(&)a; + 5t N;(€) cos ] (11.22a)
i=1
y(&n) = Z [Ni(&)yi + snt:N;(€) sineyy] (11.22b)
i=1
missa x;, y; ovat solmujen ¢ = 1,..., n koordinaatit, ¢; on z-akselista mitattu kulma

suoralle viivalle £ = vakio (n-viivalle) ja ¢; on solmun ¢ kohdalla n-viivaa pitkin mi-
tattu elementin “paksuus”, katso kuvaa 11.3. Mitta ¢; ei ole todellinen paksuus, kos-
ka 7-viiva ei ole valttamitti kohtisuorassa tangenttivektoria s = [z.¢(€,0), y.¢(€,0)]"
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Kuva 11.3 Isoparamatrinen kaarielementti.

vastaan. [soparametrisen elementin tapaan siirtymia u ja v interpoloidaan samalla
tavalla kuin koordinaatteja x ja y, eli

u(é,mn) = Z [Ni(&)u; — $nt:N;(€) siney;6;] = Z(Nzuz —nSi0;),  (11.23)
i=1 i=1
v(&,n) = Z [Ni(f)vi + %ﬁtiNi(f) Cos %"9@'} = Z(Nivi +nCib;), (11.24)
i=1 i=1
missd on merkitty

Globaalissa rakennekoordinaatistossa (z,y) lausutut muodonmuutokset ovat

€=Uy € =0V, Ja Yoy=1Uy+Vy. (11.26)

)

Globaalissa rakennekoordinaatistossa (x, y) lausutut derivaattojen lausekkeet muun-
netaan parametrisen kuvauksen Jacobin matriisin avulla (ks. luku 4.6.2) lausutuiksi
perusnelion koordinaattien (£, 7) avulla:

{ U o }: JT{ U }’ { Uz }: JT{ Vg }’ (1127)
Uy Uy Uy U

JT = { Te Ye } . (11.28)

T Yn
Sama yhteys voidaan lausua myos hieman toisin; ketjuderivoimalla saadaan lausek-
keet

missa

Uy = Uy + Uy (11.29a)
v U el y + Uy (11.29Db)

S
I
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Merkitdan Jacobin matriisin transpoosin kdénteismatriisia symbolilla H = J -T
taten
H, H 1 _
H:[ 11 12]:—[ Y y,§:|:|:§,m ?7,1]. (11.30)
Hy  Hy TeYny —Tole | —T, Tg €y My
Kaaren siirtymien (11.23) derivaatat ovat
e = Y [Nt = (1:5: +1S:2) 01, (11.31a)
i=1
wy = Y [Niyti = (048 +1Siy) 03], (11.31b)
i=1
Ve = Z [Niawvi + (n2Ci +1C52) 03], (11.31c)
i=1
vy = Y [Nigvs + (yCi +1Ciy) 6] 0 (11.31d)
i=1
missa
Si,x = %tlj\/vz7$ sin ’(/}Z Sm/ = %tiNi,y sin 77[)2 (1132&)
Ciz = 3tiNigcost; Ciy = 2t;N, cos . (11.32b)
Koska interpolaatiofunktiot NV; ovat vain koordinaatin & funktioita, taten
Nip = Hi1Nig. (11.33)
Derivaattojen (11.31a) lausekkeet voidaan siten lausua muodossa
o = Z [Hy11Nigui — (Hi2S; +nHi1Si¢) 03], (11.34a)
i=1
uy = Y [HaNigui — (HaS; +1HnS¢) 6] (11.34b)
i=1
ve = D [HuNigvi + (HCi + nHiCig) 6], (11.34c)
i=1
vy = D [HaNigvi + (HnCi+ nHnCig) 6], (11.34d)
i=1
missa
Sie = %tiNzyf sin ¢;, Cig = %tiNi,g coS ;. (11.35)

Termit S; ja C; sisdltavit interpolaatiofunktion N; lausekkeen. Ne ovat taten &-
koordinaatin suhteen astetta korkeampiasteisia polynomeja kuin lausekkeiden (11.34a)
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muut termit. Tamaé aiheuttaa elementin lukkiutumisen aivan kuin suoran Timoshen-

kon palkin tapauksessakin. Nyt lukkiutumismuotoja on vain kaksi, membraani- ja

leikkauslukkiutuminen. Yksidimensioisten rakennemallien tapauksissa yksinkertai-

sin keino paasta eroon naista lukkiutumisilmioisté on pituussuuntainen ali-integrointi.

Toinen suositeltavampi tapa on projisoida interpolaatiofunktioiden lausekkeet N;,

jotka ovat astetta p = n — 1, astetta p — 1 oleville polynomeille. Téten lausekkeet

(11.34a) muuntuvat muotoon

n

Uy = Z [HnNi,gui — (ngﬂp_lSi + 7]H11Sz‘7§) Qi] )

=1

u7y = Z [H21Ni,5ui - (H22Hp715i + TIH2151'7£> 92] )
=1

Vg = Z [HllNi,gvi + (H12prlci + nHllCi,ﬁ) 92] )
=1

n

Vy = Z [H21Ni,§vi + (HQQHp_lci + nH21Ci,§) 01] )

i=1

missa

Hp_lSi = %tin_lNi sin ’QZ)Z ja Hp_lCi = %tiﬂp_lNi COSs ’QZ)Z

Projisoidut interpolaatiofunktiot méaritetdan yhtaloilla

1
/ (I, 1N; — N))dé =0, k=0,...,p—1.
1
Virtuaaliset muodonmuutokset ovat
dey =0uy,  O€y, =0V, ja  0Vyy = 0uy + 0vg,

missa

n

Sug = O [Niabu; — (nS; +1Siz) 663,
=1

du, = i [N;y0u; — (n,S; +1S;y) 0605,
=1

Sv, = i [N, 200; + (n..Cs + nCi.) 66i]
=1

vy = z": [Niy6v; + (nyCi +nCiy) 60;] .

=1

(11.36a)

(11.36b)

(11.36¢)

(11.36d)

(11.37)

(11.38)

(11.39)

(11.40a)

(11.40Db)

(11.40¢)

(11.40d)

Virtuaalisten siirtymien lausekkeiksi saadaan tietenkin yhtéloita (11.36a) vastaavat

lausekkeet.
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integrointi-
piste

Kuva 11.4 Integrointipisteen paikallinen koordinaatisto.

Virtuaalisten muodonmuutosten de ja virtuaalisten solmupistesiirtymien du; =
[du;, dv;, 59i]T valisen yhteyden

avulla muodostetaan solmuihin ¢ ja j liittyvé osa elementin jaykkyysmatriisista

K\ = BTDB;dV, (11.42)
Ve

missa

dV = bdet(J)dédn (11.43)

ja b on sauvan poikkileikkauksen leveys. Tilavuusintegaali lasketaan numeerises-
ti Gaussin menetelmélld. Kimmoisan aineen tapauksessa riittdd paksuussuunnassa
(n:n suunnassa) kaksi integrointipistettd. Lukkiintumisen valttdmiseksi on sauvan
pituussuunnassa integrointi suoritettava n — 1:n pisteen Gaussin kaavoilla (n on
solmujen lukumédrd), mikéli termeja S; ja C; ei projisoida alempiasteisille polyno-
meille. Mikali projisointi suoritetaan voidaan pituussuuntainen integrointi suorittaa
milld tahansa vahintddn n — 1:n pisteen Gaussin kaavoilla.

Elementin jaykkyysmatriisin kaavassa (11.42) matriisi D on materiaalin jayk-
kyysmatriisi globaalissa koordinaatistossa. Ohuen sauvan tapauksessa kuvan 11.4
integrointipisteen paikallisessa (x4, y¢)-koordinaatistossa D, matriisi on lineaarisesti
kimmoisalle aineelle

E 0 0
D,=|00 0 |, (11.44)
0 0 kG

joka ottaa huomioon palkkiteorian otaksuman, ettd akselin g, suunnassa jannitys
ja venymé ovat nollia, ja k on leikkauskorjauskerroin, jonka arvo on k£ = 1,2 suo-
rakaidepoikkileikkaukselle. Paikallisen koordinaatiston (z¢,1,) ja globaalin (z,y)-
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koordinaatiston véliset muodonmuutosten ja jénnitysten muunnoskaavat ovat

e=Te ja o,=T "o, (11.45)
missa
cos? o sin” a sin av cos «
T = sin? o cos® a — sin o cos o , (11.46)

—2sinacosa 2sinacosa cos?a — sin?a

ja a on xs-akselin ja x-akselin vélinen kulma. Mielivaltaisen pisteen (£,n) &-viivan

{ cosa } . (11.47)
S1n &«

yksikkotangenttivektori on

- 1 { IL‘7§ }
lp = —F/——
2 2
vty LY

Koska ol €, = o€ on invariantti, saadaan
e'De=¢€/De, =€ T"D,Te (11.48)
joten
D=T"D,T, (11.49)

joka sijoitetaan jaykkyysmatriisin kaavaan (11.42).

Versio: kevit 2014



248 LUKU 11. Kaarevien sauvojen analysointi

Versio: kevit 2014



Luku 12

3D elementtimenetelma

12.1 Johdanto

Elementtimenetelmén yleistaminen tasoalueesta kolmidimensioisiin alueisiin on yk-
sinkertaista. Lammonjohtumisyhtélon heikko muoto (4.9)

/(va)TDvudQ:/afdQ—/ aq - nds, (12.1)
Q Q S,

q

on kirjoitettu koordinaatistosta riippumattomaan muotoon ja kelpaa siten sellaise-
naan elementtimenetelmédiskretoinnin pohjaksi myds kolmidimensioisesissa alueis-
sa. Heikko muoto voidaan kirjoittaa myos helposti muistettavassa “virtuaalisen tyon
muodossa”

—/Q(Vﬁ)quQ:/QﬂfdQ—/S uq - nds, (12.2)

q

missd lampovuo saadaan konstitutiivisen mallin avulla, joka Fourierin lammonjoh-

tumismallin tapauksessa on muotoa ¢ = —DVu, joka elementimenetelméaapproksi-
maatiossa saa muodon ¢ = —DBu.
Elementtimatriisin
K© = / ) BTDBAV (12.3)
Qle

diskreetti gradienttioperaattorimatriisi B voidaan osittaa elementin paikallisten sol-
mujen mukaan seuraavasti

B=[B, B, --- B, |, (12.4)
missa solmun 7 osuus on
Ni,m
Ni,z

Kolmiulotteisten kappaleiden jannitysanalyysissé muodonmuutosenergian vari-
aatio voidaan kirjoittaa muodossa, katso luku 5.2

/ odedq, (12.6)
Q

249
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missd jannitysten ja muodonmuutosten vektorit ovat komponenteittain
T
o = [aw Oy Oy Tay Tys sz}
T
e = (e € € Yoy W Vex |

Elementin paikalliseen solmuun ¢ liittyva osuus siirtyméa-muodonmuutosmatriisista
B on

g (12.7)

12.2 Kolmiulotteinen interpolaatio

12.2.1 Lineaarinen interpolaatio

Luvun 4.2 lineaarisen tasoelementin kolmiulotteinen vastine on nelisolmuinen tet-
raedrielementti, jonka interpolaatio voidaan kirjoittaa muodossa

U= Q1 + Qo + azy + ayz. (12.8)

Lausumalla u solmuissa saadaan nelja yhtaloa
U; = aq + aor; + agy; + gz, (12.9)
joista voidaan ratkaista vakiot aq,...,ay. Funktion u lineaarisen interpolaation

lauseke on ilmaistuna solmupistearvojen w;, u;, un, ja u, avulla

1
u=—|(a; + bz + c;y + d;iz)u; — (a; + bjz + cjy + dp2)u;

6V
+ (am + b + ey + dn2)u; — (ap + bpx + cpy + dpz)u;].  (12.10)
missé
Loz oy oz
1 25 U 2
6V = det AR (12.11)
1 Ty Ym 2m

1z, v 2

ja V' on tetraedrin tilavuus. Vakiot a;, b;, ¢; ja d; ovat

i Y % Loy oz
a; =det | po Ym zZm |, b =—det | 1 ym zm |,
Tp Yp Zp L1 v %
l‘j 1 Zj [ ZL‘]‘ yj 1
¢ =det| x, 1 2z, |, d =-—det| x, yn 1|. (12.12)
z, 1 2z Lz, Yy 1
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Kuva 12.1 Tetraedrielementin tilavuuskoordinaatit.

Muut vakiot a;,b;,...,d,, saadaan vaihtamalla indekseja: p — ¢ — 7 — m — p
jne. Solmut numeroidaan siten, ettd esim. solmusta p katsoen ¢,7 ja m kiertavat
vastapéivéan tai ne ovat jarjestyksessa mipj jne.

Interpolaatio (12.10) voidaan kirjoittaa muodossa

kun maaritellaan
N; = (a; + bjx + c;y + diz) /6V  jne. (12.14)

12.2.2 Tilavuuskoordinaatit

Tetraedrielementin, katso kuva 12.1, tilavuuskoordinaatit mééaritelladn tilavuuksien
suhteena

1 2 3 4
L S L L .
1 Va 2 V’ 3 V’ 4 Va

missd V) on tetraedrin P245 tilavuus ja V' on elementin 1234 tilavuus. Koordinaatti

(12.15)

L, muuttuu nollasta yhteen karteesisten koordinaattien mukana, solmusta 1 tahkolle
243 mentéessa.
Karteesisten koordinaattien ja tilavuuskoordinaattien vililla ovat yhteydet

v = Lyxy+ Lowoy + Laxs + Lyxy,
y = Liyyi + Loys + L3ys + Lays,
= lel + LQZQ + L323 + L4Z4, (1216)

missa (x;, s, z;) ovat solmun ¢ koordinaatit. Luonnollisesti kaikki neljé tilavuuskoor-
dinaattia eivat voi olla riippumattomia, vaan niita sitoo ehto

Koska koordinaatit L; muuttuvat lineaarisesti nollasta yhteen ja saavat arvon 1
solmussa 7, lineaariset interpolaatiofunktiot ovat

Ny=L;, i=1,..4 (12.18)
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| |
I I
I R -

/ 7
tetraedri heksaedri pyramidi
pentaedri taltta alasin

Kuva 12.2 FErilaisia 3-D elementtigeometrioita.

Karteesisten koordinaattien suhteen muodostettujen derivaattojen laskemisessa

tarvitaan ketjukaavaa

of af OL; 1
or Z&L o __Vg (12.19)

Tilavuusintegraaleille voidaan johtaa integrointikaava

albleld!
B+a+b+c+d)

/ LOLYLSLEdV = 6V (12.20)
V(e
12.2.3 Muita 3D-elementtigeometrioita

Kolmidimensioisessa avaruudessa mahdollisia elementtigeometrioita on useita. Ku-
vassa 12.2 on esitetty joukko 3-D elementtien perusmuotoja kuten tetraedri, hek-
saedri, pentaedri, pyramidi, taltta ja alasin.

12.2.4 Isoparametrinen kuvaus

Tarkastellaan aluksi isoparametristd hexahedrielementtia. Isoparametrisen kolmiu-
lotteisen, (3D), elementin pisteen P paikka suorakulmaisessa (z,y, z)-koordinaatis-
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tossa on
z(§,m,¢) = iNz(f,n,C)xz, (12.21a)
y(&m,¢) = iNz‘(f,n,C)ym (12.21b)
2(&n,¢) = iNi(&n,C)Zu (12.21¢)

missd &,n,( € [—1,1] ovat peruskuution dimensiottomat koordinaatit, N;(&,n, ()
ovat interpolaatiofunktiot ja n on elementin solmujen lukumaéra. Kuvassa 12.3 on
esitetty 8-solmuinen, trilineaarinen, ja 20-solmuinen supistettu trikvadraattinen ele-
mentti.

[soparametrisen 3D-elementin ratkaistavia suureita interpoloidaan samoilla in-
terpolaatiofunktioilla kuin koordinaattejakin. Diffuusioelementin tapauksessa esi-
merkiksi lampdotilalle voidaan kirjoittaa elementin alueella

=1

missa u;, ovat solmupisteiden lampdotila-arvot.

Elementin jaykkyysmatriisin muodostamisessa tarvitaan B-matriisissa, esim. (12.5),
globaalin koordinaatiston suhteen lausuttuja derivaattoja. Tamé voidaan johtaa ta-
sotapauksen kaltaisesti tarkastelemalla isoparametrisen kuvauksen muunnosmatrii-
sia. Tarkastellaan funktion

u(z,y, 2) = u(z(€n, ), y(&,n, ), 2(&,m,¢)) (12.23)

derivaattojen lausekkeita peruskuution koordinaattien &, n, ¢ suhteen

ou 8u6_x 8u@ 6u% (12.24a)

96~ oroc 0yoc " 00
ou Oudx Oudy Oudz
— - 12.24b
on Ox On + Oy On + 0z On ( )
Ju Oudr OJudy Oudz
= = 12.24
ac ~ azoc Tayac Tazac (12.24c)
joka voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

9¢ ¢ 0¢ 9 dx

ou Or 0Oy 0z gg . T

a—n = 8_’)7 8_’)7 a—n 8_y s eli ’U17€ =J U, (1225)

L JC ) L 0C 9¢ O¢ 0z
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Kuva 12.3 Isoparametrinen 3D-hexahedrielementti.

missd J on geometriakuvauksen Jacobin matriisi. Kuten tasotapauksessakin on
Jacobin matriisin determinantin oltava positiivinen jotta kuvaus olisi yksikasitteinen
ja suuntaisuuden sailyttava.

Globaalit derivaatat voidaan nyt ratkaista peruskuution koordinaattien suhteen
otettujen derivaattojen avulla

ug=J ug. (12.26)

Kadnteismatriisin J 7 lausekkeeksi saadaan

y?nZ7C - Z7ny7C _y7§Z7C - Z7§y7C y7§Z777 - Z7§y777

1
-T
= —det 7 —.T},nZK — Z,nSL’@ SL’@Z& — 2751’74 —y,gz,n — zéym
xﬂ?yvC - yﬂ?x,C _x,ﬁy,C - y,gx,( x7£y,n - y@l’m

9§ dn  OC
g a9

- _% - _% ) (12.27)
oy Jy 0Oy
9§ on o6
0z 0z 0z

missa
det J = det J* = ,6(ynz.c—2n¥.0) Y (T2~ 2a.0) F 26Ty c—Ymtc), (12.28)
ja
Te = ZNZ'@J?Z‘, Ty = Z Ni,nxia Te = ZNZ'74372‘ jne. (1229)
i=1 i=1 i=1
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Tilavuusintegraalit [ f dV lasketaan numeerisesti Gaussin menetelmélld
1%

/ / / F (€, € y(€.m, O, 2(€,m, ©)) det(T) dEdndC

-1 -1-1

m n p

YOS F@ i mys Gy ), 2(6 g G)) det(Twiwjwy,  (12.30)

i=1 j=1 k=1
missa (&, 1;, () ovat Gaussin integrointipisteet ja w;, w;, wy, ovat integrointipisteisiin
liittyvat painokertoimet. Tavallisesti m =n = p.

Ekvivalentin pintakuormavektorin muodostamisessa joudutaan laskeman inte-
graaleja [ fdA pinnan yli, esimerkiksi pinnalla ¢ = a, missi a on vakio. Lasketaan
A

tdmakin integraali numeerisesti Gaussin menetelmallé

/ / P, ¢ = a), y(€.1.C = a), (6,1, € = a)) det(J,) dédn

E=—1n=-1
m n

YN f@(&nn ¢ = @),y ¢ = a), 2(&,my, ¢ = a)) det(J Jwiw;,  (12.31)
i=1 j=1

missé (&;,7;,( = a) ovat Gaussin integrointipisteet pinnalla ( = a ja w;, w; ovat

painokertoimet, det(J,) on pinnan Jacobin determinatti kaarevalla pinnalla ¢ = a.

12.2.5 Solmuihin sidottu interpolaatio
12.2.5.1 Heksahedrielementti

Lagrangen ja Serendip tyyppisten elementtiperheiden konstruoiminen kolmidimen-
sioisessa tapauksessa on suoraviivainen yleistys tasotapauksesta. Trilineaarisen ele-
mentin interpolaatiofunktiot voidaan kirjoittaa muodossa

Ni(€,n,¢) = (1 = &)1 —nin)(1 — GO, (12.32)

missa &, n; ja (; ovat solmun ¢ koordinaatit peruskuutiossa, ja saavat siten arvot +1.
Lagrangen tyyppinen trikavdraattinen elementti saadaan yksinkertaisesti

Ni(§,n, Q) = LEOEMEEC), 0<rs1,<2, (12.33)

ja missé toisen asteen Lagrangen interpolaatiopolynomia on merkitty ZIQ)(-), katso lu-
ku 3.2.2. Trikavdaattisessa elementisséd on 27 solmua, 8 nurkissa, 12 sarmien keskella,
6 sivutahkojen keskella ja yksi alueen sisélla. Serendip tyyppinen supistetussa trikav-
daattisessa elementissé ei ole sisdsolmua eikd sivutahkojen keskelld olevia solmuja,
joten solmulukumaéaréksi tulee 20. Se on hyvin yleinen elementti useissa elementti-
menetelméaohjelmistoissa. Mikéli elementin muoto ei ole sdanndéllinen prismamainen,
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8-solmuinen 27-solmuinen 64-solmuinen
8-solmuinen 20-solmuinen 32-solmuinen

mijntw!

Kuva 12.4 Lagrangen trilineaarinen, trikvadraattinen ja trikuubinen elementti
(vlld) sekd vastaavat redusoidut, Serendip tyyppiset elementit (al-
la).

sen tarkkuus on kuitenkin huonompi kuin vastaavan trikvadraattisen Lagrangen ele-
mentin. Supistetun trikvadraattisen elementin interpolaatiofunktioiksi saadaan:

o kirkisolmut, & = +1,n; = £1,(; = +1
Ni = s(1+ &M +mn) (1 + G (=2 + &€ + min + GC) (12.34)
o sirmésolmut joissa & = 0,n; = +1,(; = +1
Ni = 1(1 =€) (1 +nmn)(1+ Q) (12.35)

e sdrmasolmut joissa n; = 0,& = £1,( = £1

FAHEH =) (1 + Q) (12.36)

N;
e sirmésolmut joissa (; = 0,& = +1,n;, = £1
N = 11+ &L +mm) (1 - 7). (12.37)

Yleinen muoto hexahedrielementin Lagrangen interpolaatiolle on

Ni(&,m, Q) = L (€)1 () (), (12.38)

missd interpolaation aste paikallisissa &, 7, ¢ suunnissa on pe, py,, p¢ ja missd 0 < r <
p{uog Sgpn70§t§pC
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Kuva 12.5 Lineaarinen ja kvadraattinen tetraedrielementti.

12.2.5.2 Tetraedrielementti

[soparametrisen nelisolmuisen tetraedrielementin, kuva 12.5a, interpolaatiofunktiot
voidaan kirjoittaa peruselementin koordinaattien avulla seuraavasti

Nl:l_g_n_g7 N3:777

Kvadraattisessa tetraedrielementissé on kymmenen solmua joten se sisdltda taydel-
lisen kvdaraattisen polynomin

1, &m, ¢ & &n ', ne, ¢ EC.

Interpolaatiofunktiot voidaan konstruoida samalla tavalla kuin kolmioelementillekin
ja ne ovat kuvan 12.5b solmunumeroinnilla

Ny = —L(1-2Ly), Ng = 4¢n,

Ny = —¢£(1 —29), Ny =dnly,

N3 = —n(1 —2n), Ng = 44,

Ny = —((1 —2¢), Ng = 4n(,

Ny = 4€L, Nyo = 4CLy, (12.40)

missd L1 =1—-&—n—C.

12.2.6 Hierarkinen interpolaatio

Kasitelldan seuraavassa vain heksahedrielementin hierarkisia Cy-interpolaatiofunktioita.
Hierarkisen kannan maérittely voidaan tehdd myos muille kuvassa 12.2 esiintyville
elementtigeometrioille. Yleistamalld tasotapauksen hierarkisen jarjestelmén, kolmi-
dimensioiset hierarkiset interpolaatiofunktiot voidaan jakaa neljaén ryhméan.
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1. Solmufunktiot ovat tavanomaiset trilineaariset interpolaatiopolynomit
Ny = (L&A +mn) (1 + Q). (12.41)

2. Sdrmdfunktiot maaritellaan erikseen kullakin kahdellatoista sarmalla Fy, k =
1,...,12. Esimerkiksi sdarmalld F; (katso kuvaa 12.6), jolla n = ( = —1, sér-
mainterpolaatiofunktiot ovat

Nty =31 =m) (1 = Qi) (12.42)
missa 1; funktiot on méaaritelty luvussa 3.2.2.

3. Tahkofunktiot méaaritelladn kullakin kuudella sivutahkolla Fj. Esimerkiksi si-
vutahkolla Fj, jolla ( = —1, interpolaatiofunktiot ovat

Nity = 51— Qi€ (). (12.43)

4. Sisdiset muodot ovat puhtaasti elementin paikallisia interpolaatiofunktioita,
joilla ei ole kytkentdd ympéroivien elementtien vapausasteiden kanssa.

N = il (mn(C). (12.44)

Alaindeksit 7, 7, k interpolaatiofunktioiden kaavoissa merkitsevét polynomin astetta
paikallisessa suunnassa &, 7, (.

Hierarkisessa jarjestelméssa voidaan myos maaritelld Lagrangen tyyppinen ten-
soritulointerpolaatio tai Serendip tyyppinen redusoitu interpolaatio. Sarmainterpo-
laatiot ovat kummassakin jirjestelméssd samat. Sivutahkoihin liittyvét interpolaa-
tiot voidaan mééritelld esimerkisi tahkolle F kaavan (12.43) mukaisesti missa i ja j

ovat
Serendip Lagrange
’i:2,...,p§—2 ’i:2,...,p§,
J=2,...,pp—2 i=2,...,p, (12.45)

i+j=4,...,max(pe,py).

Siséisille muodoille (12.44) vastaavasti

Serendip Lagrange

1=2,...,pc—4 1=2,...,D¢
J=2,...,pp,—4 1 =2,...,Dn, (12.46)
kE=2,...,pc—4 t=2,...,pc,

i+j+k=6,..., max(pe, py, pc)

Edella on oletettu ansisotrooppinen interpolaatio, missd paikallisisten suuntien in-
terpolaation aste voi vaihdella.
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Qgt - [(_17 1) x (-1, 1) X (_17 1)]

Kuva 12.6 Heksahedrielementti; solmujen, sérmien ja tahkojen numerointi.

Harjoitustehtavia

1. Mitkéd &, m, ¢ polynomien termit siséltad supistettu trikvadraattinen (Serendip) in-

terpolaatio.

2. Miké on pienin luku tetraedrielementteja, joista voidaan muodostaa heksaedriele-
mentti?

3. Konstruoi kuubisen tetraedrielementin interpolaatiofunktiot.
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Luku 13

Kuorielementteja

13.1 Tasokuorielementti

Edella on kisitelty erikseen levyjen ja laattojen analysointia elementtimenetelmal-
4. Tason suunnassa kuormitettuun levyyn tulee kalvojannityksia ja tasoa vastaan
kohtisuorassa suunnassa kuormitettuun levyyn (laattaan) syntyy taivutusjannityk-
sid. Kaarevaan kuorirakenteeseen (tai taitekuoreen) syntyy seké kalvo- ettéd taivu-
tusjannityksid. Kuorirakenne voi olla kaareva yhteen suuntaan, kuten sylinterikuo-
ri, tai kahteen suuntaan (kaksoiskaareva), kuten esim. pallokuori. Sylinteripinnan
voi taivuttaa takaisin tasoksi, mutta kaksoiskaarevaa pallopintaa ei voi, kuten kar-
tan tekijat hyvin tietavit. Pallokuoren padkaarevuudet ovat samanmerkkiset, mutta
esim. hyperbelikuoren paikaarevuudet ovat erimerkkiset. Kuorten rakenneteoriassa
on kehitetty oma teoria laakeille kuorille. Hyvin laakealle kuorelle voidaan kayttéa
suoraan laattateoriaa, jossa laakean kuoren kaarevuus otetaan huomioon kinemaat-
tisissa yhtéloissd alkukaarevuutena. Korkean kuoren (engl. deep shell) tapauksessa
on kiytettava kuorelle johdettuja kinemaattisia yhtéloita.

Jakamalla kuoren pinta tasomaisiin osiin, esim. kolmioihin tai nelikulmioihin, voi-
daan jakoa tihentdmalla kuvata kaarevaa pintaa tarkemmin ja tarkemmin. Yksinker-
tainen kuorielementti saadaankin aikaiseksi yhdistamalld aiemmin esitellyt levy- ja
laattaelementit tasokuorielementin omassa koordinaatistossa ja muuntamalla sitten
néin syntynyt kuorielementti yhteiseen rakennekoordinaatistoon muunnosmatriiseil-
la, samaan tapaan kuin edelld tehtiin kehdsauvaelementille kaarien analysoinnissa.

Jaetaan tasokuori esim. kolmi- ja/tai nelisolmuisiin elementteihin. Kuoren kes-
kipinnan mielivaltaisen pisteen P paikkavektori on

r=uxt+yj+ 2k, (13.1)

missi ¢ = 4,4, j = J, ja k = k, ovat globaalisen (rakennekohtaisen) koordinaatiston
yksikkokantavektorit (indeksi g voidaan usein jattaa pois). Maaritellddn paikallinen
kantavektori 2; seké kolmi- ettéd nelisolmuiselle elementille kaavalla

ro—1T

=27 13.2
P~ (13.2)
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z " 4
kX 5
1
z
2] 3 2
Y1
ik g,
1
Xy

Kuva 13.1 Tasokuori, neli- ja kolmisolmuiset elementit

missa

| ro =71 ||= \/(7“2 —r1)-(r2—m1)

(13.3)

ja r1, 9 ovat elementin solmujen 1 ja 2 paikkavektorit. Merkitsemélla kolmisolmui-

sen elementin tapauksessa

Tiz="7T3—T
maéadritelladn paikallinen, tasoa vastaan kohtisuora yksikkovektori

’ilXT
k= ———
| % x 73 |

ja lopuksi méaritetdan paikallisen akselin g; suuntainen yksikkévektori
g1 =k, X 4.
Paikallisessa koordinaatistossa (x;, y;, z;) tasokuoren siirtymét ovat
wi(e, i, 20)= (@, yi) + 200y, (1, y1),
vi(x, yi, z1)= ve(r, yi) — 2100, (21, 1),

wi(@y, yi, 21)= we(z, i),
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4

u3

V13

21 n 3 w3
Wi, 23

w
le l,y3
1
Hml

)

Kuva 13.2 Nelisolmuinen tasokuorielementti, pisteet 1, 2, 3 ja 4 samassa ta-
sossa.

missé u. ja v, ovat kuoren keskipinnan siirtymét paikallisessa koordinaatistossa, 6,
ja 0, ovat kiertymét paikallisten z;- ja y;-akseleiden ympari. Ottamalla huomioon,
ettd Kirchhoffin laattateoriassa poikittaiset leikkausmuodonmuutokset haviavat, eli

Yoz = Yz = 0, (13.8)
saadaan kiertymét paikallisten akseleiden ympari eliminoitua kaavoilla
93/ = —Wi g, 9;” = Wiy, (139)

1

ja siirtymien kaavat muotoon

U= Ue — Z1W) g,

(13.10)
V= Ve — Z1Wyy, -
Muodonmuutokset ovat paikallisessa koordinaatistossa
Ex;= Uz, — A1Wi,zy2;5
€y =V, — AWy, (13.11)

Vayyr= Uy, + Vi — QlelﬂClyl'

Tasokuorielementin solmun ¢ vapausasteet ovat

ujy) :{ i } (13.12)
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missa
wy

u; = { le }, wy; = Wi, (13-13>
i wiy, ),

ovat levy- laattavapausasteet solmussa i. Jokaisessa solmussa on siten viisi vapausas-

tetta. Jarjestetddn vapausasteet ensin (nelisolmuisen elementin tapauksessa) jarjes-

tykseen

e) _ (e) (e (e) (e (e) (e) (e) (e) (e) (e)
“()—[Un U™ o Uy Uy Wyt Wygy, Wiyttt Wy Wyg o Wiy

(13.14)
Tasonsuuntaisilla kalvomuodonmuutoksilla ei ole kytkentaé laatan kdyristymiin,
ja elementin jaykkyysmatriisi voidaan kirjoittaa lohkomuodossa, kuten kehéasauvae-

K9 o0
Ko — | fm ol (13.15)
[ 0 Ké)]

lementin tapauksessa,

missd indeksit m ja b viittaavat kalvo- ja taivutustilan suureisiin, (kuten aiemmin
kehésauvaelementille), ja e on kyseisen elementin numero.
Otetaan uudelleen kayttoon kiertymévapausasteet 0, ja 0,,

S T3 N
whyl 1 0 Hyl

ja solmun kuudenneksi vapausasteeksi otetaan kiertyma akselin z; ympari, 0,,. Huo-
mataan, ettd solmuihin ¢ ja j liittyva tasokuorielementin lohko on edullista jarjestda

muotoon ©
o (K,)y 0 0
K = 0 (K9 0], (13.17)
0 0 0

missé lohkoon (K l(,e))ij muunnos (13.16) on ajateltu tehdyksi.

Jos paikallisen koordinaatiston kantavektorit ovat ¢;, 7;, k; ja globaalisen koordi-
naatiston kantavektorit puolestaan ovat 4,4, j, k4, niin paikallisten kantavektoreiden
komponentit globaalisten kantavektoreiden suunnille (suuntakosinit) ovat

(TRE P [y Ji- g Iy k-1, l3

’il'jg = my ) jz'jg = ma ¢, kl'jg =93 "

7:1 . kg nq jl . kg o kl : kg ns
(13.18)

Siirtyméavektori u paikallisessa ja globaalisessa koordinaatistossa esitettyné on
u :ulil+vljl+wlkl (1319)
ja

U = Ugly + VgJ , + woky. (13.20)
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Esimerkiksi komponentti u; on

w= (ugly +v4ty +wyky) - 4 =
= ug(41 - 1g) + V(% ‘jg) +wy(; - ky) (13.21)

= Ugly + vgmy + wyn;.

Samalla tavalla johdetaan muut tarvittavat muunnoskaavat.
Paikallisen koordinaatiston ja globaalisen koordinaatiston vapausasteiden vélilla
ovat yhteydet

U, i m m Ug
v = |1l mo ny Vg (13.22)
w; I3 ms ns Wy
ja
9@ i mi m ng
0y, =11l ma ny Oy, ¢ - (13.23)
ezl I3 m3 n3 ‘9zg
Merkitaan, etté
i m m
Q=11 my ny |. (13.24)
I3 m3 n3

Solmun ¢ vapausasteiden muunnosmatriisi on

_ | ) 0
T, = [ 0 o, ] . (13.25)

Yhden elementin osuus sisdisen virtuaalisen tyon yhtélossa on
(5ul(e))TKl(e)ul(e) — (5u(e))T T(e)TKl(e) T () — (5u(e))TK(e)’u,(e), (13.26)

ja elementin jaykkyysmatriisi lausuttuna globaalisen koordinaatiston suhteen on si-

ten
K© = Kée) _ T(e)TKl(e) () (13.27)

Elementin muunnosmatriisi koostuu solmujen muunnosmatriiseista. Esimerkiksi ne-
lisolmuisen elementin tapauksessa koko elementin muunnosmatriisi on

T 0 0 0
o T, 0 0

T = 13.28
0 0 T, O ( )
0o 0 0 T,
Solmuvapausasteita
e T
ul(z) = [ up v W eml eyl ezl ]Z (1329)
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vastaava paikallisen koordinaatiston solmun 7 kuormavektori on

(e - 9T
e T T O A T TV (13.30)
Paikallisen koordinaatiston suhteen lausuttu ulkoisen virtuaalisen tyon termi on
(@u)TF = (0ul)T T = (6ul))TFL) (13.31)
joten
F =50 =T F (13.32)

ja elementin koko kuormavektorin muunnos on
FO=TOTpe. (13.33)

Jos usempi tasokuorielementti on samassa tasossa, niin rakenteen jaykkyysmatriisis-
ta tulee singulaarinen. Tdma voidaan estéé lisaamallé vapausastetta 0., vastaavaan
kohtaan jaykkyysmatriisin diagonaalille pieni luku, joka on riittdvéan suuri estdméaan
singulaarisuuden, mutta ei vaikuta haitallisesti tuloksiin. Pienen luvun lisddminen
diagonaalille tarkoittaa ko. kiertymévapausasteen kiinnittamista jousella ympéaroi-
vadn maailmaan. Rationaalisempi tapa on kiyttdd kuorielementin osana levyele-
menttid, jossa on valmiina paikallisen akseliston normaalikiertymaé 6,,, (engl. drilling
degree of freedom).

13.2 Kaareva, isoparametrinen kuorielementti

13.2.1 Kuorielementin geometriset suureet

Tarkastellaan yleistd, mielivaltaisen muotoista ohutta kuorta kolmiulotteisessa ava-
ruudessa R3. Kuoren mielivaltaisen pisteen P paikkavektori suorakulmaisessa koor-
dinaatistossa (x,y, z) on

missd £, € [—1,1] ovat kdyrédviivaiset koordinaatit, joiden avulla parametrisoi-
daan kuoren keskipinta, (£,7) € M, kuoren paksuuden suunnassa koordinaatti
2 =(teH= [—%t, %t], t = t(&,n) on kuoren paksuus, x,, = (£, n,0) on kuoren
keskipinnalla olevan pisteen () paikkavektori, jonka paédtepiste on samalla (-viivalla
kuin késiteltavin, mielivaltaisen pisteen P paikkavektorin péatepiste, d on suunta-
vektori, jonka pituus on yksi eli || d ||= 1.

Suorakulmaisen peruskoordinaatiston yksikkOkantavektorit ovat %, 7 ja k, ja
paikkavektori & voidaan esittdd muodossa

x =xi+yj+ zk, (13.35)
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Kuva 13.3 Isoparametrinen kuorielementti.

Kuva 13.4  Siirtyméavektori.

madtriisimerkinnoin

=y |. (13.36)

Maaritelladn kuoren keskipinnan tangenttitasossa keskenaén ortogonaaliset vek-
torit e ja f, jotka ovat kohtisuorassa vektoria d vastaan. Vektorikolmikon [e, f, d]
konstruointia késitellddn myohemmin.

Kuoren mielivaltaisen pisteen P siirtyméavektori w voidaan kirjoittaa muodossa

u(&,n,¢) = un(§,n) + CR(E,n)d(E,n), (13.37)

missd u,, on kuoren keskipinnan vastaavan pisteen () siirtymé ja R on vektorin d
rotaatiota esittdva matriisi, kuva 13.4.
Pienten rotaatioiden tapauksessa lineaarisessa kuoriteoriassa kaava (13.37) voi-
daan kirjoittaa muotoon
u = u,, + ((—af + fe), (13.38)
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Kuva 13.5 Rotaatiot a ja § paikallisten akseleiden ympaéri.

missé « ja [ ovat kiertymét paikallisten kantavektoreiden e ja f ympéri, kuva 13.5,
ja otaksutaan, ettd rotaatio vektorin d ympéri on nolla.
Koordinaattiviivojen &, n ja  tangenttivektorit ovat

ox oz ox

e S = 13.39

gg 85 ) gn 87] ) g( ac ) ( )

Kéyraviivaisen koordinaatiston kantavektorit etdisyydelld ¢ kuoren keskipinnalta

ovat

e =T =Tpmge+(dg,
9, =Ty =Tpmy+ ¢d,, (13.40)

ge=z¢=d.
Kuoren keskipinnalla M, (¢ = 0), kantavektorit ovat

a’f(gv 77): gg(fa n, 0)7
(13.41)

a”?(&a 77): gn(£7 777 0)

Paikallinen suorakulmainen koordinaatisto pinnalla ( = vakio voidaan muodos-
taa vektoreiden g, g, ja g, avulla. Ohuen kuoren tapauksessa voidaan jannitysten
laskentaan kiyttdd kuoren keskipinnalla paikallista koordinaatistoa, joka voidaan
tehdé esim. seuraavalla tavalla. Muodostetaan ensin yksikkovektorit (integrointipis-

teessi)
ag _ Y

e, — .
Tollayl

Keskipintaa vastaan kohtisuora yksikkévektori d voidaan mééaritelld kaavalla

e = : (13.42)
T lae |l

d — 65)(6,7

= — 1 13.43
Tec x e ] (13.43)
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Maéaritelladn edelleen apuvektorit

e: + e, pxd
p=—-"—"— q=——, (13.44)
| ec+ ey || Ipxd|

ja niiden avulla muodostetaan paikallisen koordinaatiston referenssitason suuntaiset,
vektoria d vastaan kohtisuorat yksikkokantavektorit

_ ptg _p—gq
lp+aql’ lp—q]

Néin saadaan koordinaatisto, jonka kantavektorit keskipinnalla ( = 0 ovat ldhinn&

(13.45)

vektoreita e¢ ja e,

Elementin solmupisteessd ¢ ldhtotietona tunnetaan (tai voidaan laskea elemen-
tin ala- ja yldpinnan kahden solmupisteen avulla) vektori d;. Vektoria d; vastaan
kohtisuora vektori, (z, z)-tason suunnassa, on

) X dl
e =1 % (13.46)
I3 % di ||
tai jos d; on sattumalta vektorin 7 suuntainen, niin
dl' X 1
e, =—":, (13.47)
| di x|l

1 ja 3 ovat globaalisen koordinaatiston kaksi kantavektoria. Lopuksi kolmas kanta-
vekrori solmussa ¢ lasketaan kaavalla
fi=

dixei

_Gixei (13.48)
| di x e ||

13.2.2 Siirtymien interpolointi

[soparametrisen kaarevan kuorielementin geometria voidaan méaaritelld kaavalla

n

1
z(6,1.¢) = D INi(€ ) @ms + 5CtNi(€n)d] (13.49)
i=1
missd N;(€,7n) ovat muotofunktiot, vektorin x; = ®,,; komponentit (x;,y;, z;) ovat
solmujen ¢ = 1,...,n koordinaatit, ¢; on elementin paksuus solmun ¢ kohdalla.
Mitta ¢; ei kuitenkaan vélttamétta ole todellinen paksuus. Vektorin d komponentit
globaalisen kannan suhteen ovat

I3
d=< m3g ;. (13.50)
n3
Siirtymia u, v, w interpoloidaan samalla tavalla kuin geometriaa kaavalla

n

i=1
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misséd solmupisteen ¢ siirtymévektorin w; = wu,,; komponentit ovat (u;,v;, w;) ja
vektoreiden e ja f komponentit ovat

L Iy
e = ma s f = meo . (1352)
ny ng
13.2.3 Kuoren muodonmuutokset

Globaalisessa koordinaatistossa (z,y, z) lausutut muodonmuutokset ovat venymét

Ex =Ug, E3=1Vy, Ep=1W, (13.53)

) )

ja leikkausmuodonmuutokset
Yoy = Uy F Vg, Vye =V + Wy, Yoz =Us + Wy (13.54)

Derivaatat koordinaattien x, y ja z suhteen voidaan méaarittda derivoinnin ket-
jusddnnon avulla. Siirtymékomponentin u (€, 7, () derivaatat kiyraviivaisten koordi-
naattien &, n ja ¢ suhteen ovat

0 ) o
% 5% af) % || &
o | =9 o o | (13.55)
L ac ]l Loc oa¢ o¢ | L oz
missa,
o6 0¢ 08
gr—| 9 oy 0= (13.56)
on 0On 0On
or Oy 0
o¢ o¢ oC |

ja J on kuvauksen (€,7,€) = (2(£,1, 0), (6,11, ), 2(£,17,¢)) Jacobin matriisi.
Matriisin J7? kidnteismatriisi on, kuten 3D-isoparametrisen elementin tapauk-

sessa,
1 yvnzvc - Zvnyvc _yvgzvc - ngyvc yvgzvn - vayﬂ?
=T
= det J _"L‘ﬂ?zyc - Zvnxvc ZE7§Z7C - Z?§x7< _yvgzvn - Z7§y777 ) (13'57>
Ta¥e = YnTe LY —Yelc Telm =Ygl
missé

det J = det J* = we(ynzc —20Y.c) —Ye(@ 02— 2nT.0) T 26(T 0y —Ynrc) (13.58)
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on Jakobin matriisin determinantti ja globaalisten, karteesisten koordinaattien de-
rivaatat luonnollisten koordinaattien suhteen ovat

n

Te= §N¢,g[$z + 2tiCls),  xy= > Niglas + 26(l5],  ze = ;Ni,c[ﬂfz + 3t:ls),

M1

Ye = ; Nielyi + 3tiCms),  yn =2 Niglys + stilms],  ye = ; Niclyi + 5t:¢ms{13.59)

=1
ze = > Nielzi + 5tiCns], 2z =2 Niglzi + 3tiCns],  zc =Y Niclzi + 3tiCns).
=1 =1 =1
Merkitaan
H=JT, (13.60)
jolloin
o€ 9n 9¢
Hyy Hys His g% % gg
Hy Hyp Hey | =| & = |- (13.61)
dy 0y 0Oy
Hs Hz Hss 0 On OC
0z 0z Oz

Matriisin H komponenttien avulla lausutaan muotofunktioiden derivaatat

Nip = HuNjg + HioNyy),
Niy = Ho1Nj¢ + Hy Ny, (13.62)
N;. = H31N;¢ + H3aN;

ja derivaatat

Qw — ng, Qy — H23, C,Z = H33. (1363)

Globaalisessa koordinaatistossa (z,y, z) lausutut virtuaaliset muodonmuutokset
ovat

0y =0y, Ocy =0V, O, =0w,, (13.64)

OVay = Oy + 00V, 0V = 0V, + 0wy, 0V, = 0u, + 0W,. (13.65)

Elementin kinemaattiset yhtalot ovat

be = Bou'®
i=1
missd solmuun ¢ liittyvd B-matriisin lohko on
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[ Nio 0 0 — 3t N; Hysl, +t;N;Hy3ly
0 Ny O —%tz‘Nz’mez %tiNiHZSml
B. — 0 0 N — 5t N; Hssno 5t N; Hszn,
PN y Nia 0 —3t;N;j(Hysly + Hismy)  5t;N;i(Hasly + Hizma)
0 DN, Ny _%tiNi(Hi%?,mQ + Hasno) %tiNi(H?)?)ml + Hoysny)
| Ni. 0 Niuz —3t;Ni(Hsslo + Hizna) 5t Ni(Hssly + Hizng)
(13.68)
ja
[0 0 0 —2t;N; 4l Lt Nizly |
0 0O —%tiNi,me %tiNLyml
0 00 —14:N; 0o Lt.N; .ny
B, = o lidViz o bidViz 13.69
2 0 0 0 —%ti(Ni7yl2 + Nme) %ti(Ni,yll + Ni,xml) ( )
0 0 0 —%tZ(NZ7zm2 + Nm/l’bg) % Z‘(Ni7zm1 + Ni7yn1)
| 0 0O _%ti(Ni,zb —+ Ni,xn2> %tz(Ni,le + Ni,xnl) ]
Elementin jaykkyysmatriisi on
111
K© = / / / BT DB det J dédndC. (13.70)

-1 -1-1

Integraali koordinaatin ( suhteen voidaan nyt laskea eksplisiittisesti ohuen kuoren
tapauksessa sijoittamalla
ja
det J =tz ¢ x x| dédn. (13.72)
Elementin jaykkyysmatriisin kaavassa D on materiaalin jaykkyysmatriisi glo-
baalisessa koordinaatistossa. Jannitysten ja muodonmuutosten vélinen yhteys maa-

ritetéaéin kuitenkin integrointipisteen paikallisessa koordinaatistossa (7, y;, z;). Kim-
moisen aineen tapauksessa materiaalin jaykkyysmatriisi on paikallisessa koordinaa-

tistossa
1 v 0 0 0 0 T
v 1 0 0 0 0
000 0 0 0
FE 1—v
D = 13.73
! T 0 0 0 5 0 0 , ( )
1—v
0 0 O 0 k 0
1 —
000 0 0k 2”

jossa on otettu huomioon, ettd kuoren jannitys ja muodonmuutos akselin z; suun-
nassa ovat nollia ja k on leikkauskorjauskerroin, jonka arvoksi homogeeniselle poik-
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kileikkaukselle voidaan ottaa k = g. Paikallisen koordinaatiston ja globaalisen koor-
dinaatiston véliset muodonmuutosten ja jannitysten muunnoskaavat ovat

e=T.e ja o,=T,o0=T."0, (13.74)

missa muunnosmadtriisi

l% m% n% l1m1 mimnq ll’l’Ll
l% m% n% l2m2 monNo l2n2
2 2 2
T — l3 ms ns l3m3 msns l3n3 (13 75)
e = .

2Ly 2mimy 2nang Lime +mals mung + mang nqls + noly
20503 2moms 2ngnz  lomg 4+ mals mong + mangy  nalsz + ngly

| 2l3l1 2m3m1 2TL3’I’L1 l3m1 + m3l1 msni -+ minsg n3l1 + n1l3 ]

ja l;, m; ja n; ovat vektoreiden %, j ja k suuntakosinit, (sisdtulot) paikallisten kan-
tavektoreiden e, f ja d suhteen (integrointipisteessi).
Koska o] e; = o€ on invariantti, saadaan yhteys

e'De =¢/Dig; =" T' D, T.e¢, (13.76)

joten

D=T'DT. (13.77)

on materiaalin jaykkyysmatriisi globaalisen koordinaatiston suhteen sijoitettavaksi
elementin jaykkyysmatriisiin.

Samalla tavalla kuin tasokuorielementin tapauksessa edelld voidaan isoparamet-
risen kuorielementin vapausasteeksi ottaa kiertymé, 7, solmupisteen ¢ paikallisen
kantavektorin d; ympéri. Paikallisen ja globaalisen koordinatiston kiertymien véli-
set yhteydet ovat

(6% ll mi N 9:1:
B =11l ma ny 0y ¢, (13.78)
7 ls ms ng 0.

misséd muunnosmatriisi (solmun ) kiertymille on

Q=1[e f, di }T. (13.79)

Solmun 7 vapausasteiden muunnosmatriisi on

T, — [ g gi } . (13.80)

Paikallisessa koordinaatistossa on jalleen lisattava lavennetun jaykkyysmatriisin dia-
gonaalille pieni luku vapausasteen v kohdalle estaméén jaykkyysmatriisin singulaa-
risuus.
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Luku 14

Derivaattasuureiden laskennasta

Elementtimenetelméssé, jossa priméaarisuuretta interpoloidaan paloittain jatkuvilla
funktioilla, on tasta laskettu derivaatta epajatkuva. Esimerkiksi virtuaalisen tyon pe-
riaatteesta johdettujen elementtimenetelméformulaatioiden jannitysten lausekkeet
ovat epajatkuvia siirryttdessd elementtien rajapintojen yli. Jénnitysten arvot ovat
my0s epiatarkempia kuin siirtymaésuureet, silla ne saadaan materiaalilain avulla muo-
donmuutoksista, jotka on saatu derivoimalla siirtymia.

Tarkimmillaan derivaattasuureiden arvot ovat usein integroimispisteissé, ja ha-
luttaessa laskea niiden arvoja solmupisteissd voidaan menetelld seuraavin tavoin:

1. Lasketaan primééarisuureen interpolaatiosta derivaattasuureiden arvot solmuis-
sa ja niistd tarvittavat suureet kuten jannitykset, jotka keskiarvoistetaan sol-

muun liittyvien elementtien pinta-alojen suhteessa.

2. Ekstrapoloidaan jannitysten arvot integrointipisteistd kidyttden hyvéksi sopi-
vaa interpolaatiofunktiota ja suoritetaan keskiarvoistus.

3. Otaksutaan jannityskomponenteille jatkuva interpolaatio kiyttden samoja in-
terpolaatiofunktioita kuin siirtymille ja méaritetdan jannitysten solmupistear-

vot pienimmén nelién keinolla.

Ensimmaéisen kohdan strategia ei kaivanne lisaselvityksia.
Esitetdan seuraavaksi siirtymamenetelmaén perustuvan elementtimenetelmén jan-
nityssuureiden laskentamahdollisuuksia, erityisesti jalkikasittelya silmalldpitéen.

14.1 Ekstrapolaatio

Oletetaan, ettd jannityssuure () on maéaritetty bilineaarisen elementin Gaussin-
Legendren 2 x 2 integrointipisteissa, I, II, III ja IV. Merkitadn haluttuja solmu-
pistearvoja ()1, ..., Q4. Gaussin-Legendren 2x2-menetelmén pisteiden koordinaatit

ovat

(14.1)

-
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276 LUKU 14. Derivaattasuureiden laskennasta

Gaussin piste Bilineaarinen ekstrapolaatio

Kuva 14.1 Ekstrapolaatio solmuihin.

jotka on esitetty kuvassa 14.1. Otaksumalla nyt jannitykselle bilineaarinen interpo-
laatio elementin alueella, saadaan solmupistearvot yhtalostéa

@1 (1+1v3) —1 (1-1v3) -3 Qr
@ | _ -3 (1+3V3) -3 (1-3V3) Qrr
Qs [ (1- %\/3) _% (1+ %\/3) —% Qrrr
o) _% (1_%\/3) —% (1+%\/§) Qrv

(14.2)

14.2 Pienimman nelion keino

Olkoon elementtimenetelmin antama ratkaisu siirtyméasuureille u, ja niista lasketut
jannitykset oj. Parannetulle jatkuvalle jannitysjakaumalle kiytetddn merkintaé

o.= Ns, (14.3)

missd matriisi IN siséltda interpolaatiofunktiot ja s jannitysten solmupistearvot.
Uusi jannitysjakauma sovitetaan elementtimenetelmén antamaan “raakajannityk-
seen” pienimmén nelion keinolla

min/(ac — 04,)%dQ, (14.4)
S Ja
josta solmupistejannitysten suhteen derivoimalla saadaan ratkaisuyhtéloksi
/ N'(Ns — 0,)dQ = 0. (14.5)
Q
Tama yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa
Ms =15 (14.6)

missé kerroinmatriisi M ja vektori b kootaan elementtiosuuksista

M© = / NTNdQ, b = NTod. (14.7)
Qle) Qle)
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Pienimman nelion keino

Talla tavoin voidaan jannitysten tarkkuutta hieman parantaa, mutta jannitysten
suppenemisnopeuteen silli ei ole vaikutusta, (katso lukua 8), ainoastaan virheker-
roin C' pienenee. Jénnitysten tasoitusta ei saa suorittaa rajapinnoilla joissa materi-
aaliominaisuudet hyppéyksenomaisesti muuttuvat. Talldin tasoitus on suoritettava

osa-alueittain.

Versio:

Esimerkki 14.1 Olkoon ratkaistavana ldmmédnjohtumisyhtilé
n__r — — £ — * _t
ke = f, u(0) = u(L) = 0, fl@) = 4fo7 (1 L) . (14.8)

Kayttden symmetriaa hyvikst ratkaise tehtdva elementtimenetelmalld kayttden
kahta lineaarisesti interpoloitua elementtid ratkaisualueen puolikkaalle. Laske
saadusta ratkaisusta ldmpdévuo

qn = —kuj,. (14.9)

Jalkikdsittele tata lampovuon lauseketta otaksumalla parannetulle limpovuon
lausekkeelle Cy-jatkuva lauseke, eli otaksumalla, ettd lampdvuo on esitettdvissd
kunkin elementin alueella samoilla interpolaatiofunktioilla kuin itse lampdtila-
kin

¢ = N1(&)ger + Na(€)gea- (14.10)

Diskretoitaessa elementtimenetelmalld puolet alueesta reunaehdot ovat

w0)=0  ja q(L/2) = 0. (14.11)
Elementtimatriisi on
L dN; dN; 2k dN; dN;
K(¢>:k/ aNi AN / g 14.12
i dr dr T @ ) dE de (14.12)
Kaytettdessa lineaarisia elementtejé, yhtaloryhmaéksi saadaan
K(2) K2 us [ 7(2) : '
21 22 2
Lasketaan kuormitustermit
7 = 1h(e/ FEON:(&)de, (14.14)
jotka ovat:
1 (e) (e)
1) _ lh(e)/4 T1_-%\Y1 d L te h
2 2 . foL( L>2( O\ =TTt
1
=l [ (+9X7 - = hlL, (14.15)
1
P = il [ B+96-90-0d = FhL. (14.16)
72(2) = 192f0L (14.17)
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Yhtéloryhmaksi saadaan siten

4k | 2 -1 up | 1 | 34
f[—1 1]{%}_172{23}’ (14.18)
uy || 57 | foL?
{ us3 }_{ 80 }768k' (14.19)

Kaytettaessa lineaarisia elementteja ldimpovuo on vakio elementin alueella, ja

jonka ratkaisu on

sille saadaan lauseke

(e) _ uge) _ ﬁ

(€ — _p) — 22 (e) _ . (e)
q‘“ = —ku' = —k - 7 (w3’ —ug ). (14.20)
Saadaan arvot
¢V = -3 fL, ¥ =-ZfL. (14.21)
Lampdovuon jalkikésittelyd varten muodostetaan matriisi M, joka koostuu ele-
menttimatriiseista
T2 1
MY = / N;N;jdz = 30 / N;N;de. (14.22)
1 —1
Lineaarisen elementin tapauksessa se on muotoa
e | 2 1
M© = : 14.23
1 w12

Nyt voidaan ldmpovuolle antaa reunaehto alueen keskelld, joten ratkaistavaksi
jaa kaksi suuretta eli lampovuon arvot solmuissa 1 ja 2. Oikean puolen vakio-
vektorin b, joka koostuu elementtiosuuksista

1
b = 14 / Ni(€)q@ e, (14.24)
—1
termit ovat
by = b, (14.25)
by = b+, (14.26)
missa,
(1) L [ 57 1 57 2
o) = 2 1(—@f0L)§(1—§)d§:—m oL?, (14.27)
B = D), (14.28)

Ratkaistava yhtaloryhmé on

L|21 L?
— der | ] 5T LAl (14.30)
1211 4 Geo 80 [ 1536
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0
.//
[
./'7y
-0.1 e -
+.........::,,-././. ......... 4
L st 7 i
foL ./E//
_03 %:. . .. Traw '/,/)4/// ...... + _
0.4 | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Kuva 14.2 Lampovuo: ehyt viiva analyyttinen ratkaisu ja katkovii-
vat elementtimenetelméatulokset.

ja sen ratkaisuksi saadaan

L
Ger | _ ] 18 Lok (14.31)
G2 103 [ 796

Kuvaan 14.2 on piirretty lampdvuon analyyttinen lauseke seké suoraan elementti-
interpolaatiosta laskettu etté jalkikasitelty jatkuva lampovuon arvo.

Analyyttinen ratkaisu lampotilalle on

u(z) = fgé’z% [(%)3 —9 (%)2 + 1} , (14.32)

josta saadaan lampovuo kaavalla ¢ = —ku/'.

14.2.1 Harjoitustehtavia
1. Johda yhtils (14.2).

2. Mieti miten suoritetaan bikvadraattisen tai supistetun bikvadraattiseen (Serendip)
elementin ekstrapolaatio solmuihin.

3. Ratkaise esimerkin 14.1 jélkikésitelty lampovuon jakauma otaksumatta ehtoa ¢(L/2) =
0. Maarita lampovuon nelivirhe kummassakin tapauksessa. Kumpi menettely antaa
ko. normin mielessd paremman tuloksen?
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Luku 15

Sekaelementtimenetelmat

15.1 Johdanto

Sekaelementtimenetelmét muodostavat laajan ryhmén erilaisia epétavallisia element-
timeneteméaformulaatioita. Niiden kaytolla on joukko syité, jotka voidaan karkeasti
jakaa kolmeen ryhmaéaéan. Ehké kaikkein tdarkein syy on se, ettd sekaelementtimene-
telméat mahdollistavat rajoiteyhtéloiden luontevan késittelyn. Esimerkiksi kokoon-
puristumattoman aineen, kiintedn tai nesteen, mallinnus ei onnistu tavanomaisella
siirtymé- /nopeusformulaatiolla.

Toinen syy on tiettyjen standardiformulaatiossa primééarisuureista derivoimalla
laskettujen suureiden fysikaalisessa merkittavyydessa. Elastisuusprobleemissa janni-
tykset ovat usein tarkedmpid suureita kuin siirtymét, jotka tavanomaisessa siirty-
mémenetelméssd ovat kuitenkin astetta tarkempia kuin jannitykset. Lammodnjohtu-
mistehtavissa usein lampovuo on tarkeampi suure kuin itse lampdétila. Téaten mene-
telmé, jossa ndmé jannityssuureet olisivat “suoraan” saatavilla saattaisi olla mielek-
kaampi.

Kolmas syy liittyy vaikeuteen muodostaa interpolaatiofunktioita joilta vaaditaan
derivaattojen jatkuvuutta. Esimerkiksi Kirchhoffin laattamallissa C'-jatkuvien funk-
tioiden konstruointi kolmio tai yleiselle nelikulmioelementille on hankalaa ja johtaa
epatoivottuihin vapausasteisiin. Sekaelementtimenetelméssa jatkuvuusvaatimuksia
voidaan lieventdd muuntamalla korkea-asteisia derivaattoja siséltavit yhtalot mata-
lampiasteiseksi systeemiksi.

15.2 Yksinkertainen esimerkkiongelma

15.2.1 Symmetrisen heikon muodon johto

Tarkastellaan seuraavassa aksiaalisesti kuormitetun sauvan ongelmaa (analogises-
ti limmonjohtumisongelmaa). Sauvan tasapainoyhtélo on aksiaalisen siirtymén u
avulla lausuttuna toisen kertaluvun skalaarinen differentiaaliyht&lo:

— (BAYY = T. (15.1)
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Otaksutaan reunaehtotapaus

u(0) = 0,
N(L) = EAJ(L)=N

L

(15.2)

Sekaelementtimenetelméformulaatiota varten muodostetaan toisen kertaluvun yh-
talostd normaalivoiman N ja siirtymén u systeemi

N
— ' =0

EA
-N'" = f. (15.3)

Kerrotaan ylempi yhtéaloistéa testifunktioilla N ja alempi 4, ja integroidaan alueen
I ={z|z € (0,L)} yli, saadaan systeemin heikko muoto

—dx—/ Nu'dr = 0

L
—/ uN'dx = / af do. (15.4)
0 0

Osittaisintegroidaan alemman yhtdlon ensimmaéinen termi ja kerrotaan ylempi yh-

0

taloista —1:114, saadaan elementtimenetelmén kannalta sovelias heikko muoto

L
/ —dx+/ Nu'de = 0
0

L L
/a’Ndx _ /afderﬂ(L)NL. (15.5)
0 0

Sekaelementtimenetelmé saadaan kun alue I jaetaan osa-alueisiin (¢ ja valitaan
osa-alueittain interpolaatiot

p
N = ZNN’iPi(E) = Nyp',
q
O = 3~ w59

Vastaavasti testifunktioille valitaan Galerkinin keinon mukaisesti samat interpolaa-
tiofunktiot

N© — ZNNZ _ Nyp©,
a® = ZNm*e = N,a". (15.7)
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Sijoittamalla ndmé heikkoon muotoon (15.5) ja kokoamalla kaikkien elementtien
osuudet saadaan yhtalosysteemi
T

(b (2 ST o

ja merkitadn tata lyhyesti

S D

#7(Az — b) = 0. (15.9)
Matriisit M ja C koostuvat elementtiosuuksista

NLNy

M© — NN
0 EA

dz, C = / (N')I'N y dz, (15.10)
1
ja ulkoisten kuormien voimavektori saadaan vastaavasti elementtiosuuksista

F9= [ NTfda, (15.11)

I(e)

lisdttynéd sauvan péassa vaikuttavan voiman osuudella Ny.

Esimerkki 15.1 Ratkaistaan edelld kuvattu ongelma kdyttien kahta sekaele-
menttid, jossa stirtymdlle u ja normaalivoimalle N kaytetidn lineaarista Cp-
interpolaatiota. Otaksutaan EA wvakioksi ja ettd kuormitus f on lineaarisesti
jakautunut palkin pituudelle f = fo(1 —z/L).

Interpolaatiofunktiot elementin paikallisessa &-koordinaatistossa ovat taten N, =
Ny = { %(1 —£) %(1 +€) ] , jolloin matrisiisit M(©) ja C(©) ovat

2 1 1| -1 -1
() — = . 15.12
12]’ ¢ 2[ 1 1] (15.12)

Kiytetadn tasajakoista elementtiverkkoa, tallsin A1) = R = L /2. Element-
tien ulkoisiksi voimavektoreiksi saadaan

f(l):%foL{i}’ f(Q):ifOL{i}—i_{]gL}. (15.13)

Otetaan kdyttéon dimensiottomat vapausasteet P, = EAq;, ja u; = Ld; seké

he)

(e) —
M 6EA

pistekuormalle sauvan pidssi esitys N; = BfoL. Jirjestamalld vapausasteet
T

seuraavasti € = { P P, P3 uy wus ] , saadaan globaaliksi yhtalosystee-

miksi
r 1 1 1 7
g 0] e :
0 —% -t -1 1 = 0 JoL 15.14
00— -5 =2 2 ag o= 1 i (1514)
L 0 5 5 0 0_ 53 ﬂ‘i‘ﬁ
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Yhtélosysteemin ratkaisu on

(631 5+ 6
a2 §+8
az p=4¢ —5+8 ¢. (15.15)
02 %4- 58
03 %—Fﬁ

15.2.2 Muutamia huomautuksia

Tarkkaavainen lukija on jo saattanut huomata, ettd heikko muoto (15.5) ei vaa-
di normaalivoiman Cy-jatkuvuutta. Mikali normaalivoimalle valitain elementeittéin
paloittain jatkuva interpolaatio, on globaali M matriisi on lohkodiagonaalinen, eli

MY
M®

S
i

(15.16)
ME)

Tassé tapauksessa normaalivoimaan liittyvit vapausasteet voidaan kondensoida pois
jo elementtitasolla systeemin (15.8) ylemmén yhtélon avulla (yhteensopivuusehto),

jolloin saadaan
p® = (M) HCNTu®, e=1,... F. (15.17)

Sijoittamalla ndmé& systeemin (15.8) alempaan yht&l66n, tasapainoehtoon, saadaan
elementin jaykkyysmatriisiksi

K©® = cOMO)(CNT. (15.18)

Esimerkki 15.2 Ratkaistaan esimerkkiongelma kdayttdien sekaelementtid, jos-
sa normaalivoimalle N kaytetdan lineaarista interpolaatiota, joka on epdjat-

kuva elementin pidtepisteissi Otaksutaan EA ja f vakioiksi.

Matriisi M) on nyt tietenkin sama kuin edellisessd esimerkissé. Sen kaan-

telsmatriisi on

2FA 2 -1
M@yl = 22 . 15.19
(MOt =22 ] ] (15.19)
Téaten jaykkyysmatriisiksi saadaan
() _ FA | -1 -1 2 -1 -1 1| FA 1 -1
20 1 1 -1 2 -1 1| ne| -1 1
(15.20)

Versio: kevit 2014



15.2. Yksinkertainen esimerkkiongelma 285

Tuloksena saatiin siten sama jaykkyysmatriisi kuin tavanomaisen lineaarises-
ti interpoloituun siirtymamenetelméaén perustuvassa elementtimenetelmaéssa.

Globaali yhtélosysteemi on siten

EA 4 -2 (%) . 1
L | -2 4]{%}—{%15}%& (15.21)

L
4,1 2
ug | ) mt3B | foL
{ug}_{ s }EA. (15.22)

Sekaelementtimenetelméssé jannitykset ratkaistaan elementtikohtaisesti kuten

jonka ratkaisu on

standardiformulaatiossakin, mutta kiyttéden yhtalod (15.17)
p©) = (M©)~1C)y(©) = §le)y(©)

EA

(e) —
5 h

-1 1

- ] . (15.23)

Havaitaan, ettd elementti tuottaa aina normaalivoimajakauman, joka on ele-
menteittdin vakio. Esimerkiksi elementille 1 saadaan

P _ pPM 2BA] -1 1 0 foL?
Py L | -1 1 w+38 | EA

1
- [ || G+ AL (15.24
ja yleisesti
. pW MONESNON B
p© :{ Pl(l) }:EAZ}LTl L (15.25)
2

Téssd tapauksessa ei jannitysten lineaarisella interpolaatiolla saatu mitaén

hyGtyéa tavanomaiseen elementtimenetelméén verrattuna.

Edellisen esimerkin tulos on kuitenkin luonnollinen. Jannitysten ja siirtymien in-
terpolaation tulee ola oikeassa suhteessa toisiinsa, jotta saataisiin hyvin kayttaytyva
elementti eiké laskentatyota tuhlattaisi turhaan. Tahén aiheeseen palataan myohem-
min.

Huomaa, etté globaali matriisi A on indefiniittinen, eli silla on seké positiivisia
ettéd negatiivisia ominaisarvoja. Talla seikalla on suuri merkitys lineaarisen systeemin
ratkaisussa. Tahan seikkaan palataan luvussa 17.

Yhtélosysteemi (15.8) saadaan my6s Lagrangen funktionaalin

L 1 N2 _
L(N,u) = ——— — N/ d 15.26
)= [y - N+ fu) d (15.20)
stationdarisyysehdosta, missa sekd normaalivoima N ettd aksiaalisiirtyma u ovat va-
rioitavina suureina. Funktionaalia (15.26) kutsutaan mekaniikassa my6s Hellingerin-

Reissnerin funktionaaliksi.
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15.3 Eulerin-Bernoullin palkkimallin sekaelementtimenetelma-
formulaatio

Eulerin-Bernoullin palkkimallin yhteensopiva siirtyméelementtimenetelmé vaatii tai-
puman interpolaatiofunktioilta C'-jatkuvuutta. Sekaelementtimenetelméssa téata jat-
kuvuusvaatimusta voidaan lieventda. Palkkimallin differentiaaliyhtalo

(EI")" = f (15.27)
voidaan kirjoittaa kahden yhtélon ryhméana

M = —EI"
-M" = f. (15.28)

Kerrotaan ylempi yhteensopivuusehto testifunktioilla M ja alempi tasapainoyhtalo
0:114 ja integroidaan alueen I = {z|z € (0, L)} yli, saadaan heikko muoto

LMM L .
—d Mv"dx =0
/0 o :c—l—/o v ax
L L
—/ @M"dazz/ of d. (15.29)
0 0

Suoritetaan osittaisintegrointi ja kerrotaan ylin yhtalo -1:114, jolloin saadaan sym-

metrinen heikko muoto
L
Mo

L %, L
MM .
—/ —daz+/ M dx =
. EI ; .

L L
/ @'M’da::/ Of dx —
0 0

missa () on leikkausvoima ) = M’. Ylemmén yhtalon sijoitustermi hiviaa jos kier-

L

20, (15.30)
0

tymé sauvan péissd on estetty tai taivutusmomentilla on sauvan paissa maaratty
arvo (my6s nolla). Alemman yhtélon sijoitustermi vastaavasti hévidd mikali taipu-
malla on sauvan paissd méaaratty arvo tai leikkausvoima héavida. Sekd taipumalle
ettd taivutusmomentille voidaan valita Cy-interpolaatio heikkoon muotoon (15.30)
perustuvassa elementtimenetelméssa.

15.4 Kokoonpuristumattoman aineen ongelma

Taysin kokoonpuristumatonta ainetta ei pystytd analysoimaan siirtymamenetelmal-
14 ja tavanomaiset elementit kiyttdytyvit huonosti kun Poissonin luku lahestyy ko-
koonpuristumattomuusrajaa v — 0, 5. Tarkastellaan seuraavassa kokoonpuristumat-
toman tai ldhes kokoonpuristumattoman aineen ongelmaa lineaarisen isotrooppisen
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elastisuuden esimerkkitapauksessa. Lineaarisesti kimmoisen ja isotrooppisen mate-

riaalin konstitutiivinen yhtaloé on

o = De, (15.31)
missd kimmomatriisi D on kolmidimensioisessa tapauksessa muotoa
[ X +2u A A 1
A A+ 2p A
A A A+ 2
D= e , (15.32)
i
i
L K
missda Lam’en vakiot A ja p ovat
vE E
A= =G=——:. 15.33
A+ —2v) " 2(1+v) (15.33)

Kun v — % niin A\ — o0, joten tavanomaista siirtymamenetelméaé ei voi soveltaa.
Kasitellddn seuraavassa muodonmuutosta ja jannitystd matriisisuureina, mika hel-
pottaa huomattavasti lausekkeiden johtoa. Kun siirrytdan takaisin elementtimene-
telmédn, otetaan jalleen vektorimuotoinen esitys kiayttoon. Jaetaan muodonmuutos-

matriisi € deviatoriseen osaan € ja tilavuudenmuutososaan el /3:

e=¢€ + %eI. (15.34)
Tilavuudenmuutos on muodonmuutosmatriisin jalki
e=tre=¢,+¢+e, (15.35)
ja deviatorinen osa saadaan ratkaistua jaon (15.34) perusteella
€ =€— geI. (15.36)

Muodonmuutosdeviaattori mittaa materiaalialkion muodon vaaristymista ja voly-
metrinen osa! kuvaa tilavuuden muutosta

V-V
=tre= : 15.37
e=1tre 7 ( )
Keskiméaéridinen jannitys o, maaritelladn
1 1
Om = gtra = g(Ux +o,+0,) = —p, (15.38)

Kéytetddin myds nimityksid hydrostaattinen-, pallo- tai dilataatio-osa.
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missd keskiméérdistd painetta on merkitty p:1la. Paine on yhteydessa tilavuuden-
muutokseen kokoonpuristuvuusmoduulin K vélitykselld seuraavasti

P
=—=. 15.39
e=-L (15.39)
Kokoonpuristuvuusmoduuli voidaan lausua muiden elastisten vakioiden avulla esim.
seuraavasti z
K=XA+3p=—"—. 15.40
HELRET ) (15.40)
Kokoonpuristumattomala materiaalilla K = oo, jolloin tilavuudenmuutosta ei ta-
pahdu.
Deviatorinen jannitys maaritelladn
1
o' =o0-— gtr(a)I =o +pl. (15.41)

Kirjoitetaan materiaalilaki (15.31) indeksimuodossa ja jaetaan se hydrostaattiseen
ja deviatoriseen osaan:

Uij = )\652‘]‘ + 2,uez~j
= (K — Sp)edij + 2ue;;
= Keéij + 2,&(62‘]‘ — %652‘]‘)

= —pdij + 0,
joten
ol’j = 2,ue;j ja p=—Ke. (15.43)

Elementtimenetelméssa on kitevad kirjoittaa jannitys ja muodonmuutos pysty-

vektoreina, jolloin

1
p= —%(am +oy+0.)= —gaTm, (15.44)

missi yleisessd kolmidimensioisessa tapauksessa ! = [ Or Oy Os Tay Tyz Tex }
ja m on
m'=[111000]. (15.45)

Taten volymetrinen muodonmuutos voidaan kirjoittaa
e=¢+e€,+e€ = mTe. (15.46)

Deviatorinen muodonmuutos € voidaan siten lausua muodossa

€ =€+ ime= (I - imm)e, (15.47)
ja deviatoriselle jannitykselle saadaan yht&lo
o' = Doe' = Do(I — tmm")e = D'e, (15.48)
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missa
- T4 2 2
3 3 "3
2 4 _2
3 3 3
_2 _2 4
Dy=u ja D'=p 33 3 (15.49)
Jannitysten tekemd virtuaalinen tyon on siten
/ Sela dQ = / Se' (o — mp) dQ = / 5e’ (D'e — mp) dQQ. (15.50)
Q Q Q

Sijoittamalla tdmé virtuaalisen tyon yhtdloon (5.34) ja ottamalla paineen ja ko-
koonpuristuvuuden vilinen konstitutiivinen yhteys mukaan heikossa muodossa saa-
daan sekaelementtimenetelmén mukainen formulaatio, jossa tuntemattomina suu-
reina ovat siirtyma w ja paine p:

/56T(D'€—mp) dQ:/dqudQ+/ SuTEdr
Q Q

i (mTe+ ) 2 =0
/Qp(m e—l—K .

Valitaan elementtimenetelmin mukaiset interpolaatiot siirtymille w ja paineelle p:

(15.51)

u=N,q ja p=N,p. (15.52)
Talloin saadaan seuraavanlainen globaali yhtélosysteemi
~ T T =
q K C q f
— =0 15.53
) (le s [t o
missd matriisit K, C ja M koostuvat elementtiosuuksista
K© = / BTD'BdQ,
Q)
Cc =— / N m”Bdq,
Qle)
M®© = — K'NTN,dQ,
0]
Ff9= [ NTfiaq+ / NTE, dr. (15.54)
Q) ré

Mikéli materiaali on kokoonpuristumatonta, on matriisi M = 0. Huomaa, etta
jaykkyysmatriisi K © on miltei samanlainen kuin standardi siirtymamenetelmaén
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perustuvassa elementtimenetelméssi. Ainoa ero on, ettd matriaalin jaykkyysmatrii-
sin D tilalla on materiaalijiykkyys D’

Kéyttokelpoisten (u, p)-interpolaatioparien 16ytaminen ei ole aivan yksinkertai-
nen asia. Diskreetin formulaation tulee toteuttaa ns. Babuska-Brezzi stabiiliuseh-
to (lyhyesti BB-ehto), jotta menetelmé olisi tdysin luotettava. Huomaa myos, ettéa
paineen interpolaatio voi olla epédjatkuva elementin rajapintojen yli. Yksinkertai-
sin mahdollinen interpolaatiokombinaatio olisi tietenkin valita siirtymille lineaari-
nen/trilineaarinen Cy-interpolaatio ja paineelle vakio. Tamé4 ei kuitenkaan toteuta
BB-ehtoa ja tuloksena voi olla hyvinkin villisti oskilloiva painejakauma.

15.5 Stabiloidut sekaelementtimenetelmaformulaatiot

Sekamenetelmiin johtavaa systeemia, esim. (15.5) tai (15.51) voidaan yleisesti kuvata
seuraavasti

Aut B'p =] (15.55)
! .

Bu =
missd A ja B ovat differentiaali tai algebrallisia operaattoreita ja B* on B:n ad-
jungantti. Systeemin (15.55) priméérisuuretta merkitddn w:lla ja p on Lagrangen
kertoja. Numeerisen ratkaisun pohjaksi kelpaava heikkoa muotoa merkittakoon

)

a(t,u) + b(a,p) = (4,
b(p, u) = (p,

Kuten kokoonpuristumattoman aineen tapauksessa jo mainittiin, on toimivan ele-

) (15.56)

QI
N—

menttimenetelméan konstruointi hankalaa, t.s. sopivien interpolaatioiden loytami-
nen wu:lle ja p:lle siten, ettéd ne toteuttaisivat Babuska-Brezzi stabiiliusehdon. Stabi-
loiduiksi formulaatioksi kutsutaan menetelmié, jotka kiertévit BB-stabiiliusehdon,
jolloin saadaan toimivia elementtimenetelmia kaikilla mielekkailld interpolaatiopa-
reilla. Kirjoitetaan systeemi (15.56) muodossa

a(,u) + b(w, p) + b(p,u) = (4, f) + (p, g). (15.57)

Systeemi (15.57) stabiloidaan lisd&maélla siithen elementtikohtaisesti méariteltyja pie-
nimmaéan nelion termeja

- 52h2r2(Bﬂ, Bu — g) = (,&’ .]E) + (pu g)v (1558>

missé 0, > 0,0, > 0 ja eksponentit 1, ry ovat positiivisia.
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Luku 16

Sahkomagnetiikan numeerisia me-

netelmia

Elementtimenetelmén juuret juontavat tarpeesta ratkaista kiintedn aineen me-
kaniikan ongelmia geometrialtaan monimutkaisissa aluiessa. Menetelmén no-
peaan levidmiseen kdytédnnon lujuuslaskennan apuvélineeksi edesauttoi sen
helppo muunneltavuus erityyppisiin lujuusopin ongelmiin sekd geometrinen
joustavuus. Virtausmekaniikkaan elementtimenetelmé on levinnyt hitaammin,
johon yhten& syyné lienee tavanomaiseen Galerkinin menetelmédn perustu-
van elementtiapproksimaation epéonnistuminen. Nykyisin ongelman syyt ja
ratkaisukeinot ovat selvilld ja elementtimenetelméd voidaan menestyksellisesti
soveltaa my0s erilaisissa virtausmekaniikan ongelmissa.

Sovellettaessa elementtimenetelméd sdhkdmagnetiikan yhtal6ihin tapahtui sa-
mankaltainen ilmio. Maxwellin yhtalot eivat antautuneet helposti tavanomai-
sen elementtimenetelméaformulaation vieteltaviksi. Syyné ovat sdhkdmagnetii-
kan yhtéloiden erilaiset rajapintojen jatkuvuusominaisuudet. N&aitd rajapin-
toja, jotka vaativat ratkaistavilta suureilta tietyn tyyppisid jatkuvuusominai-
suuksia ovat elementtien véliset rajapinnat. Lidke tdhan vaivaan loydettiin, ja
elementimenetelma on nykyisin sihkdmagnetiikassa yksi kiytetyimpia numee-
risia menetelmia.

16.1 Johdanto

Sahkomagneettisten kenttien kayttaytymistd kuvaava kenttéteoria sai huipennuk-
sensa James Clerk Maxwellin (1831-1879) tutkimuksissa vuosilta 1854-1879, jotka
taydensivat sdhkomagnetiikan suurmiesten André Marie Ampéren (1775-1836) ja
Michael Faradayn (1791-1867) tulokset. Maxwellin yhtéaloiden (1.20)-(1.24) synty-
méavuotena voidaan pitdd vuotta 1864, jolloin hén julkaisi kirjoituksen A dynamical
theory of the electromagnetic field |60, sivu 177].8 Maxwell kiytti siéhkomagneet-

1Sshkotekniikan ja sihkdmagnetismin teorian historiasta kiinnostuneelle voidaan suositella Ismo
Lindellin teosta Sdhkitekniikan historia [60].
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292 LUKU 16. Sédhkémagnetiikan numeerisia menetelmié

tisten kenttien kuvaamiseen kokoonpuristumattoman nesteen virtausanalogiaa. Pai-
neen vaikutuksesta liikkkuvan nesteen virtaviivat yhtyvit magneettisen voimakentén
vuoviivoihin.

Téasséa johdantoluvussa tarkastellaan Maxwellin yhtélon ratkaisujen luonnetta ja
suuri osa materiaalista perustuu Ismo Lindellin ja Ari Sihvolan kirjoihin séhkémag-
neettisesta kenttéteoriasta [22] sekd Juhani Pitkérannan luentomonisteeseen [G1].
Palautetaan nyt Maxwellin yhtélot uudelleen mieleen:

D
V x H:J+8a—t, (16.1a)
0B
V.-D =p, (16.1c)
V-B =0, (16.1d)
do
== 16.1
V-J o (16.1e)

jossa H on magneettikentdn voimakkuus, B magneettivuon tiheys, E sidhkokentéan
voimakkuus, D sdhkévuon tiheys, J sdhkovirran tiheys ja p varaustiheys. Yhtalo
(16.1a) on nimeltad Ampére-Maxwellin yhtalé. Faradayn laki (16.1b) ilmaisee mag-
neettivuon sdilymisen. Edella olevista viidesta yhtélosta vain kolme on riippumatto-
mia. Joko kolme ensimméista (16.1a)-(16.1c) tai yhtdlot (16.1a), (16.1b) ja (16.1e)
voidaan valita riippumattomiksi yhtaloiksi. Néisséd kolmessa yhtélossd on kuten-
kin viisi tuntematonta vektorisuuretta, joten tarvitaan konstitutiiviset yhtalot jotka
kuvaavat materiaalin kiaytaytymisté, jotta yhtalosysteemi sulkeutuisi ratkaistavak-
si systeemiksi. Rajoittumalla yksinkertaiseen lineaariseen ja isotrooppiseen malliin,
konstitutiiviset yhtélot, joita sahkdmagnetiikassa usein kutsutaan véliaineyhtéaloiksi,
voidaan kirjoittaa muodossa

D =¢F, (16.2a)
B — uH, (16.2)
J=0F, (16.2¢)

jossa € on permittiivisyys - kutsutaan myos dielektrisyysvakioksi, u magneettinen
permeabiliteetti ja o sihkonjohtavuus. Ideaalisille sihkoé johtaville aineille o = oo
ja télloin ideaalisille johteille sahkokentta havida, eli E = 0. Vastaavasti ideaalisille
eristeille siahkonjohtavuus ja siten sdhkovirran tiheys héviavét, eli o =0 ja J = 0.
Yleisemmaéssé tapauksessa véliaineyhtdlot (16.2a) ja (16.2b) ovat muotoa

D=¢E+P, (16.3a)
B = jio(H + M), (16.3b)

jossa €, o ovat tyhjon permittiivisyys ja permeabiliteetti, P on sihkoinen polarisaa-
tio ja M magnetoituma. Isotrooppiselle aineelle permittiivisyys ja permeabiliteetti

Versio: kevit 2014



16.1. Johdanto 293

ovat skalaareja, ja usein ne ilmaistaan dimensiottomien suhteellisen permittiivisyy-
den €, ja suhteellisen permeabiliteetin p, avulla

& =¢€/eg =1+ X, (16.4a)
fe = ft/po =1 + X, (16.4b)

jossa Ye, Xm ovat sdhkoinen ja magneettinen suskeptililiteetti. Séhkdinen permittii-
visyys ja magneettinen permeabiliteetti ovat kytkoksissa yhtalon

ep=c? (16.5)

valitykselld, ja jossa ¢ on valon nopeus.
Maxwellin yhtalot voidaan ilmasta myos integraalimuodossa

H-ds — i/D-dA+/J-dA, (16.6a)
9A dt J4 A
E-ds — —i/ B-dA, (16.6D)
9A dt 4
f D-dA:/QdV, (16.6¢)
oV %
B-dA =0, (16.6d)
oV
d
7{ J-dA:——/ odV, (16.6e)
oV dt Jy

jossa A on mielivaltainen avoin pinta jonka suljettu reunakéyrd on 0A ja V' on mie-
livaltainen tilavuus jonka suljettu pinta on 0V. Ylla olevien yhtéldiden perusteella
kahden eri aineen lahteettomaélla rajapinnalla on seuraavien ehtojen oltava voimassa

n x (E, — Es) = 0, (16.72)
n-(D; — Dy) =0, (16.7b)
nx (H, — Hy) = 0, (16.7¢)
n-(B, — By) =0, (16.7d)

jossa m on materiaalialueesta 2 alueeseen 1 osoittava yksikkonormaalivektori. Néista
neljasta ehdosta ainoastaan kaksi ovat toisistaan riippumatomia. Mikéli rajapinnalla
esiintyy pintavaraus pg tai pintavirta Jg, rajapintachdot on kirjoitettava muodossa

n+(D; — D3) = g, (16.8a)
nX(Hl—Hg):Js. (168b)

Rajapintaehtoja on kasitelty tarkemmin ldhteissa [22, Osa 1, sivut 61, 72, 137 ja
159] seka [17, sivut 9-10].
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16.2 Maxwellin yhtdlon ratkaisujen luonteesta

Maxwellin yhtéloita ratkaistaan harvoin niiden téydellisessd muodossa, vaan ongel-
man luonteesta riippuen saadaan helpommin ratkaistava systeemi jattamalla ratkais-
tavan ongelman kannalta merkityksettomat termit huomioon ottamatta. Se, misté
termeistd voidaan luopua, voidaan paatelld tarkastelemalla isotrooppisen ja lineaa-
risen aineen sihkomagneettista energiaa tilavuutta kohden

Wen=iD-E+1B.H. (16.9)

Energiatiheyden aikaderivaataksi saadaan -joidenkin véalivaiheiden jalkeen-

Mera 10 10
5 —ag P Bt 5B H)
—-J-E-V-(ExH), (16.10)

jossa vektoria E x H kutsutaan Poyntingin vektoriksi, ja sitd merkitdan usein sym-
bolilla § = E x H. Integroimalla yli tarkasteltavan alueen V', saadaan sdhkémag-
neettisen energian paikallisen sdilymislain (16.9) integraalimuotoiseksi esitykseksi

4 wede:—/J-EdV—/ S . ndA, (16.11)
dt Jy v oV

jossa m on alueen V reunapinnan yksikkéulkonormaalivektori. Energian séilymislait
(16.9) ja (16.11) tunnetaan Poyntingin teoreeman nimella.

Mareriaalikappaleen sdhkémagneettinen energia voi siten muuttua kahdella ta-
valla: (i) ldmmoksi teholla J - E tai (ii) sdteilemélld reunapinnan liapi teholla S.
Eristeissa virrantiheys J hévida ja energia siirtyy vain sédteilemalld. Derivoimalla
Ampéren-Maxwellin yhtélo (16.1a) puolittain ajalla, ja sijoittamalla magneettivuon
tiheyden B ja magneettikentdn voimakkuuden H vélinen konstitutiivinen yht&lo,
saadaan yhtilo V x B = D, jossa aikaderivaattaa on merkitty symbolin yli-
puolisella pisteelld. Sijoittamalla tdhdn Faradayn laki sekd séhkévuon tiheyden ja
sihkokentén vélinen konstitutiivinen yhteys, saadaan olettamalla permittiivisyys ja
permeabiliteetti vakioksi yhtélo

peE +V xVx E=0. (16.12)
Sahkomagnetiikassa tarvitaan usein identiteettia
Vx(VxE)=V(V-E)-AE, (16.13)
jossa A on Laplacen operattori ja jonka avulla yhtdlo (16.12) saadaan muotoon
ek +V(V-E)—AE =0. (16.14)
Gaussin laista (16.1c) ja véliaineyhtdlostd (16.2a) saadaan viimein muoto

pekl — AE = — 'V, (16.15)

Versio: kevat 2014



16.3. Staattiset kentat 295

joka on samaa tyyppid kuin johdantoluvussa esiintynyt aaltoyhtalé (1.18), eli hy-
perbolinen osittaisdifferentiaaliyhtalo.

Joissain tapauksissa siirrosvirta I on merkityksetén (esim. sdhkdmoottoreissa)
ja talloin Maxwellin yhtalot voidaan lausua muodossa

V x E =—-B, (16.16a)
Vxu'B=0cE. (16.16b)
Derivoimalla alempi yhtéloista puolittain ajalla, sijoittamalla sithen Faradayn lain

mukainen magneettivuon tiheyden aikaderivaatta sekd ottamalla identiteetti (16.13)
huomioon, saadaan yht&lo

ouE — AE = —¢'Vp. (16.17)

Tama on diffuusioyhtéalon kaltainen parabolinen osittaisdifferentiaaliyhtalo, katso
lukua 1.4.

Yleisesséd tapauksessa -olettaen kuitenkin materiaalivakioiden olevan paloittain
vakioita- saadaan muoto

pek + opE — AE = — V. (16.18)

Téassé esiintyvien vakioiden pe ja op suhteista voidaan paatelld ratkaisun luonteen-
piirteet. Ongelman luonteeseen vaikuttaa herétteen aikaskaalan suhde systeemin re-
laksaatioaikaan
t, =¢€/o. (16.19)

Mikéli systeemin aikaskaala ty on huomattavasti relaksaatioaikaa suurempi, eli to >
t., kiyttaytyviat Maxwellin yhtéalot dissipatiivisen parabolisen yhtélon luonteenpiir-
teiden mukaisesti. Vastaavasti yhtéloiden aaltoluonne on hallitseva kun herétteen
aikaskaala on huomattavasti relaksaatioaikaa pienempi, eli t, < t,.

Relaksaatioaika saadaan sdhkovarauksen sdilymisyhtélostd (16.1e) kun sijoite-
taan sithen véliaineyht&lot (16.2c) ja (16.2a), jolloin saadaan

o
o+ —0=0, (16.20)
€
joka on tavallinen differentiaaliyhtdlo. Sen ratkaisu on tunnetusti muotoa

o(z,t) = o(x,0) exp(—et/o). (16.21)

16.3 Staattiset kentat

Mikéli sahkdmagneettiset kentéit ovat ajallisesti muuttumattomia niin kytkenta sdhko-
ja magneettikentdn suureiden vililtd hévida ja ne voidaan ratkaista toisistaan riip-
pumatta. Staattista sihkokenttad kuvaavat yhtalot ovat
VxE=0, (16.22a)
V-D =, (16.22b)
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jotka toteavat staattisen sihkdkentdn pyorteettomyyden ja ettd varaustiheys on séah-
kévuon ldhde. Magnetostaattiset kenttayhtalot ovat vastaavasti

VxH=J, (16.23a)
V-B=0. (16.23b)

Tarkastellaan ensin sdhkostaattista tapausta. Yhtélostd (16.22a) ndhdédn, etté
sihkokentédn voimakkuusvektori E on pyorteeton. Talloin se voidaan esittaé skalaa-
rifunktion gradienttina F = —V¢. Funktiota ¢ kutsutaan sdhkostaattiseksi potenti-
aaliksi. Ottamalla véliaineyht&lo (16.2a) huomioon, saadaan Gaussin laista Poissonin
yhtalo

— V- (Vo) = o. (16.24)

Sahkostatiikassa kaikki materiaalit ovat joko johteita tai ideaalisia eristeita. Vahai-
sessd. madrinkin johtava eriste on sdahkostatiikassa kasiteltdava johteena, vaikkakin
stationdérisen tilan saavuttaminen tapahtuu hitaammin kuin johteella. Station&ari-
sen tilan saavuttamiseen tarvittavaa aikaa voi arvioida relaksaatioajan (16.19) avul-
la.

Johdekappaleen reunalla sédhkokentéan on toteutettava reunaehto

nx E=0, (r,y,2) €T, (16.25)

jossa m on reunapinnan [' normaalivektori. Tédten sdhkokentdn on oltava reunalla
sen normaalin suuntainen. Potentiaalin ¢ gradienttina E on kohtisuorassa vakiopo-
tentiaalipintoja vastaan, joten johdekappaleen reunapinta on vakiopotentiaalipinta,
eli

o = ¢y, (x,y,z) €T. (16.26)

Johdekappaleen sisélla ei ole varauksia, joten sen sisdlld ei ole sdhkokenttédakasn,
eli E = 0. Varaukset keskittyvét johteen pinnalle ohueksi kerrokseksi, jota voidaan
kuvata pintavarauksella ;.

Yhtalon (16.24) ratkaisu reunaehdolla (16.26) ei tuota elementtimenetelmalle
vaikeuksia. Se voidaan ratkaista jo aikaisemmin esitetylld tekniikalla.

Magnetostaattinen kenttd saadaan ratkaisemalla yhtalot (16.23a) ja (16.23b).
Magneettivuon tiheys on yhtélon (16.23b) perusteella ldhteeton. Téten se voidaan
lausua vektorikentédn roottorina, eli B = V x A. Sijoittamalla H = ' B = p~ 'V x
A Ampéren lakiin (16.23a), saadaan toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtlo
vektoripotentiaalin A ratkaisemiseksi:

Vx(p'VxA)=J. (16.27)

On huomattava, ettd yhtélossa (16.27) oleva kaksoisroottorioperaattorin ydin ei
ole tyhja joukko. Tamé voidaan ndhda seuraavasti. Oletetaan, ettd A on yhtélon
(16.27) ratkaisu, talloin myos mikéd tahansa muotoa A" = A+V f oleva vektorikentté
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on yhtélon (16.27) ratkaisu, jossa f on mielivaltainen skalaarifuntio. Yksikésitteisyys
saavutetaan vaatimalla divergenssiehdon

V-A=0 (16.28)

toteutuminen. Yhtalo (16.28) on nimeltddn Coulombin ehto. Dynaamisen kenttéteh-
tdvan tapauksessa kiytetddn usein Lorenzin ehtoa. Siihen palataan myohemmin. On
huomattava, ettd magneettivuon tiheys B on kuitenkin yksikésitteisesti méaaratty
vaikka vektoripotentiaali A ei ole.

16.4 Vektoripotentiaaliyhtdalon numeerinen ratkaisu

16.4.1 Heikko muoto

Yhtélon (16.27) ratkaiseminen Galerkinin keinon elementtimenetelmélld kiyttéen
vektoripotentiaalin jokaiselle komponentille solmuinterpolaatiofunktioita osoittau-
tui fiaskoksi. Ongelman ydin on vektoripotentiaali A:n jatkuvuudessa eri materiaa-
lipintojen ja numeerisessa ratkaisussa elementtien rajapintojen yli. Yhtélon (16.27)
heikko muoto saadaan tavanomaiseen tapaan kertomalla se puolittain vektoriarvoi-
sella painofunktiolla A ja integroimalla ratkaisualueen yli:

/ AV x (u7'V x A)]dV = / A.Jav. (16.29)
Q Q

Symmetrinen Galerkinin keinon mukainen elementtimenetelmé saadaan kun deri-
vointioperaatiota siirretdédn painofunktiolle. Gaussin lauseen, eli divergenssikaavan
kiyttoa varten palautetaan mieliin vektori-identiteetti

Vi(axb)=(Vxa)b—aVxb. (16.30)

Sovelletaan tité kaavaa suureisiin @ = A ja b =pu'V x A, saadaan yhtilo (16.29)
muunnettua muotoon

/Q(v x A)(u7'V x A) dV—/QV-(A X (p7IV x A))dV = /Q A.Jav, (16.31)

josta se Gaussin lauseen avulla saadaan muotoon

/Q<V x A)-(u'V x A)dV = /

A. JdV+/ (Ax (u™'V x A))-ndA. (16.32)
Q

oN

Vektorikolmitulon vaihdannaisuuden perusteella ristitulon ja pistetulon paikkaa voi-
daan vaihtaa, tdten reunatermi voidaan muokata ja saadaan elementtimenetelmén
perustaksi soveltuva heikko muoto

/(v x A)-(n7'V x A)dV = / A-JdV+ | A(nx(p 'V x A))dA, (16.33)

'y
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jossa I'), on reunan osa, jossa probleeman luonnollinen reunachto on annettu.
Elementtikohtainen interpolaatio voidaan kirjoittaa muodossa

A© — Na® ja A= Nag©, (16.34)

jossa N on interpolaatiofunktiot sisaltéva matriisi. Heikosta muodosta (16.33) nah-
ddan heti, ettd elementtikohtainen osuus systeemin kerroinmatriisista on tuttua
muotoa

K<e>=/ BTDBaV, (16.35)
Qle)

jossa, B-matriisi on roottorioperaattorin diskreetti vastine, B = V x N, ja lineaa-
risen isotroppisen aineen viliaineyhtilossi matriisi D = p~11.

Rajoite-ehto (16.28) voidaan ottaa heikossa muodossa huomioon Lagrangen ker-
tojamenettelylld lisadmalla termit f(Vfl)p dV ja [ pV-A dV heikon muodon (16.29)
oikealle puolelle, jolloin saadaan

/QA-[V X (u~IV x A)]dV = /

Q
Suorittamalla osittaisintegroinnit myos lisédtyissé rajoitetermeissi, ja valitsemalla

A. Jdv+/(v-A)pdv+/ﬁv-Adv. (16.36)
Q Q

Lagrangen kertojat siten, ettd ne hévidvat alueen reunalla I', joten
/(p,a ‘n4pA-n)dAd =0 (16.37)
r

jolloin paadytdan viimeinkin kdyttokelpoiseen magnetostaattisen vektoripotentiaa-
liformulaation heikkoon muotoon

/(v x A)-(u 'V x A) dV+/ A-vpdv+/vp-Adv
Q Q Q
:/A-Jdv+/ A-(n x (1'V x A))dA. (16.38)
Q T'n

Valitsemalla Lagrangen kertojille elementti-iterpolaatio
p=N,p ja p=N,p", (16.39)

jossa p® ja ﬁ(e) ovat solmupistearvoista koostuvia vektoreita, voidaan elementti-
kohtainen kerroinmatriisi kirjoittaa muodossa

. K© (¢
Al = { c© o } (16.40)

jossa K© on sama kuin yhtilossé (16.35) ja rajoitematriisi C'® on muotoa

c = VNIN dv. (16.41)
Qle)

Lagrangen kertojille voidaan valita standardi Cy-jatkuva solmuinterpolaatio, mut-
ta vektoripotentiaalille ei voida kayttdd komponenteittain Cy-jatkuvaa solmuinter-
polaatiota. Syy tdhén on potentiaalivektorin A tangentiaalikomponentin jatkuvuus-
vaatimus elementtien rajapintojen yli.
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16.4.2 Ominaisarvotehtava aikaharmoniselle sahkokentalle

Ennen tangentiaalisesti jatkuvien interpolaatiofunktioiden konstruoimista, tarkas-
tellaan hieman vektoripotentiaaliongelmaa helpompaa tapausta. Otetaan lahtokoh-
daksi yhtélo (16.14), ja kirjoitetaan se nyt uudelleen muodossa

€E+V X (u'VxE)=0. (16.42)

Sijoitetaan tédhén aikaharmooninen yrite E = Eqexp(iwt), jolloin yhtalostd (16.42)
saadaan ominaisarvotehtava,

V x (u'V x Ey) = w?eE, aluessa (). (16.43)

Jatetdan jatkossa alaindeksi 0 pois. Heikko muoto saadaan vastaavalla tavalla kuin
vektoripotentiaaliyhtélollekin, kerrotaan painofunktioilla E ja integroidaan ratkai-
sualueen 2 yli. Osittaisintegroinnin jilkeen saadaan tulos

/(VXE)-(M_1VXE)dV—/E-[nx(u‘1VxE)] dA:WQ/eE-EdV (16.44)

Vektorikolmitulon vaihdannaisuuden perusteella ristin ja pisteen paikka voidaan
vaihtaa, joten reunatermin voidaan kirjoittaa muodossa

/ Enx(u 'V E)]dA = /(Exn)-(u_1V><E) dA = — /(an)-(M‘1VxE) dA.
r r r
(16.45)
Mikali probleemalle on annettu oleellinen reunaehto, resonaattorin tapauksessa n x
E = 0, taten myos testifunktion E:n on toteutettava n x E = 0.
Globaali ominaisarvotehtdva on siten muotoa

Ku = w’Mu, (16.46)

jossa globaalit matriisit K ja M kootaan elementtiosuuksista

K© = B'DBdv, M = NTeN dv. (16.47)
Qe Q)

Matriisi B on roottorioperaattorin diskreetti vastine ja D = p~'I, kuten matriisissa
(16.35). Vektori u sisdltédéd globaalit vapausasteet.

16.5 Roottoriyhteensopivat kantafunktiot

Tarkastellaan aluksi probleeman (16.43) ratkaisua tasossa. Yksinkertaisin mahdolli-
nen elementti on lineaarinen kolmioelementti. Vaatimalla vektorin F tangentiaali-
komponentin jatkuvuus elementin rajapintojen yli, on luonnollista valita vapausas-
teeksi vektorin tangentiaalikomponetti elementin kolmella reunaviivalla.
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Léahdetadn kuitenkin liikkeelle tavanomaisesta solmuinterpolaatiosta sdhkoken-
tan voimakkuusvektorin E kummallekin komponentille, eli

E:v - LlEml —|— LQE;BQ —|— LgEmg, ja Ey — LlEyl + LQEyQ —|— L3Ey3, (1648)

jossa L;:t ovat kolmion alakoordinaatit. Kuvan 16.1 mukaisesti sivun 7, joka yhdistaa
solmut 4 ja i+ vektorin E tangentiaalikomponentti on F,; = s E. Tarvittavat kolme
lisarajoitetta saadaan kun vaaditaan tangentiaalikomponentti vakioksi koko sivun
pituudella. Sivun i-suuntaisen yksikkotangenttivektorin lausekkeeksi saadaan

—

S; = [($i+1 — xi);+ (Yip1 — yz)j /i, (16.49)

jossa ¢; on sivun i pituus, £; = \/(zi+ — ;)2 + (yi+ — vi)?. Yksikkotangenttivektori
s voidaan lausua myo6s alakoordinaattien méarittelyssa kiytettavien kertoimien b;
ja ¢; avulla, katso lukua 4:

8= (cimi — ci)) /L. (16.50)
Sivun ¢ suuntainen E:n tangentiaalikomponentin interpolaatio on tietenkin

joka voidaan kirjoittaa sivun reunan suuntaisen dimensiottoman koordinaatin ¢ €
(—1, 1) funktiona muodossa (katso kuvaa 16.1)

Ey=1sl(Ei+ Byy) + s (Ei — E))C. (16.52)

Vaatimus tangentiaalikomponentin vakioisuudesta voidaan siten toteuttaa seuraa-
vien kahden ehdon avulla

s](E; + E;) = 2E,, (16.53a)
sl (Ey — E;) =0, (16.53b)
jotka auki kirjoitettuna ovat
Ci— (E:szr + Em) —
Ci (Briy — Eyi) —

i (Equr + Eyl) = 2Esi£i7 (1654&)

b
bi(Eyis — Eyi) = 0. (16.54b)

Laskemalla yhtalot puolittain yhteen saadaan
Ci By — by By = Bl (16.55)
ja vahentdamalld yhtélosta (16.54a) alempi yhtdlo (16.54b) saadaan vastaavasti
Cio By — by Eyi = Byl (16.56)
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i it
@ L ]
~1 ¢ +1

Kuva 16.1: Lineaarinen sarméaelementti.

Yhtéalon (16.55) ilmaisema ehto on oltava voimassa myos sivulla i—, joten yhdis-
taméalla tdmén sivun yhtélo ehdon (16.56) kanssa johtaa yhtélosysteemiin

Ci—Exi — bi—Eyi = Esigia (1657&)
CiffEmi - bifnyi = Esi,fi,. (1657b)
Koska solmu 7 — — on sama kuin i+, voidaan eliminoitavat solmutuntemattomat F;

ja E,; ratkaista yhtélostéa

Ci—  —bi_ Ei . Egl;
l —Cit by ] { Ey; }_{ —Eq-l;- } (16.58)

Merkitdan kerroinmatrisiin determinanttia D; = ¢;_b;, — b;_c;, joten ratkaisu on

Em' = (bezEsz - bi—gifEsi7>/Di7 (1659&)
Ey = (cisliby — ci li Egi )/ D;. (16.59b)

Kirjoitetaan nyt interpolaatio (16.48) auki

3 3
b; b;
E,=> L;D'(b. E,; —b,_E, )= - =L, ) ;E, 16.60
> L7 )= (n- pon) 6B Goso

3 3
Ey=S LD e Ei—ci Eq )= (%Li - DC—_:LH) 0B, (16.60D)
i=1 i v ¢

Koska D; = D;; = 2A® havaitaan, etti alakordinaattien kertoimissa esiintyvit

derivaatat
3
OLi, = 0L,
E, = L;— —1L, . 16.61
x ;( &x 7 8l‘ H—) Ez S ( 66 a)
3
OLi, . 0L,
B,=)Y" < 3 L; — 8—yLH) (B, (16.61D)
i=1
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Vektorimuodossa lineaarinen sarméenterpolaatio voidaan kirjoittaa yksinkertaisessa
muodossa
E = Ne'9, (16.62)

jossa elementin solmupistevektori on el® = [E, Ey, Fy]?, ja interpolaatiofktio-
matrisi N on muotoa

N = [N1N2N3], jOSS& Nz = (L2VL2+ — LZJFVLZ)EZ (1663)
Helposti ndhdéén, ettd sdrmainterpolaatiofunktiot toteuttavat yhtalot

Interpolaatiossa (16.63) gradienttitermit ovat vakioita, joten sérméén 4 liittyva
interpolaatiofunktio on muotoa

Ni=> ff{e) { cb:f—_chL; } _ (16.65)
Sarmaan ¢ liittyva osuus matriisista B = V X N on skalaari
B, = b [Civh; — cibiy], (16.66)
2(Ale))2
joten koko 1 x 3-matriisi B on
B = ( Al(e>)2 [ (caby — c1ba)ly (cshy — cabs)ly (crbs — csby)ls . (16.67)

Esimerkki 16.1 Tarkastellaan terdasreunoilla ympdardidyn ilmaonkalon vardh-
telytaajuuksien madrittdmaistd alla olevan kuvan mukaisessa nelidalueessa ja
suind esiteylla elementtiverkolla. Kyseessi on ns. resonaattoriongelma.

71Y 8 9 ., .
A
5|6 T T
4 6 L P P
3 4 n
ap T I
1 2 T
—_— e
L
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Kaikki elementit ovat samanlaisia kun paikalliset solmut numeroidaan samalla
tavalla. Muodostetaan siten vain elementin 1 kerroinmatriisi ja ylla olevan

kuvan mukaisella solmunumeroinnilla:

bl = 0’ b2 = —%L’ b3 = %L’ 1= %L? C2 = 0) C3 = —%La

jolloin saadaan

B:é[\@ 1 1] (16.69)
Elementtimatriisi on siten
5| 2 V2 V2
KO==|y2 1 1 (16.70)
Flve 101
[ 2 V2 -2
KO =Z2|_2 1 1 =K® = K6 = g©® (16.71)
1 -2 1 1
2 =2 V2
KO=-Z2|_\2 1 -1 |=KW=-gOG_g® (16.72)

Elementtien paikallisten vapausasteiden liittyminen globaaleihin vapausastei-
siin on esitetty alla olevassa taulukossa.

11 2 3 5 6 7 8
1 1 3 1 6 8 6 8
2 - 2 4 - 5 7 -
3 2 - - 4 - -7
Globaali matriisi K on
K = (16.73)
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KD 4 k® @ 0 k(D 0 0 0 0
K + K§P K§? 0 0 0 0 0
KPRD o e ? 0 0
K@+ o K 0 o
kY 4+ k(9 0 0 K§9
B e g™ (D at
" ' KD LR K
symm. 3 K(?) ilKgg)
josta saadaan
(4 V2 0 V2 0 0 0 0 |
2 =2 0 0 0 0 0
4 0 v2 0 0 0
2 2 0 2 0 0 -
e V3 R
L 2 0 0 —v2
4 —V2 0
2 -2
symm. 4 |
(16.74)
Matriisin M (®) alkot ovat muotoa
M) = / ¢N;-N, dA. (16.75)
Qle)
Sarmaan ¢ liittyva interpolaatiofunktio on
¢ bivL; — b;L;
N, = — et (16.76)
2A4() cit Ly —ciLiy
joten
—L Lo+ L —L
N, =22 Ll Ny= | 2T N = ! (16.77)
Ly —Lo Ly+ L3

Matriisin M () komponenteiksi saadaan alakoordinaattien integrointikaavaa

(4.59) kéyttéen lausekkeet
M = e/ 8(L? + L3)dA = Lel?,
Qle)
2V2(—L1Ly — L1 L3+ L3)dA = 0,

2V2(L? — LiLo — LyL3)dA =0,

M) = e/( ((Ly + L3)? + L3) dA = Lel?,
Q(e)
M) = e/ 2(—LolLy — LyLy) dA = —kel?,
Qle)

/( )(L% + (L + L3)*) dA = Lel?.
Qe
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Koska globaaliin matriisiin ei tule yhtdan elementtien Még)—alkiota, on M

matriisi diagonaalinen
M© = lel’diag(4,1,4,1,1,4,1,4) = eL*M. (16.84)

Syntynyt algebrallinen ominaisarvotehtédvi voidaan kirjoittaa muodossa

K=\M (16.85)
jossa on merkitty
A = w?pel?. (16.86)
Ratkaisemalla ominaisarvot A yhtdlostd (16.85) saadaan kulmataajuudelle w
arvo 1 .
w = JX\//EL = \/XZ, (16.87)
jossa ¢ on valon nopeus onkalossa. Ratkaisuksi saadaan ominaisarvot
AM=0, w =0,
Ao =4,5838, wi = 2,141,
A3 =4,5838, w = 2,141,
Ay =12,000, wy = 3,464,
A5 = 24,000, w = 4,899,
Ag = 31,416, w; = 5,605,
A7 = 31,416, w = 5,605,
Ag = 36,000, w = 6, 000.

Versio: kevit 2014



306 LUKU 16. Séahkomagnetiikan numeerisia menetelmié

Versio: kevit 2014



Luku 17

Systeemiyhtaloiden ratkaisu

17.1 Johdanto
Elementtimenetelmadiskretointi johtaa lineaarisen yhtalosysteemin

Az =0» (17.1)
ratkaisuun.! Ratkaisumenetelmit voidaan luokitella kahteen kategoriaan:

e suorat Gaussin eliminaatioon perustuvat

e ja epasuorat eli iteratiiviset algoritmit.

Tiettyja algoritmeja voidaan pitéaé edellisten valimuotoina, kuten esim. konjugaatti-
gradienttimenetelméd, silla ne ovat askelmenetelmien kaltaisia, mutta niiden avulla
on mahdollista paésta tarkkaan ratkaisuun aarelliselld, ennalta méaédrdttavissa ole-
valla askelmiirilld.? Ennen varsinaisten algoritmien esittelyi tutkitaan kuitenkin
kerroinmatriisin A rakennetta.

Elementtimenetelmén yhtélosysteemille on ominaista, ettd matriisi A on harva
matriisi, ts. siind on vithdn nollasta poikkeavia termeji.? Tavanomaisen elementti-
menetelmén, eli ns. h-version tapauksessa se on usein myo6s nauhamainen, mikali
elementtiverkko on suhteellisen sdannoéllinen. Taméa taas tarkoittaa sitéd, ettd mat-
riisin nollasta eroavat termit asettuvat diagonaalin ympérille kapeaan kaistaan nau-
han muodossa. Mitd kapeampi nauha, sen vihemmaén muistitilaa matriisialkioiden
varastoiminen luonnollisestikin vie.

Nauhanleveyteen voidaan vaikuttaa solmunumeroinnilla. Havainnollistetaan ti-
lannetta yksinkertaisella kaksiulotteisella esimerkilla. Olkoon diskretoitava alue suo-
rakaiteen muotoinen ja kiytetdédn tasaista elementtiverkkoa, jossa on n-solmua pi-
tuussuuntaisella pidemmaélld ja m-solmua lyhyemmalla sivulla (n > m), katso ku-
va 17.1. Oletetaan, ettd kiytetdan bilineaarista elementtié, joten elementtiverkossa

IElementtimenetelmin diskreettis tasapainoyntildd on aikaisemmissa luvuissa merkitty Ku =
f. Téassa luvussa noudatetaan kuitenkin lineaarialgebran vakiintunutta merkintakaytantoa.

2Miksli laskennassa ei otaksuta tapahtuvan pyoristysvirheit.

3 Matriisia kutsutan harvaksi mikili matriisi-vektori kertolaskussa tarvittavien operaatioiden
méérd on luokkaa O(N), missd N on tuntemattomien lukuméaira.

307



308 LUKU 17. Systeemiyhtédloiden ratkaisu

(a) (b)

mn m mn
3
n+1 1n+2 2 m+ 2
- 1 m+ 1
123 n n

Kuva 17.1  Solmunumerointi 2-D alueessa. Suorien ratkaisijoiden kannalta (a)
huono, (b) optimaalinen (n > m) numerointi.

on yhteensd (n — 1)(m — 1) ~ nm elementtid. Otaksutaan liséksi, ettd tehtévissa
on yksi vapausaste solmua kohden. Numeroidaan solmut pitkédn sivun suuntaises-
ti. Nyt ensiméinen elementti kytkee toisiinsa solmut 1,2,n + 1,n + 2. Vastaavasti
muiden elementtien tapauksessa elementin kytkemien solmupisteiden ero on luok-
kaa n, joka on my6s nauhanleveys (yksi vapausaste/solmu). Mikéli solmunumerointi
suoritetaan lyhyemmén sivun suuntaisesti, saadaan elementtien solmunumeroiden
erotukseksi vastaavasti m, joka siten téssé tapauksessa tuottaa optimaalisen tulok-
sen. Esimerkkitapauksessa systeemiyhtélon kerroinmatriisissa on nm tuntematonta
ja se on nauhamainen ja useissa fysikaalisissa sovellutuksissa my6s symmetrinen,
joten sen siséltdméan informaation varastoimiseen riittaa tallentaa vain diagonaalial-
kiot ja yla- tai alakolmio jonka puolinauhanleveys on luokkaa m. Nauhamaisessa
varastoimismuodossa joudutaan siten tallentamaan nm? alkiota.

Nauhamaiselle varastointitavalle on kehitetty hieman tilaa sddstdavampi muoto,
jota kutsutaan profiilimuodoksi ja siithen perustuvia eliminointiohjelmia profiilirat-
kaisijoiksi. Havainnollistetaan asiaa seuraavalla symmetriselld 8 x 8 matriisilla, johon
on piirretty profiiliviiva sen yldkolmioon:

8 8 8 8|o o
8 8o o o o o
8 8 o8| oo

Mikéli oheinen matriisi varastoitaisiin nauhamatriisina (nauhanleveys diagonaali
mukaanlukien = 4) tarvitaan tila 8 x 4 = 32 termin kokoiselle taulukolle, mutta
varastoitaessa vain profiilin alapuoliset termit riittda 21 alkion tallentaminen. Pro-
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Kuva 17.2  FErédin jaykkyysmatriisin nollasta eroavat komponentit (2-D).

filliratkaisijaa varten on varastoitava liséksi osoitetaulukko, joka sisdltdd diagonaa-
lialkioden tai sarakkeen huipun osoitteet. Symmetristen matriisien tapauksessa voi-
daan vaihtoehtoisesti varastoida vain alakolmio, jolloin matriisialkiot tallennetaan
riveittdin. Suorien ratkaisijoiden vaatimista matriisin varastointitavoista kerrotaan
lisda luvussa 20.

Kuvassa 17.2 on esitetty havainnollinen kuva jaykkyysmatriisin nollasta eroavis-
ta termeista erddssé laatan stabiiliustehtévissa. Ratkaisussa on kiytetty laatan tai-
vutustilan kuvaamiseen BFS-elementtia ja tason suuntaisen siirtymékentdn mallin-
tamiseen bilineaarista interpolaatiota, joten jokaisessa solmussa on kuusi vapausas-
tetta (w;, Vi, Wi, Wiz, Wiy, Wi gy) ja elementissd neljd solmupistettd. Elementtiverkko
on 10 x 10, joka johtaa 610 vapausasteen systeemiin ja nauhanleveys on 74, joten
nauhamaisessa varastointitekniikassa joudutaan varaamaan tila 45140 reaaliluvulle,
kun taas aktiivisarakemuotoinen varastointitapa vaatii tilan 39525 luvulle.

Kuten kuvasta 17.2 havaitaan, on nauhan sisdllakin suuri joukko nollatermeja.
Mikali tdma tila voitaisiin jattaa varastoimatta saéstyisi paljon muistitilaa. Se onnis-
tuu erityisesti iteratiivisten ratkaisijoiden tapauksessa, joista seuraavissa kappaleissa
enemman.

Nauhan sisédlld olevien nollien lukumaééré yleensa kasvaa probleeman koon kas-
vaessa. Tarkastellaan esimerkkiné nelilaattaa, jonka neljasosa mallitetaan bikuu-
bisella BFS-elementeilla joissa on nelja vapausastetta solmua kohden. Maéritellaan
matriisin tiheys nollasta eroavien alkioiden ja koko tdyden symmetrisen matriisin
varastoitavien alkioiden lukumaééran suhteena

. Mo
tiheys = 100—7F——
iheys NN + 1)’

jossa N on vapausasteiden lukumaarad ja My, on nollasta eroavien alkioiden luku-
méaara diagonaalilla ja yldkolmiossa. Taulukossa 17.1 on esitetty kerroinmatriisin
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Taulukko 17.1 Jéykéisti tuetun laatan neljinnes, BFS-elementti, tietoja kerroinmat-
riisista. B on puolinauhanleveyden maksimiarvo (diagonaali mukaan-
lukien) ja Bym,s on vastaava nelidllinen keskiarvo kiytettiessa aktii-
visarakeratkaisijaa, M,,q,une On varastoitavien matriisialkioiden luku-
méira kiytettdessa nauharatkaisijaa Myquha = N B, Nprofiii on vas-
taavasti aktiivisarakeremuodossa varastoitavien matriisialkioiden lu-
kumaara ja Mg vain nollasta eroavien alkioiden lukumééré.

verkko N B Brms Muguha Mprofiiti Mo tiheys [%)]

1x1 1 1 1 1 1 1 100.0
4x4 49 22 16 1078 721 951 45.0
10x10 361 46 41 16606 14269 5540 8.5
30x30 3481 126 122 438606 417189 60326 1.0

tiheyden muuttuminen esimerkkitehtéavéssa erilaisilla elementtiverkoilla laskettaes-
sa.

17.2 Suorat eliminaatiomenetelmat

17.2.1 Croutin ja Choleskyn hajotelmat

Yhtélosysteemin (17.1) ratkaisu Gaussin eliminaatiolla merkitsee matriisin A hajo-
telman suorittamista joko muodossa

A=LDU
tal
A=L*U L*=LD, (17.2)

joissa D on diagonaalimatriisi ja L, U ala- ja yldkolmiomatriiseja, joiden diago-
naalitermit ovat ykkosid. Hajotelmaa (17.2) kutsutaan Croutin hajotelmaksi. Mikéli
matriisi A on symmetrinen saadaan Choleskyn hajotelma

~ ~T ~

A=1LL | missé L=LD-z2.

N[

Choleskyn hajotelmaa voidaan siten kayttdd vain tilanteissa, joissa kerroinmatriisi
on positiivisesti definiitti.

Yhtilosysteemin (17.1) ratkaisu hajotelman LDL" avulla tapahtuu siten neljis-
sé vaiheessa:

e muodostetaan systeemimatriisin hajotelma
A=LDU
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e kuormavektorin redusointi

e diagonaalilla skaalaus

e ja lopuksi takaisinsijoitus

Sovellettaessa Gaussin eliminaatioprosessia nauhamaiseen matriisiin havaitaan
nauhamaisuuden periytyvin myos hajotelmamatriiseihin L ja U. Nauhan sisilla
olevat nollalohkot sensijaan eivét siily, vaan tapahtuu ns. tayttymista. Erilaiset eli-
minaatiotavat tuottavat erilaisen téyttymisasteen, vrt. alirakennetekniikka, jota sel-

vitetddn myohemmissé kappaleissa.

Lz=1b
Dy ==z
Uu=y.

Esimerkki 17.1 Diskretoitaessa yksidimensioinen ladmmadnjohtumisprobleema

_ku” = f_a

u(0) = 0,u' (L) =0

vitdelld lineaarisilla elementilld paddytadn yhtdlosysteemiin

2 -1

-1 2

i 0 1
h

0 0

| 0 0
elt

0
-1
2
-1
0

0 0]

0 0
-1 0

2 —1
-1 1

U1
s
u3
Ug
us

Ku = f,

[\

=N NN

12 14
0 2
~12 foh=1{ =10
0 2
6 7

(17.3)

kun kuormitus koostuu kahdesta komponentista oheisen kuvan mukaisesti ja

h=L/5.

Suoritetaan kerroinmatriisin LU jo LDL™ hajotelmat, kuormavektorin reduk-

tio sekd systeemin ratkaisu takaisinsijoituksella.

Jaetaan matriisi K dimensiottomaksi tekijélla k/h. Véhennetédén néin saadun

matriisin K toisesta vaakarivistad luvulla -3 kerrottu ensimmaéinen vaakarivi:
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Néin on kaksi ylintd vaakarivid saatettu yldkolmiomuotoon. Seuraavaksi vi-
hennetaan ylld olevan matriisin kolmannesta vaakarivistd luvulla —% kerrottu

toinen vaakarivi:

2 -1 0 0 0
0 2 -1 0 0
0 0 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1|

Seuraavaksi ylld olevan matriisin neljinnesté vaakarivistd vihennetdén kertoi-

mella —% kerrottu kolmas vaakarivi:

2 -1 0 0 0
3

0 2 -1 0

0 0 3 -1 0

o 0 0 2 -1

0 0 0 -1 1|

Viimeisend vaiheena vihennetddn ylla olevan matrisin alimmasta vaakarivista

kertoimella —% kerrottu neljas vaakarivi, jolloin paddytaan ylakolmiomatriisiin

U ja alakolmiomatriisi saadaan kayttdmistdmme kerroinalkioista —%, —%, —%

. 4.
Ja—g.
(2 -1 0 0 0] 1 0 0 0 0]
0 2 -1 0 0 -2 1 0 00
u={0 0 3 -1 0], L=| 0 -3 1 00
o 0 0 2 -1 0 0 -3 10
L0 0 0 0 % . 0 0 0 -2 1]

Totea kertomalla etta K = LU.

Helposti ndhdaén yhteys alakolmiomatriisin L ja ylakolmiomatriisin U valilla,
josta saadaan LDL" hajotelma

1 0 0 00 2.0 000 1 -1 0 o o
-2 1 0 00 02 000 0 1 -2 0 o0
K=| 0 -2 1 00 003 00 o 0 1 -3 0],
0 0 -2 10 00032 0 o 0 o0 1 -3
. 0 0 0 -21]J[0O0O0OO0OZX][O O 0 O 1]

eli siis U = DLT.

Kuormavektorin redusointi alakolmiomatriisin L avulla tapahtuu seuraavasti:

14 14 14 14 14

2 24414 9 9 9
—-10 § — 10 p—=¢ —-10+39 »— —4 — —4

2 2 2 2+ 3(—4) -1

7 7 7 7 7T+ 3(-1)
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joten
14 7
9 6
h? h?
z=1< —4 fo_’ josta y=Dlz= -3 fo_‘
k 4 k
1 _4
31 ”
< 31
Ratkaisu saadaan helposti takaisinsijottamalla v = LT y:
7 7 7 7+ 316
6 6 6+ 215 16
-3 — < —=3+324 5 — 15 — 15
—2+331 24 24 24
31 31 31 31
15
16
15\ o
U = —_
k
24
31

17.2.2 Aaltorintamatekniikka

Aaltorintamatekniikalle ominainen piirre on systeemimatriisin kokoamisen (element-
timatriisien osuuksista) ja eliminoinnin samanaikaisuus. Téasséd menetelméssi systee-
mimatriisi ei milloinkaan esiinny koottuna tietokoneen keskusmuistissa. Bruce Iron-
sin 1960 luvun loppupuolella kehittdma aaltorintamamenetelméa mahdollisti suurem-
pien tehtédvien ratkaisun kuin mitéa olisi ollut mahdollista muilla eliminointitekniikoil-
la senaikaisten tietokoneiden keskusmuistin pienuuden takia. Vieldkin se on tehokas
keino suurten tehtévien suoraan ratkaisuun, vaikka virtuaalimuistitekniikka mahdol-
listaa todellisen keskusmuistin kokoa suurempien tehtéavien ratkaisun. Erittdin suur-
ten tehtédvien ratkaisu suoritetaan nykyisin iteratiivisia algoritmeja kayttéen, jolloin
muistitilan tarve on huomattavasti pienempi suoraan eliminointiin verrattuna. Yk-
sityiskohtaisen selostuksen aaltorintamatekniikasta 10ytdd esimerkiksi lahteesté [27]

17.2.3 Alirakennetekniikka

Alirakennetekniikka soveltaa staattisen kondensaation ideaa. Tarkastellaan asiaa esi-
merkin avulla. Kuvassa 17.3 on esitetty prosessin kulku kaksidimensioisessa tapauk-
sessa, jossa diskretointi on suoritettu nelisolmuisilla bilineaarisilla elementeilld ja
otaksutaan yksinkertaisuuden vuoksi, etté jokaisessa solmussa on yksi vapausaste.
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(a) (b) ()
10 11 12 13 14
15 |1 5) 2 16
q ® [ ] [ ]
17 |7 9 8 18 8
@ L [ ]
19 |3 6 4 20
q ® [ ] [ ]
21 |22 |23 |24 |25
Kuva 17.3  Alirakennetekniikan periaate.

Alkuperéinen elementtiverkko on kuvan 17.3a mukainen. Ensimméisessi vaihees-
sa muodostetaan neljd makroelementtia, joiden sisdltéd eliminoidaan solmujen 1-4
vapausasteet jolloin paadytdan kuvan 17.3b tilanteeseen. Seuraavassa vaiheessa yh-
distetddn nelja makroelementtia kahdeksi makroelementiksi, joiden sisdlta eliminoi-
daan solmujen 5 ja 6 vapausasteet. Namé kaksi makroelementtia yhdistetdan viimein
koko verkon kattavaksi superelementiksi, jonka sisédltd kondensoidaan solmujen 7-9
vapausasteet, jolloin paddytaan kuvan 17.3c tilanteeseen.

Néin on saatu jaykkyysmatriisin koko huomattavasti alkuperaisté pienemmaksi;
tosin se ei ole endd nauhamainen vaan tdysi matriisi. Matriisin tayttymisaste ha-
joitelman yhteydessd on kyllakin osoittautunut alirakennetekniikassa pienemmaksi
kuin nauhamaisen alkuperiisen systeemin hajoitelman suorittamisessa. Alirakenne-
tekniikan haittapuolena on huomattavasti hankalampi ohjelmointi erityisesti epé-
sdannollisten elementtiverkkojen yhteydessa.

17.3 lteratiiviset menetelmat

Iteratiiviset lineaarisen yhtéalosysteemin ratkaisumenetelmét voidaan jakaa paaluok-
kaan, eli stationdrisiin- ja epéstationdarisiin menetelmiin. Stationdarisiksi kutsu-
taan muotoa

2D — Bp® | ¢

olevia iteraatioita joissa sekd B ettd c eivit saa riippua iteraatiokierroksesta k.
Klassiset iteraatiot kuten Jacobi, Gauss-Seidel ja ylirelaksaatiomenetelméat kuulu-
vat tdhan luokkaan. Epéstationédériset iteraatiot taas sisdttavit informaatiota, joka
muuttuu joka iteraatiokierroksella, kuten esimerkiksi konjugaattigradienttimenetel-
mén parametrit, jotka ovat jadnnos- ja suuntavektoreiden sisidtuloja.
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17.3.1 Yksinkertaisia iteraatioalgoritmeja

Konstruoidaan systeemille (17.1) ekvivalentti yht&loryhmaé siirtdmélla termi Az yh-
talon oikealle puolelle ja lisdamaélla puolittain termi Mz, jossa M on jokin sopivan
yksinkertainen matriisi, eli

Mz = (M — Az) + b. (17.4)

Yhtalot (17.1) ja (17.4) ovat tietenkin ekvivalentteja, mutta systeemi (17.4) an-
taa mahdollisuuden iteratiiviseen ratkaisuun, jolloin mielivaltaisesta aloitusvekto-
rista (®) (voi olla nollavektori), askeleittain paiadytiin kohti tarkempaa tulosta, eli
saadaan iteraatiokaava

Mz* Y = (M — A)z™ +b. (17.5)

On huomattava, ettd mika tahansa matriisi M ei ole sovelias. Toisaalta sen olisi
oltava mahdollisimman yksinkertainen, jotta iteratiivinen ratkaisu olisi kannatta-
vaa. Mitd lahempénd M on alkuperiistd matriisia A sen parempi. Iteraation (17.5)
suppeneminen eli konvergointi* on tietenkin riippuvainen matriiseista M ja A. Mer-
kitdin askeleella k olevaa virhettd e®) = & — x®) jolloin iteraatiokaavasta (17.5)
saadaan

Me(k+1) _ (M o A)e(k), = e(k+1) — M—1<M . A)e(k‘) — Be(k)

Jokaisella iteraatioaskeleella virhe kerrotaan (toivottavasti pienentévilld) tekijalla
B =1—- M'A, joten k:n askeleen jilkeen senhetkinen virhe suhtautuu alkupersi-
seen virheeseen yhtéalon

e) — Bke)

mukaisesti.

Y14 olevasta yhtdlostd ndhddén heti, ettd iteraatioalgoritmi (17.5) suppenee
vain, jos matriisin B kaikki ominaisarvot ovat itseisarvoltaan ykkostd pienempié,
toisin sanoen

|I\i(B)| < 1.

Konvergenssin ma#rad siten matriisin B itseisarvoltaan suurin ominaisarvo, ja tata
arvoa kutsutaan myos matriisin B spektraalisdteeksi.

Téaten voidaan matriisin M hyville valinnalle asettaa seuraavat kaksi, toisilleen
ristiriitaista ehtoa:

e Yhtilo Mz* ™) = (M — A)z™ + b on oltava ratkaistavissa yksinkertaisesti.
Téaten matriisin M olisi oltava joko diagonaali- tai kolmiomatriisi.

4Mikali iteraatio ei suppene sen sanotaan hajaantuvan eli divergoivan; tilanne joka pyritdin
kaikin keinoin valttdmé&an.
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e Matriisin M pitéisi olla mahdollisimman ldhell&d matriisia A, jolloin iteraatio-
matriisin B = M (M — A) = I — M ' A ominaisarvot olisivat itseisarvol-
taan mahdollisimman pienié.

Kolme yksinkertaista kandidaattia matriisiksi M ovat:
1. M on A:n diagonaali (Jacobin menetelma),
2. M on A:n alakolmio (Gaussin-Seidelin menetelmé),

3. M on edellisten kombinaatio jolloin saadaan ylirelaksaatiomenetelmé, jonka
lyhenne SOR (successive overrelaxation).

Merkitaén jaykkyysmatriisin A jakoa diagonaalimatriisin, ala-ja yldkolmiomatriisin
summaksi seuraavasti:

A=L+D+U ja D = diag(A).
Taten iteraatiokaavat mainituille menetelmille ovat:
1. Jacobi (M = D)

" =D ' [b—(L+ U)z®] =2® + D' (b - Az®),

2. Gauss-Seidel (M = L+ D)

2"+ = (L+ D)™ (b— Uz®), (17.6)

3. ylirelaksaatiomenetelméd (M = L+ D + (1 —w)/wD = L+ (1/w)D)

1 1
x*+D) — (L + ;D)—l [b — <—D + U) z®) } : (17.7)

w

missd w on relaksaatioparametri 1 < w < 2. Iteraatiokaavoja (17.6) ja (17.7) ei
kuitenkaan kaytetéd, vaan iterointi tapahtuu niiden ekvivalenteissa muodoissa

m(k-f—l) _ _Dfl (L$(k+1) + Um(k) _ b) , (178)
ja
20 = (1 - w)z® — 0D (L) + Uz~ b). (17.9)

Kirjoitetaan ylla olevat iteraatiokaavat komponenttimuodossa, josta ne on helppo
ohjelmoida algoritmiksi (A = [A;;], b = {b;}):

(k+1 (b _ZAU gkﬂ) Z Azy ( )7

Jj=i+1
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i—1 n
! ):x§)+_A” <bi—§ Aya )—E:Aijxg‘ )
13 j=1 j=t

Optimaaliselle ylirelaksaatioparametrin arvolle voidaan johtaa lauseke
Wopt = 1+ )\na

jossa A, on iterointimatriisin B = I — M ' A suurin ominaisarvo. Jacobin, Gauss-
Seidelin ja ylirelaksaatiomenetelmén suppenemisnopeus on riippuvainen iteraatio-
matriisin B suurimman ominaisarvosta. TAmé on taas riippuvainen yhtalosysteemin
koosta ikévilla tavalla. Mitd suurempi systeemi sen varmemmin iteraatiomatriisin
suurin ominaisarvo on ldhella ykkostd. Elementtimenetelméassd syntyvien suurien
yhtélosysteeminen ratkaisuun naméa yksinkertaiset iteraatiot ovat siten liian hitaita.
Niitd voidaan kuitenkin kayttda osana ns. moniverkkoalgoritmia.

Esimerkki 17.2 Tarkastellaan edelld mainittujen menetelmien suppenemis-
ta esimerkin avulla, ja suoritetaan yhtdlosysteemin (17.3) ratkaisu Jacobin,
Gaussin-Seidelin ja ylirelaksaatiomenetelmdlld. Pyritddn promillen tarkkuu-
teen kdytettiessd lopetuskriteerid

1Eu® — flloc < TOL|f |0,

eli TOL = 0,001.

Jacobin menetelmén matriisi M on jiykkyysmatriisin diagonaali, joten

_1 -

) _ 0 = 0 0

01000 12
10100 3 03 00
M-K=|01010]| ja B=|,L , 1,
00101 2, 02
(0001 0| 0035 03
00 0 1 0]

Iteraatio suppenee hitaasti ja haluttu tarkkuus saavutetaan vasta 104 iteraa-
tion jalkeen. Tutkittaessa iteraation kulkua havaitaan globaalin muodon sup-
penevan hitaasti, kun taas korketaajuuksiset komponentit iteraatio vangitsee
hyvin jo ensimméisen iteraation jélkeen. Kuvassa 17.4 ratkaisun kulku on piir-

retty ensimméisen ja muutamien myohempien iteraatioiden jélkeen.

Gaussin-Seidelin menetelmén matriisit M ja M — K ovat

|
—_
[\
o
N O O O
_ o O O O
|
I
o O O O O
o O O O
(el el =
o O = O O
o = O O O
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(a) log(e,) (b)
40 I I 04 I I I I
iter. 1 +— Jacobi —
30  iter. 10 —— \ 1 Gauss-Seidel - ---  _|
iter. 30 >%— SOR —+—
uk g | iter. 104 A TT
2 g 2r B |
foh ﬁ% . \
10
- PN y T~
0
_4 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 20 40 60 80 100
X / L iteraatiokierros

Kuva 17.4  Yhtélosysteemin ratkaisu klassisilla iteraatioilla: (a) ratkaisun ap-
proksimaatio askeleilla 1, 10, 30 ja 104 Jacobin menetelméssi, (b)
suhteellinen virhe iteraatiokierrosten funktiona eri menetelmilla.

Taulukko 17.2 Ratkaisuvektorin ja residuaalin alkiot.

Jacobi Gauss-Seidel SOR tarkka
Uj gi Uj Ji Uj gi Uj
14.957 -0.43306E-02 14.953 -0.89394E-02 15.016 0.12366E-01 15
15918 -0.78341E-02 15.915 -0.11702E-01 16.019 0.11629E-01 16
14.887 -0.11338E-01 14.889 -0.13083E-01 15.011 -0.13615E-02 15
23.867 -0.12676E-01 23.876 -0.13083E-01 24.004 -0.60054E-02 24
30.860 -0.70071E-02 30.876  0.00000E-00 31.004 -0.79493E-03 31

U W N | .

Voidaan osoittaa Gaussin-Seidelin menetelmén yhden iteraatioaskeleen vas-
taavan noin kahta Jacobin iteraatiota. Ndin voidaan todeta myos esimerkis-
sdmme, silla vaadittu tarkkuus saavutetaan 53 iteraation jilkeen. Iteraation
suppeneminen on samantyypistd kuin Jacobin iteraation tapauksessa, eli ma-
talataajuuksinen komponentti suppenee hitaimmin.

Ylirelaksaatiomenetelmén optimaalinen relaksaatioparametri on téssé esimer-
kissa

w = 1.6, jolloin iteraatio suppenee 15 kierroksessa. Suhteellisen residuaalin
maksiminormin pieneneminen on esitetty kuvassa 17.4b. Ratkaisuvektori on
esitetty taulukossa 17.2. Huomaa, ettd vaikka residuaalilta vaaditaan promil-
len suhteellista tarkkuutta, ei siirtymien ratkaisuvektori ole ldhelld edes pro-
sentin tarkkuutta Jacobin ja Gaussin-Seidelin menetelmissa.
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17.3.2 Minimointialgoritmeja

Yhtéalosysteemin (17.1) ratkaisu on ekvivalentti minimointiongelman
min f(z) = min leAa: —z'b (17.10)
T z \2 ’ '

ratkaisulle, mikéli matriisi A on symmetrinen ja positiivisesti definiitti n x n matriisi.
Téassé luvussa tarkastellaan kahta algoritmia, gradientti- ja konjugaattigradienttime-
netelméa (liittogradienttimenetelmé) minimointitehtavéan (17.10) ratkaisemiseksi.

17.3.2.1 Gradienttimenetelma

Merkitadn vektoriarvoisen skalaarifunktion gradienttia f' = g, eli

ooy oo
—9= 8901 8x2 8xn ’
Liséksi méaritelladn funktion f Hessen matriisi f” = H
>f f ]
03 0x10z,,
O'f o't
| O0z,071 orz |

Kvadraattiselle funktiolle f pétee
flle)=g(x)=Az—-b  ja  [(z)=H(z)= A
Etsitddn minimointiongelman ratkaisua seuraavassa muodossa

) — 2 ®) | o0 gk

jossa d™ on hakusuunta ja a® on askelpituus. Funktion f Taylorin kehitelmé on

f(zc(k“)) — f(w(k) + Oé(k)d(k))
— F@W) 1 a® g(z®)Ta® 4 %(aw))zd(k)TH(v)d(k),

missi vektori v on vililtd (z®), z#+1)). Termi (a(k))Qd(k)THd(k) on aina positiivi-
nen, silli H otaksutaan positiivisesti definiitiksi. Mikili vaaditaan ehto f(x**V) <
f(z™), on t&llsin oltava voimassa epiyhtilo

g(k)Td(k) <0 kun I<axkl,
missé on merkitty g = g(2®). Mikili nyt valitaan

d® = _g®
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saadaan menetelmé jota kutsutaan gradienttimenetelméksi tai jyrkimman laskun
menetelmaksi.
Optimaalinen askelpituus o®) médritetdéin ehdosta

f(:z:(k) + a(k)d(k)) - milolf(w(k) + ad(k)).

Merkitéin g(a) = f(2® + ad®), jolloin minimipisteessé pitee dg/da = 0. Ketju-
derivoimalla saadaan lauseke

j—g = fa® 1 ad®)Td® = [A(a:(k) +ad®) - b]T d®
(6%
_ (Aw(m _ b)T d® + ad®T 4d® — g®T gk L 0 g®T 4q® — o

josta tarkaisemalla optimaalinen askelpituus on

T T
C gWTa® 0T g

alh) — _ =99
d®7 4q®  g®T g4g®)

Gradienttimenetelmén algoritmi voidaan siten kirjoittaa seuraavasti. Lahdetédan
aloitusvektorista xq, iteroidaan

g® = Az® _p, (17.11)
®)T (k)

a® — gTigW (17.12)

gD = ) o8 gk, (17.13)

Edelld esitetty iteraatiokaava vaatii kaksi matriisi-vektori kertomista. Algoritmi voi-
daan kirjoittaa myos muodossa, jossa on vain yksi matriisi-vektori kertominen, jol-
loin menetelmén tyoméaara askelta kohden huomattavasti pienenee. Taméa perustuu
sithen, ettd gradienttia g (jota voidaan kutsua myos jadnnokseksi eli residuaaliksi)
ei lasketa suoraan yhtdlostd (17.11a) vaan edellisen iteraatioaskeleen gradientista
seuraavasti

g*+) = Azt _p = A (2 — oW gy _p = g® _ 40 490

Gradienttimenetelmén algoritmi voidaan kirjoitaa nyt uudessa muodossa

)T g (k)
o® %’ (17.14)
gD = ) o8 g, (17.15)
gkl = gk o) gt (17.16)

missi k = 0, 1, ... Alkuarvauksesta 2(® lasketaan g = Az® — b.
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17.3.2.2 Liittogradienttimenetelma

Konjugaattigradienttimenetelmissi hakusuunnat d® valitaan siten, ettd hakusuun-
nat konjugoivat, eli ovat ortogonaalisia jaykkyysmatriisilla A painotetun sisdtulon
mielessa

dTAdY) =0, 4]

Konjugaattigradienttimenetelmén algoritmi voidaan kirjoittaa useissa ekvivalenteis-
sa muodoissa jotka eroavat toisistaan muistitilan tarpeen ja laskentatyon méaran
suhteen. J.K. Reid on vertaillut konjugaattigradienttimenetelmén eri versioita las-
kentatyon méaaran, muistitilan tarpeen ja tarkkuuden suhteen [53], ja hdnen tulok-
sensa néyttaisivat suosivan seuraavanlaista algoritmia:

®)T g (k)
o — gTig’ (17.17)

d" Ad"
g*t) = z®) 4 ok gh) (17.18)
gk = gk 4 k) gg®) (17.19)

k+1)T (k1)

g = 99 (17.20)

gk g(k‘)
d(k+1) _ —g(k+1)+6(k)d(k)7 (1721)
missi k& = 0,1,... . Alkuarvauksesta £© lasketaan ¢g(© = Az® — b ja asetetaan

dO = _gO,

Konjugaattigradienttimenetelmé voidaan periaatteessa lukea suoriin menetel-
miin kuuluvaksi, silla se antaa tarkan ratkaisun n:n askeleen jélkeen, kun kaikki
avaruuden R"™ suunnat on kdyty lavitse, mikali laskennassa ei tapahdu pyoristysvir-
heita. Edellisessa kappaleessa oleva pieni esimerkki iteroituu kyllédkin viidella iteraa-
tiolla. Konjugaattimenetelman eri versioiden yksityiskohtaisempi johto loytyy lah-
teestd [2], jossa on esitetty myos menetelméan virheanalyysi. Helppotajuinen johto
ja virheanalyysi on esitetty myos ldhteessd [15].

Gradienttimenetelmaélle voidaan johtaa virhearvio energianormissa

1/2
|z®) — 2|4 = [(az(k) — a:)T A(z® — :1:)] ;
ja se on [18]
1\ K2
=~ ol < (1 B @) |2 — |4, (17.22)

missé & on minimointitehtavéin tarkka ratkaisu ja C'(A) on matriisin A héiridalttius.
Téastd voidaan péatelld, ettd suhteelliseen tarkkuuteen T'OL péaasemiseksi tarvitta-
vien iteraatioiden ma#ra on

1

I>2C(A)log TOL"

(17.23)
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Vastaavasti konjugaattigradienttimenetelmélle pétee virhearvio [18]

k

A -1

l2® — o, <2 (%) 2 — |, (17.24)
+

josta iteraatiomaara

2
> 1 ) )
1> 1/C(A)log o1 (17.25)

17.3.2.3 Pohjustettu liittogradienttimenetelma

Arvioista (17.23) ja (17.25) havaitaan, etté iteraatioméérd on suoraan verrannollinen
jaykkyysmatriisin A héiridalttiuteen. Téta riippuvuutta voidaan lieventad kéytta-
malld muuttujain vaihtoa, eli y = Czx, missd C on positiivisesti definiitti n x n
matriisi. Taten minimointiongelma (17.10) muuntuu muotoon

mmin flz) = myin F(y) = myin ty"CTAC'y—y"CTTb) = myin (%nyly —y’b
missd on merkitty

A=cTAcCc, ja b=CTb.

Miksli merkitiain M = CT C, voidaan konjugaattigradienttimenetelmén algo-
ritmi (17.17) kirjoittaa pohjustetussa muodossa [2], [30]:

17.3.2.3.1 PCG-algoritmi (engl. Preconditioned Conjugate Gradient):
1. alustus

(a) muodosta pohjustin M (tai suoraan M '),

(b) laske aloitusvektori 7p = b — Az, ja ratkaise suunta dg = M 'r scki
laske 75 = rg dy

2. iteroi 7 = 0,1, 2, ... kunnes saavutetaan riittava tarkkuus:
a) muodosta: s = Ad;, «; = Ti/diTs,

(
(b

pa1v1ta Lir1 = &5 + Oél'dl', Tit1 =7 — Q;8,

)
)
(¢) suorita pohjustinoperaatio: z = M 'r;,,
(d) laske: i1 = vl 2z, Bi=Tiy1/7,

)

(e pa1v1ta di+1 =2z + Bzdz
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Oheisessa algoritmissd on merkitty » = b — Ax = —g. Iteraation suppenemista
voidaan testata laskemalla jadnnosvektorin normi ||| tai /7 parametrista, joka on
oikeastaan jadnnosvektorin pohjustimen kiddnteismatriisilla painotettu normi /7 =
vl = (rT M 1r)/2,

Matriisia M kutsutaan pohjustimeksi ja se pyritdén valitsemaan siten, ettd mat-
riisin A hiiridalttius olisi huomattavasti pienempi kuin alkuperéisen jaykkyysmat-
riisin A, eli

C(A)=c(cTACc™H=C(M'A) < C(A).

Havaitaan, ettd optimaalinen pohjustus saavutetaan kun M = A. Tama edellyt-
téisi kuitenkin matriisin LL” hajotelman muodostamista. Suosittu tapa on kiyttéd
epitiydellistd LL™ hajotelmaa pohjustimena, jossa matriisin nauhan siséiset nolla-
alkiot sailytetdan nollina, ts. jatetdén tarkassa hajotelmassa syntyvé nauhan taytty-
minen huomiotta. Seuraavassa luvussa kerrotaan lisda erilaisista pohjustustavoista.

17.3.3 Pohjustinstrategioista

Pohjustimen valinta ja sen laskenta on ehké koko iteraatioprosessin térkein vaihe.
Yleisimmét pohjustusmenetelmét voidaan jaotella seuraaviin luokkiin:

1. klasssisiin stationdérisiin iteraatioihin perustuvat pohjustimet kuten Jacobi,

SSOR,
2. epatiydelliset LU tai LDL" hajotelmat,

3. polynomipohjustimet,

4. harva approksimaatio pohjustimen kiénteismatriisille H = M ' ~ A™! ja

5. monitasopohjustimet.

Muita menettelyjd on myos olemassa jotka perustuvat ratkaistavan ongelman eri-
koisluonteeseen.

Pohjustinta sanotaan implisiittiseksi mikéli sen kiytossa joudutaan ratkaisemaan
lineaarinen yhtélo ja eksplisiittiseksi mikéli pohjustinaskel voidaan suorittaa matriisi-
vektori kertolaskuna. Eksplisiittiset pohjustimet ovat suhteellisen helppoja ohjel-
moida vektori- ja rinnakkaisprosessoritietokoneilla verrattuna implisiittisiin pohjus-
timiin.

17.3.4 Moniverkkoalgoritmi

Edella todettiin yksinkertaisten iteraatioiden, kuten Jacobin iteraation, suppenevan
hitaasti. Menetelmén ominaisuuksia tarkemmin tutkien on se kuitenkin nopea rat-
kaisun korkeataajuuksisien komponenttien vangitsijana, kuva 17.5 (ldhteestd [52]).
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T
(a) (b)

Kuva 17.5 Iteraatiovirheen kehittyminen Jacobin iteraatiossa: (a) alkuarvaus,

(b) muutaman iteraatiokierroksen jélkeen virhe ei ole juuri pienen-
tynyt, mutta on rauhoittunut [52].

Ratkaisun matalataajuuksiset komponentit suppenevat hitaimmin ja tekevéit kyseis-
ten iteraatiomenetelmien kiyton suurten elementtimenetelméssd syntyvien yhtélo-
systeemien ratkaisussa kannattamattomaksi.

Moniverkkoratkaisijan idea on kiyttdd useita diskretoinnin tasoja, ja ratkaisun
matalataajuuksiset komponentit vangitaan harvassa verkossa. Moniverkkoalgorit-
min kaksi oleellista vaihetta ovat:

e relaksaatiovaihe, jossa ratkaisun korkeataajuuksiset komponentit vangitaan
yksinkertaisella iteraatiolla, esim. Jacobin tai Gauss-Seidelin iteraatiolla (re-
laksaatiota suoritetaan useilla diskretointitasoilla),

e korjausvaihe, jossa ratkaisun matalataajuuksiset komponentit vangitaan rat-
kaisemalla ongelma hyvin harvassa verkossa.

Moniverkkoalgoritmi esitetdén useissa ldhteissi (esim. [32], [2]) muodossa, jossa
prosessi aloitetaan mielivaltaisesta alkuarvauksesta hienoimmassa verkossa ja relak-
soiden kohti karkeinta verkkoa, jossa suoritetaan korjaus ja palataan takaisin korja-
ten ja relaksoiden kohti hienointa verkkoa. Vieldkin tehokkaampi ja luonnollisempi
tapa on johtaa hienoimman verkon iteraatiolle alkuarvaus karkeimman verkon rat-
kaisusta [52].

Yksinkertainen kaksiverkkoalgoritmi voisi olla seuraavanlainen:

1. ratkaistaan systeemi harvassa verkossa Aix, = by,

2. interpoloidaan hienon verkon arvot harvasta verkosta xs = Fxq,

3. suoritetaan muutama relaksaatioiteraatio hienossa verkossa,

4. muunnetaan jadnnos ro = f, — Asxo harvempaan verkkoon r; = Crs,
5. ratkaistaan harvan verkon korjaus A;Axz; = 7y,

6. siirretdén korjaus hienoon verkkoon ja lisitdén edellisiin hienon verkon arvoi-
hin AmQ = FAml puusi — gpuanha + AQ:Q
9 2 2 s

7. siirrytddn kohtaan 3.
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Matriisi F' on interpolaatio hienoon verkkoon ja vastaavasti C' on “keskiarvoistus”
harvaan verkkoon, joka on F':n transpoosi. On huomattava, etta kaksitasomenetelméa
ei ole systeemin suoraa ratkaisua tehokkaampi menetelmé, mutta kelpaa moniverk-
koalgoritmin idean esittelyyn.

Voidaan osoittaa, ettd moniverkkoalgoritmin suppenemisnopeus ei ole riippu-
vainen tehtdvan koosta, eli vapausasteiden lukumaérain hienossa verkossa, mika
on suuri etu tavanomaisiin iteraatioihin verrattuna. Lisdksi moniverkkoalgoritmi on
asymptoottisesti optimaalinen tydméaaran suhteen.

Esimerkki 17.3 Tutkitaan esimerkkiongelmaa kaksitasomenetelmdlld, jossa
hienossa verkkossa on viisi elementtid ja harvassa kaksi.

hy = 3L hy = £L
B e
e ® ® *——o —0o —o —0o —9°
ui,1 Uu2,1 U2 U2 U32 U42 U52

Merkitaén harvaa verkkoa alaindeksilla 1 ja hienoa vastaavasti indeksilla 2, si-
ten hy = L/2 ja hy = L/5. Interpolaatiomatriisiksi F' saadaan yksinkertaisesti

ULQ [ 2 0 i

U272 1 4 0 w

Uu3.2 =-14 1 { L1 } eli w9 = Fu;.
5 u2.1

U4,2 2 3 ’

U5,2 | 0 5 |

Siirretdan kuormavektori siirtomatriisilla C' harvaan verkkoon

14
124420 2 0
Fr=Cf 5[0 013 5] 20 Jo {31/5}f°
7

Ratkaistaan yhtalosysteemi tarkasti harvassa verkossa

2k | 2 -1 ug | ) 0 foh ug | ) 3172 | foh?
Bho| =1 1| ) wgy [ ) 315 (7° upy [ ] 31 ko

Interpoloidaan hienon verkon aloitusvektori harvan verkon ratkaisusta

2 0 1 6.2
4 0 2 12.4
u():F'u,—— 4 1 31/2 fo_h2:§ 3 fo_h2: 18.6 fo_h2
2 ! 31 k5 k ' ko
2 3 4 24.8
0 5 | 5 31.0
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Suoritetaan relaksaatio Jacobin iteraatiolla

w) = w4+ D7 (fy - Koul)

1 1 5(1 1—%(2—2))
31 2 5( _%(_1+4_3)) h2
= | =< 3 p+< I(-10-3(—246-4) Joh”
5 2 5
4 52-3(-3+8-5))
5 7—3(—4+5)
13.2
13.4
I el WY
— , —
25.8
[ 31.8

Muutaman relaksaatioiteraation jilkeen jaannds siirretddn harvaan verkkoon,
jossa ratkaisu suoritaan tarkasti. Harvan verkon korjaus siirretdén ja lisdtaan
hienon verkon arvoihin jne. Voidaan todeta ettd téssd esimerkissa yksi moni-
verkkoalgoritmin kierros antoi hyvén likiarvon ratkaisun matalataajuuksisille
komponentille.

17.4 Menetelmien vertailua

Lineaarisen yhtalosysteemin ratkaisumenetelmid voidaan vertailla tosiinsa ratkai-
suun kaytetyn tyomaéadran ja vaadittavan muistitilan maaran suhteen. Gaussin al-
goritmiin perustuvan LDL” tai LU hajotelman suorittaminen on tyoméaraltain
(peruslaskutoimitusten méadrd) luokkaa

1
WN §JVB2

missd N on tuntemattomien lukumééara ja B puolinauhan leveys. Kuormavektorin
redusointi ja takaisinsijoitus vaatii 2N B operaatiota, joten asymptoottisesti hajotel-
man suorittaminen on selvésti tyoladmpi toimenpide. Kahdessa paikkadimensiossa
puolinauhan leveys on luokkaa v/ N, joten tilloin yhtildsysteemin ratkaisun vaatima
tyomadra on luokkaa N2,

Iteratiivisten algoritmien tyomaéaédran arviointi ei ole yhté yksinkertaista. Mika-
li iteraation lopetuskriteeriksi valitaan tarkkuus, joka on sama kuin diskretointi-
tarkkuus, voidaan tyomaérille johtaa asymptoottisia lausekkeita. Taulukoon 17.3
on koottu vertailu muutaman menetelmén laskuoperaatioiden asymptoottisista ar-
vioista tarkasteltuna erikseen toisen ja neljannen kertaluvun differentiaaliyhtéaloille
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Taulukko 17.3 Lineaarisen yhtélosysteemin ratkaisumenetelmien asymptoottisia
laskutoimitusméaériarvioita,W ~ CN*, N = tuntemattomien lkm.

kertaluku k-2 dim. k-3 dim. menetelméa

2 1.5 1.33 konjugaattigradientti
1.25 1.17 héiriovaimennettu konj. grad.
2 2.33 Choleskyn ja Croutin hajotelmat
1.5 2 alirakennetekniikka
1 1 moniverkkoalgoritmi
4 2 1.67 konjugaattigradientti
1.67 1.5 héiriévaimennettu konj. grad.
2 2.33 Choleskyn ja Croutin hajotelmat
1.5 1.67 alirakennetekniikka
1 1 moniverkkoalgoritmi

seké kahdessa ettéd kolmessa dimensiossa [18]. Moniverkkoalgoritmi on asymptootti-
sesti optimaalinen yhtélosysteemin ratkaisumenetelma, ja sen tyomaéaéardestimaatti

W ~CN

on johdettu léhteessd [52].

Muistitilaa suorat ratkaisijat vaativat N B alkion verran, kun taas iteratiiviset
algoritmit selvidvat vain tuntemattomien lukuméaraén verrannollisella tilantarpeel-
la.

Pelkéstdan tyomaardestimaatin avulla ei voida paatellda kullekin tietokonearkki-
tehtuurille soveltuva optimaalista algoritmia. Esimerkiksi monitasomenetelmét ovat
vaikeasti rinnakkastettavia ja melko mahdottomia saada toimimaan optimaalisesti
vektoriprosessorikoneilla. Optimaalisen algoritmin valinta kiytossé olevalle tietoko-
neeelle monisyinen ongelma.
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Luku 18

Etenemistehtavien numeerinen rat-
kaisu - diffuusioyhtalo

Tésséd luvussa tarkastellaan ajasta riippuvan parabolisen diffuusioyhtdlon nu-
meerista ratkaisua. Kertauksena luvusta 1 palautetaan mieliin kyseisen yhté-
16n ominaispiirteet.

Ratkaisumenetelmét esitetddn aluksi skalaariyhtdlon tapauksessa. Johdannos-
sa kasitelladn joitain differenssimenetelmié sekéd globaali, askeleittain jatkuva
ettd epdjatkuva Galerkinin menetelma. MySs menetelmien stabiilius- ja tark-

kuusominaisuuksia tutkitaan.

18.1 Diffuusioyhtild

Tutkitaan yksiulotteisen diffuusioyhtélon

2
pc% — k% =0 z€(0,L) (18.1)
ratkaisua reunaehdoilla u(0,t) = u(L,t) = 0 ja alkuehdolla u(z,0) = ugsin(mx/L).
Sijoittamalla yht&loon (18.1) reunachdot toteuttava yrite
B . T
u(z,t) = y(t) sin T
saadaan alkuarvotehtéava

alkuehdolla y(0) = wg. Otetaan kiyttoon lyhennysmerkinnit y = dy/dt ja a =
kn?/(pcL?). Huomataan, etti kerroin a on aina positiivinen. Ratkaistavana on siten

alkuarvotehtéva
. _ 0
yray=9oo (18.2)
y(0) = %o = TUo.
Yhtéalon (18.2) ratkaisu on
y(t) = goe™ ™, (18.3)

jolle y(t) — 0, kun t — oc.
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18.2 Yksiaskeldifferenssimenetelmia

18.2.1 Eulerin menetelmat

Yksinkertaisin mahdollinen aikaintegrointimenetelmé on Eulerin menetelmé, jossa
aikaderivaatta korvataan joko taaksepéin tai eteenpéin lausutulla aika-askeleen pi-
tuudella jaetulla differenssilla eli erotusosaméarélla. Oletetaan ratkaisu tunnetuksi
ajanhetkelld t,, ja merkitdan y(¢,) = y,. Eteenpéin lausuttu Eulerin menetelmé saa

siten muodon

. Yn+1 — Un
n n ~ - n:O,
UYn + ay AL + ay

misséd At =t,,1 — t,. Ratkaisu ajanhetkelle ¢,, ;1 on
Yns1 = (1 — Ata)y,. (18.4)

Koska yhtalon (18.2) ratkaisu (18.3) on monotoonisesti pienenevé, on numeerisen
ratkaisun (18.4) myds toteutettava ehto

|1 — Atal <1,

josta seuraa stabiiliusehto suurimmalle sallitulle aika-askeleelle At:

At <Aty =2 = Yy
a km?
Aikaintegrointimenetelméd, jonka kiytettavyytta rajoittaa suurin sallittu aika-askeleen
pituus, sanotaan ehdollisesti stabiiliksi.
Taaksepéin lausuttu Eulerin menetelmé saadaan, kun aikaderivaattaa approksi-
moidaan ajanhetkelld ¢,, ., taaksepédin lausutun erotusosamaéran avulla:

. Yn+1 — Yn
Yn+1 + QYnt1 = A + aypi1 = 0.

Ratkaisu ajanhetkelld ¢, on

1

n - "y 18.5
Yn+1 1+Atay ( )

mista havaitaan stabiiliusehdon

1
‘1+Ata

toteutuvan kaikilla mahdollisilla aika-askeleen arvoilla At > 0. Tallaista aikainte-
gointimenetelméad sanotaan ehdoitta stabiiliksi.
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18.2.2 Crankin-Nicolsonin menetelma

Crankin-Nicolsonin menetelmé tunnetaan myos havainnollisemmilla nimilld trapet-
sikaava tai puolisuunnikaskaava. Siiné aikaderivaattaa approksimoidaan aika-askeleen

pUOliVéJliSSé
by [ 1

tyy) e P 1) + ().

Sijoittamalla edelld olevaan lausekkeeseen §(t,11) = —ay(tni1) ja y(t,) = —ay(t,),

saadaan yhtalo

Yn+1 — Yn 1
St 50 ) =0,
mistd y,1 voidaan ratkaista:
1—IAta
Yt = T IR (18.7)

Trapetsikaava on ehdoitta stabiili, silla

1— %Ata
14+ %Ata -

kaikilla At > 0.

18.2.3 Keskipistekaava

Tarkastellaan seuraavassa hieman yleisempédé tapausta, nimittdin ei-autonomista
ongelmaa!l

y(t) +a@)y(t) =0 ja  y(0) = 7o. (18.8)
Oletetaan kuitenkin, ettéd kerroin a(t) > 0 V t. Tutkitaan trapetsikaavan (18.6)

. —~ Y(tnsr) —yta) 1. .
Y(tng1) = A7 = 5 [(tnsa) + 5 (tn)]
stabiiliutta kyseisessd tehtévéssi. Sijoitetaan yhteydet ¢(t,11) = —a(tni1)y(tni1)
seki y(t,) = —a(t,)y(t,) trapetsikaavaan, jolloin saadaan
1-— %Atan
Ynt1 = ns

1 + %Atan+1

missd on merkitty a, = a(t,) jne. Havaitaan, ettd vakiokertoimisen yhtéalon ta-
pauksessa ehdoitta stabiili trapetsikaava ei vilttaméattd ole sitd sovellettuna ei-
autonomiseen yhtaloon. Stabiiliusehdoksi saadaan epéayhtalo

At(an — a/nJrl) S 4.

1Yht#l64 ¢ = f sanotaan autonomiseksi, mikéli funktio f ei riipu eksplisiittisesti ajasta.
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Tarkastellaan nyt trapetsikaavan ns. keskipisteversiota (engl. mid point rule).
Télloin yhtalo (18.8) lausutaan aika-askeleen puolivélissa

ynJr% + a’nJr%ynJr% = O

Ottamalla huomioon yhteydet

—_

o Ynt+1 — Un

ynJr% ~ T ja yn+% ~ §<yn+1 + yn>
saadaan keskipistekaavan mukainen algoritmi
— lAta 1
2 n+s3
Yni1 = Y, (18.9)

1+ %Atan+%

mikéa helposti havaitaan ehdoitta stabiiliksi.

Keskipistekaavan (18.9) kéytto onkin suositeltavaa, silld sen stabiiliusominaisuu-
det sailyvit myos sovellettuna epélineaarisiin ongelmiin, esim. jos kerroin a on rat-
kaisun y funktio.

18.2.4 Eksplisiittiset ja implisiittiset menetelmat

Alkuarvotehtavan
v+ fly) =0, (18.10)

missé f on jokin y:n funktio, ratkaisumenetelméé kutsutaan eksplisiittiseksi eli avoi-
meksi, mikéli y,, 1 voidaan lausua pelkéstdén ajanhetkelld ¢, (tai sitd aikaisemmilla)
maéadriteltyjen suureiden avulla, eli

Yn+1 = Yn + Atf(%t)'

Mikali nain ei ole, on menetelma suljettu eli implisiittinen, ja talloin

Yn+1 = Yn + Atf(yn-l—l)'

Tahan mennessé kuvatuista menetelmistéd FEuler eteenpéin on eksplisiittinen ja
Euler taaksepéin sekd Crank-Nicolson ovat implisiittisia menetelmia. Jatkossa Eu-
lerin menetelmia kutsutaankin eksplisiittiseksi tai implisiittiseksi Eulerin menetel-
méksi.

18.2.5 Menetelmien tarkkuus ja stabiilius
Aikaintegrointimenetelméat (18.4), (18.5) ja (18.7) voidaan kirjoittaa muodossa

Ynt+1 = Ayn = An—HgOv (1811>
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misséd A on vahvennustekija (engl. amplification factor):

1 — Ata eksplisiittinen Euler,
A=< (1+ Ata)™! implisiittinen Euler,
(1+ 2Ata)™'(1 — 3Ata) Crank-Nicolson.

Merkitaan yhtdlon (18.2) tarkkaa ratkaisua Y:1l4 ja numeerista ratkaisua y:114,

ja kiytetddn lyhennysmerkintoja: Y, = Y (t,), yn = y(t,). Menetelmén paikallinen
katkaisuvirhe 7 aika-askeleella n maéaédritelladn seuraavasti:

Y, =AY, 1+ 7. (18.12)
Maaritelladn aproksimaation y ja tarkan ratkaisun Y vélinen virhe:
en =Y, — Yn.
Ottamalla huomioon yhtalot (18.11) ja (18.12) saadaan

en = Aep 1+,
= T+ AT, 4+ AV .

Mikali algoritmi on stabiili ts. |A| < 1, saadaan

lenl < Tl F ATt + - 4 |AM
< mpl + ATt 4 - AT
< mal + el + -+ |1
< nmax 7.

1<i<n

Otaksumalla, ettd menetelmén paikallinen katkaisuvirhe on luokkaa
IT(t)] < CAtTH (18.13)
missé C' on positiivinen aika-askeleesta At riippumaton vakio, saadaan
len] < nCAEH
Ottamalla huomioon yhteys n = t,,/At, tulee
len| < Ct, At (18.14)

Mikéli ehto (18.13) toteutuu, on yhtélolla (18.11) mééritelty algoritmi konsistentti
ja ¢ on menetelmén suppenemisnopeus.
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Maaritetadn nyt edellisessd kappaleessa esitettyjen algoritmien paikalliset katkai-
suvirheet. Ekplisiittiselle Eulerin menetelmélle saadaan Taylorin lauseen perusteella

Th =Y, — AY, 1
=Y, 1+ Y, 1At + %Y(t*)Atz — (1 - Ata)Y,_,
= (Y1 +aY,_1)At + %Km?
= %Y*AtQ = O(A1?).

Ajanhetki t* sijaitsee aika-askeleella (t,_1,t,). Implisiittisen Eulerin menetelmén
katkaisuvirhe on sama kuin eksplisiittisen Eulerin menetelmén, mutta trapetsikaavan
eli Crankin-Nicolsonin menetelmén katkaisuvirhe on O(A¢?). Eulerin menetelmien
tarkkuus on siten astetta ¢ = 1 ja trapetsikaavan ¢ = 2.

Eulerin menetelmissé kerroin C' lausekkeissa (18.13) ja (18.14) on verrannollinen
ratkaisun toiseen aikaderivaattaan. Mikali ratkaisu on eksponentiaalisesti vaimeneva,
kuten on laita esimekkitapauksessamme Y + aY = 0, on Y (t) < gy V¥ t. Jos
tarkastelisimme ongelmaa Y +aY = f (t), missé fn muutokset ovat nopeita, voi Y
saada hyvinkin suuria arvoja.

18.3 Galerkinin menetelmat etenemistehtavien ratkaisussa

18.3.1 Globaali Galerkinin menetelma

Aivan vastaavalla tavalla kuin elliptisten tasapaino-ongelmien yhteydessd voidaan
alkuarvotyyppinen etenemistehtéva ratkaista Galerkinin menetelmaélld. Olkoon rat-
kaistavana ongelma

{g)+ay:f, 0<t<T,
’y(O) = g07

jonka heikko muoto saadaan kertomalla yhtédlo puolittain painofunktiolla w seka
integroimalla saatu lauseke halutun aikavélin yli:

/OT(;Q + ay)wdt = /OT fwdt.

Valitaan ratkaistavalle suureelle y astetta g oleva polynomiapproksimaatio: y = 4o+
7 t'a; ja vastaavasti painofunktiolle w = >"7 | #‘w;, eli matriisimerkinngin

y=7J+Na=Ny ja w=Nuw.

Heikko muoto saa tadten muodon

T 2 —_ T —
w” (/ (NTN + aNTN> dty — / Ndet> —0,
0 0
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joka voidaan lyhyesti merkité
w” (Ay - F) =0,
missa
- T 2 —_ _ T —
A- / (NTN + aNTN) dt ja f = / NT fat.
0 0

Koska testifunktio on mielivaltainen on siten oltava

Ay =[a, Alg=7F.

Siirretdan alkuehtoon liittyvat termit yhtalon oikealle puolelle, jolloin saadaan

Aa = f — ayo,

missa

A— /OT (NTN + aNTN) dt

T
60:/ N7y
0

Huomaa, ettéd kerroinmatriisi A ei ole symmetrinen.
Globaali Galerkinin menetelmé kytkee toisiinsa ratkaistavan ongelman kaikki
aikatasot. Siten se ei ole etenemistehtavissid luonteva ratkaisumenetelma.

18.3.2 Aika-askeleittain jatkuva Galerkinin menetelm3a

Globaalin Galerkinin menetelmén aika-askeleittain méaaritelty variantti voidaan muo-
toilla seuraavasti. Muodostetaan heikko muoto aika-askeleella (t,,,t,.1):

tn+1 tn+1 _
/ (¥ + ay)wdt = / fwdt,
tn tn

ja etsitdan polynomimuotoinen astetta q oleva approksimaatio y joka toteuttaa al-
kuehdon y(t,) = y,. Painofunktioiksi voidaan valita sama kanta kuin yritefunktioil-
le, jolloin saadaan jatkuva Galerkinin menetelmé astetta ¢ tai astetta alhaisempi,
t',i = 0,1,...,¢ — 1, jolloin voidaan puhua jatkuvasta Petrovin-Galerkinin mene-
telmésté astetta ¢. Jatkossa kdytetddn lyhennysmerkintéja gG(q), ¢G(q) ja cPG(q)
merkitseméaén astetta q olevaa globaalia, paloittain jatkuvaa Galerkinin ja paloittain
jatkuvaa Petrovin-Galerkinin menetelmis.?

Tarkastellaan nyt vain Petrovin-Galerkinin menetelméd cPG(1). Mikali ¢ = 1,

paloittain lineaarinen funktio y toteuttaa

tnt1 tnt1 -~
Yn+1 — Un + / aydt = / fdt
tn tn

2 Tami merkintd poikkeaa lihteen [10] kiiyttiméistd tavasta.
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Yn
o —
[vn] - e

Kuva 18.1 Epéjatkuva Galerkinin menetelmé dG(0); merkintojé.

Olkoon y = N1y, + Noyp i1, missd Ny = (t,11 — t)/At ja Ny = (t —t,,)/At. Télléin

on
tni1 t —¢ tnt1 t—1 tnt1 _
n+1 n

joka voidaan kirjoittaa muodossa

(1+ Brst)Ynsr = (1= Ba)yn + /t " Far, (18.15)

missa

1 ¢ bt —t
1l = a “dt, = a——_dt.
B / D, / -

Mikili a on vakio ja f = 0, saadaan SB,,1 = %Ata = [, jolloin lineaarinen jatkuva
Petrovin-Galerkinin menetelmé, cPG(1), johtaa samaan algoritmiin kuin trapetsi-
kaava.

18.3.3 Epdjatkuva Galerkinin menetelma

Epédjatkuvassa Galerkinin menetelméssé joudutaan alkuehto ottamaan variaatio-
muotoon mukaan. Astetta g oleva epdjatkuva Galerkinin menetelmé, dG(q), méaa-
ritellddn seuraavasti. Ratkaistaan aika-askeleittain epédjatkuva astetta ¢ oleva poly-
nomi y kiyttden heikkoa muotoa

(2} tn+1 _
/ (v + ay)wdt + (y,; —y, Jw, = / fwdt.
tn tn

Painofunktioille w kiytetddn samaa aika-askeleittain epéjatkuvaa astetta g olevaa
polynomikantaa kuin yritefunktiollekin. Merkinnoilld yF ja y. tarkoitetaan raja-
arvoja lahestyttiessé vuoroin ylhaalté tai alhalta késin, eli

o =limy(t, +lel),  y, =limy(t, —le]), [va] =v3 — v,
e—0 e—0
Merkintoja on havainnollistettu kuvassa 18.1.
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Epédjatkuvassa Galerkinin menetelméssé voidaan kiyttaéd paloittain vakiota ap-
proksimaationa. Talloin w = 1 ja dG(0) menetelmé voidaan lausua seuraavasti

tnt1 tn+1 _
/ aydt +y+ =y, +/ fdt.
tn tn

Koska y on vakio aika-askeleella (t,,, t,+1), on luonnollista merkité tété arvoa vy, 1:114.
T&ll6in on myds Yn41 = Y,pq = Y, . Kéyttden nditd merkintoja voidaan dG(0)
menetelma kirjoittaa muodossa

tn+1 _
(14 Ynt1)Uns1 = Yn + / ft, (18.16)
tn

tn+1
Vil = / adt.
tn

Mikili a on vakio ja f = 0, on menetelmé dG(0) identtinen implisiittisen Eulerin

missa

menetelman kanssa.
Yleinen dG(q) menetelmé voidaan kirjoittaa muodossa: mééritetadn astetta g
oleva polynomi y siten, etta

tn+1 Ynt1
/ (v + ay)wdt + [y,] wt = / fwdt,
tn tn

missé painofunktio w on astetta q.

18.4 Diffuusioyhtalon semidiskreetti muoto

Tarkastellaan nyt yksiulotteisen diffuusioyht&lon (18.1) numeerista késittelyd, kun
ratkaisua u approksimoidaan paikan suhteen elementtimenetelmalla, ts.

u(z,t) = N(x)u(t).

Lisétddn nyt yhtdloon (18.1) lahdetermi, eli tarkastellaan ongelmaa

ou 8(] -
regr T, =
missé ¢ on lampoévuo ¢ = —kdu/Ox. Kerrotaan tdmé painofunktiolla w ja integroi-

daan alueen x € (0, L) yli, jolloin saadaan

L
/ %wd:p+/ —wdx—/ fwdz.
0 ot 0

Osittaisintegroimalla keskimmaéinen termi saadaan muoto
L L L
/ pcuwdr — / qu'dr = fwdz,
0 0 0
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missd paikkakoordinaatin suhteen otettua derivaatta on merkitty pilkulla suureen oi-
keassa yldkulmassa. Sijoitetaan heikkoon muotoon elementtiapproksimaatio u(z,t) =
N (z)u(t), ja kiytetddn painofunktioille sama kantaa, eli w(z) = N (z)w, jolloin
saadaan yhtalo

w’ (M4 +f) =0.

Vektori f voidaan lausua sisiisten (7) ja ulkoisten (f) vuosuureiden erotuksena:

f:r_fa

missa vektorit kootaan elementtiosuuksista

E
o K ope) v - [ BTqar, (18.17)
e=1 1(e)
_  E —(e _
F=AF°, F9= [ NTfdz. (18.18)
e=1 I(e)
Lampokapasiteettimatriisi M kootaan myds elementtiosuuksista
E
M=AMS M= / pcNTNdz.
e=1 I(e)
Diffuusioyhtélon semidiskreetti muoto
Mu+f=0
7 (18.19)
Uy = Uo,
on kayttokelpoinen ldhtékohta myos, jos yhtalo on epélineaarinen. Mikéli vuon ¢ ja
lampotilan v valilla on lineaarinen yhteys, esim. ¢ = —ku/, jonka diskreetti muoto
on ¢ = —kBu, seuraa sisiisen vuovektorin lausekkeeksi

r® = / BTkBdru'® = K©u©.
I(e)

Lineaarisessa tapauksessa semidiskreetti muoto (18.19) voidaan kirjoittaa yksinker-
taisesti

(18.20)
Uy = U,

{ Mi+ Ku=Ff
missé limmonjohtavuusmatriisi kootaan elementtiosuksista K © tavalliseen tapaan.

18.5 Diskreetti diffuusioyhtalo

Suoritetaan lineaarisen semidiskreetin diffuusioyhtélon (18.20) aikaintegrointi yleis-
tetylld keskipistekaavalla

’d'n-i-oz = (un—l—l - un)/Ata
,L.’/n+a = (1 — O()'L'l,n + Oé'l,.l/n+1, (1821)
Upta = (1 - a)un + aUpy,
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miké sisaltdd jo esitetyt algoritmit: eksplisiittinen Euler (o = 0), keskipistekaava
(o = 3) ja implisiittinen Euler (a = 1). Lausutaan yht&ls (18.20) ajanhetkelld ¢4

M’u'n-l—oz + K’u'n—i—a = fn—l—on

johon sijoittamalla yleistetyn keskipistekaavan (18.21) lausekkeet saadaan tuntemat-
toman vektorin w,,; ratkaisuyhtéloksi

(M + aAtK)u, = (M — (1 —a)AtK)u, + Atf (18.22)

n+ao-*

Mikéli ratkaisu suoritetaan eksplisiittisellda Eulerin menetelmallé ja mikali 1ampo-
kapasiteettimatriisi M on diagonaalinen, on eteneminen aikatasolle ¢, triviaalia:

Upig = (I —AtM 'K)u, + AtM'f .

Kuten skalaariyhtélonkin tapauksessa tdmén yksinkertaisen ja askelta kohden vé-
hén laskentatyota vaativan algoritmin kiayttoa haittaa stabiiliusrajoitteesta seuraava
suurin mahdollinen aika-askeleen koko. Tarkastellaan seuraavassa algoritmin (18.22)
stabiiliusominaisuuksia.

18.6 Yleistetyn keskipistekaavan analyysi

Numeerisen analyysin ehké kuuluisin teoreema on Laxin ekvivalenssiteoreema, joka
voidaan lausua seuraavasti:

konsistenssi + stabiilius = valttaméton ja riittava ehto menetelmén suppenemiselle.

On olemassa lukuisia tekniikoita, joilla menetelmén ominaisuuksia voidaan tutkia.
Seuraavassa semidiskreetti diffuusioyhtdlo diagonalisoidaan ominaismuotoja super-
ponoimalla, jolloin yhtéloiden vélinen kytkenté haviaa.

18.6.1 Diagonalisointi ominaismuotosuperpositiolla

Ominaismuotosuperpositiomenettelyssa, jota usein kutsutaan myos spektraali- tai
Fourier-analyysiksi, ratkaisu » lausutaan ominaismuotojen ), kombinaationa

ut) = > w0

missé skalaariarvoista funktiota y; kutsutaan Fourier-kertoimeksi. Ominaismuodot
ja niihin liittyvéit ominaisarvot \; saadaan yleistetyn ominaisarvotehtavan

(K =AMy, =0, i=12...N (18.23)

ratkaisuna. Ominaisarvot muodostavat kasvavan jonon
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ja ominaismuodot voidaan ortonormeerata siten, etta
T
Y Map; = 6y,
missd 0;; on Kroneckerin delta. Ortonormaaliudesta seuraa vélittomaésti, ettéd

Vi K, =X\ ja ¢ K, =0 kan i# .

Sijoitetaan ominaismuotohajotelma semidiskreettiin diffuusioyhtéloon, jolloin saa-

daan
N

Z (Mg + Ky:) = f.
i=1

Kerrotaan edelld oleva yhtalo skalaaritulon mielessé puolittain ominaisvektorilla %

N

i=1

misté seuraa ominaismuotojen ortogonaalisuuden avulla

missé on merkitty f; = ¢ZT f. Téten on riittévas tutkia vain skalaariyhtilon

y+ry=f (18.24)

ratkaisua alkuehdolla y(0) = .

18.6.2 Stabiilius

Suoritetaan alkuarvotehtévin (18.24) diskretointi yleistetylld keskipistekaavalla (18.21),
jolloin paadytadn yhtaloon

(14 At )yppr = (1 = (1 = @) AtA )y, + At fria.

Vahvennustekija on siten
1= (1—-a)AtA

1 4+ aAtA
Havaitaan, ettd yleistetty keskipistekaava on ehdoitta stabiili, mikéli parametri o >

%. Mikéli néin ei ole, saadaan kriittiselle aika-askeleelle lauseke

2

At S Atkr == m
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Kriittinen aika-askel on sitéd pienempi mitd suurempi ominaisarvo A on.
Mikali ongelman (18.1) paikkadiskretointi suoritetaan lineaarisilla elementeill,
ovat elementin lammonjohtavuus- ja kapasiteettimatriisit

k 1 -1 pch | 2 1
g _Fk o e reh _
h { 1 1 } ) 6 |1 2

Mikili limpokapasiteettimatriisi “lumpataan” eli kilytetiin diagonaalista muotoa’

e = P10
2 (0 1]’

jakamalla alue z € (0, L) tasamittaisiin elementteihin (N + 1 kappaletta) saa omi-
naisarvotehtavé (18.23) muodon:

2 -1 0 07 (1.0 0 0T\ ( ¢na (0
1 2 —1 .- 0 010 -0 Un2 0
% 0 -1 2 0| —Apeh | 0 0 1 0 Unz o =40
i 0 0 o --- 2_ _0 00 --- 1_ \wn,N) \0)

Yritetd&n nmnen ominaismuodon ratkaisua muodossa 1, ,; = sin(mnih/L), jolloin
¢:nnes yhtalo on

% [—sin(nn(i — 1)h/L) + 2sin(mnih/L) — sin(mn(i + 1)h/L)] = A\, pchsin(mnih/L).

Yhtalo toteutuu mikali ominaisarvo on

2k
An = pch2<1 — cos(nmh/L)).
Systeemin suurin ja pienin ominaisarvo ovat siten (h = L/(N + 1)):
2k km? 9
M = 2 (1 = cos(mh/L) = 275 + O((h/LP),
2k 4k
AN (1 —cos(Nwh/L)) ~

- pch? pch?

Eksplisiittisen Eulerin menetelmén kriittinen aika-askel on tiaten luokkaa

2 h2 L? [ h\?2
At — 2 o P2 pe (_)

AN 2k 2k \ L

Mitd suurempi ratkaistava systeemi on, sitd pienemmaéksi muuttuu kriittinen
aika-askel. Alkuarvotehtdvié, joiden ominaisarvospektri (A1, ..., Ay) on laaja, sano-
taan kankeiksi (engl. stiff).

3Lampokapasiteettimatriisin ja varsinkin massamatriisin “lumppauksesta” kerrotaan lisié lu-
vussa.
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18.6.3 Konsistenssi ja konvergenssi
Tarkastellaan nyt yleistetyn keskipistekaavan

1—(1—a)AtA
1+ aAth 7

Yni1 = Ay,, missd A=

katkaisuvirhetta. Kehitetdan Y, 1 ja Y,, Taylorin sarjaksi ajanhetken ¢,,, ympéris-
tossa

. 1. 1...
Yoi1 = Yoia + Yoia(l — aAt) + §Yn+a(1 — aAt)? + gYnJra(l — aAt)? + O(AY),

. 1.. 1...
Yn = Yn+a + Yn+a(—OéAt) + §Yn+a(—O[At)2 + gyn_i_a(—O[At)g + O(At4),

ja sijoitetaan ne katkaisuvirheen méaritelméaén, joka on kerrottu puolittain vahven-
nustekijan A nimittdjalla 1 + aAt\, jolloin saadaan:

(1 4+ aAtN) T = (1 4+ aAtAN)Y, 11 — [1+ (1 — @)AtA] Y,

. 1
= (Ynia + AYoia)At + 3 [(1=20) A8 + (1 — @) APA] Yypo + O(AL)
1.
|Tn+1‘ S §Yn+a(1 - 20{)At2 + O(Atg)

Mikali menetelmé on stabiili, eli |A] < 1, suppenee yleistetty keskipistekaava
lineaarisesti, jos a # %, ja kvadraattisesti ainoastaan kun o = %, eli

Ct,At?, mikéli o = 3,

o] < { Ct,At, mikili o # 1,
en

misséd C' on aika-askeleesta At riippumaton vakio.

18.6.4 Muutamia huomioita

Edella esitetyn perusteella parametrin arvon o = % kiytto nédyttaisi suositeltavalta,
silld se johtaa ehdoitta stabiiliin ja kertaluokkaa tarkempaan algoritmiin kuin muut
yleistetyn keskipistekaavan tuottamat menetelmét. Silla on kuitenkin erés haitta-
puoli: se ei vaimenna korkeataajuuksia komponentteja (A suuri) ja tuottaa télloin
heilehtelevia tuloksia. Témén voi helposti havaita ratkaisemalla keskipistekaavalla
yksiulotteinen tehtiivd (18.24) ilman lihdetermis f ja kilyttimilld vakioista aika-
askelta. Numeeriseksi ratkaisuksi ajanhetkelld ¢, saadaan

e LAV AN
=AW\ DA

Mikéli nyt AAt on suuri, heilahtelee ratkaisu arvojen 4y, ympaérilla, silld

A — —1, kun AAt — o0,

Versio: kevit 2014



18.6. Yleistetyn keskipistekaavan analyysi 343

Kuva 18.2 Vahvennustekiji A muutamalle yleistetyn keskipistekaavan mene-
telmélle: @ = 0 on eksplisiittinen Euler, a = % keskipistekaava ja
a = 1 implisiittinen Euler. Tarkka ratkaisu (exp(—At\)) on piir-
retty kuvaan katkoviivalla.

katso myos kuvaa 18.2. Heilahteluja ei tapahdu, mikali vahvennustekijia A on posi-
tiivinen, eli At < 2/, miké on sama kuin stabiiliusvaatimus eksplisiittiselle Eulerin
menetelmélle. Néin pienta aika-askelta ei implisiittisten menetelmien kanssa kannata
kiyttdaa. Suurten systeemien tapauksessa heilahteluja esiintyy erityisesti silloin, kun
alkuehdoissa on korkeataajuuksisia komponentteja tai ajan suhteen nopeita muu-
toksia.

Keskipistekaavan tuottamia heilahteluja voi valttda joko (a) keskiarvoistamal-
la tai (b) kdyttdmalla valitomésti transientin vaiheen jélkeen implisiittista Eulerin
menetelmidd muutaman askeleen verran ja vaihtamalla tdmén jilkeen tarkempaan
keskipistekaavaan. Muutama askel implisiittisella Eulerilla ei tuhoa ratkaisun pitkan
aikavalin tarkkuutta mutta estdé keskipistekaavan tuottamat heilahtelut.

Tarkastellaan kolmidimensioisen diffuusiongelman

pci — kAu =0 alueessa Q = {|z,y,z| < L},
u(z,y, z,0) = uy = vakio, alueessa ) ja reunapinnalla OS2,

u(x,y,z,t) =0 reunapinnalla 02, ¢t > 0,

numeerista ratkaisua aikavililla (0,0.1pcL?/k) kuution muotoisessa alueessa, kun
alkuehtona on tasainen lampdétila ug > 0 ja reunaehtona v = 0, kun ¢ > 0. Taméa
vastaa likimain vakioldmpoisen kappaleen é&killista siirtdmistd olosuhteisiin, jossa
reunalampotila laskee arvon 4, verran. Koska analysoitava kappale ja sen reuna- seka
alkuehdot ovat symmetrisia jokaisen koordinaattiakselin suhteen, voidaan tarkastella
vain sen kahdeksasosaa, miké on jaettu tasavélisesti trilineaarisiin elementteihin 4 x
4 x 4 jaolla.
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Kuva 18.3 Menetelmen vertailua kolmidimensioisessa é&killisen jadhtymisen
esimerkkitapauksessa. Kuution keskipisteen lampdétilan muuttumi-
nen.

Kuvassa 18.3 on esitetty implisiittisen Eulerin ja keskipistekaavan anatamat tu-
lokset kuution keskipisteen ldmpdotilan kehityksen alkuvaiheelle. Keskipistekaavan
antama tulos “yliampuu”, joka on osoituksena edelld kuvatusta ongelmasta. Kuvaan
on piirretty myoOs ratkaisu, jossa kaksi ensimmaéisté askelta on suoritettu implisiit-
tiselld Eulerin menetelmélld vaihtaen tamén jalkeen keskipistekaavaan. Nain saatu
ratkaisu on ldhinnd analyyttistd ratkaisua, joka on myds piirretty kuvaan 18.3.

Luvussa 18.6.1 diagonalisointi suoritettiin semidiskreettiin yhtéloon, jonka dia-
gonalisoituun muotoon ajan suhteen toteutettu diskretointi muodostettiin. On syyté
huomata, ettd tdmé prosessi on kommutatiivinen, eli diagonalisointi voidaan suo-
rittaa myos ajan suhteen diskreettiin yhtélosysteemiin (18.22). Diagonalisoinnin ja
aikadiskretoinnin kommutatiivisuutta on havainnollistettu seuraavalla diagrammil-

la.
M+ Ku = f 20800 A 4 o ALK )t = (M — (1 — 0) ALK )u, + ALF,, .,
lominaismuotohajotelma lominaismuotohajotelma
. R aikadiskretointi =
g+ y=f ——m—— (1 4+ aAtN)ypr1 = (1 — (1 — a)AtN)y, + At fria

18.6.5 Korkeamman asteen eksplisiittiset yksiaskelmenetelmat

Eksplisiittinen Eulerin menetelmé voidaan kirjoittaa myos muodossa
Ynt1l = Yn + Atyn
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Sijoittamalla téhén g, = — Ay, saadaan yhtalo (18.4). Astetta tarkempi eksplisiitti-
menetelmé saadaan, kun valitaan

Ynt1 = Un + Aty, + LA,

Sijoitetaan lausekkeeseen yhteys 4, = —Ay, = A%y, jolloin saadaan kvadraattinen
eksplisiittinen Eulerin menetelméa

Yni1 = (1 — AA + LAN)y,,. (18.25)

Stabiilusanalyysi, harjoitustehtéva 11, paljastaa kuitenkin, etta kriittinen aika-askel
el kasva lineaariseen eksplisiittiseen Fulerin menetelméén verrattuna. Tama on hyvin
rajoittava vaatimus. Vaikka korkeamman asteen eksplisiittiset yksiaskelmenetelmat
ovat tarkempia kuin yksinkertainen lineaarinen Eulerin menetelmaé, ei niiden kéytto
ei ole useinkaan taloudellisesti jarkevaa, silla pienelld aika-askeleella laskettaessa
lineaarisestikin suppeneva menetelmé on usein riitavan tarkka.

18.6.6 Korkeamman asteen implisiittiset yksiaskelmenetelmat
Korkea-asteinen implisiittinen yksiaskelmenetelmé voidaan konstruoida ennustamal-

la 4,11 arvojen Yn, Un, Un, Yni1 ja Ynir1 avulla seuraavasti

Yni1 = Yn + At(on + a19ns1) + A (Bodin + Brijns1)- (18.26)

Yhtalossd on nelja vapaata parametria, jotka voidaan méarata siten, ettd yhtéa-
16 toteutuu mahdollisimman korkea-asteiselle polynomille (). Vaatimalla yht&alon
(18.26) toteutumista polynomeille y = ¢,y = t*,y = t* ja y = t*, saadaan yht&losys-

teemi
I =a0+ oy,
1 =2a;+2(6 + f1),
1 =3aq + 60,
1 =4y + 1254,
jonka ratkaisu antaa parametreille arvot: oy = a3 = %,ﬁo = —0 = 1—12 Nain on

saatu menetelméa
1 — SAIA + HAEN
1+ AL + 5 ARN

Yni1 = Ay,, missé A= (18.27)
Havaitaan, ettd menetelmé on ehdoitta stabiili, mikdli AtA > 0 ja A — 1 kun
At — 0.

Sovellettaessa tata algoritmia semidiskreettiin systeemiin M4 + Ku = 0 saa-
daan ratkaisuyhtaloksi

(M + ALK + LAPKM ' 'K) upyy = (M — ALK + SAPKM 'K) u,.
(18.28)
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Yhtalon ratkaisu on kuitenkin huomattavan tyolas ja paljon muistitilaa vaativa.
Mikali lampokapasiteettimatriisi ei ole diagonaalinen, téalloin M ' on téysi, jolloin
my6s matriisitulo KM 'K tuottaa tiyden matriisin. Mikdli K ja M ovat har-
voja ja dimensioiltaan suuria, ei yliméaraisen tdyden apumatriisin varastoiminen
tietokoneen muistiin ole mielekéstd. Jos taas lampokapasitteettimatriisi on diago-
naalinen, matriisitulo KM 'K voidaan helposti muodostaa, mutta tuloksena on
edelleen matriisi, joka on huomattavasti tiheimpi kuin jaykkyysmatriisi K. Mikéa-
li systeemin (18.28) ratkaistaan jollain suoralla menetelmélld, on kerroinmatriisin
hajotelman teko paljon enemmén aikaa ja muistitilaa vaativa toimenpide kuin yleis-
tetyn keskipistekaavan (18.22) kiytto. Myos iteratiivisten lineaaristen ratkaisijoiden
kiytto systeemiin (18.28) on ongelmallista. Yhtalon (18.28) kerroinmatriisin héi-
ridalttius on luokkaa [C'(K )]2, joten iteraatioimenetelmien suppenemisnopeus on
huono.

Tarkastellaan nyt aproksimaatioon (18.26) perustuvaa menetelméé, jossa vah-
vennustekijin nimittdjaan saadaan nelilauseke, jolla on merkittava vaikutus semi-
diskreettia ongelmaa ratkaistaessa. Tata kiyttokelpoista algoritmia kutsutaan Cala-
hanin menetelméksi. Vaaditaan, ettd approksimaatio (18.26) on tarkka kolmannen
asteen polynomille, joten se jattdd yhden parametrin o méaradmattomaksi:

Y1 = Y + At [agn + (1 = @)gnsa] + § [(Ba = D)ijn + (3 — 2)ijnra] -

Sovellettaessa yhtdloon ¢ + Ay = 0 saadaan implisiittinen yksiaskelkaava

1+ (1 — a)AtA — :(3a — 2) A2\
1= oAt + 1(3a— AR "

Etsitdan sellainen parametrin « arvo, jolla vahvennustekijan nimittdjaan saadaan
neliolauseke

1+ (1= a)AtA — $(3a — 2) AN = (1 + BAIN).
Mikali
B=11-a) ja a==V3/3,
saadaan vahvennustekijaksi lauseke
A= QA + 3 (3a — 1)At2)\2.
[1+3(1— oz)At)\}Q

Koska A(AtA = 0) =1 ja vahvennustekijén kaltevuuskulma

dA
d(ALA) | apr=o

=1

riippumatta parametrin o arvosta, menetelmé on ainakin ehdollisesti stabiili. Toi-

saalta )
4, 3Ba—1)

1= ap kun AtA — oo,
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ja valinnasta o = —/3/3 seuraa A(co) = —0.372. On helppo osoittaa, etti tilld
valinnalla |A| < 1, joten Calahanin menetelmé on ehdoitta stabiili.

Sovellettaessa Calahanin menetelmééa semidiskreettiin systeemiin M1+ Ku = 0
suoritetaan muuttujien vaihto

T =M: u,
jolloin semidiskreetti yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa
&+ M KM iz =0.

Kéyttden lyhennysmerkintdd K* = M “2 K M~ saadaan Calahanin menetelméin
ratkaisuyhtélosysteemiksi

[+ 11— )AtK* ]  ®,11 = [T — aAtK* + 130 — DAZK] 2.

Jos lampokapasiteettimatrisi M on diagonaalinen, tarvitaan ainoastaan kerroinmat-
riisin (I + %(1 —a)AtK *) hajotelma, mikali ratkaisu suoritetaan suoralla menetel-
maélla. Télla on myos sama rakenne kuin matriisilla K, joten yliméaraista muistitilaa
el tarvita.

18.7 Moniaskelmenetelmat

Edellisissa luvuissa on kasitelty vain yksiaskelmenetelmié eli menetelmia, jotka si-
tovat ratkaistavan suureen ja sen derivaattojen lausekkeet vain yhden aika-askeleen
alku ja loppupéaéssa. Tasséa luvussa tarkastellaan menetelmié, joiden ratkaisussa on
mukana useampia aikatasoja. Syy useamman aikatason mukaanottoon on halu kon-
struoida korkeamman asteen menetelmia, jotka eivit tarvitse korkeamman kertalu-
vun derivaattatermeji. Korotettaessa w:n aikaderivaatan astetta, korotetaan myos
lausekkeissa esiintyvin K :n potenssia, miké ei ole suotavaa.

Eksplisiittisten moniaskelmenetelmien kaytettavyyttd rajoittaa stabiilius. Vaik-
kakin ndin voidaan konstruoida tarkempia integrointimenetelmia kuin eksplisiitti-
nen Euler, on niiden kriittinen aika-askel niin pieni, ettei katkaisuvirheen aste ole
kiytdnnossa merkitseva. Téaten tutkimmekin seuraavassa implisiittisia moniaskelme-
netelmia.

Etsitiin kaksiaskelmenetelméille?

Yn+1 = Q_1Yn—1 + QoYn + At(B_10n-1 + BoYn + B1Un+1) (18.30)

parametrit siten, ettd lauseke on tarkka kolmannen asteen polynomeille. Néin saa-
daan yhtaloryhma

1= o+ ayp,

2= ao+ P14+ 6o+ b,

4= ap+20+4p,

8= ag+ 300+ 120,

4 Kaavan menetelmé on eksplisiittinen ainoastaan mikili 8; = 0.
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jonka ratkaisu on parametria vaille yksikésitteinen: a1 = a,a9 = 1 — a, 67 =
—1—12 + %Ox, Bo = %(1 —a),p = % — %a. Yhtélo (18.30) redusoituu talloin muotoon

Ynt1 = QYp1+ (1 — @)y, + t%At (5o = 1) g1+ 8(1 + @)y + (5 — a)yn + 1] .
(18.31)
Sijoittamalla yhtéaloon yrite y, = cA”, missé ¢ on maaraamaton kerroin, ja otta-
malla huomioon y + Ay = 0, saadaan karakteristinen yhtalo

[14+ A5 — )] A2+ [a— 1+ 2AtA 1+ )] A+ [—a + LAt A(5a — 1)] =0.

Mikali AtA = 0, sen juuret ovat A; = 1 ja Ay = —a, joten valttdmétdn ehto
menetelmén stabiiliudelle on, ettd |a| < 1. Stabiiliusehto on
6(1 —
0 S At S M’
14+«
joten menetelmé on ehdoitta stabiili ainoastaan, kun o = —1. Talloin Ay = 1

kaikilla. At\ joten menetelmin tarkkuus pienenee; odotuksissahan oli luokkaa At?
oleva katkaisuvirhe, sillda menetelmé on konsistentti kolmannen asteen polynomille.
Kun a = —1, on karakteristisen yhtalon ratkaisu

— TALA

L= 1+ LA

Ay =1 ja y, =1 A7 + co.

Kun At on pieni ja y; = yoexp(—At)), saadaan ¢; = & (AtA)? ja kun n — oo,
niin y., — O(A#?) # 0.

Dahlquist on kehittényt kuuluisan teorian yleiselle k-askel menetelmélle, joka on
muotoa

Ynt1 = O Yn + - O gYnr1—k + AL(B1Ynt1 + - BokUnt1-k) (18.32)

ja on implisiittinen, mikéli 5; # 0. Teorian péa#tulokset voidaan lausua kahtena
teoreemana:

1. Ei ole olemassa eksplisiittistd moniaskelmenetelméd, joka on ehdoitta stabiili.

2. Ei ole olemassa ehdotta stabiilia moniaskelmenetelméd, jonka virhe olisi kor-
keampaa astetta kuin O(A¢?).

Harjoitustehtavia

1. Ratkaise alkuarvotehtava § + ay = 0,a = /T > 0, missd 8 on dimensioton vakio,
aikavélilla (0,7) ja alkuehdolla y(0) = go kdyttden globaalia Galerkinin menetelméé
ja ajan suhteen astetta 2,3 ja 4 olevia yritepolynomeja. Tutki virhettd ajanhetkel-
la t = T parametrin 8 funktiona. Piirrd kuva suhteellisen virheen riippuvuudesta
parametrista 3, kun 8 € [0,1000].
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Ratkaise edellinen tehtéva trapetsikaavaa ja implisiittistd Eulerin menetelmé&a kéyt-

téen. Tutki virhettd ajanhetkelld ¢ = T', kun aika-askel on At = T7'/200,7/100,7/20
ja T'/10. Kayta B:lle arvoa 100.

Tutki implisiittisen Eulerin ja trapetsikaavan virhetta ajanhetkelld ¢ = T parametrin
[ funktiona. Piirrd kuva suhteellisen virheen riippuvuudesta parametrista 5, kun
B € 10,1000].

. Johda cG(1) menetelmiin ratkaisuyhtilot ongelmalle 34 ay = f ja y(0) = go. Sovella

niitd vakiokertoimisen yhtdlon tapaukseen. Mikd on vastaava yleistetyn keskipiste-
kaavan (18.21) menetelmé, eli miké on parametri a?

. Toista tehtévit 2 ja 3 kdyttden c¢G(1) menetelméas.

Muodosta cPG(2) menetelmiin ratkaisuyhtlst alkuarvotehtiville y+ay = f. Sovella
sité vakiokertoimiseen yht&loon.

Tutki, milld ehdoilla dG(0) menetelmé on stabiili. Voiko parametri a(t) saada nega-
tiivisia arvoja valilla (¢, t,41)7

Muodosta dG(1) menetelmin ratkaisuyht#lot alkuarvotehtiville ¢+ ay = f. Sovella
sité vakiokertoimiseen yht&loon.

Suorita semidiskreetin probleeman (18.20) ratkaisu ajan suhteen globaalilla Galer-
kinin keinolla gG(q). Millainen on ratkaisuyht&lo ja mitd voit sanoa ratkaisun vaa-
timasta tyomaarasta.

Ratkaistaan lineaarinen diffuusioyhtéloé numeerisesti nelion muotoisessa tasoalueessa.
Oleta, ettéd lineaarinen yhtélosysteemi ratkaistaan suoralla menetelméilld. Pohdi ja
estimoi miten ratkaisuajat seuraavissa tapauksissa suhtautuvat toisiinsa:

(a) kéytetddn implisiittistd Eulerin menetelméd ja aika-askelta T'/n (vakio),

(b) aloitetaan implisiittiselld Eulerin menetelmélld ja muutetaan muutaman aske-
leen jalkeen keskipistekaavaan,

(c) kdytetadn implisiittistd Eulerin menetelméad ja aika-askelta T'/n, mutta lasken-
nan puolivélissd ajanhetkelld T/2 aika-askelta kasvatetaan kaksinkertaiseksi.

Madritd kvadraattisen eksplisiittisen Eulerin menetelmén (18.25) stabiiliusvaatimus.
Pohdi my6s menetelmén implementointia semidiskreetin systeemin ratkaisussa.

Madrita kvadraattisen eksplisiittisen Eulerin menetelmén (18.25) paikallisen katkai-
suvirheen aste.

Madrita algoritmin (18.27) katkaisuvirheen aste.

Miten algoritmi (18.28) implementoidaan mahdollisimman tehokkaasti, jos linaarisen
yhtélosysteemin ratkaisu suoritetaan iteratiivisesti.

Niyté, ettd Calahanin menetelmé on ehdoitta stabiili valinnalla o = —+/3/3.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Maarita Calahanin menetelméan katkaisuvirheen aste.
Toista tehtavit 2 ja 3 kidyttden Calahanin menetelmaé.

Mikéd on Calahanin menetelmén ratkaisuyhtilo sovellettuna semidiskreettiin yhta-

166n M1 + Ku = f.

Ratkaise alkuarvotehtavi ¢ + ay = 0,a = /T > 0, kaksiaskelmenetelmélla (18.31)
ja alkuehdoilla yo = §o,y1 = Yo exp(—Ata) ja ndyté, ettd kun @ = —1 menetelmé
on ehdoitta stabiili ja lasketun y(T):n tarkkuus on vain At?, mikii on sopusoinnussa
Dahlquistin teoreeman kanssa. Mitd tapahtuu, jos « = —14+O(At)? Toista laskelmat
arvolla o = % ja néyté, ettd menetelmé on vain ehdoitta stabiili. Osoita numeerisesti,
ettd tarkkuus on nyt O(At3). Vertaa keskipistekaavan antamiin tuloksiin.

Ratkaise aikariippuva diffuusio-reaktioyht&lo
pc— —k—=f x¢€(0,L)
x

ratkaisua reunaehdoilla u(0,t) = u(L,t) = 0 ja alkuehdolla u(x,0) = wgsin(mx/L).
Reaktiotermi f riippuu limpoétilasta u lineaarisesti: f = cu, missi ¢ = f2kL~2. Mit4
kvalitatiivisesti erityyppisid ratkaisuja saadaan parametrin 8 muuttuessa.

Mieti mita tarkoittaa stabiiliusvaatimus edellisen tehtévian ongelmalle.

Ratkaise tehtavd 20 numeerisesti kiyttden kolmea tasamittaista lineaarista elemen-
tid paikkadiskretointiin ja implisiittistd Eulerin menetelméé aikaintegrointiin. Kéayta
parametrille 8 arvoja 3 ja 5. Mikd on kriittinen aika-askel ekplisiittiselle Eulerin
menetelmélle?

Mitki differenssikaavat saadaan, kun alkuarvotehtivi g+ ay = f alkuehdolla y(0) =

7o ratkaistaan numeerisesti pistekollokaatiomenetelmélla

tn+1 _
/ w(y +ay — f)dt =0,
tn

ja painofunktioksi valitaan:

missé § on Diracin delta-funktio. Yritteelle y kiiytetdén lineaarista approksimaatiota
y=At! [(tnt1 — )yn + (¢ — tn)Yn1]-

Kirjoita lammonjohtumisongelman
pci—ku” =0, 0<x<L,

q(0) = go = —ap(u — o),
q(L) = qr, = ar(u—ar),
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semidiskreetti muoto. Kéyta yhta lineaarista elementtia. Tehtéva kuvaa seindraken-
teen lampdtilajakauman kehitystd. Otaksutaan, ettd ulkoilman lampdtila g muut-
tuu ajan mukana g = uy, sin(nwt/T) ja sisdlampotila on vakio up,.

Reunaehdoissa esiintyvéd a parametri on lammonsiirtokerroin. Yleensa se riippuu tar-
kasteltavan pinnan l[Ampdtilasta, jolloin ongelmasta tulee epélineaarinen. Otaksutaan
nyt lammonsiirtokerroin vakioksi. Dimensiotonta lukua

al

Bi —
T

kutsutaan Biotin luvuksi.

25. Edellinen tehtéva ratkaistaan eksplisiittiselld Eulerin menetelmaélla. Madrita kriitti-
nen aika-askel kun kdytetadn (a) konsistenttia, (b) lumpattua lampokapasiteettimat-
riisia. Oleta, ettd ap = af = a.

26. Ratkaise tehtévé 24 kilyttéen (a) eksplisiittistd, (b) implisiittistd Eulerin ja (c¢) Crankin-

Nicolsonin menetelméd aikavélilld (0 < ¢ < 27"). Tee laskelmat Biotin luvun arvoilla
0.5 ja 2. Laskuissa voidaan olettaa seiniin materiaaliksi betoni, jolle p = 2400 kg/m?,
c =880 J/(kgK), k = 1.7 W/(mK), seké ajalle T' = 12 tuntia ja siséilman l&mp0ti-
lalle uy, = 20 °C. Seinén paksuudelle voi kayttaéd arvoa L = 0.2 m. K&yta implisiitti-
menetelmille aika-askelta 1, 10 ja 30 minuuttia. Eksplisiittisen Eulerin menetelmaélle
kdyta vain lumpattua lampokapasiteettmatriisia mutta laske implisiittisilla menetel-
milla kéyttaen sekd konsistenttia ettd lumpattua versiota. Vertaile tuloksia ja piirra
seinan lampdotilat sekd ulko- etté sisdpinnalla. Ratkaise Biotin luvun arvoilla 0.5 ja
2.
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Luku 19

Etenemistehtavien numeerinen rat-
kaisu - litkeyhtalo

Téassé luvussa tarkastellaan ajasta riippuvan hyperbolisen aaltoyhtdlon numeerista
ratkaisua. Kertauksena luvusta 1 palautetaan mieliin kyseisen yhtélén ominaispiir-
teet.

Ratkaisumenetelmét esitetddn aluksi skalaariyhtéalon tapauksessa. Myos mene-
telmien stabiilius- ja tarkkuusominaisuuksia tutkitaan.

19.1 Yksivapausasteinen liikeyhtalo

Tutkitaan viardhtelevin langan mallin

u
u(z,0) = ugsin(rz/L),
ou(z,0)

5 = v(z,0) = vy sin(mx/L)

ratkaisua. Sijoittamalla yhtdl66n reuna- ja alkuehdot toteuttava yrite

u(z,t) = Y () sin %
saadaan alkuarvotehtava
Y +w?Y =0,
Y (0) = ay, (19.2)
Y(0) = o,

missd on merkitty w? = 720 /(pL?). Tehtévin ratkaisu

Uo L
Y (t) = —= sinwt + g cos wt
cm
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Kuva 19.1 Yksivapausasteinen varahtelija.

esittdd jaksollista vaimentumatonta liikettd, jonka kulmataajuus on w. Yhtalo (19.2)
voitaisiin kirjoittaa myos muodossa

mY + kY =0,
Y (0) = o, (19.3)
Y(O) - 1_)0,

missid massa m = pA, jousivakio k = 7?0 A/L? ja kulmataajuudelle on lauseke

w? = k/m. Kuvassa 19.1 on havainollistettu télldistd yksivapausasteita mekaanista
vardhtelijéaa.

19.2 Keskeisdifferenssimenetelma

Eras yksinkertaisimmista liikeyhtéalon integroimismenetelmistd on keskeisdifferens-
simenetelmé. Merkitddn ajanhetken ¢, ja t, vélistd aika-askelta At, ;. Aika as-
keleiden (t,,_1,t,) ja (tn, tn11) keskipisteissd méadritettyjen nopeuksien Un—1 J2 Uy 1
keskeisdifferenssiapproksimaatiot ovat

Y1 &g, 1 = yn;ityn—l
" (19.4)

Y 1%3} 1:7yn+1_yn

n+§ n+§ Atn+1 .

Néitd nopeuksien arvoja kiytetddn laskettaessa kiihtyvyyden keskeisdifferenssiap-
proksimaatio ajanhetkella t,,:

- ynJr% — Yp-1 . ynJr% - ynf%

Y, & i 2 (19.5)
tn+%_tn7% Athr%
Yhdistdmalla yhtalot (19.4) ja (19.5) saadaan lauseke
i, = Aty (Ynt1 = Yn) = Aty 1 (Yn — Yn1) (19.6)
" Aty A, 1 Aty ' '
Mikali aika-askel on vakio, on tuloksena tuttu lauseke
. Yn+1 — 2yn + Yn—1
" = 19.7
i A2 (19.7)
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Soveltamalla keskeisdifferenssikaavaa (19.7) litkkeyhtéloon (19.2) voidaan ajan-
hetkelle ¢,,,1 edetd yhtalon

Yni1 = (2 — AP )Y — Yn_1 (19.8)

mukaisesti. Edella esitetyssd muodossa keskeisdifferenssimenetelmé on eksplisiittinen
kaksiaskelmenetelma.

Tutkitaan algoritmin (19.8) stabiiliutta. Sijoitetaan differenssilausekkeeseen yrite
yn = C'A", jolloin karakteristiseksi yhtaloksi saadaan

M — (2= APWHA+1 =0,

ja jonka juuret ovat

Ao =1- 1AW+ \/(1 —IA0?)” -1

Koska liikeyhtalon ratkaisun pitéa olla oskilloiva ja jotta numeerinen ratkaisu olisi
myo0s, on karakteristisen yhtéalon juurien oltava kompleksisia. Témaé toteutuu mikali

(1- 1AW < 1,

mistd seuraa ehto aika-askeleen pituudelle:

At < Aty = 2 (19.9)
W
Kun ehto At < 2/w toteutuu, ovat karakteristisen yht&lon juuret kompleksilu-
kuja
Mo =a+ (M) i,
missi 2 = —1jaa=1— %At%}z. Talloin juurten itseisarvo on 1 riippumatta aika-

askeleen pituudesta. Téaten keskeisdifferenssimenetelmé on koko stabiiliusalueellaan
konservatiivinen, eikd numeerisissa tuloksissa esiinny amplitudivirhetta.

19.3 Newmarkin menetelmadperhe

19.3.1 Menetelm3 ja sen stabiiliusanalyysi

Ehé kaikkein tunnetuin litkeyhtalon suora integrointimenetelmé on Newmarkin me-
netelmé, joka voidaan kirjoittaa muodossa

Ynt1 = Yn + Atyn + %AtQ [(1 - 26)yn + 26?jn+1] )

. . } ) (19.10)
Unt1 = Yn + AL[(1 =) ¥n + Vit »

missd parametrit § ja v méarittavit spesifisen algoritmin. Sovellettaessa menetelméaé
litkeyhtéloon (19.2) saadaan muoto

¥ 1 At S (y-1* 1] Atg, |
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missd on merkitty Q2 = At?w?. Yhtilo voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa
Tpt1 = Amna
missi €, = [yn, Aty,]T jolloin vahvennusmatriisin lauseke on

4! 1—2(1-26)02 1
LB [ P = (B 50t 14 (8- )0

Vahvennusmatriisin ominaisarvot voidaan laskea karakteristisen polynomin nol-

lakohdista

missa
L 2
L0
Ar = jtraced = 5(An + Ap) = 1 - %%,
QQ
A2 e det A = A11A22 — A12A21 e 1 + (% _ ,y) T/Bm

Juuret ovat

)\172:141:*:\/14%—142.

Jotta numeerinen ratkaisu esittiisi oskiloivaa vastetta, on juurien oltava komplek-
sisia, taten karakteristisen polynomin diskriminantin on toteutettava ehto

A2 Ay <0
— =407+ (5 +9)" - 48| 2" <0, (19.12)

Mikili Q*n kerroin on negatiivinen, ovat juuret aina kompleksisia kaikilla mahdol-
lisilla 2%:n arvoilla (2% = w?At* > 0). Saadaan ehto

B>1(y+ 17 (19.13)

Vahvennusmatriisin ominaisarvot ovat siten

)\172 = A1 + <\/A2 — A%) 1.

Juurien on myos oltava itseisarvoltaan ykkostd pienempid, jotta menetelmé olisi
stabiili. Mikali juuret ovat kompleksikonjugaatteja, on stabiiliusehto seuraava:

Q2

AP =2 =1+ (3 =7) 750

(19.14)

Jos valitaan v = % on juurien itseisarvo aina 1 ja siten riippumaton kiytetyn aika-
askeleen koosta. Juurien kompleksisuusehto (19.13) saa t&lloin muodon —402 + (1 —
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48)0% < 0, miké toteutuu valinnalla 8 = i. Tama alkuperdinen Newmarkin mene-
telmé saa siten muodon

Yn+1 = Yn + Atyn + iAtQ (yn + yn—f—l) ) (19 15)
Un+t1 = Un + %At (yn + ?jn-i-l) :

Menetelmésté kiytetddn myos trapetsikaavan tai keskiméaraisen kiihtyvyyden me-
netelmén nimié.

Stabiiliusehto (19.14) toteutuu kun v > 1. Newmarkin menetelmé (19.10) on

ehdoitta stabiili ja sen vahvennusmatriisin ominaisarvot ovat kompleksisia, mikali
seuraavat ehdot toteutuvat

. 2
v>1 ja B>L(y+1)°. (19.16)

Stabiiliusaluetta voidaan hieman laajentaa, mikili juurien sallitaan olevan reaaliset.
Talloin A2 — Ay > 0 ja kriittinen ehto seuraa epiyhtiloisti

{—1§A1§O " {0<A1§1
1

max |\ = A} — /A2 — Ay max [\ = A + /A2 — A,

Ensimmaéinen ylla olevista ehdoista osoittautuu kriittiseksi:
2A1 + Ay +1>0 = 4+2(28—7)Q*>0. (19.17)

Ottamalla huomioon myos ehto (19.14), Newmarkin menetelmé (19.10) on ehdoitta
stabiili mikali epayhtalot

28>72>3 (19.18)
toteutuvat. Ehto (19.16) on odotetusti rajoittavampi, silld 1(y+ )2 = 3[(v — )2+
29], joten B> L(y + 1)2 = 1(y = 1)2 4 1y > Ly katso myds kuvaa 19.2.

Mikéli f < /2 on Newmarkin menetelmé ehdollisesti stabiili. Kriittisen aika-
askeleen pituus voidaan maarittaéd epayhtélosta (19.17), josta saadaan

1

V37— B

Edella esitetty kriittisen aika-askeleen lauseke on usein havainnollisempi kirjoitettu-

wAL < = Q. (19.19)

na vardhtelyn jaksonajan T = 27 /w avulla:
g < ri
T = 27

Erikoishuomion ansaitsevat pisteet A; = £1, Ay = 1, silld talloin karakteristisella

yhtalolla on kaksoisjuuri jonka itseisarvo on 1. Stabiiliusehto tarvitaan estdméaén
tekijain A" suurenemista kun n kasvaa. Jotta vahvenmatriisin potenssit pysyisivét
rajoitettuna on seuraavien ehtojen oltava voimassa:!

1p(A) on matriisin A spektraaliside.

Versio: kevit 2014



358 LUKU 19. Etenemistehtavien numeerinen ratkaisu - liikeyhtilo

1 | | | |
ehdoitta stabiili
0.8 I =7 = % —
0.6 62%(’7"‘%)2_
Q.
04 F -
0.2k f=3
ehdollisesti stabiiri
0 | | | |
0 02 04 06 08 1

~

Kuva 19.2 Newmarkin menetelmén stabiiliusalue.

1. p(A) =max; |\| <1

2. A:n moninkertaisten ominaisarvojen on oltava itseisarvoltaan aidosti ykkosta
pienempia.

Ehdot (1) ja (2) méarittelevit spektraalisesti stabiilin vahvennusmatriisin A. Mikali
ominaisarvot ovat erisuuria, on vahvennusmatriisi similaarinen diagonaalimatriisin
kanssa

- A1 0O

A=PAP', missi A= ! ,
0 X

missd P on ortogonaalinen A:n lineaarisesti riippumattomista ominaisvektoreista

koostuva matriisi. Mikéli A:n ominaisarvot ovat yhtdsuuria, ovat sen ominaisvektorit

lineaarisesti riippuvia ja télléin A on similaarinen Jordanin lohkoista koostuvan

matriisin kanssa

Al
o 1 . .
A=QJQ ', missi J—lo )\}.

Vahvennusmatriisin n:s potennssi on
A" =PA"P7! tai A"=QJ"Q',

missa

A0 AT pAnt
A= |1 o J = .
o) = o=o ]

Spektraalisen stabiiliusehon kohta 2 on siten ymmarrettavissa; jotta vahvennusmat-
riisin ei-diagonaalialkiot pysyisiviit rajoitettuna on oltava A\ < 1, jolloin nA"~! — 0,
kun n — oo.
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Kuva 19.3 Newmarkin menetelmin vahvennusmatriisin spektraalisiade.

19.3.2 Newmarkin menetelmaperheen tunnettuja edustajia

1

Valitsemalla Newmarkin parametreille arvot 3 = 0,7 = 5 saadaan jo aikaisemmin

esitelty keskeisdifferenssimenetelma:
Ynt+1 = Yn + Atyn + %AtQQna
. . 1 . .
Ynt1 = Yn + §At(yn + yn-l-l)'

Ratkaistaan ylemmaésta yhtalosta kithtyvyyden lauseke g,

. 2 .

Sijoittamalla tdmé& nopeuden lausekkeeseen hetkelld n, saadaan nopeuden keskeis-
differenssiappproksimaatio:

yn = yn—l + %(yn—l + yn)
= ynfl + lAt i(ynJrl — Yn — Atyn) + i(:yn — Yn—1 — Atynfﬁ
> LAt At
. Ynt+1 — Yn—1
— n—————.
Y 2A1
Néin lauseke (19.20) saa tutun muodon

T Yn+1 — Qyn + Yn—1
Yn INT .

Keskeisdifferenssimenetelmé on ehdollisesti stabiili kuten todettiin jo luvussa

19.2 ja yleisemmin Newmarkin menetelméperheen yhteydessd. Kriittinen taajuus
Qe = 2 ja aika-askel Aty, = 2/w.
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L
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Kuva 19.4 Vaimennettu yksivapausasteinen varahtelija.

Keskiméariisen kiihtyvyyden eli trapetsikaavan ja keskeisdifferenssimenetelmén
lisdksi Newmarkin menetelméperheen tunnettuja esustajia ovat lineaarisen kiihty-
vyyden menetelma (5 = %, v = %) ja Foxin ja Goodwinin menetelma (5 = 11—2, v = %)
Néama ovat implisiittisia ehdollisesti stabiileja menetelmié, minké vuoksi ne eivit ole
taloudellisia suurten systeemien analysointiin.

19.4 Vaimennettu vardhtelija

Tarkastellaan kuvan 19.4 mukaista systeemid, jossa vaimenninvoima on suoraan ver-
rannollinen massan nopeuteen. Varahtelijan liikeyhtalo on

mY +c¢Y + kY = f.

Liikeyhtélo voidaan saattaa myos muotoon
Y 4+ 20wY 4+ WY = iF, (19.21)
m

missd ¢ = ¢/(2mw) on suhteellinen vaimennuskerroin. Yhtélon (19.21) homogee-
nisen osan ratkaisu on muotoa Y;, = Cexp(rt), ja tekija r saadaan karakeristisen
polynomin
r? 4+ 20wr +w?=0

nollakohdista

T2 = —Cwi AV CQ — lw.
Homogeenisen osan ratkaisun luonne riippuu nyt suhteellisen vaimennuksen ¢ arvos-
ta ja seuraavat kolme tapausta ovat mahdollisia.

1. Vaimennuksen sanotaan olevan ylikriittinen kun ¢ > 1. Té&lloin karakteristi-
sen yhtalon juuret ovat reaalisia, erisuuruisia ja negatiivisia. Liike vaimenee

monotonisesti ja koska ratkaisu ei esita varahtelya kutsutaan sitd aperiodiseksi
liikkeeksi.

2. Kun ¢ = ¢/(2mw) = 1 on karakteristisella yhtdlolla reaalinen kaksoisjuuri.
Talloin yhtélon (19.21) homogeenisen osan ratkaisu on muotoa

Yh(t) == (Cl + Cgt)e_”t,

miké esittda aperiodista vaimenevaa liiketté, ks. kuva 19.5.

Versio: kevit 2014



19.4. Vaimennettu vdrihtelija 361
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Kuva 19.5 Vaimentumaton vérahtely, kriittinen ja alikriittinen vaimennettu
vardhtely (¢ =0,1,0.2).

3. Sovellutusten kannalta térkein tapaus on alikriittinen vaimennus kun ¢ < 1,
jolloin juuret ovat kompleksisia konjugaattilukuja. Télloin ratkaisu esittda taa-
juudella w tapahtuvaa harmonista varahtelyd jonka amplitudi pienenee ekspo-

nentiaalisesti ajan mukana (ks. kuva 19.5)

Yi(t) = e S (C sinwat + Co coswat) = Te ! sin(wat + @), (19.22)

missd T = /C? + C3, wqg = /1 — (2w ja ¢ = arctan(Cy/CY).

19.4.1 Keskeisdifferenssimenetelma vaimennetulle liikeyhtalélle

Sijoittamalla keskeisdifferenssimenetelmén kaavat

. Yn+1 — 2yn + Yn—1
= 19.23
. yn+1 — Yn—-1
— __Jn=- 19.24
y oA (19.24)
litkeyhtéaloon (19.21) tulee siitd jérjestelyiden jélkeen differenssiyhtélo
2-0? 1—-¢Q At
¢ F,

Ynt+1 — myn + myn—l =17 alm
Yritteelld y,, = CA" saadaan homogeenisen yhtélon avulla karakteristinen yhtéalo

2-02 1-¢Q
_ A+ =
14+¢Q7 7 14¢Q

A2 0,

jonka juuret ovat

N 2-02+£0/02—4(1-¢?)
b2 2(1+¢Q)
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Jotta ratkaisu esittéisi varahdysliiketta, taytyy karakterisen yhtélon juurten olla
kompleksikonjugaatteja, ja juurrettavan on oltava negatiivinen, eli

D —4(1-¢) <0 eli wAt=0Q< O, =2y/1-(%

Juuret ovat talloin

- 2 — 02 £i0/4(1 - (2) — 2
b2 2(1 + ¢Q)
Vaihtoehtoisesti voidaan kirjoittaa

Zp+1 = Azn + LFna

missd vahvennusmatriisi A ja vektorit L ja z, ovat nyt

2-02  1-(Q (At)?
A=|1+¢0 1+¢Q |, L=| 1+ |, znz[ o ]
1 0 0 Yn—1

Ratkaistaessa vahvennusmatriisin ominaisarvot saadaan teitenkin sama karakteris-
tinen yhtélo ja samat juuret kuin edella.
Differenssiyhtédlon homogeenisen osan ratkaisu on

Un = C1AT + C2A3,

missd C ja Cy ovat alkuehtojen perusteella ratkaistavia vakioita. Differenssiyhtéalon
ratkaisu esittdd véarahdysliikettda, kun karakteristisen yhtélon juuret ovat komplek-
sikonjugaatteja, ja talloin voidaan juuret kirjoittaa muotoon

)\172 = q =+ bi.

Merkitsemaélla

p=Va*+ b, tamgb:é
a

tulee ratkaisu muotoon

Yn =p"(C5 cosng + Cysinng)
=e*" (O cosng + Oy sinng).

Keskeisdifferenssimenetelmén tapauksessa
1—-(Q
P=A\lT o
14¢Q2

Qy/4(1 — ¢2) — Q2
2 — 2

ja vaihekulma toteuttaa yhtalon

tan ¢ =
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Kuva 19.6 Vaimentamaton ja vaimennettu virdhtelija laskettuna Keskeisdif-
ferenssimenetelmalld kdyttden askelpituutta 0.2At,,. Suhteelliselle
vaimennuskertoimelle on kiytetty arvoa 0.1. Analyyttinen tulos on
piirretty yhtenéiselld viivalla.

Homogeenisen liikeyhtdlon tarkka ratkaisu (19.22) alkuehdoilla y(0) = g0, 9(0) =
Yo on
CYow

Yi(t) = e S {yo cos wqt + (@ + —) sin wdt] )
Wy Wq

Numeerisen menetelméin vaimennus saadaan suhteen p/(e “2!) avulla, ja vai-
hekulmaa ¢ verrataan suureeseen wqAt. Kuvassa 19.7 on esitty keskeisdifferenssi-
menetelmén jaksonajan virhe aika-askeen koon funktiona, samoin kuin yhden aika-
askeleen aikana tapahtuva apmplitudivirhe.

19.4.2 Newmarkin menetelma vaimennetulle liikeyhtilélle

Kéytettdessd Newmarkin algoritmia (19.10)

Ynt+1 = Yn + Atyn + %At2 [(1 - 26>yn + 26yn+1] ’
Unt1 = Un + At [(1 - V)yn + ’VynJrl] )

vaimennetun vérahtelijin yhtaloon (19.21) askeleilla n ja n + 1

yn+2gwyn+w2yn = Fn = &7
m

g1+ 2Cwhnit + W Ynyr = Frpr = f:;l,
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=
0 = 0.015 , , ,
(&) //
g ,
0T S 01k =01 /
% 02 :f ' g: 0.2 ----
g /
| 0.005 - /-
e 03 g y
~— 8 ///
04T = 0|~ - -
@ \\\\‘-—-’///
05 1 1 1 £ I 1 1
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At)T At/T

Kuva 19.7 Keskeisdifferenssimenetelmén vaihevirheen ja yhden aika-askeleen
suhteellisen amplitudivirheen (vaimennus positiivisena) riippuvuus
aika-askelen koosta. Muista, ettd keskeisdifferenssimenetelmélléd ei
ole aplitudivirhettd vaimentumattomalle systeemille.

saadaan kaavat

{14‘59 26¢Q }{ Ynt1 }
Y 14 29¢Q Atyn i1

:[1—50—2/3)92 1—(1—2@@“ " }+At2{ %(1—25)Fn+5FnH}

Kuten luvussa 19.3.1 menetelmé voidaan kirjoittaa kompaktissa muodossa
Tpi1 = Az, + L, (19.25)
missi & = [y, Aty]T, A= A7 A, ja

A — 1+80%  28(Q A — 1-2(1-28)0% 1—(1-28)¢Q
L 2 1+2WCQ]’ 2_{ (v -1 L+2(y=1)¢Q |’

1 _ _
. A-1A42 (1 =2B)F, + BF, 1

Menetelmén (19.25) stabiiliusanalyysi on periaatteeltaan aivan sama kuin luvus-
sa 19.3.1. Vahvennusmatriisin invariantit ovat

A =1 :
D

200+ (v — H?

Ay=1- ¢ +2g 2) :
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missid D = 1+ 27(Q + BO? ja karakteristinen polynomi on kuten yhtélossd 19.11.
Jotta vahvennusmatriisin ominaisarvot olisivat kompleksisia, on oltava voimassa eh-
to

A2 < Ay,

mista seuraa
[H(r+3° =B @+ G-+ ¢ -1 <0. (19.26)

Havaitaan, ettd ehdot vahvennusmatriisin juurien kompleksisuudelle ovat vaimenne-
tun litkeyhtélon tapauksessa samat kuin vaimentamattomallekin, eli ehdot (19.16)
ovat

y>1da B> 1(y+ )7 (19.27)
Talloin juurien itseisarvo on myos ykkostd pienempi, joten menetelmé on ehdoit-

1

5, on menetelméa

ta stabiili. Mikéli edelld mainittu ehto ei toteudu ja mikali v >
ehdollisesti stabiili ja kriittinen taajuus saadaan yhtélosta (19.26):

=D+ +42-8+¢B - 1)
v +3)P -5 '

Kuten vaimentamattomassakin tapauksessa stabiiliusaluetta voidaan laajentaa

0 S Qbif —

epayhtéloiden (?7) rajoittamaa aluetta suuremmaksi. Télloin juurien reaalisuus sal-
litaan (A% — Ay > 0), ja rajoittavat ehdot ovat:

{—1§A1§O , {O<A1§1
1

max |\ = A; — /A2 — Ay max |\ = A; + /AT — A,

Ensimmiéinen epiyhtild osoittautuu kriittiseksi: 2
2(28 — V)2 +4¢(2y — )2 +4 >0,

mistd saadaan ehdot 20 > v > % Newmarkin menetelmén ehdoitta stabiiliudelle
vaimennetun vardhtelijan tapauksessa. Namé ovat samat ehdot kuin vaimentamat-
tomalle systeemillekin.

19.4.2.1 Menetelman korkeataajuuskayttaytyminen

Mikédli Newmarkin menetelméa kaytetddn systeemien ratkaisuun, jotka perustu-
vat rakennemallien semidiskretoituihin yhtéal6ihin joissa korkeimmat taajuudet ovat
virheellisia, on korkeiden taajuuksien algoritminen vaimennus suotava ominaisuus.
Edellisissa luvuissa on naytetty, ettd Newmarkin menetelmalla ei ole vaimentamat-
tomalle systeemille amplitudivaimennusta, mikéli v parametrilla on arvo 1/2. Mi-
kili v > 1/2, Newmarkin menetelméssé on algoritmista vaimennusta, mitd voidaan
mitata vahvennusmatriisin spekraalisiteen avulla.

2 Jilkimméinen ehto toteutuu aina: Q2/(1 + 2v¢Q + 3Q?) > 0.
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Maksimaalinen korkeiden taajuuksien vaimennus saadaan aikaan kun valitaan
parametreille arvot (k-newmark-ehto-juuret-kompleksisia) joka on vahvennusmatrii-
sin juurien kompleksisuusehto. T&ll6in vauvennusmatriisilla A on kaksi yhtdsuurta

ominaisarvoa
(Q+ 5(y + 5)?
1420+ 02
Kun aika-askel kasvaa, lahestyy spektraaliside raja-arvoa

)\172 = Al =1

. 2
bif .
= 1 m A = 1 —
Tehokkain korkeiden taajuuksien vaimennus saataisiin kun valitaan § = 1,7 =

%. Valitettavasti talla algoritmilla on hyvin huono tarkkuus matalien taajuuksien
alueella, joten se ei ole kiiyttokelpoinen rakenteiden transienttianalyyseissé.

19.5 Yleistetty a-menetelma

Newmarkin menetelméperheen jéasenisté ainoastaan trapetsikaava on ehdoitta sta-
biili ja tarkkuudeltaan toista kertalukua. Trapetsikaavan haittapuolena on kuiten-
kin se ettei silla ole minkdanlaista algoritmista vaimennusta. Seuraavassa esitetdén
menetelmé, jonka tarkkuus on samaa luokkaa kuin trapetsikaavalla, mutta jonka
algoritmista vaimennusta voidaan sa#tad yhdella parametrilla.

Yleistetyn a-menetelmén siirtymén ja nopeuden kaavat ovat samat kuin New-
markin menetelmésséi, eli

Ynt+1 =Yn + Aty + (% - 6) (At)zyn + B(At)Q?jn-i-lv
ynJrl :yn + (1 - ’V)Atyn + fYAtynJrla
mutta nyt liikeyhtalo kirjoitetaan muodossa

mynJrlfam + Cz‘/nJrlfaf + kynJrlfaf = f(tTH»l*af)u (1928>

missé oy, ap ovat menetelman parametreja ja
ynJrlfaf :<1 - Oéf)ynJrl + AfYn,
yn—i—l—af :(]- - af)yn+1 + afyna
yn‘i’l*am :<1 - O‘m)ynJrl + amyna

tn+1_af :(]_ — Oéf)tn+1 + Oéftn

Siirtymén ja nopeuden alkuarvot ovat y(0) = 3o ja §(0) = go. Kiihtyvyyden alkuarvo
saadaan liikeyhtalosta

§(0) = m™"(£(0) — ego — kyo).
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Yleistetyn a-menetelmén stabiliutta ja tarkkuutta tutkitaan samalla tavalla kuin
Newmarkin menetelmén ominaisuuksia edelld soveltamalla menetelméd yhden va-
pausasteen virahtelijan liikeyhtaloon

42wy +wy=f

alkuehdoin y(0) = yo, 9(0) = yo.
Homogeenisessa tapauksessa f = 0 saadaan kaava

X, 1=4A4X,, n=0,1,2,...,
missd A on vahvistusmatriisi ja

Yn
X, = Aty,
(At)2in
Algoritmin stabiilius, amplitudin virhe ja vaihevirhe riippuvat vahvistusmatriisin
ominaisarvoista. Vahvennusmatriisin spektraaliside on

p = max{|A1], | Aa], | 3]}

missd \;, 1 = 1,2, 3 ovat matriisin A ominaisarvot. Voidaan osoittaa, ettéd yleistetty
a-menetelmé on ehdoitta stabiili, jos

+ —(af — ap).

=~ =
N | —

, b=

N | —

OZmSOéfS

Spektraaliside mittaa myos menetelmén numeerista vaimennusta. Korkeiden taa-
juuksien vaimennus on integrointimenetelmén suotava ominaisuus, mutta se ei saa
vaimentaa liikaa matalia taajuuksia. Yleistetyn a-menetelmén matalien taajuuksien
vaimennus minimoituu, kun a; = (a,, +1)/v/3.

Yleistetyn a-menetelmin katkaisuvirhe on suuruusluokkaa O[(At)?], eli sen tark-
kuus on toista kertalukua, jos

¥ = 5 Qo + Q.
19.6 Moniaskelmenetelmat
Tarkastellaan alkuarvotehtavaa
y=f(y.t), v(0)=uyo. (19.29)

Haetaan tehtdvan ratkaisua ajanhetkilla t = nAt, n = 0,1,2.... Merkitdédn, ettéd
Y, on tarkan ratkaisun y(t,) approksimaatio ajanhetkelld t,,, ja f,, = f(Yn, tn)-
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Yleinen lineaarinen moniaskelmenetelmé voidaan kirjoittaa muodossa

k k
Z OéjynJrj = At Z /ijnJrj’ (1930)
j=0 =0
missd o ja [3; ovat vakioita. Asetetaan oy, = 1. k-askelmenetelmén tapauksessa tar-
vitaan k£ alkuarvoa, yo,y1,...,yr_1. Yksiaskelmenetelmélle tarvitaan vain alkuarvo
Yo-

Moniaskelmenetelmé on eksplisiittinen, jos £, = 0, ja implisiittinen, jos By # 0.
Eksplisiittisen menetelmén tapauksessa differenssiyhtilosta (19.30) saadaan v,
suoraan, kun y,; ja fnyj, 7 = 0,1,...,k — 1 tunnetaan edellisten aika-askeleiden
ratkaisujen perusteella. Sitdvastoin implisiittisen menetelmén tapauksessa on jokai-
sella aika-askeleella ratkaistava yht&lo

Ynt+hk = ABf (Yntk, tntn) + 9, (19.31)

missé g on (téssd vaiheessa) tunnetuista arvoista y,i; ja fo4j,7 = 0,1,...,k —1
riippuva funktio. Lineaarisen funktion f tapauksessa yhtdlon (19.31) ratkaisu on
helppo. Sensijaan, jos funktio f(t,y) riippuu epélineaarisesti ratkaistavasta funk-
tiosta y, niin myos differenssiyhtéloista (19.30) tulee epélineaarisia, ja ratkaisu on
haettava iteratiivisesti.

19.6.1 Johto Taylorin kehitelmadn avulla

Tarkastellaan seuraavaksi moniaskelmenetelmien kertoimien maéaritysta. Kehitetaén
funktio y(t) hetkella t,, Taylorin sarjaksi

At)?
ot A1) = y(t) + A (n) + SOy o e
missd on merkitty
o) = 20, p=1,2 (19.33)
y n) — dtp mnj)s p - ) AR *
Katkaisemalla toisen termin jdlkeen ja ottamalla huomioon, ettd y(t) = f(y,t),

Taylorin kehitelméstéd saadaan differentiaaliyhtdlon (19.29) tarkkojen ratkaisujen
vélille likikaava

Yyt + At) = y(tn) + AL (y(tn), tn), (19.34)
jonka virhe on

At)? At)?

%y@)(tn) + %y(g)(tn) R (19.35)

Kaava (19.34) voidaan tulkita myds yhtalon (19.29) likiratkaisujen véliseksi tar-
kaksi kaavaksi

Ynt1 = Yn + AL [y, (19.36)
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joka on eksplisiittinen Eulerin menetelmé. Menetelmén (19.36) katkaisuvirhe on
O((At)?), ja se integroi tarkasti yhtédlon (19.29) lineaarisen polynomin mukaisen
ratkaisun.

Taylorin kehitelmista

y(tn + At) = y(tn) + Aty(l)(tn) + Ty(Q)(tn) + 3' y(3) (tn) + - ) (1937)
At)? At)?
s — A1) = (k) — Myt + Sy ) - B0 o o)
saadaan vahentamalla
0 (At )
y(t, + At) — y(t, — At) = 24ty (t,) — Yy te) + (19.39)

josta johdetaan keskeisdifferenssimenetelméa
Ynt2 = Yn + 288 fri1. (19.40)

Menetelmén (19.40) katkaisuvirhe on +4(At)*y®)(t,) + -
Yleinen yksiaskelmenetelméa on

Ynt1 + aoYn = A(B1fri1 + Bofn)- (19.41)

Haetaan parametreille ag, By ja B optimaaliset arvot.
Sijoittamalla vastaavaan likikaavaan

Y(tn + At) + agy(ts) ~ At[B1y(t, + At) + Boy(tn)] (19.42)
kehitelméat
1) (A1)? o
y(tn + AL) =y(tn) + Aty (8n) + =y (ta) + -
' (19.43)
A 2
YO+ A0 =yO(5,) + Aty® (1) + By @) 4 -
saadaan

Coy(tn) + C1Aty WY (t,) + Co(At) >y (t,) + Cs(A)3y D (t,) +--- =0,  (19.44)

missa
Co=1+ap, Ci=1-p51— P,
(19.45)
Co=35—P, C3=75— 30
Mahdollisimman tarkka yksiaskelmenetelmé saadaan ottamalla ag = —1, 51 = Sy =
%. Talloin saadaan menetelmé
joka on nimeltddn trapetsikaava. Téassa tapauksessa C3 = —1—12, ja trapetsikaavan

katkaisuvirhe on £ (A)2y®)(t,) + - - -.
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19.6.2 Moniaskelmenetelman kertaluku
Moniaskelmenetelméén (19.30) liitty differenssioperaattori

Lly(t); At =Y layy(t + jA) = At (t + jAL], (19.47)

Jj=0

missé y(f) on jakuvasti derivoituva funktio tarkasteluvalilla. Kehittdmalld funktio
y(t + jAt) ja sen derivaatta §(t + jAt) Taylorin sarjoiksi saadaan kaavasta (19.47)

Ly(t); At] = Coy(t) + CLAty D (1) + - - 4+ Cp(A)PyP () + - - - (19.48)

Differenssioperaattorin (19.47) tarkkuus on kertalukua ¢, jos Cp = C; = -+ =
Cy =0 ja Cyq1 # 0. Vakioiden «; ja 3, avulla saadaan

Co =g+ a1 +as+ -+ ay,

Cl :Ozl+2042+"'+k304k—(60+61+62+“‘+6k),
1 (19.49)
C, :H(al + 2Pag + - - + kPay)

(B +2P7 18y + -+ kPGB, p=2,3,....

1
(p—1)!
Kehitelmén (19.48) ensimmaéistd nollasta poikkeavaa kerrointa Cj41 nimitetdén

virhekertoimeksi.
Moniaskelmenetelmén (19.30) katkaisuvirhe ajanhetkelld ¢, on

Lly(tn): At = [agy(t+ jAL) — AtB(ty, + jAL)], (19.50)

=0

missd y(¢) on differentiaaliyhtélon (19.29) tarkka ratkaisu. Katkaisuvirhe T,,,p =
Lly(t,; At)] on luonteltaan paikallinen. Otaksumalla, ettd y,.; = y(tnys), 7 =
0,1,... k—1, eli néilla ajanhetkilld katkaisuvirhe on nolla, saadaan kaavasta (19.50)

k k
;)O‘jy@n + jAl) =At ;ﬁjy@n + JAL) + Ly(tn); At]
(19.51)
k
=At Zoﬁjf(y(tn + JAL), t, + JAL) + Lly(t,); At
=

missd y(t) on tarkka ratkaisu. Likiratkaisu y, ), toteuttaa moniaskelmenetelmén
kaavan

k k
Zajyn-i-j = AtZij(yn—f—jatn-l-j)' (19.52)
j=0 =0
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Véahentamaélla kaavat (19.51) ja (19.52) toisistaan tulee, kun o = 1, tarkoilla
alkuarvoilla

Y(tnrk) = Yok = ABE[f(Y(tntr), tarr) = f(Unri tarw)] + Lly(ta); At]. (19.53)

JO8 Nk € (Yn+k, Y(tnik)), niin saadaan

F@tnn), tnr) = fYnins tnr) = 3f(?7ng;, e [Y(tnik) — Ynikl, (19.54)

joten

f (77n+k ) thrk)

0
Lly(tn); At] = Ty = |1 = Aty 3y

[y(tatk) — Yntr]- (19.55)

Eksplisiittisen menetelmén, (5, = 0), katkaisuvirhe on tarkan ratkaisun ja tar-
koilla alkuarvoilla lasketun moniaskelmenetelmén ratkaisun erotus, ja implisiittisen
menetelman katkaisuvirhe on ko. erotukseen verrannollinen. Jos tarkka teoreetti-
nen ratkaisu on riittdvin monta kertaa derivoituva, niin sekéd eksplisiittiselle etta
implisiittiselle moniaskelmenetelmélle

y(tn-i-k) — Yn+k = Cq+1(At)q+1y(q+1)(tn) + O((At)q+2)7 (1956)

missd ¢ on menetelmin kertaluku. Termi C,, 1 (A#)+1y @+ (#,,) on paikallinen p#i(piin?)katkaisuvirhe,
joka tunnetaan, jos moniaskelmenetelman kertaluku ¢ ja virhevakio Cj4 tunnetaan.

19.6.3 Konsistenssi

Lineaarisen moniaskelmenetelmén sanotaan olevan konsistentti, jos sen kertaluku on
g > 1. Kaavoista (19.49) seuraa, ettd moniaskelmenetelmé (19.30) on konsistentti,
jos

WE

k k
aj=0, Y ja;=0=> 8 (19.57)
j=0 j=0

Maarittelemalla polynomit

J=0

k k
PO =D o5l o) =) B¢ (19.58)
=0 =0
konsistenssiehdot (19.57) saadaan muotoon
p(1) =0, p'(1)=0a(1), (19.59)
d
misséd p/(¢) = % Konsistentin moniaskelmenetelmén ensimmaiselld karakteris-

tisella polynomilla p(¢) on aina juurena (; = +1. Juurta (; sanotaan pa#ajuureksi.
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Myo6s muita juuria, lisdjuuria (;, ¢ = 2,3, ..., k esiintyy, kun moniaskelmenetelman
askelluku on suurempi kuin yksi.
Tarkastellaan alkuarvotehtévaa

y=0, 3 =0, (19.60)

jonka ratkaisu on y(t) = 0. Soveltamalla moniaskelmenetelméé (19.30) tdhén tehté-
vaan tulee differenssiyhtélo

k
> ajyny; =0. (19.61)
=0
Jos polynomin p(¢) juuret (; ovat reaaliset ja erisuuret, niin differenssiyhtélon rat-
kaisu on i
Yo = ALY d;Cl, (19.62)
j=1
missa d; ovat vakioita ja padjuuri (; = 1. Menetelma suppenee ajanhetkelld ¢ = nAt,
eli .
lim At =t lim >~ =0, (19.63)
2 X

jos ja vain jos juuret toteuttavat ehdot
G| < 1. (19.64)

Jos polynomin p(¢) juuri (; on m-kertainen, niin tdmén juuren osuus differens-
siyhtédlon ratkaisuun on muotoa

At[dsy + dson 4+ dssn(n — 1) + - + dg pn(n — 1)...(n —m + 2)]¢;- (19.65)

S

Ratkaisu suppenee nyt ajanhetkella ¢t = nAt, eli

lim AtnP¢" =t lim n? (" =0, p>1, (19.66)
At e
jos ja vain jos
G|l < 1, (19.67)

eli moninkertaisen juuren on oltava ykkostd pienempi.

Maaritelladn, ettd lineaarinen moniaskelmenetelmé on nolla-stabiili, jos sen
ensimmaisen karakteristisen polynomin p(¢) juuret toteuttavat ehdot |(;| < 1 ja
sen mahdolliset moninkertaiset juuret toteuttavat ehdot |(;| < 1. Juuret voivat olla
myo0s kompleksisia.

Kun ensimmaisen kertaluvun tavallinen differentiaaliyhtélo ratkaistaan korvaa-
malla se korkeamman kertaluvun differenssiyhtalolld, syntyy em. lisdjuuria. Nolla-
stabiilius takaa sen, ettd lisdjuurten vaikutus menee kohti nollaa aika-askelta pie-
nennettaessa.
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Dahlquistin teoreeman mukaan lineaarinen moniaskelmenetelmé suppenee, jos
se on konsistentti ja nolla-stabiili.

Lineaarisia ensimmaisen kertaluvun moniaskelmenetelmia voidaan soveltaa myos
toisen kertaluvun yhtaloille

mij+cy+ky=f, y(0)=yo, y(0) =1 (19.68)
tekemalld muuttujien vaihdos
y=u, Yy=ou, (19.69)
jolloin saadaan kahden yhtélon systeemi
U =v,

(19.70)
mo + cv + ku =f,

o I O

Moniaskelmenetelmé voidaan yleistda tavallisten differentiaaliyhtéloiden systee-

eli

mille

y=rFf(y.1), y0)=yo (19.72)
Vastaavasti toisen kertaluvun yhtaloryhmén tapauksessa
My+Cy+Ky=Ff, y(0)=uyy 9(0) =1, (19.73)
tekemalld muuttujien vaihdos
y=u, Y=o, (19.74)
tulee

U =,
(19.75)
Mv+ Cv+ Ku =f,

{ Z }: { _Mllc _MOIK } +{ Molf } (19.76)
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19.6.4 Kankeat yhtilot
Tavallisten differentiaaliyhtildiden ryhmén
y=Ay+ h(t) (19.77)

ratkaisu, kun matriisin A ominaisarvot \; ovat erisuuret, on
y(t) =Y kiedei+ g(t), (19.78)
i=1

missé ¢; ovat ominaisarvoihin \; liittyvéit ominaisvektorit.
Otaksutaan, ettd ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiiviset, eli ®\; < 0. Téll6in
ratkaisun ensimmaéainen osa

y,(t) = Z kiette; — 0, kunt — oo. (19.79)
i=1

Ratkaisun osa y,(f) on nimeltdan transientti ratkaisu (ohimeneva). Jos kiinnostuk-
sen kohteena on vakiintuneen tilan ratkaisu h(t), niin numeerista ratkaisua taytyy
jatkaa niin pitkélle, ettd transientin ratkaisun hitaimmin vaimentuva komponentti
on mennyt riittavin pieneksi.

Lineaarista systeemid y = Ay + h(t) sanotaan kankeaksi, jos matriisin A omi-
naisarvojen reaaliosat ovat R\; < 0 ja max |RA;| > min [R\;|.

19.6.5 Moniaskelmenetelman stabiiliusalue

Soveltamalla moniaskelmenetelmaa

k k
Z OéjynJrj = At Z ﬁjfnJrja (1980)
j=0 j=0

testiprobleemaan tai mallitehtavaan

J=X\y, A<0, (19.81)

saadaan yritteen y, = Cr"™ avulla polynomiyht&lo

k k
D = AAY gl =0, (19.82)
=0 =0
eli
P(AtN) = p(r) — Atho(r) = 0, (19.83)

missd P(r, AtA) on menetelmén karakteristinen polynomi. Karakteristisen polyno-
miyhtalon juuret ovat yleisessd tapauksessa kompleksilukuja, joten myos AtA on
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kompleksinen. Menetelmén stabiiliusalue on on kompleksisessa At\-tasossa sellai-
nen, ettd polynomiyhtalon P(r, AtA) = 0 juuret ovat yksikkGympyralld, kun AtA on
alueen sisalla.

Stabiiliusalueen reuna voidaan piirtda nyt kulman 6 funktiona

p(e”)

o) = T

(19.84)

Esimerkki 19.1 Madritetidn implisiittisen ja eksplisiittisen FEulerin mene-

telmdn stabiiliusalueet.

Implisiittisen Eulerin menetelméan

Yn+1 — Yn = At ft1 (19.85)
ja mallitehtdvin § = Ay, A < 0 tapauksessa yp11 — Yn = AtAY,11 ja
piry=r—1, o(r)=r. (19.86)
Stabiiliusalueen maarittaviksi yhtdloksi saadaan

ei@ -1 0
AAO) =S =1—e?, (19.87)
e

joka on yksikkdympyra keskipisteené (1,0) kompleksisessa AtA-tasossa. Impli-
siittinen Eulerin menetelma on stabiili ympyran ulkopuolella.

Eksplisiittisen Eulerin menetelmén

Ynt+1 — Yo = Al fn (19.88)
ja testiongelman y = Ay tapauksessa saadaan karakteristinen polynomiyht&lo

r—1—AtA=0, (19.89)
ja stabiiliusalueen méarittavaksi yhtaloksi tulee

AtA(0) = e — 1, (19.90)

joka on yksikkGympyrd keskipisteenddn (—1,0) kompleksisessa AtA-tasossa.

Eksplisiittinen Eulerin menetelmé on stabiili ympyran sisédpuolella.

Madritelladn, ettd numeerinen menetelméd on A-stabiili, jos sen absoluuttisen
stabiiliuden alue sisdltédé koko puolitason R(AtA) < 0.

A-stabiilit menetelmét soveltuvat hyvin kankeille systeemeille, joille RA; < 0 eli
ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiiviset.

A-stabiilien moniaskelmenetelmien joukkoa rajoittaa Dahlquistin teoreema, jon-
ka mukaan

e cksplisiittinen moniaskelmenetelma ei voi olla A-stabiili,
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e A-stabiilin implisiittisen moniaskelmenetelmén tarkkuuden kertaluku ei voi
olla suurempi kuin kaksi,

1
e pienin virhevakio C3 = —13 °n implisiittiselld toisen kertaluvun moniaskel-

menetelmélld, trapetsikaavalla.

Koska Dahlquistin teoreema rajoittaa A-stabiilin moniaskelmenetelmén kertalu-
vun arvoon kaksi, on ehdotettu vihemman vaativia stabiilius-méaaritelmia.

Numeerista menetelméd sanotaan A(«)-stabiiliksi, jos sen stabiiliusalue siséltaa
kompleksitasossa kiilan {AtA| — o < 7 —arg(At)\ < a}. Esimerkiksi, jos ratkaista-
van systeemin kaikki ominaisarvot ovat reaalisia, niin voidaan kiyttaa A(0)-stabiilia
menetelméaa.

Numeerista menetelméé sanotaan jaykka-stabiiliksi, jos sen absoluuttisen stabii-
liuden alue koostuu kahdesta osasta R, ja Ro, siten, ettd se on tarkka alueessa Ro
sovellettuna mallitehtédvaan y = Ay, RA < 0, kun alueet ovat

Ry ={At\ | R(AtN) < —a},
(19.91)
Ro ={AtA | —a < R(AN) < b, —c < (ALN) < ¢},

missé a, b ja c ovat positiivisia vakioita.

Joskus tarvitaan viela A-stabiiliutta voimakkaampaa ominaisuuta.

Numeerista yksiaskelmenetelmié sanotaan L-stabiiliksi, jos se on A-stabiili ja
liséiksi sovelletaessa sitd mallitehtévdian ¢ = Ay, RA < 0 se tuottaa kaavan y,.1 =
A(AtN)y,, missd |A(AtN)] — 0, kun R(ALN) — —o0.

L-stabiiliudesta seuraa A-stabiiliuus, josta puolestaan seuraa A(«)-stabiilius.

Soveltamalla trapetsikaavaa mallitehtédvaan ¢y = Ay, R\ < 0, saadaan

1+ AL
Yn+1 1— %At)\y ( )

Kiintedlld arvolla AtA y, — 0, kun n — o0, joten trapetsikaava on A-stabiili.
Trapetsikaavan

Yn+1 — Yn = At%(fn—f—l + fn) (1993)
ja testitehtavan y = Ay, A < 0 tapauksessa

Ynt1 = Yn = AAG (Y41 + Un) (19.94)
karakteristinen polynomiyht&lo on
r—1—AtA(3r+1), (19.95)
ja stabiiliusalueen rajan maarittaa kompleksitasossa yhtalo

e —1

AtAO) = 2————
() 619_|_1’

(19.96)
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joka on imaginaariakseli. Trapetsikaava on stabiili koko puolitasossa At < 0, eli se
on A-stabiili.

Funktion y numeerisen ratkaisun itseisarvot |y,| voivat supeta kuitenkin hyvin
hitaasti, silld suurilla arvoilla |R(AtN)|

1+ SALA

- 1AM’ ly]. (19.97)

|yn+1| ’

19.6.6 Toisen kertaluvun yht3lot

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtélon avulla annetulle alkuarvotehtévélle

j=ryt), y(0)=yo, 5(0) = go (19.98)
suoraan soveltuva lineaarinen moniaskelmenetelmé voidaan kirjoittaa muodossa
k k
Z Qjyntj = (AL)? Z Bj frtis (19.99)
j=0 j=0

missd ay = 1 ja aq ja [y eivat molemmat ole nollia. Toisen derivaatan ¢ approksi-
mointiin tarvitaan vahintdan kolme funktion y arvoa, ja k:n arvon on oltava viahin-
taan kaksi.

19.6.6.1 Kertaluku

Toisen kertaluvun tavalliselle differentiaaliyhtélolle soveltuvaan moniaskelmenetel-
méén (19.99) liitty differenssioperaattori

Lly(t); At =Y layy(t + jA) — (AD?Bi(t + jAL), (19.100)

J=0

missé y(t) otaksutaan jakuvasti derivoituvaksi funktioksi tarkasteluvélilla. Kehit-
taméalla funktio y(t + jAt) ja sen toinen derivaatta ij(t + jAt) Taylorin sarjoiksi
saadaan kaavasta (19.100)

Ly(t); At] = Coy(t) + CLAty D (1) + - - - + CH(A)PyP () + - - - (19.101)

Differenssioperaattorin (19.100) tarkkuus on kertalukua ¢, jos Co = C; = --- =
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Cq = Cyt1 =0 ja Cyyo # 0. Vakioiden «; ja [3; avulla saadaan

Co =ap +ar +ag + -+ -+ ay,
Ci =a1 4+ 2as + - - - + kay,

1
CQ :§<Oél —+ 22062 + e 4 k2&k>

(19.102)
—(Bo + B+ Bo+ -+ Bi),

1
Cp :H(al + 2Pag + - - + kPay,)

1
(p—2)!

Kehitelmén (19.101) ensimméisté nollasta poikkeavaa kerrointa C, o nimitetdin

(B +2P7 2By +--- + kP23, p=3,4,....

virhekertoimeksi.

Moniaskelmenetelmén (19.99) katkaisuvirheen paatermi ajanhetkelld ¢,, on
Cura(At)T2yla+2 (¢, ). Se on paikallinen piikatkaisuvirhe, joka tunnetaan, jos mo-
niaskelmenetelmén kertaluku ¢ ja virhekerroin C, s tunnetaan.

19.6.6.2 Konsistenssi

Lineaarisen moniaskelmenetelmén (19.99) sanotaan olevan konsistentti, jos sen ker-
taluku on vahintdan yksi.
Maarittelemalla polynomit

k k
p(Q) = o, o(Q) =) B¢ (19.103)

J=0 j=0
konsistenssiehdot voidaan esittdé toisen kertaluvun yhtéalon tapauksessa muodossa
p(1)=p'(1) =0, p"(1)=20(1), (19.104)
o dp(C) B . o B
missd p'(¢) = & Tapauksessa £ = 1 olisi p(1) = p'(1) = 0 ja siten a; =

ap = 0, joten vaaditaan, ettd k > 2. Konsistentin moniaskelmenetelmén (19.99)
ensimmaiselld karakteristisella polynomilla p(¢) on kaksoisjuuri {; = +1. Juurta (3
sanotaan padjuureksi. Muut juuret ovat lisdjuuria.

Maaritelldédn, ettd lineaarinen, toisen kertaluvun yhtéalolle suoraan soveltuva mo-
niaskelmenetelmé (19.99) nolla-stabiili, jos sen ensimméisen karakteristisen poly-
nomin p(¢) juuret toteuttavat ehdot |(;| < 1 ja jokainen juuri, jolle |(x] = 1, on
korkeintaan kaksinkertainen juuri.
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Soveltamalla moniaskelmenetelméé (19.99)

k k
> i =AY Bifars, (19.105)
J=0 j=0
testiprobleemaan
my + ky =0 (19.106)
eli
j+wiy=0 (19.107)

missi w? = —, saadaan yritteen y, = Cr™ avulla polynomiyht#lo
m

k k
> a4 (Atw)® Y Bl =0, (19.108)
=0 =0
eli
P(r, Atw) = p(r) + (Atw)?o(r) = 0, (19.109)

misséd P(r, Atw) on menetelmén karakteristinen polynomi. Menetelmén stabiiliusa-
lue on on kompleksisessa Atw-tasossa sellainen, ettd polynomiyhtélon P(r, Atw) = 0
juuret ovat yksikkéympyrélla, kun Afw on alueen sisélla.

Stabiiliusalueen reuna voidaan piirtda nyt kulman 6 funktiona

10
p(e”)
Atw(0) = . 19.110
0) =\ 45 (19.110)
Esimerkki 19.2 Mddritetidn Newmarkin menetelmdn 5 = 30 V=35 Ja
Houboltin menetelmdn stabiiliusalueet.
Parametrien arvoilla § = T2 jay = 3 Newmarkin menetelmé voidaan kirjoit-

taa muotoon

a0Yn + 1 Yn+1 + aaynio = (A (Bofn + Bifas1 + Bofnra), (19.111)

missé kertoimet ovat nyt

040:1, a1:—2, 042:1,
. 10 1 (19.112)
bo=15 b=15 P=15
Mallitehtévin §j 4+ w?y = 0 tapauksessa tulee
tw)?
Ynt2 = 2Un + Yn = 5 (Un+2 + 10ynt1 + Yn). (19.113)

12
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Karakteristisen polynomin osat ovat
pr)y=r*=2r+1, o@r)=25r"+8r+ 3, (19.114)

ja stabiiliusalueen maarittavaksi yhtéloksi saadaan

e2i€ _ 261'49 41
Atw(0) = \/e% o (19.115)

Houboltin menetelméssd nopeutta ja kiihtyvyyttd approksimoidaan taakse-
péin otettujen differenssien avulla

1Nyni3 — 18yny2 + Yyni1 — 2yn :6Atyn+3,
(19.116)

2Un+3 — 9Ynt2 + 4Ynt1 — Yn :(At)QynJrB-

Mallitehtévin §j + w?y = 0 tapauksessa saadaan karakteristinen polynomiyh-

t&lo

2r3 — 512 4 4r — 1 4+ (Atw)?r® = 0, (19.117)

ja stabiiliusalueen maarittaa yhtalo

9 3i6 _ 5 2i6 4 i6 1
Atw(9) = \/ c eeBi;r e+l (19.118)

Stabiiliusalue leikkaa reaaliakselin kohdassa R(Atw) = 3.46.

19.7 Vaimennuksen mallintaminen

Vaimennus on hyvin monimutkainen ilmio, joka riippuu useista eri tekijoista jonka
vuoksi sen mallintaminen on usein vaikeaa. Vaimennettu systeemi ei ole konservatii-
vinen, eli energiaa sailyttavi. Vaimennuksen syntytavat jaotellaan usein seuraavasti:

1. neste l. viskoosi vaimennus, joka syntyy esim. ympéardivan valiaineen vastuk-
sesta,

2. kitkavaimennus (ns. kuiva eli Coulombin kitka)
3. materiaalin vaimennus.

Tarkastellaan seuraavissa luvuissa véliaineen vastuksen ja matriaalin vaimennuksen
malleja.
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19.7.1 Valiaineen vastus

Tarkastellaan edelleen vérahtelevan langan ongelmaa ottaen nyt huomioon ympé-
roivan véliaineen vastus. Otaksutaan, ettd véliaine voidaan mallintaa kokoonpuris-
tumattomana viskoosina nesteend, eli Stokesin nesteenéd. Talloin ratkaistavana on
ns. kytketty ongelma, joka sitoo toisiinsa virdhtelevin langan mallin (19.1)

u
PA@ - UAW =/
u(z,0) = ugsin(wz/L), (19.119)
w = v(z,0) = vgsin(rz/L)
ja Stokesin nesteen
ov . -
Prgy — HAT+ VP = pub,
V-7 =0, (19.120)

o = —pl + u(Vi+ (Vo)T)

yhtalot. Nesteen tiheytta on merkitty p,,, viskositeetti u, nopeusvektori v = Vgi+ vyf
ja paine on p. Langan liikeyhtdlon kuormatermi f miirdytyy nesteen lankaan koh-
distamasta traktiosta. Yksinkertaistetaan mallia siten, ettd oletetaan virtauksen ta-
pahtuvan vain vardhtelevian langan tasossa. Oletetaan my6s nesteen tilavuusvoimat
hividvin pieniksi, eli b ~ 0. Yhtlo

vy _|_%

v.vzﬁx oy

(19.121)

on nesteen kokoonpuristumattomuusehto. Stokesin nesteen litkeyhtdloissd (19.120)
esiintyvéit Laplace- ja gradienttioperaattorit kohdistuvat vektoriin '

821)35 82'096 61}35 82}96

L L) a2 T o2 . L _ | Oz Oy
AT = (V- -V)i= P, N o, ja Vu= v, o,
ox?  Oy? dr Oy

Jannitysmatriisin & muoto on tasotapauksessa

g =
Tyz Oy
ja leikkausjannitykset ovat pareittain yhtasuuret 7, = 7.
Etsitaén langan vardhtelylle ratkaisua edelleekin muodossa
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Tallsin langan nopeus on v(x,t) = dudt = Y (t)sin(mz/L). Nesteen nopeus lan-
gan valittomaéssé laheisyydessé on oltava sama kuin langan, joten yritetdéan nesteen
nopeuskentan y-komponentille lauseketta

v, = Y (t) sin W—Lxe”y/L, kun y < 0.

Kokoonpuristumattomuusehdosta (19.121) saadaan

A, : :
81; = —%Y sin %e’ryw = v, =Y cos W—Lxe”y/L.
Paine voidaan ratkaista integroimalla yhtalot
op v v, 0% ov - TT
= = —p,— :’3 2) = —p, == =—pY L2 emy/L
or "o <8x2 o Pngp = TPn¥ 008 Le ’
ap v, v, D%, v,
n = —FPn = nY 7ry/L

"o ( 072 Oy g = —on¥ sin e,

josta saadaan
L T
p= ——pnY sin L gmy/L.
L
Langan kuormitus f saadaan tasapainoehdosta
f= —2Do,,

missd D on langan halkaisija. Pystysuuntaisen jannityksen o, lauseke on
8v L e L my/L
ay:—p—l—Qua panm L v/ +2,ULY51H Le v/

jonka arvo langan kohdalla on
L T . T
oy(z,0,t) = (;pnY + QMEY) sin —.

Vérahtelevan langan liikeyhtéloksi (19.119) saadaan siten

. LD . .
pAY sin e +0A (L) Ysin 12 = —2 (—pnY + QND%Y) sin =¥
T

L L L
LD . D 2 . TT
— {(pA + 27/)”) Y + 47r,ufY +0A (E) Y} sin — = 0, (19.122)
mika voidaan lyhyesti kirjoittaa muodossa
MY +¢Y + kY =0. (19.123)

Viliaineen vaikutuksesta liikeyhtdlon massatermi M koostuu kahdesta osasta, lan-
gan omasta massasta m ja ns. lisdtystd massasta myy,:
LD
m = pA, My, = 2—pn (19.124)
Mikéli probleemaa ei olisi analysoitu kytkettyné tehtavana, joudutaan massater-
mid muuttamaan yhtalon (19.124) mukaisesti. Yleisessa tapauksessa lisityn massan
jakauman ja suuruuden arviointi on vaikea ongelma.

Versio: kevit 2014



19.7. Vaimennuksen mallintaminen 383

19.7.2 Materiaalin vaimennus

Ainemallin viskoosit ominaisuudet aikaansaavat liikeyht&l66n vaimennusefektin. Tar-
kastellaan aksiaalisesti kuormitettua sauvaa, jonka liitkeyhtalo voidaan kirjoittaa my-
odossa 2y ON

,oAﬁ o (1), (19.125)
missd /N on sauvan normaalivoima. Mikdli materiaalia kuvataan lineaarisesti kim-
moisalla mallilla on normaalivoiman lauseke N = EAe = EA0Ju/0x, jolloin paady-
tadn samanlaiseen osittaisdifferentiaaliyhtéléon kuin véirahtelevan langan tapaukses-
sa (19.1). Oletetaan nyt materiaalin noudattavan Kelvinin mallia, jossa jannityksen

o, muodonmuutoksen € ja muodonmuutosnopeuden ¢ vélilla on yhteys
o = Ee+ e, (19.126)

missd 1 on materiaalivakio, joka kuvaa materiaalin viskooseja ominaisuuksia. Sijoit-
tamalla jannityksen (19.126) lauseke sauvan liikeyhtaloon (19.125) saadaan

0%u O 9%y

Versio: kevit 2014



384 LUKU 19. Etenemistehtavien numeerinen ratkaisu - liikeyhtilo

Versio: kevit 2014



Luku 20

Elementtimenetelman ohjelmointi

20.1 Johdanto

Elementtimenttimenetelmaanalyysi sisaltdéd usein kolme erillistd osuutta:
e clementtimallin luonti,
e ratkaisu ja
e tulosten jélkikasittely ja tarkastelu.

Usein my0s edelld mainittuja tehtavid hoitaa eri ohjelmat, jotka kommunikoivat
keskenédn malli- ja tulostustiedostojen avulla.

Vaikka elementtimallin luonti ja tulosten visualisointi kuuluvat olennaisena osana
FEM-ohjelmistoon tarkastellaan seuraavissa luvuissa vain itse elementtiratkaisijan
ohjelmointiin liittyvid kysymyksid. Elementtiratkaisijan padosat ovat

e clementtimatriisien muodostaminen,

e globaalin yhtélosysteemin kokoaminen,
e globaalin yhtélosysteemin ratkaisu ja
e jinnitys ym. vuosuureiden laskenta.

Elementtimenetelmalld diskretoitu ongelma palautuu aina lineaarisen yhtéalosystee-
min ratkaisuun vaikka itse ongelma olisikin epélineaarinen ajasta riippuva etenemis-
tehtava. Taméan systeemin ratkaisu on prosessin eniten tietokoneresursseja vaativa

toimenpide !

! Elementtimallin luonti voi vaatia vield kertaluokkaa suurempia resursseja, mikili henkilétyo
lasketaan mukaan.
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20.2

Elementtimatriisien muodostaminen

Elementtimatriisi lasketaan yleensé termeisté, jotka ovat muotoa

K© = BTDBav,
V(e

joka yleensd lasketaan numeerisesti kvadratuurien avulla. Matriisi B sisaltdd in-

terpolaatiofunktioiden ja/tai niiden derivaattojen lausekkeita ja D on parametri-

matriisi, joiden arvot voivat myos muuttua elementin alueella. ELementtimatriisin

muodostamiseksi on

1.

2.

alustettava integrointipisteiden paikat ja painokertoimet

summataan kaikkien integrointipisteiden osuudet, jolloin jokaisessa integroin-
tipisteessa i:

(a) lasketaan interpolaatiofunktioiden ja niiden derivaattojen arvot peruse-
lementin luonnollisissa koordinaateissa &; . . .,

(b) muodostetaan geometriakuvauksen Jacobiaanimatriisi ja muodostetaan
interpolaatiofunktioden derivaatat globaalien koordinaattien suhteen,

(c) muodostetaan B(¢;,...) ja D(&;,...) matriisit
(d) lasketaan tulo E(&;,...) = B(&,..)TD(&,...)B(&,...) ja summataan
tulos elementin jaykkyysmatriisiin

K9 =K twE(,...)

missa termi w; sisdtda integrointipisteen painokerrtoimen ja geometria-
kuvauksen mittakaavatekijan.

Kun elementin e jaykkyysmatriisi on laskettu sijoitetaan se globaalille jaykkyysmat-

riisille varattuun taulukkoon. Kokoamisalgoritmi riippuu siitd millé tavalla globaali

jaykkyysmatriisi on varastoitu. Téta seikkaa késitelladn tarkemmin tulevissa luvuis-

Sa.

20.2.1 Interpolaatiofunktiot

20.3
20.4

Matriisin varastointitavat ja kokoamisprosessi

Lineaarisen yhtaloryhman ratkaisu

20.4.1 Johdanto

Merkitaan ratkaistavaa globaalia yhtalosysteemié seuraavasti:

Versio:
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missé kerroinmatriisi A:n ominaisuudet riippuvat ratkaistavasta ongelmasta. Tyy-
pillisissé rakenteiden mekaniikan tehtévissi se on usein symmetrinen ja positiivisesti
definiitti.

Systeemin (20.1) ratkaisun periaatteellisesta helppoudesta huolimatta, optimaa-
lisen ratkaisualgortmin valinta on monimutkainen ongelma, erityisesti mikali yhta-
l6systeemi on suuri. Ratkaisualgoritmin valintaan vaikuttavat kerroinmatriisin omi-
naisuuksien lisdksi my6s kiytettavissa olevan tietokoneen arkkitehtuuri.

20.4.2 Suorat ratkaisijat

Yleisimmét Gaussin eliminaatioon perustuvat tekniikat véhentévét jollain luvulla
kerrotun vaakarivin jostain toisesta systeemin (20.1) vaakarivistéd jotta systemi saa-
taisiin yldkolmiomuotoon, joka sitten voidaan ratkaista takaisinsijoittamalla.

Tarkastelaan ensin yleista LU hajotelmaa, jonka suorittamiseen soveltuvat rivi-
ja sarakemuotoiset algoritmit on esitetty kuvassa 20.2. Rivimuotoisessa esityksessa
20.2a sisin silmukka kiy matriisia lavitse riveittédin, joten matriisin varastointi on
my0s syyta tehda riveittain, jotta silmukan muistiviittaukset osoittaisivat perdkkai-
siin muistipaikkoihin.

Kuvassa 20.2 esitetyt algoritmit eivit ole LU-hajotelman ainoat mahdolliset va-
riaatiot. Kuten esitetyista rivi-ja sarakemuotoisista algoritmeista voidaan havaita,
ovat aritmeettiset perusoperaatiot samoja kummassakin tavassa. Yleistdmalla saa-
daan LU-hajotelman erilaiset ns. ijk-muodot, joiden geneerinen muoto:

do
do
do
Ay = Aij — Lz’k/Akj
end do
end do
end do

missd do silmukoiden indeksit ¢, j ja k esintyvét eri jarjestyksessé.

Eri ¢jk-muodot viittaavat ja laskevat hajotelman L ja U tekijat eri tavalla. Ku-
vassa 20.3 on pyritty havainnollistamaan eri versioiden eroja, alkioiden saatavuuden
ja hajotelman tekijoiden suhteen.

Kuvassa 20.5 on esitetty nauhamuotoon tallennetun matriisin LU-hajotelma k-
sarakemuodossa.
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SUBROUTINE HIF1D(F,X,N,IORD)

C
C Program to evaluate 1-D hierarchical interpolation functions
G m o o o s .
C F = interpolation functions of degree N
C F(1) = (1-X)/2, F(2) = (1+X)/2 : nodal interpolation
C F(3) ... F(N+1) : internal interpolation functions
C generated from Legendre polynomials
C X = argument
C N = degree of the polynomial
C IORD = order of derivative (0 or 1)
C
INTEGER N,IORD,I
DOUBLE PRECISION F(x*),X
C
C --- generate Legendre polynomials using a stable recursion formula
C
F(1) = 1.D0
F(2) =X
DOI =1, N-1
F(I+2) = 2.DO*X*F(I+1)-F(I)-(X*F(I+1)-F(I))/REAL(I+1)
END DO
C
C --- set up interpolation functions or their derivatives
C
IF(IORD.EQ.O) THEN
DOI =N, 2, -1
F(I+1) = (F(I+1)-F(I-1))/DSQRT(REAL(4%I)-2.D0)
END DO
F(1) = 0.5D0*(1.D0 - X)
F(2) = 0.5D0*(1.D0 + X)
ELSE IF(IORD.EQ.1) THEN
DOI =N, 2, -1
F(I+1) = DSQRT(REAL(I) - 0.5D0)*F(I)
END DO
F(1) = -0.5D0
F(2) = 0.5D0
END IF
C
RETURN
END
Kuva 20.1 Hierarkiset Legedren polynomeihin perustuvat interpolaatiofunk-

tiot
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dok=1,n—-1
dok=1,n—-1 dor=k+1,n
doi:k+1,n er:Ark/Akk
Lik :Azk/Akk end do
doj=k+1,n doj=k+1n
Aij = Aij — Lig /Ay doi=k+1n
end do Ajj =A;j — L /Ay
end do end do
end do end do
end do

(a) (b)

Kuva 20.2 LU-hajotelma: (a) Rivimuotoinen kij-versio ja (b) sarakemuotoinen
kji-versio.
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U laskettu
eiké sithen enéé
viitata
L laskettu lasketaan U:n (k + 1):s rivi
eiké sithen enéé) Sivitetisn ialiell
viitata palvitetaan jaljelle
jadnyt osa A:sta

lasketaan L:n k:s sarake

U laskettu
eikd sithen enié
L viitata
laskettu

eiké siithen
enaé viitata

tahan A:n osaan ei ole
vield viitattu

lasketaan sekid L:n ettd U:n k:s rivi

(b)

(a)

U laskettu
eiki sithen
enaa
viitat
tahan
A:n
osaan
L ei ole
laskettu ja V}antt
sithen viitataan| | VIattd

lasketaan sekd L:n ettd U:n j:s sarake

(c)

Kuva 20.3 Matriisialkioden saatavuus LU-hajotelman eri ¢7k-muodoissa:
(a) kij, kji, (b) ikj,ijk, (c) jki, jik.

do j7=2,n
dor=j7j,n
L= Ar,jfl/Ajfl,jfl
end do
dok=1,7—-1
doi=k+1,n
Aij = Aij — Lir/ Agj
end do
end do
end do

Kuva 20.4 Sarakemuotoinen viivistyneeseen péivitykseen perustuva LU-
hajotelma (jki-muoto).
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SUBROUTINE FACBLU(A,NB,N,NU,NL,IOUT)

Q

Program for LU factorization of a band matrix

Q

Column oriented kji-version

Q

Calling parameters:

A : array storing a N x N matrix in a band format
NB : bandwidth = NU + 1 + NL

N : dimension of the system

NU : bandwidth of the upper triangular part of A
NL : bandwidth of the lower triangular part of A
IOUT : output unit number

Qoo aaa

IMPLICIT NONE
INTEGER N,NB,NL,NU,IOUT
DOUBLE PRECISION A(NB,N)
C --- local variables --------- -
INTEGER I1,J,K,ND,I1,I2,KK,L,IK
DOUBLE PRECISION C,ZERO
PARAMETER (ZERO = 0.DO0)

ND = NU + 1
DOK=1, N -1
IF( A(ND,K) .EQ. ZERO ) THEN
WRITE(IOUT,5000) K
STOP
END IF
C =1.D0 / A(ND,K)
DO L =NU + 2, NB
A(L,K) = CxA(L,K)
END DO
DOJ =K+ 1, K+ NU
KK NU+K-J+1
I1 MAX (1,NU+2+K-J)
I2 =NB +K-1J
C A(KK,J)
DO I = I1, I2
IK=I+J-K
A(T,J) = A(I,J) - A(IK,K)*C
END DO
END DO
END DO

C
5000 FORMAT(’ *** ERROR **** Singular matrix ’,/
& > zero diagonal in equation ’,I6)
END

Kuva 20.5 Nauhamuodossa tallennetun matriisin LU-hajotelma.
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SUBROUTINE FACBCH(A,NB,N,IOUT)

Q

Program for Cholesky factorization of a band matrix

Q

column oriented jki-version -- lower part of the matrix stored

Q

Calling parameters:

A : array storing a N x N matrix in a band format
NB  : (half)bandwidth including diagonal

N : dimension of the system

IOUT : output unit number

Q QO Q  aQ

IMPLICIT NONE
INTEGER N,NB, IOUT
DOUBLE PRECISION A(NB,N)
C --- local variables -—----———— - -
INTEGER 1,J,K,I1,JK,L,IK,K1
DOUBLE PRECISION C,ZERO
PARAMETER (ZERO = 0.DO0)

IF( A(1,1) .LE. ZERO ) THEN
WRITE(IOUT,5000) 1
STOP

END IF

A(1,1) = DSQRT(A(1,1))

DO J =2, N
DOL = 2, NB
A(L,J-1) = A(L,J-1) / A(1,J-1)
END DO
K1 = MAX(1,J-NB+1)
DOK=Ki, J -1
JK=J-K+1
C A(JK,K)
I1 =NB + K - J
DOI =1, I1
IK =TI+J-K
A(I,J) = A(I,J) - A(IK,K)*C
END DO
END DO
IF( A(1,J) .LE. ZERO ) THEN
WRITE(IOUT,5000) J
STOP
END IF
A(1,J) = DSQRT(A(1,J))
END DO

C

5000 FORMAT(’ *** ERROR **** Matrix not positive definite ’,/
& > non-positive diagonal in equation ’,I6)
END

Kuva 20.6 Nauhamuodossa tallennetun matriisin Choleskin hajotelma.
Versio: kevat 2014
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Luku A

Hermiten interpolaatiopolynomit

A.1 Solmuinterpolaatio

Lagrangen interpolaatiopolynomi on yksinkertainen tapa interpoloida funktiota kun
tunnetaan pelkastdan funktion arvot tietyissa pisteissi. Elementtimenetelméssé voi-
daan Lagrangen interpolaatiota kayttaa hyvéiksi kun interpolaatiolta vaaditaan vain
funktion jatkuvuutta elementtien valilla. Mikéli interpolaatiolta vaaditaan korkeam-
paa jatkuvuuden astetta elementtien rajapintojen yli siirryttidessa on katevaa kon-
struoida ne Hermiten interpolaatiopolynomeista, jotka mahdollistavat funktion in-
terpolaation kéyttden funktion ja sen derivaattojen arvoja solmupisteissi. Astetta n
oleva Hermiten polynomi H"(§) on &:n suhteen astetta 2n + 1 oleva polynomi jonka
derivaatat astelukuun n saakka ovat jatkuvia. Hermiten polynomi voidaan varus-
taa kahdella alaindeksilld, joista ensimmaéainen viittaa kertoimena olevan solmuarvon
derivaatan astelukuun ja toinen vélin péédtesolmuun, eli H.(£).

Hermiten polynomin ja sen derivaatan arvot vélin paétepisteessa &; saavat arvon
nolla tai yksi seuraavasti:

dH (¢

jossa 0;; on Kroneckerin delta, joka saa arvon 1 kun ¢ = j ja 0 muulloin. Tasta
ehdosta maaridytyvit Hermiten polynomin lausekkeet.

Nollannen asteen Hermiten interpolaatiopolynomit toteuttavat siis HY, (&) =
1, HY (&) = 0 ja Hy(&) = 0, Hy (&) = 1, joten ne ovat vililla € € (—1,1) tutut
lineaariset interpolaatiofunktiot

Hyy(6) = 3(1-€),  Hp(8) = 3(1+¢), (A.2)

eli samat kuin Lagrangen lineaariset interpolaatiopolynomit.
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Ensimmaéisen asteen Hermiten polynomi méaraytyy ehdoista:

Ay =1 Dheno mo =0, D=,
ahy=o. Dby mo -0 Dha-o
ey =0, Leey—o mym =1 D=,
Hl,(—1) =0, dggl?(—n:o, H,(1) =0, d§§2(1) 1, (A3)

josta seuraa

Hoy(§) = 3(1=8)2+¢) = (Hy) (1 +2Hp),

Hyy(§) = 3(1—8)*(1+¢&) = 2(Hy)" Hpy,

Hp(§) = (1+8%2-¢) = (H82) (1+2Hg),

Hyy(§) = 3(1+8)%(§ —1) = —2Hy (Hgp)*. (A4)

A.2 Hierarkiset C;-interpolaatiofunktiot

Luvussa 3.2.2 kasiteltiin yksidimensioisten hierarkisten Cy-jatkuvien interpolaatio-
funktioiden muodostamista. Ne konstruoitiin integroimalla Legendren polynomeista,
ja ne toteuttivat ortogonaalisuusehdon

dy; dy; 1, josi=j,
A.
/ d§ dg %= {0, jos i # j. (4-5)

Koska C'-jatkuvaa interpolaatiota tarvitaan neljinnen kertaluvun ongelmissa, on

C1-jatkuvien interpolaatiopolynomien konstruoinnissa jarkevaéd vaatia ortogonaali-
suusehto toisille derivaatoille, eli siis:

b d?; d*y; 1, josi=j
! d€ = ’ ’ A6
/_1 de2 a2 =\ 0, osi 4 (4.6)

Hierarkinen C'i-interpolaatiofunktiojarjestelma sisdltda nelja solmuinterpolaatio-

funktiota (A.4), joita voidaan kutsua myos ulkoisiksi interpolaatiofunktioiksi, ja si-
sdiset muodot

1
Ni(6), i=1,...p-3 (A7)
Jotta sisdiset muodot olisivat toisen derivaatan suhteen ortogonaalisia, saadaan

ne integroimalla Legendren polynomeja kahdesti

2i+3 [ [
:«/Z;“ /_1/_13+1(s)dsdt
2i+3 [¢
=/ "; /l(f—t)PZ-H(t)dt i=1,....,p—3. (A.8)
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1.5 I I 0.3
1 1
1 HOl H02
0.5
0
-0.5 | | |
-1 -0.5 0 0.5 1

Kuva A.1  Hierarkiset Hermiten C}-interpolaatiopolynomit asteeseen p = 6
saakka.

Osittaisintegroimalla ja kdyttdmélla Bonnetin rekursiokaavaa (3.24) muodossa

1
EP.(§) = on 1 (n+1)Poy1 +nPy), (A.9)
paadytaan lausekkeisiin
1 1 Piys— Py Py — Py .
N; (6) = : S i=1,....p—3.  (A.10
© 2(2¢+3)< 2 + 5 2i + 1 b (A.10)

Derivaatoille saadaan lausekkeet
1
dN; Py — B
¢ \/2(20+3)

1
d* N;
dg?

=1/2(2i + 3)Pis1. (A.11)

Hierarkisen Hermiten (' interpolaation ulkoiset ja muutama ensimmaéinen siséi-
sistd muodoista on esitetty kuvassa A.1.

Harjoitustehavia
1. Maéarita toisen asteen Hermiten polynomi ja piirrd kuvaajat.
2. Kéy lépi yksityiskohtaisesti vaiheet muodon (A.8) ja (A.10) valilla.

3. Laske auki muutama alin sisdinen hierarkinen muoto (A.10).
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Luku B

Lagrangen kertojamenettely

Monissa kiayténnon tehtévissd funktionaalien minimointitehtéava ei esiinny aivan sel-
laisessa muodossa kuin on edelld esitetty, vaan on olemassa tiettyjé rajoitusehtoja
joita funktionaalien tulee noudattaa. Johdatuksena aloitetaan kuitenkin tutkimalla
tavallisen funktion

2= flug,ug, ..., up) (B.1)

adriarvon madritysta sidosehtojen
g(ug,ug, ... u,) =0 (B.2)

vallitessa. Ensimméinen ajatus saattaisi olla yhden muuttujan eliminointi rajoit-
teesta (B.2), ja sijoittaa se funktioon (B.1), jolloin saadaan rajoittamaton mini-
mointitehtavé jossa funktio f riippuu vain (n — 1):st4 muuttujasta. Usein téllainen
eliminointi johtaa mutkikkaisiin lausekkeisiin, mikéli on ollenkaan mahdollinen. Li-
siksi funktio f saattaa olla symmetrinen muuttujien wuq, us, ..., u, suhteen, jolloin
ei ole olemassa mitaédn syytd miksi jokin tietty muuttuja keinotekoisesti valittaisiin
riippuvaksi kun muut taasen saavaat olla riippumattomia.

J.-L. Lagrange on kehittdnyt menetelman yliméaréisten sidosehtojen kasittele-
miseksi, joka séilyttdd symmetrian muuttujien suhteen ja muuntaa sidotun dariarvo-
tehtavan vapaaksi. Menetelméa nimitetdan Lagrangen méaradmattomien kertojien
keinoksi, tai lyhyesti Lagrangen kertojamenettelyksi, jossa muodostetaan funktio

L(uy,ug, ..., up, A) = f(ug,ug, ..., up) + Ag(ur, ug, . .., uy)

ja ddriarvon etsinté suoritetaan nyt muuttujien wuq, us, . . ., u, ja A suhteen. Siis hinta,
joka joudutaan systemaattisesta menettelystd maksamaan on yhden lisdtuntemat-
toman mukaantulo.

Lagrangen kertojamenettely yleistyy mutkattomasti tapauksiin, joissa sideyhté-
16ita on m-kappaletta.

Lagrangen kertojien fysikaalinen tutkinta on usein havainnollinen ja se on voima,
joka tarvitaan kyseisen rajoitteen yllapitamiseen.
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Esimerkki B.1 Etsi funktion
2= f(z,y) =2® — 2zy + 3y* + bz — 4y + 4

ddriarvo, rajoitteella
g(z,y) =z +2y—5=0.

Yksi tapa ratkaista tehtéva on eliminoida vaikkapa muuttuja z sidosyhtélos-
té, ja sijoittamalla néin saatu z:n lauseke funktioon f jolloin siitd tulee vain
muuttujan y funktio

F(y,z(y)) = 11y® — 44y + 54.

adriarvo l0ytyy stationaérisyysehdosta

df*
dy

=22y — 44 = 0,

josta seuraa y:lle arvo y = 2. Sijoittamalla saatu arvo eliminoidun muuttu-
jan yhtdléon ja néin saadut arvot itse funktioon, saadaan funktion sidotuksi
adriarvoksi arvo z = 10.

Systemaattisempi tapa on ratkaista tehtéva Lagrangen kertojan avulla. Muo-
dostetaan Lagrangen funktio

jonka stationadrisuusehdosta

L

oL _ 20 =2y +5+ A =0,
ox

L

dy

OL

— = 20—5=0

voidaan tuntemattomat parametrit ratkaista suoraan. Kirjoitetaan yhtalosys-
teemi matriisimuotoon

2 -2 1 x -5
-2 6 2 y = 4 >,
1 20 A 5
jonka ratkaisu on z = 1,y = 2, A = —3. Funktion minimiarvo saadaan sijoit-

tamalla,
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Funktionaalin variointi side-ehtojen vallitessa on suoraviivainen yleistys funktion
rajoitetun aédriarvon etsimiselle. Olkoon funktionaali

jonka statonddriarvoa etsitddn rajoitteella
G(z;w) = 0.

Kerrotaan rajoite tuntemalla funktiolla A\(x) ja integroidaan vélin (a, b) yli ja lisdtaan
nain saatu termi funktionaaliin

L(w,\) = / [F(z;w,w') + AN2)G(z; w)] de,

jolloin variointi suoritetaan molempien tuntemattomien funktioiden w ja A suhteen.

Esimerkki B.2 Keskimdadrdisen poikittaisen leikkausmuodonmuutoksen huo-
mioonottavasta Timoshenkon palkkimallista saadaan Eulerin-Bernoullin palk-
kimalli kun palkin poikkileikkauksen leikkausmuodonmuutos v hdvidd, eli

Y(w) =v'(x) = 0(z) =0,

jossa 0 on palkin poikkileikkauksen kiertymd ja v on palkin akselin taipuma.
Timoshenkon palkkiteorian potentiaalienergian funktionaali on

1

L L
(v, ¢) = 3 /0 [EI(0)* + GA(V' — 0)?] dz — /0 fudz,

jossa EI on palkin poikkileikkauksen taivutusjaykkyys ja GA leikkausjaykkyys.
Muodosta Lagrangen funktionaali ja johda FEulerin yhtdlot. Mikd on Lagran-
gen kertojan A(x) fysikaalinen tulkinta ? Totea myds, ettd tuloksena saaduista
yhtaloista voidaan pdadtya Eulerin-Bernoullin palkkiteorian yhtdloon

ER™ = f.

Koska rajoitteen vuoksi leikkausenergiatermi GA(v' — 0)? hiviii identtisesti,
voidaan se jattda pois ja saadaan minimoitavaksi funktionaaliksi

1 L o L
H(U’H):§ ; EI(¢)*dx — ; fvdz,

rajoite-ehdolla
v —0=0.

Lagrangen funktionaali on siten
1 L L L
L(v,¢,\) = 5/ EI(G/)QdCE +/ AV — 0)dx —/ fudax.
0 0 0
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Varioidaan funktioita v, 0 ja A, eliv — v+ €0,0 — 0 + 77@, A= A+ ij, jolloin
saadaan

L(v+e0,0 +nf, A+ C\) =

1 [k R

- / [EI(@’ + ne’)ﬂ d + /
2 Jo 0

Station#arisyysehdoista

L R . L
A+ N + et — 0 —nb)dx — / fv+ ev)dz.
0

oL o, o, O 0
O€|—om=oc=0  Mle—ogoc=0  Hle—om=oc=0
saadaan
OL L
i = / (A" — f0) dx =0,
9€ | —0,n=0,c=0 0
L L N A
oL _ / (109~ 28) dz =0,
M | e—0,7=0,c=0 0
L L,
6_ = / )\(v/—ﬂ)d:v:().
IC |e=0,p=0,c=0 0

Alimmaisesta yhtdlostd seuraa rajoite-ehto, silld Lagrangen kertojafunktion
variaatio A on mielivaltainen. Jotta kahdesta ylimmaéisestd yhtélosta voidaan
tehda péadtelmid, on suoritettava osittaisintegrointeja, joista seuraa

/OL (A" — f0) do =

/ ’ (Ew’é’ - Aé) da =
0

Koska variaatiot ©,0 ja \ ovat homogeeniset reunachdot toteuttavia mielival-

L L
A@—/ (N + f) odz =0,
0

0

L L
EI0'6 — / (EI10" + X) fdz = 0.
0 0

taisia ! funktioita, saadaan Eulerin yhtaloiksi

N+f =0,
EIf" +)\ = 0,
V-0 = 0.

Yhtéloistd havaitaan heti, ettd Lagrangen kertojan A fysikaalinen tulkinta on
leikkausvoima (). Suorittamalla yhtéldissa funktioiden 6 ja A eliminointi, saa-
vutaan Eulerin-Bernoullin palkkiteorian yht&aloon

=10 ja \=—-EI" = El" ={.

! Tiettyja sileysominaisuuksia kuitenkin vaaditaan.
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Joissain tapauksissa rajoiteyhtdlo on muotoa, jossa integraalilauseke saa tietyn
vakioarvon

b
/ G(z;w)dx = C.

Taménmuotoisia rajoiteyhtaloita kutsutaan isoperimetrisiksi ehdoiksi. Ainoa ero té-
mén ja edellisen tapauksen valilla on, ettd Lagrangen kertoja on nyt paljas luku eika
funktio. Lagrangen funktionaaliksi saadaan

b b
L(w,\) = / F(x;w,w")dx + )\(/ G(z,w)dx — C)v
ja sen variaatioksi
b
oL = 5/ [F(z;w,w") + \G(z; w)] da.

Esimerkki B.3 Mddritd variaatiolaskentaa kdyttien sen lyhimmdn kdyrdn
yhtilo y = f(x), joka rajoittaa alan A alapuolelleen (x-akselin ja kiyrin
y = f(z) valiin jadva alue) vdlilli (0,1). Rajoite on siis

/Olf(:c)d:n = A

Otetaan rajoiteyhtdléo mukaan Lagrangen kertojan A avulla, jolloin saadaan

Lagrangen funktionaali

L(y,A):/Ol\/de+A</Olydx—A>.

Suoritetaan variaatio y — y + €y, ja asetetaan funktionaalin ensimméinen
variaatio hévidmé&an

dL 1 I !
e I / — Y gl de =0
de e=0 0 1+(y/)2
1 /A~ 1 /
d
B UMY G (30 DA NN P,
oV1I+ @) Jo (v |1+ ()

Otaksutaan, ettd kiyrin y paétepisteiden arvot ovat annetut, joten variaation
on toteutettava homogeeniset reunaehdot jolloin sijoitustermi ylla olevasta
lausekkeesta haviad. Koska variaatio ¢ on muuten mielivaltainen on seuraavan

yhtélon toteuduttava

d

dx

yo= Qe+oVi+ ()
, Ar +c
11—z +c¢)?

1
y = —v/1—-(QAx+c)2+d

>
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408 LUKU B. Lagrangen kertojamenettely

jossa ¢ ja d ovat vakioita. Alin yhtdlo saadaan muotoon
(@ + /A + (y = d)* = (1/0)?,

eli
(z — 20)® + (y — y0)* = (1/N)?,

jossa vakiot xg,yo ja A méaritetdan ehdoista

Tama suoraviivainen esitys Lagrangen kertojista on kirjoitettu menetelmén so-
veltamista silmallapitden. Syvéllisempi ja yksityiskohtaisempi késittely madradmat-
tomien kertojien menettelystd on 10ydettévissi esimerkiksi Lanczosin kirjasta |[20]
kappaleesta 2.

Harjoitustehtavia

1. Johda funktionaalin
Eulerin yhtalo, rajoitteella

L
/ wdr = 1.
0

Mitéa fysikaalista ongelmaa yhtéloé kuvaa?
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Luku C

R-M laattamallin reunahairiot

Kirchhoffin ja Reissnerin-Mindlinin laattamallien perustavanlaatuinen ero on se, etté
Kirchhoffin mallin ratkaisut ovat riippumattomia laatan suhteellisesta paksuudesta
t/L (mikéli kuorma ajatellaan skaalatuksi tekijélld ¢, L=laatan karakteristinen mit-
ta keskipinnan tasossa) kun taas Reissnerin-Mindlinin laattamallin ratkaisut riippu-
vat paksuudesta hyvin monimutkaisella tavalla. Erityisesti R-M mallin ratkaisuissa
voi esiintyd reunahéirio pienilla paksuuden arvoilla.

Reunahéirion luonne riippuu ratkaisevasti laatan geometriasta ja reunaechdoista
ja sen voimakkuus on eriasteinen eri suureilla. Laatan taipumassa ei esiinny reu-
nahdiriotd milladn geometrialla eiké reunaehtotapauksella, mutta muissa suureissa
kuten kiertymissa, taivutusmomenteissa ja leikkausvoimissa reunahéiri6ita esiintyy
lievimmillaan kiertymissa ja voimakkaimmillaan leikkausvoimissa.

C.1 Tasapainoyhtaloiden muokkaus

Reissnerin-Mindlinin laattamallin tasapainoyhtélot ovat kolmen osittaisdifferentiaa-
liyht&lon muodostama kytketty yhtaloryhmé kolmen tuntemattoman funktion (tai-
puman w ja kiertymien () ratkaisemiseksi. Sen analyyttinen ratkaisu on hanka-
laa yksinkertaisimmissakin reunaehtotapauksissa. Erdalla muunnoksella se voidaan
saattaa ekvivalenttiin muotoon, josta kytkentd hévida, jolloin systeemin ratkaisu
olennaisesti helpottuu. Tarkastellaan seuraavassa tata prosessia. Esitys pohjautuu
D.N. Arnoldin ja R.S. Falkin artikkeliin [37].
Reissnerin Mindlinin laattamallin tasapainoyhtélot ovat siis (10.121a):

kGt (V-8B — Aw) = f,
D [Aﬁx + %(1 +v) (ﬁyﬂ»‘y - Bawy)} + th(w,m —B:) = 0, (C.2)
D [ABy + 5(1+v)(Boay = Byaa)| + kGt(wy — B,) = 0,

jotka voidaan kirjoittaa lyhyemmésséd muodossa

T
Q
N

—divg =
—divM +q = 0, (C.5)
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410 LUKU C. R-M laattamallin reunahéairiot

missé leikkausvoimavektori ¢ ja momenttitensori (matriisi) M ovat

Mx Mxy

&} Dt -] e

Qy
ja jossa Dy on laatan taivutusjiaykkyystensori ja D, leikkausjaykkyysmatriisi. Kéy-

:| = DbK’,,

ristymamatriisi K on
_ l Ry Kay ] _ [ —Brz —Bry — By ]
K= = )
Kay Ry —Bay — Bya —By.y

Taivutusjaykkyystensori voidaan maéaritelld kaavalla
Dyk =D [(1 —v)k +vtr(k)I],

jossa tr on matriisin jalki (eli diagonaalialkioiden summa) ja I on 2x2 yksikkémat-
riisi. Differentiaalioperaattorit div, div ja grad maéritellaén seuraavasti:

. } M, .+ M w
d = Qyx , div M = we YL dw = L (C6
Ve = Qs+ Quy v { My + My, } gracy { Wy } (C6)

Otaksumalla laatta tasapaksuksi ja homogeeniseksi sekd materiaali kimmoisaksi isot-
rooppiseksi voidaan yhtélot (C.4) kirjoittaa siirtymésuureiden avulla seuraavasti

— kGt div(gradw — 8) = f, (C.7)
—div (Dyk) + kGt(gradw — 3) = 0. (C.8)

Jotta rajatapauksena ¢ — 0 saadaan darellinen ratkaisu, skaalataan kuorma teki-

jalla ¢ (eli f = t3g), jolloin saadaan

— kGt *div(gradw — B) = g, (C.9)
—div Dyk + kGt~ 2(gradw — 8) = 0, (C.10)

missa skaalattu taivutusjaykkyystensori on
D, =t°D,.

Jatkossa kaytetddn merkintda

E

B=———
12(1 — 1?)

lausekkeiden yksinkertaistamiseksi.

Tarkkojen ratkaisujen konstruoimiseksi Arnold ja Falk onnistuvat haivyttdméasan
kytkennén kolmen yhtalon (C.9) valilla siirtymélla uusiin tuntemattomiin funktioi-
hin v, m ja ¢q. Alkuperéiset tuntemattomat funktiot w, 5, ja (3, mééritelldén uusien
avulla seuraavasti:

t? Bt? t?

B = gradv — m(gradm + rotq), w=v-— EAU ek (C.11)
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C.2. FEsimerkkind puoliddreton laatta 411

jossa skalaarifunktion vektoriarvoinen roottorioperaattori maaritelladn

rotq = { Ty } :
_q,x

Té&ll6in yhtélosysteemi (C.9) muuntuu kolmeksi erilliseksi osittaisdifferentiaaliyhté-

loksi

BA*v = g, (C.12)
Am = 0, (C.13)

t2
—ﬁAq—irq = 0. (C.14)

Alkuperéinen systeemi (C.4) on kolmen toisen kertaluvun osittaisdifferentiaa-
liyhtdlon systeemi. Téten sen jokaisella reunalla voidaan antaa tédsmaélleen kolme
reunaehtoa. Muunnettu systeemi (C.12) sen sijaan on yhden neljdnnen ja kahden
toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtéloiden systeemi, jolle voidaan antaa nelja
reunaechtoa jokaisella reunan osalla. Néaistd kolme reunaehtoa seuraa luonnollisesti
alkuperaisen ongelman reunaehdoista, mutta puuttuvan neljannen ehdon asettamis-
ta tarkastellaan esimerkkitapauksen yhteydessa, silld sen jarkeva valinta méaaraytyy
reunachdon tyypista.

C.2 Esimerkkind puoliddreton laatta

Tarkastellaan puolidérettomén laatan (y > 0) ja pehmeén vapaasti tuettu reunaeh-
don tapausta. Laatan kuormitukseksi otaksutaan f(z,y) = focos(mx/L) jolloin
skaalattu kuorma on g(z,y) = gocos(mz/L), eli fo = got>.

Laatan kuormituksesta johtuen voidaan osittaisdifferentiaaliyhtélosysteemin (C.12)

ratkaisua yrittda etsid muodossa

T T . TX
o(r.) = Vig)eos ™, mle,y) = Mly)eos = ale,y) = Qy)sin
missd V(y), M(y) ja Q(y) ovat vain y:n funktioita ja toteuttavat tavalliset differen-
tiaaliyhtalot
B(V" —222V" +a'V) = go, (C.15)
M"—a*M = 0, (C.16)
t2

(@0’ 4 Q = 0 (©17)

missé on merkitty o = 7/L. Yhtéloiden ratkaisut ovat
Viy) = —OiOB +ae” ™ + aybe™ Y, (C.18)
M(y) = ce ™, (C.19)
Qy) = de™, (C.20)
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412 LUKU C. R-M laattamallin reunahéairiot

jossa dimensioton vakio § = 12k 4+ a?t? ja vakiot a, b, ¢, d médrdytyvit reunaeh-
doista.

Alkuperéisten muuttujien avulla lausuttuna pehmeén vapaasti tuetun reunan
reunaechdot ovat yleisessd muodossa seuraavat:

w=0, M,=n"Mn=0, M,,,=s Mn=0,

jossa m ja s merkitsevit reunakédyridn normaalin ja tangentin suuntaisia yksikkovek-
toreita. Puoliddrettoman laatan reunalla y = 0 reunaehdot saavat muodon

w = 0, (C.21)
Byy + Bz = 0, (C.22)
Bey+ Byz = 0. (C.23)

Siirtymalld uusiin muuttujiin saadaan reunaehtojen lausekkeiksi

Bt? 2
2 Av——m = 24
A welll 0, (C.24)
2 2
Uy — E(mvyy — Qay) HV |Vaz — @(mm + )| = 0, (C.25)
t2
2U,my — m(?m@y + q,yy - q,:m:) = 0, <C26)
jotka muuntuvat muotoon
V(0) — s [V"(0) — ?V(0)] — iM(O) = 0, (C27)
kG kG ST
2 2
V”(0) — va®V(0) — L [M"(0) — va?M(0)] + t—a(l - )Q'(0) = 0, (C.28)
kG kG
!/ t2 / t2 " 2
—2aV'(0) +2,=aM (0) — o [Q"(0) +*Q(0)] = 0. (C.29)

Nyt joudutaan keksimédn neljas reunaehto, joksi kyseisesséa tapauksessa valitaan
v(z,0)=0, = V(0)=0.

Yksinkertaisten mutta pitkdhkojen algebrallisten laskutoimitusten jélkeen saa-
daan vakioiden a, b, ¢ ja d arvoiksi

9o
Yo _
b = ~55 (1+at(l—v)ép), (C.31)
9 _
c = a—025ozt(1 —v)p (C.32)
. gok?G 1 2,2 1
d = 25 <1 + _6l€a t*|p -, (C.33)
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0.02
0.015 - _
LO’y)D 0.01
foL* .
LT t/L =05
0.005 - -~ t/L =0.1 7
r t/L =0.01 —
0 /-/’ | | | | | | | | |

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

y/L

Kuva C.1  Taipuma y-akselilla.

jossa on kéytetty lyhennysmerkintéa

p=at(l—v)d (1 + 2a2t2£) — (6% + o*t?) (1 + i042152> :

kG 6k

Huomaa, etté kertoimet a, b ja d ovat laatan paksuuden ¢ suhteen ykkosen luokkaa,

eli a,b,d ~ O(1) ja c:n hallitseva termi on luokkaa O(t/L).
Taipuman lausekkeeksi saadaan téten
t*B t?

— v Ay —

w vy A= e Em,
B t*B
— 1 2 2_ = 1 M
K +a’t kG)V kG(V + )} Cos ax

B B t?
= { (1 + ozztzﬁ) oi—OB — {a +0 (ay + 2a2t2m) — EC] eo‘y} cos ay

L4
= gO4B (C1 — Czeiay) cosay =
s

foL*
D

(01 - CQe’ay) cos ay
jossa dimensiottomat vakiot c¢; ja ¢y ovat:

B
—— 2t2—
C1 +« ij’

B 1
o = 1+1 <ay + 2a2t2—> (14 at(l —v)df 1) —a’t35p™*

kG 6k

(C.34)

Taipumaprofiili y-akselilla on piirretty kolmella eri suhteellisen paksuuden t/L ar-

volla kuvaan C.1.

Madritelmid (C.11) hyvéksikdyttden saadaan leikkausvoimille lauseke

q = kGt(gradw — 3) = —t*(BgradAv — rotq),
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414 LUKU C. R-M laattamallin reunahéairiot

joka komponenttimuodossa lausuttuna on

0 0
Q, = —t3 (Ba—Av — 8_q) =’ [aB(V" — o®V) + Q'] sinax,
x Y
3 9 8q 3 " 277/
Q, = —t Ba_yAU o = —t [B(V —« V)+on] cos oL,
ja josta saadaan lopullinen muoto
t3L §
Q. = J0 (@,e‘ay - —tc4e_6y/t — 1) sin az, (C.35)
T a
t3L
Q, = J0 (cae™ — 046_6y/t) cos o, (C.36)
T
joissa
s = l+at(l—v)dp !,
kG 1
= — (1+—=0t*)p "
Cy B ( + GkOé ) p

Ohuen laatan tapauksessa termi exp(—dy/t) aiheuttaa reunahéirion, jonka leveys
on laatan paksuuden t luokkaa. Huomaa ero leikkausvoimien @), ja @, lausekkeis-
sa. Leikkausvoiman (), lausekkeessa reunahairiota aiheuttava termi kerrotaan viela
lausekkeella 6/(at) = (§/7)(L/t), joka ohuen laatan tapauksessa on suuri. Téten
voidaan padtelld reunahairion olevan voimakkaampi @),:n kuin @Q),:n tapauksessa.
Leikkausjénnitysten jakaumat reunan ldheisyydessd kolmella eri suhteellisen pak-
suuden arvolla on piirretty kuvaan C.2.

Taivutusmomenttien méarittdmiseen tarvitaan kiertymien lausekkeet, jotka saa-
daan médritelméasta (C.11):

_Ov P [(Om  Oq
Be = %_m<8—x+8_y)’
_Ov t* (Om  Oq
= ta (3 5

josta seuraa

By = ozg—OB (cse™ + atdcge /'t — 1) sin auz, (C.37)
B, = a‘g—OB (cre™ + Pt cge Yt — 1) cos ax, (C.38)
missa
s = 1+ %Oéng — éa?’t?’ép_l,

1
cg = (1 + @o?tQ) p L

1 _
o = 1—1(1—ay)es— 6—ka3t35p L
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Kuva C.2  Leikkausvoimajakaumat.

Edelld olevissa lausekkeissa (C.34), (C.35) ja (C.37) esiintyvéit ¢; vakiot on kir-
joitettu siten, ettd niiden riippuvuus laatan paksuudesta on ykkosen luokkaa, eli
¢; ~ O(1). Tdten t-riippuvuus voidaan helpoimmin ndhdé lausekkeista (C.34),
(C.35) ja (C.37).

Taivutusmomentit M,, M, ja vaantomomentti M,, voidaan madrittaa tutuista

yhtéloista
Mx - _D(ﬁar,a: + Vﬁy,y)a
My = _D(ﬁy,y + Vﬁx,x)a
Mgy = —%(1 - V)D(Br,y "'_By,:v)-

Kiertymien lausekkeista voidaan havaita, ettd reunahdirié on voimakkaimmillaan
vaantomomentissa M,,, jossa se on luokkaa

—dy/t
My, ~ e/t
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416 LUKU C. R-M laattamallin reunahéairiot

kun se taivutusmomenteissa on luokkaa
M, M, ~ (t/L)e /",

Momenttien jakaumat y-akselin suuntaisilla suorilla * = 0 ja x = L/2 on piirretty
kuvaan C.3 kolmella eri suhteellisen paksuuden arvolla.

C.3 Yhteenveto

Arnoldin ja Falkin tutkimusten perusteella voimakkaimmat reunahéiriot esiintyvét
laatan reunanosilla jotka ovat pehmeésti vapaasti tuetut tai vapaat. Heikoin reu-
nahéirio esiintyy pehmeén jaykéasti kiinnitetyn reunan tapauksessa. Suoraviivaisella
reunalla reunahéiriota ei esiinny pehmeén jaykéasti kiinnitetyn ja kovan yksinker-
taisen tuennan tapauksissa. Pyorahdyssymmetrisesti kuormitetun ympyralaatan ta-
pauksessa reunahdiriot haviaviat kokonaan kaikista suureista ja kaikilla reunaehtota-
pauksilla, joten téatad tapausta voidaan pitdd hyvin erikoisena Reissnerin-Mindlinin
laattamallissa. Vaikka kyseinen tapaus on suosittu R-M laattamalliin perustuvien
laattaelementtien testauskohde, on se edellisen perusteella mahdollisimman epétyy-
dyttava testiesimerkiksi.

Edella esitetty puoliddrettomén laatan tapaus on myos hieman akateeminen esi-
merkki. Jannityssuureiden kiyttdytyminen kulmien laheisyydesd olisi myos tarkeé
tietdd. Kirchhoffin laattamallissa esiintyvéé singulariteettia, eli vapaasti tuetun laa-
tan kulman pistemaéisté tukireaktiota ei esiinny Reissnerin-Mindlinin laattamallissa.
Sitéd vastaa reunahdiriomaéinen ‘piikki’ leikkausvoimajakaumassa. Lisdinformaatiota
jannityssuureiden jakaumasta kulmien ldheisyydessa saa artikkeleista [17], [10].
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Kuva C.3  Momenttijakaumat.
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