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1. Erään liikkeen kuvaus materiaalikoordinaattien XK avulla on annettu muodossa

x1 = exp(αt)X1 − exp(−αt)X2, x2 = exp(αt)X1 + exp(−αt)X2, x3 = X3.

Määritä nopeuden ja kiihtyvyyden lausekkeet materiaali- ja spatiaalikoordinaat-
tien avulla, eli VK = VK(XL, t), AK = AK(XL, t) ja vi = vi(xk, t), ai = ai(xk, t).

2. Liike on annettu muodossa

x1 =
X1

1 + tX1

, x2 = X2, x3 = X3.

Määritä tiheys ρ sekä materiaalikoordinaattien X että spatiaalikoordinaattien x
avulla (i) integroimalla jatkuvuusyhtälö

dρ

dt
+ ρdivv = 0,

ja (ii) deformaatiogradientin avulla.

3. Kaksidimensioinen deformaatio on annettu lausekkeilla

x1 = 4L− 2X1 −X2, x2 = 2L+ 3
2
X1 − 1

2
X2.

Määritä deformaatiogradientti ja sen käänteiskuvaus ja tutki mihin neliö 0 ≤
X1, X2 ≤ L kuvautuu deformoituneessa tilassa. Määritä materiaalisen vektorin
a0 = (1/

√
2, 1/
√
2)T kuva a deformoituneessa tilassa. Määritä myös materiaali-

nen vektori b0, jonka kuva on spatiaalinen vektori b = (1, 0)T .

Palautustehtävä: Yhtälö x = (1 + t/t0)X, x ∈ [0, 2L] määrittelee yksidimensioisen
kappaleen (sauva) liikkeen.
• Määritä Greenin-Lagrangen venymätensorin materiaalinen aikaderivaatta Ė.
• Määritä Eulerin-Almansin venymätensorin materiaalinen aikaderivaatta ė.
• Määritä venymänopeustensori d.

• Näytä oikeiksi kaavat d = F−TĖF
−1

ja d = ė+ lTe+ el, jossa l on spatiaalinen
nopeusgradientti.
• Sauvassa vallitsee lämpötilajakauma T = T0(X/L)(t/t0)

2. Mikä on lämpötilaja-
kauman spatiaalinen kuvaus T (x, t)? Määritä T (x, t):n avulla lämpötilan materi-
aalinen aikaderivaatta Ṫ ja totea, että se on sama kuin dT (X, t)/dt.

Greenin-Lagrangen venymätensori määritellään

E = 1
2
(FTF− I),

ja Almansin venymätensori puolestaan

e = 1
2
(I− F−TF−1).

Almansin muodonmuutostensori on spatiaalinen eli euleriaaninen muodonmuutosmit-
ta ja nimensä mukaisesti Greenin-Lagrangen muodonmuutostensori on materiaalinen
tensori.
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