RAK-33046 Dynamics of Structures

Exercise 5 12.2.2016

2R

A3

. Mairité oheisen jaykdsti kiinnitetyn pilarin tarkat

ominaistaajuudet ja ominaisvektorit. Laske kaksi
alinta ominaisparia.

Determinate two lowest exact eigenvalues and
eigenvector for the clamped uniform column.

Kuvan viréhtelijai kuormittaa harmoninen voima
F@)= ﬁcos(Qt)

Maidritd systeemin vaste, kun herétteen

kulmataajuus (2 =@ (resonanssi) ja laske aika,

jolloin siirtymévasteen amplitudi saavuttaa

likimain pysyvien vérdhtelyjen vasteen arvon.
Virihtelijan alkuehdot ovat u(0) =0,2(0)=0.

¢ =0,05; m=2kg;F =10 N;k = 0,8 N/mm

The harmonic force F(¢)= F cos(£2t) acts on the

viscously damped system. Determinate the
response at the resonance (2= ® and time when
steady state response is approximately reached.
The initial values are u(0) =0,2(0) =0 and

A

¢ =0,05m=2kg;F =10 N;k =0,8 N/mm
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ESIMERKKI 1

Kuvan virdhtelijad kuormittaa harmoni-
nen voima

F(t) = F cos(Q1)

Miiritd systeemin vaste, kun herédtteen
kulmataajuus Q= (resonanssi) ja las-
ke aika, jolloin siirtymédvasteen amplitu-
di saavuttaa likimain pysyvien viridhte-
lyjen vasteen amplitudin arvon. Virdhte-
lijan alkuehdot ovat u(0)=0 ja #(0)=0.

£=0,05, m=2kg, F=10N, k=0,80N/mm
RATKAISU

Systeemin homogeeniyhtél6n yleinen ratkaisu on tuloksen (382.1) perusteella
up (1) = €59 (Cy sin (0g1) + C; cos(®4 1))

Tuloksen (394.7) mukaan resonanssitilanteessa Q= vaihekulma o=-n/2 ja
tuloksen (395.4) mukaan vahvistuskerroin on ¥ =1/(2(). Talldin tdydellisen yhta-
16n yksityisratkaisu on

7
u,(t) =V i, sin (Q1) = ?Sé' sin(Q1)

Soveltamalla alkuehtoja u(0)=0 ja #(0)=0 saadaan integroimisvakioille arvot
Ci=-u, (Qlwy)/2C C =0

jolloin taydellisen yhtdlon ratkaisuksi voidaan kirjoittaa (Q=0)

Usy . o) - .
u(t) = =% (sin (o) —| — | ' sin(w41))
ZC (Dd
Sijoittamalla annetut numeroarvot siirtymdvasteen u () lauseke saa jérjestelmis-

sd (kg,m,s) muodon
u (1) =0,12500 sin (20¢)—0,12516 e 'sin (19,74981) <

Kuvassa 398.1 on piirretty siirtymédvastefunktion kuvaaja. Kuvaajasta ndhdédén,
ettd siirtymdvasteen amplitudi saavuttaa pysyvien virdhtelyjen vasteen amplitu-
din noin 3,4s kuluessa. Lisdksi n#hdadn, ettd vaikka suhteellinen vaimennus

(£=0,05) on pieni, niin resonanssitilanne ei aiheuta siirtymévasteen rajatonta

kasvua. Todellisissa systeemeissd on aina jonkin verran vaimennusta, joten reso-
nanssi ei paise kehittyméddn aivan niin selkedsti kuin teoreettinen tulos (388.3)

esittaa.
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]
0,2 u(®)
Pysyvien vardhtelyjen vasteen amplitudi

0,125
0,11

-0,1) e ML
-0,125

-0,2 4

Kuva 1 Vaimennetun systeemin resonanssivaste

ESIMERKKI 1 ;

uo (¢) ul(e) Kuvan vaimennetun virdhtelijin alusta

- l'———"l saa harmonisen siirtymiheritteen

k m '
Miiriti systeemin pysyvidn virdhtelyn
vasteen vahvistuskerroin ja vaihekulma.
RATKAISU
Dynamiikan peruslain mukaan systee-
min liikeyhtdlo on
u: - mi=—k(u—uy)—c(u—uny)
e (u-uo) —-—y ” Kiyttamilld merkintdjd

k(v —up) ~=-— o=\k/m , {=clc,=c/2m

saadaan liikeyhtdld standardimuotoon

i+20 u+o’u=wn’i,sin(Q)+2{ 0 Qi, cos(Qr) (1)

Etsitddn pysyvien viridhtelyjen vastetta muodossa

u ()= Asin(Qt)+ B cos (£21) (2)

Sijoittamalla esitys (2) liikeyhtdlo6n (1) paddytddn vakioiden lausekkeisiin

_ 2 2
A= 1-(Q/ o) -;(2@9/0)) i, (3)
[1—((2/0))2] +(2Q/ w)°
3
B= -20(Q/w) s (4)

[1-(Q/0?] +(20Q/ )
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Sec. 17.3 Natural Vibration Frequencies and Modes 703

¢1(x) = sin(nx/L)
_m™ |E
2N m

Po(x) = sin(2mx/L)
/\ 4752 EI
=" /—
\/ L2 n

#3(x) = sin(3mx/L)

AN D NPy
N s

. Figure 17.3.1 Natural vibration modes and
. frequencies of uniform simply supported
° beams.

The value of C| is arbitrary; C; = 1 will make the maximum value of ¢, (x) equal to unity.
These natural modes are shown in Fig. 17.3.1.

For a simply supported uniform beam, we have determined an infinite series of
modes each with its vibration frequency. Equations (17.3.15) and (17.3.16) and Fig. 17.3.1
tell us that the first mode is a half sine wave and that its frequency w; = m2(EI/mL*)"/2.
The second mode is a complete sine wave with frequency w» = 4wy; the third is one and a
half sine waves with frequency w3 = 9w;; and so on.

17.3.2 Uniform Cantilever Beam

In this section the natural vibration frequencies and modes of a uniform cantilever beam
are determined. At the clamped end, x = 0, the displacement and slope are zero. Thus
Eq. (17.3.9) gives
u0,1) =0=>9¢0)=0=>C+C4=0=Cy = —-C, (17.3.17a)
u'0,0)=0=¢'0)=0=B(C1+C3)=0=C3=—-C; (17.3.17b)

At the free end, x = L, of the cantilever the bending moment and shear are both zero.
Thus, from Egs. (17.3.9) and after using Eq. (17.3.17), we obtain
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M(L,1)=0= EI¢"(L)=0
= Ci(sinBL +sinh BL) + Cy(cos BL + cosh L) =0 (17.3.18a)
V(L,t)=0= EI¢"(L)=0
= Ci(cos BL + coshBL) + Co(—sin BL +sinh BL) =0 (17.3.18b)
Rewriting Eqgs. (17.3.18a) and (17.3.18b) in matrix form yields

sin BL + sinh BL cosBL +coshBL || Ci | |0 (17.3.19)
cos BL +coshBL —sin L + sinh BL |0 o

Equation (17.3.19) can be satisfied by selecting both C; and C, equal to zero, but this
would give a trivial solution of no vibration at all. For either or both of C; and C, to be
nonzero, the coefficient matrix in Eq. (17.3.19) must be singular (i.e., its determinant must
be zero). This leads to the frequency equation:

14+ cospBLcoshBL =0 (17.3.20)
No simple solution is available for BL, so Eq. (17.3.20) is solved numerically to obtain
BnL = 1.8751, 4.6941, 7.8548, and 10.996 (17.3.21)

forn =1,2,3,and 4. Forn > 4, 8,L >~ (2n — 1)7r/2. Equation (17.3.8) then gives the
first four natural frequencies:

3516 [EI 203 [EI 6170 [EI 1209 [EI
NET N T TN T TN T TN m

(17.3.22)

Corresponding to each value of 8, L, the natural vibration mode is

cosh B, L + cos B, L
sinh 8, L + sin B, L

on(x) = Cy |:COSh Bux — cos B,x (sinh B,x — sin ﬂnx)i|

(17.3.23)

/m(x)

D

/
IR

m, EI 1(x)
S,,,

- — — - =

3516 [ EI 2203 [EI 6170 [ EI 1209
M m ©= T m D= m 0= L2 m

Figure 17.3.2 Natural vibration modes and frequencies of uniform cantilever beams.
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