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Lukijalle

Tietokoneiden, ohjelmistojen ja informaatioteknologian nopea kehitys
vahvistaa laskennallisen teknologian ja matemaattisen mallinnuksen mer-
kitystd. Alan osaamisen tarve on kasvamassa. Mallinnuksen, teollisuusma-
tematiikan ja laskennallisen teknologian asiantuntijoita tarvitaan tulevai-
suudessa lisddntyvissd madrin. Yliopistojen haaste on koulutusohjelmien
kehittdminen ja ajanmukaistaminen.

Teollisuudessa tutkimus- tai kehitystyon parissa matemaatikon uraa
suunnittelevalle ihanteellinen koulutuspaketti sisdltdd matematiikan teoriaa
ja monipuolisen valikoiman menetelmié kasittelevia kursseja, laskennalli-
sia menetelmid ja ohjelmistotyokalujen kdyttod, luonnon- ja teknillisten
tieteiden perusteita ja tekniikan tai muun kdytdnnollisen soveltamisalan
tuntemusta. Riittdvdn laaja matematiikan teorian ja menetelmien tuntemus
on tarpeen teollisuuden ja myds yhteiskunnan ongelmia ratkovalle insi-
noorille ja matemaatikolle. Tarkedd on my6s kokemus mallinnusprojektien
toteuttamisesta.

Matemaattisen tietimyksen siirto asiakastieteiden tai eri sovellusalo-
jen suuntaan edellyttdd mallien tuntemusta ja niiden rakentamisen taitoa.
Kirjat, luennot, harjoitustehtavit ovat tarpeellisia. Kuitenkin menestyvéksi
soveltavaksi matemaatikoksi voidaan parhaiten kypsyé kdytinnon harjoit-
telun kautta, ts. oikeita “tapauksia” hoitamalla. Liséksi on tarkedta, ettd
koulutus valmentaa projektity6hon, tiimissd toimimiseen, harjaannuttaa
kommunikaatiotaitoja ja valmentaa keskusteluun eri erikoisosaamisen
edustajien kanssa.

Matemaattinen ty6 teollisuuden ja muiden kehitystehtdvien parissa on
ryhmity6ta. Menestystarinoita syntyy, kun asiantuntijat onnistuvat yh-
distdméén tietimyksensd ja nikemyksensd toisiaan vahvistavalla tavalla.
Ryhmity6ssd kommunikointitaidot ovat keskeisié ja niitakin oppii koke-
muksen kautta. Matemaatikon kannattaa olla utelias ja suhtautua avoi-
mesti eri tiedon aloja kohtaan ja opetella soveltamiskohteen toimialaa
sisaltapain.

Tdma kirja on syntynyt osana Suomen virtuaaliyliopiston toimintaa.
Matemaattisen mallinnuksen verkostohankkeen osapuolet ovat rakenta-
neet matemaattisen mallinnuksen opintokokonaisuuden, jota voi opiskella
Suomen yliopistoissa ja korkeakouluissa internetin valitykselld (http://
alpha.cc.tut.fi/mallinnus/). Tami kirja on ensimmdinen suoma-
lainen matemaattisen mallinnuksen oppikirja. Toivomme sen edistdvin
mallinnuksen opiskelua yliopistoissa ja korkeakouluissa.

Tekijit
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Consortium for Mathematics in Industry -verkostossa sen
perustamisesta (1986) ldhtien ja osallistunut kansainvali-
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sen mallinnuksen tyopajatoimintaan.
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matemaattisten tieteiden laitoksen sovelletun matematii-
kan lehtorina.

Timo Mantere on Vaasan yliopiston automaatiotekniikan
lehtori sekd evoluutiolaskennan dosentti. Hinen erikois-
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ohjelmistojen testausmenetelmat, tulostuslaitteiden opti-
mointi, optimointialgoritmien hyvyysmaisemien kartoi-
tus, selvitys LED-valaistuksen kayttdmisestd kasvihuoneis-
sa ja lahi-infrapunaspektroskopian kéytt6 ihosairauksien
tunnistamisessa.
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Seppo Pohjolainen on Tampereen teknillisen yliopiston
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1

Johdanto

1.1 Mallinnusprosessi

Matemaattinen mallintaminen perustuu matemaattisen mallin kisitteelle.
Malli on matematiikan kielelld tehty monimutkaisen todellisuuden yksin-
kertaistus [4]. Mallin rakentaminen vaatii matematiikan ohella tarvittavien
muiden tieteenalojen asiantuntemusta, sivistynytti arvausta, tiedon kerai-
mistd ja kisittelyd, testausta jne.

Matemaattisen mallinnuksen ja ongelmanratkaisun prosessi sisiltda eri
vaiheita, joita esitetddn kuvassa 1.1. Aluksi on tunnistettava ongelma, jota
mallinnuksella pyritdan ratkaisemaan. On my6s ymmarrettdvd millaisia
rakenneosia malliin tulee siséllyttda. Tdssa vaiheessa maaritelladn tarkeim-
mit muuttujat ja suureet ja mietitdan tarvittavat taustaoletukset, yksinker-
taistukset jne. Mallin rakentamisen paépiirteet kiinnitetddn kisitteelliselld
tasolla.

Kun matemaattinen malli on rakennettu, sen avulla voidaan ryhtya tut-
kimaan mallinnettavaa ilmiotd. Tavallisesti mallia kuvaavat yhtalot rat-
kaistaan tietokoneella. Lahtoarvoja, parametreja, muuttujia jne. voidaan
muunnella vastaamaan erilaisia olosuhteita. T4td kutsutaan simuloinniksi.
Niin mallin kdyttaytymisestd saadaan hyva kuva.

Simuloinnin antamia tuloksia verrataan todellisesta ilmiostd saataviin
mittaustietoihin. Tarvittavien mittaustietojen hankkimiseksi on usein teh-
tava kokeita. Mittaustietojen avulla voidaan my6s mallin tuntemattomia
parametreja arvioida ja malli sovittaa olemassa oleviin tietoihin.

Mittaustietojen perusteella tapahtuu myos mallin validointi. Siind ar-
vioidaan kuinka hyvin malli kuvaa alkuperéistd ilmi6td ja kuinka luotet-
tavia simulointitulokset ovat. Tédssd vaiheessa arvioidaan myos kaytet-
tyjen laskentamenetelmien aiheuttama virhe. Jos matemaattinen malli
ei ole riittdvan hyvd, tarkennetaan sitd lisadmalld malliin siitd puuttuvia



1 JOHDANTO

Reaalimaailman 3 Matemaattinen

ongelma malli
Ratkaisun ¢ Mallin
tulkinta ratkaisu

Kuva 1.1. Matemaattisen mallinnuksen vaiheet.

lainalaisuuksia ja niitd kuvaavia muuttujia iteratiivisella tavalla. Kun tulok-
set ovat selvilld ja luotettavia, siirrytddn niiden tulkintaan. Lopulta malli ja
sen antamat tulokset voidaan hyviksya.

Matemaattisen mallinnuksen avulla ilmi6itd voidaan usein tarkastel-
la halvemmalla ja turvallisemmin kuin reaalimaailman jarjestelmia. Nain
voidaan my0s tutkia sellaisia jirjestelmid, jotka ovat vasta suunnittelijan
tyopoydalla. Mallien avulla testausta voidaan tehdi olosuhteissa, jotka on
vaikea luoda reaalimaailmassa.

InsinGoritieteissd matemaattinen mallinnus ja simulointi muodostavat
keskeisen tutkimus- ja suunnittelumenetelman, jonka avulla matematiik-
kaa sovelletaan kiytannossi. Tietokoneiden ja eri tieteenaloilla kiytettyjen
sovellusohjelmistojen kehittyessd matemaattisesta mallintamisesta on tullut
yhé keskeisempi insindori- ja luonnontieteiden tutkimus- ja suunnittelu-
menetelmi. Kansainvilisesti mallinnuksen tarkeys on tunnistettu ja se
sisdltyy monen yliopiston opetustarjontaan. Useista lahteistd tdssd mai-
nittakoon vain mallintamisen opettajien kansainvilinen yhteiso: The Inter-
national Community of Teachers of Mathematical Modelling and Applica-
tions, http://www.ictma.net/.
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1.2 Matemaattisen mallinnuksen opiskelusta

Matemaattisen mallintamisen opettaminen on tarkedd yliopistojen opiske-
lijoille, koska se antaa tydelamissd tarvittavia valmiuksia ja valottaa mate-
matiikan kayttod teollisuudessa ja yhteiskunnassa.

Matemaattisen mallinnuksen koulutuksen haasteena on tutustuttaa opis-
kelijat mallinnuksen prosessiin, joka lihtee kenties hyvin epédtasmallises-
td, sovellusalan ksittein vajavaisesti kuvatusta kysymysjoukosta ja paityy
mallin muodostamiseen, numeerisiin ratkaisuihin, mallin osuvuuden ar-
viointiin ja saatujen tuloksien palauttamisen “asiakkaana” olleen sovelta-
misalan piiriin. Mallinnuksen opettelussa opiskelijoita tulisi rohkaista li-
kaamaan katensd” tydskentelemailld aluksi selvasti vajavaisten, kokeilevien,
alustavien ja osittaisten ratkaisujen synnyttamiseksi. On myos hyva tietda,
ettd sovelluksien kannalta usein lopullista oikeaa mallia ei ole tai sen rat-
kaisun etsintd on toivotonta. On siis tyytyminen riittdvan hyviin toimiviin
ratkaisuihin.

Koska matemaattisen mallin rakentaminen vaatii matematiikan perus-
taitoja, mallinnuksen opetus voi alkaa vasta matematiikan peruskurssien
jalkeen. Matemaattisen mallintamisen opiskelu poikkeaa matematiikan
tavallisesta opetuksesta monella tavalla. Opiskelu noudattaa mallinnus-
prosessin vaiheita.

o Ensinnd on rakennettava ilmién matemaattinen malli. Ope-
tuskédyttoon tarvitaan helposti mallinnettavia riittdvan yksin-
kertaisia ilmioitd. Ilmion tulisi myos olla tuttu opiskelijoille
arkieldmadstd. Joillakin opiskelijoilla saattaa itsellaén olla eh-
dotuksia heitd kiinnostavien ilmididen mallintamisesta.

o Mallin yhtél6t ratkaistaan tavallisesti tietokoneella ja sopival-
la simulointiohjelmistolla. Térkeimpié ovat Matlab (http://
www.mathworks.com/), Maple (http://www.mapleapps.
com/), Mathematica (http://www.wolfram.com/). Mai-
nittakoon myos suomalainen Elmer (http://www.csc.fi/
elmer/). Opiskelijoiden tulisi myés hallita tarvittavat mate-
maattiset ratkaisumenetelmit ja mallinnusohjelmistojen oh-
jelmointi ja kdytto. Namai taidot voidaan tietysti opiskellakin
mallinnusprojektin aikana.

o Tarked osa tulosten tarkastelua on mallin validointi eli simu-
lointitulosten laadun ja tarkkuuden arviointi. Miten tarkkoja
tulokset ovat? Milld oletuksilla tulokset ovat voimassa? Mitka
ovat mallin rajoitukset?

[13]



(14]

1 JOHDANTO

o Lopuksi tarkastellaan sitd, mitd itse tutkittavasta ilmiosta
saadaan selville mallin ja simulointitulosten avulla. Jos malli
esittdd kiinnostavaa ilmiotd, tulosten tarkastelu on jannitta-
vaa.

Mallinnuksen opiskelu on usein jarkevaa ja hyodyllistd jarjestad opiskelijoi-
den ryhmityona. Ryhmassd mallinnusprojektin tehtavit voidaan jakaa mo-
nella tavalla, esimerkiksi matemaattisen mallin rakentamiseen, simuloin-
tiin ja tulosten esittdmiseen. Koska mallinnuksen ongelmat ovat avoimia,
niissé ei yleensé ole yhtd ainoaa oikeaa ratkaisua. Yhtd ja samaa ongelmaa
voidaan ldahestyd monella tavalla ja ratkaisutapoja voidaan vertailla. Tastd
syystd useilla ryhmilld voi olla samoja mallinnustehtévid. Opiskelijaryhmat
voivat vertailla tuloksiaan, perustella ratkaisujaan ja pyytdd muita ryhmia
perustelemaan tekemiddn ratkaisuja.

Mallinnuksen opiskelussa toteutuvat mielekkéan ja tarkoituksenmukai-
sen opiskelun kriteerit, joiden mukaan oppimisen tulisi olla opiskelijoiden
aktiivista toimintaa, jossa tietoa rakennetaan yhteistoiminnallisesti ja ta-
voitteellisesti mielekkadssd yhteydessd reaalimaailmaan. Opiskelijaryhmien
projektin tuloksia esitetddn ja niistd saadaan palautetta [3]. Oppimistulos-
ten tulisi olla helposti siirrettdvissd uusiin yhteyksiin [6].

1.3 Mallinnuksen oppimateriaalit

Mallinnuksen kurssin tulee siséltdd julkaistuihin tapausesimerkkeihin tu-
tustumista, oppikirjatekstien lukemista ja harjoitustehtdvien ratkomista.
Varsinainen haaste ja kiintoisan opetussisillon luoja on opiskelijoiden
saattaminen avoimien reaalisesta eldméstd nousevien mallinnustehtavien
pariin. Tallaisia kysymyksid saattaa 16ytyd opiskelijoiden tai kurssin oh-
jaajien muiden toimintojen piiristd, harrastusten, kesétyon tai vaikkapa
vanhempien ammatin aihepiireistd. Sanomalehtien, ammattijulkaisujen ja
uutisten lukeminen matemaattisesti uteliaalla silmalld nostaa joskus esiin
mallinnusprobleemoiksi sopivia kysymyksia.
Hyva mallinnuksen oppimateriaali

o siséltdd kiintoisan kokoelman erilaisia tapausesimerkkeji,
jotka herattivat opiskelijan uteliaisuutta

o valaisee mallien monipuolista kdyttod eri tarkoituksiin

o kuvaa mallin rakentumista yksinkertaisista versioista kohti
tarkempia ja mutkikkaampia
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o valaisee mallinnustilanteiden usein monitieteistd luonnetta ja
ryhmityon merkitystd

o auttaa ymmartdmaan sité, ettei usein tdsmailleen oikeata mal-
lia ja ratkaisua ole

o viittaa mallien kdyton konkreettisiin hy6tyihin ja

o sitoo yhteen useiden aiempien matematiikan kurssien tieto-
ja.

Mallinnuksen opetusta voidaan toteuttaa eri tavoin. Perinteinen luento-
kurssi, jossa on viikoittaisia harjoituksia, on yksi mahdollisuus. On ehdot-
toman tarkedtd ottaa kayttoon ryhmatydskentely ja laskentatyokalut tieto-
koneluokassa. Onnistuneempi toteutus on luultavasti silloin, kun kurssiin
sisaltyy usean viikon ajalle ulottuva projektityo, jonka etenemisestd ryhmat
raportoivat viikoittain.

Hyvien harjoitusesimerkkien ja pienimuotoisten eri vaikeusasteita edus-
tavien projektiaiheiden I6ytdminen on mallinnuksen opetuksen kannalta
tarkedtd. Monipuolisesti eri aloja valottavat probleemat auttavat inspiroivan
oppimiskokemuksen rakentamisessa. Yhteydenpito eri aloihin, innovatii-
visiin prosesseihin, yhteiskunnan kehityksen tasoihin on tarpeen. Jos ku-
kin alalla toimiva opettaja valmistaisi vuosittain 1-2 uutta mielenkiintoista
mallinnusprojektin aihetta ja ne koottaisiin sopivaan verkkoymparistoon,
saataisiin riittdvd varanto tukemaan kiinnostavaa ja ajankohtaista mallin-
nuskurssin toimintaa. Joten: let us keep in touch.
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Mallit ja sovellukset

MATTI HEILIO

2.1 Mallit, teknologia ja laskenta

Laskentateknologian kehitys on laajentanut matematiikan sovellusmah-
dollisuuksia. Laskentatehon ja numeriikan kehittyessd yha vaativammat
menetelmét, mutkikkaammat systeemimallit ja realistisempi ilmioiden las-
kennallinen simulointi ovat tulleet mahdolliseksi. Tdm& on “matemaattisen
teknologian aikakauden” punainen lanka ja selittdd matematiikan osaami-
sen ja mallinnuksen tarpeen.

Kehittyneet menetelmait ja matemaattiset mallit ovat valjastettu tuottei-
den suunnitteluun, tuotannon ohjaukseen, yrityksen strategian muotoi-
luun ja kustannusten optimointiin. Pddomaoperaatioiden suunnittelua ja
vakuutustoimintaa harjoittavat yritykset kayttivat kehittyneitd menetelmia
riskiskenaarijoiden analyysiin sekd rahoitus- ja vakuutustuotteiden suun-
nitteluun.

Luonnontieteet, tekniikka ja insinddritieteet ovat tunnetusti olleet ma-
temaattisten menetelmien sovellusalueita. Merkillepantavaa on kuitenkin
monien muiden kéyttoalueiden vahvistuminen. Niistd esimerkkeind bio-
tieteet, sosiaalitieteet, hallinto ja talous. Informaation siirto, bioprosessit ja
finanssimaailman instrumentit ovat esimerkkejd, joissa huippututkimus ja
reaalieldmdn tarpeet ovat kiintedssa vuorovaikutuksessa.

[17]
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2.1.1 Matematiikka ja eri alojen kehitys

Biotieteet

Yksi vilkkaimpia soveltavan matematiikan kehityksen aloja on viime vuo-
sina ollut biotieteiden kenttd. Biologisten rakenteiden ja prosessien kuvailu
matemaattisten mallien avulla on edistynyt valtavasti tietokoneajan mu-
kana ja ilmididen laskennallinen simulointi on inspiroinut matematiikan
teorian kehitysta.

Solu, elimén perusyksikko, on hienovarainen systeemi, miniatyyriko-
koinen kemiallinen tehdas, termo-hydro-elektrinen reaktori rakenteineen
ja sddtokoodeineen. Erilaistuneita solurakenteita on lukemattomia. Solu-
populaatiot ja yhteen kytkeytyvit solujen verkostot muodostavat vuoro-
vaikuttavia jarjestelmid. Naiden kuvailu, toiminnan ymmartiminen ma-
temaattisen mallinnuksen keinoin on muodostunut vilkkaan tutkimuksen
kohteeksi. Mallien avulla toivotaan voitavan imitoida ja ymmartda esimer-
kiksi entsyymireaktioiden dynamiikkaa, erilaisten jarruttavien ja katalyyt-
tisten tapahtumien tai oskillaatioiden ilmentymista.

Ympidristo ja ekologia

Ekologisen tietoisuuden kasvu on lisdnnyt kiinnostusta ymmartaa proses-
seja maapallon biosfddrissd, ilmakehdssa, merien pinnalla ja syvélld pinnan
alla. Huolenpidon kohteeksi noussut vychyke ulottuu my6s maankuoren
sisddn ja ilmakehédn ulkopuolelle ldhiavaruuteen. Tamaé ilmididen laaja
skaala tarjoaa haastavia tehtdvid matemaattiselle mallinnukselle ja lasken-
nallisille menetelmille.

Valtamerien virtauskuvioita, ilmaston virtauksia ja partikkeleiden ja
saasteiden leviamista kuvataan matemaattisilla malleilla. Eri ilmioita, kuten
ukkonen, tornadot seké sekoittumis- ja levidmisprosessit, yritetdan ym-
martad tutkimalla niitd kuvaavien yhtiloiden ominaisuuksia. Mallinnuksen
avulla on saatu aikaan ymmarrysté globaalien sadilmitiden mekanismeis-
ta, tarkennuksia hurrikaanien rataennusteisiin, menetelmia otsoniaukon
mittaamiseen jne.

Ekosysteemin ravintoketjun herkdn dynamiikan kuvailuun tarvitaan sys-
teemianalyysin menetelmid, mm. kytkettyjen systeemien ja ei-lineaaristen
efektien ymmartamistd. Kuvailun haasteellisuutta lisadvat mutkikkaat reu-
naehdot, vapaa rajapinta -ilmiot, huokoiset viliaineet, monifaasivirtaukset
jne. Matemaattinen mallinnus ja simulointi ovat osa kestévin kehityksen
mahdollistavaa ympéristopdatoksenteon valineistoa.
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Sosiaalitieteet ja humanistinen tutkimus

Tarvitsevatko historiantutkijat, psykologit ja kielen tutkijat matematiikkaa?
Entdpéd runouden ja kirjallisuuden tutkijat? Kylld vain ja heidankin olisi
hyvi olla asiasta perilld. Sosiaalisilla ja humanistisilla aloilla kasitelldan
suuria madrid usein hienovaraisen moniulotteista dataa. Haasteena on saa-
da hahmotetuksi rakenteita, jarkevia yleistyksid, asioiden riippuvuuksia ja
mekanismeja, jotka auttaisivat varsinaista ilmididen ymmértamisen tavoi-
tetta. Mutkikkaiden datavarastojen kisittely kehittyneiden analyysivilinei-
den avulla johtaa matemaattisiin kysymyksiin. Niin sanotut data mining
-tekniikat ovat yhdistelmii tietoteknistd neuvokkuutta, informatiikkaa ja
matemaattisia menetelmid. Jotkut arkeologian idnmaéaritystekniikat, esi-
merkiksi radiohiilimenetelmi ja vuosirengasketjujen yhteensovitus nojaa-
vat matematiikkaan.

Kielen rakenteen tutkimuksessa nojaudutaan statistisiin menetelmiin
mm. kirjainten, tavujen ja sanojen esiintyvyyden stokastisia rakenteita
kartoittamalla. Erilaisia algebrallisia kasitteitd ja diskreettejd rakenteita
tarvitaan kielen syntaksin ja kieliopillisten piirteiden kuvailussa. Téllai-
set menetelmit ovat tulleet ajankohtaisiksi aikakaudella, jolloin pyritdan
rakentamaan tekniikkaa esimerkiksi automaattiseen kielen merkityksien
tunnistukseen tai koneelliseen kddntdmiseen. Matemaattiset ideat ovat
keskeisid my0s tietoverkoissa toimivien hakukoneiden suunnittelussa ja
muissa digitaaliajan informatiikan sovelluksissa.

Talous ja hallinto

Nykyaikaisen yhteiskunnan paivittdinen toiminta on riippuvainen laajoista
jarjestelmista (liikkenne-, kuljetus- ja jakelujérjestelmat, tiedonsiirto ja vies-
tintd, energian jakelu tai kunnallistekniset palvelut, liike-eldman materiaali-
virrat ja taloushallinto). Néiden jarjestelmien ja niihin liittyvien tietojdrjes-
telmien suunnittelu, seuranta ja ohjaus vaativat laskennallisia menetelmia
ja niiden kehitys tarjoaa mahdollisuuksia matemaattisten innovaatioiden
soveltamiseen. Systeemimalleille, logistiikan ja operaatiotutkimuksen me-
netelmille ja simulointimalleille on kayttoa.

Liikkeenjohdon tietojdrjestelmissd matemaattiset menetelmat on val-
jastettu eri tavoin kdyttoon. Ekonometristen mallien avulla kuvataan
kansantalouden ja elinkeinoeldmén ilmiditd. Riskianalyysi, peliteoria ja
paitosteoria tarjoavat vilineitd strategisten pddtdsten analysointiin, so-
vellusalueina voivat olla esimerkiksi investointisuunnittelu, hinnoittelu,
rahoituksen strategiat tai osakesalkun hallinta.

Rahoitusmarkkinat ja rahoitusinstrumenttien kehitys, esimerkiksi op-
tioiden hinnoittelu, ovat tarjonneet jannittdvin ja viime vuosina nopeasti
vilkastuneen soveltavan matematiikan alueen. Tdma ilmié selittyy paitsi
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maailmantalouden suhdanneilmi6illda myos - jélleen kerran - tietoteknii-
kan kehityksen seurauksena. Rahoitusmarkkinoiden, kaupan ja pankki-
toiminnan tapahtumat tallentuvat muistiin tic-by-tic-aikasarjoina, joita
on tietoverkkojen vuoksi mahdollista analysoida ldhes reaaliajassa. Tama
on tehnyt elektroniset kaupankdyntijirjestelmat mahdollisiksi ja markki-
noiden mekanismeja oikein jaljittelevdt mallit ja teoriat kullan arvoisik-
si — kirjaimellisesti. Vuonna 2008 puhjennut rahoitusmarkkinoiden kriisi
osoitti toisaalta jarjestelmédn vaarat ja mallien kritiikittoman kayton hurjat
seuraukset.

2.1.2  Mallit, teknologia ja laskenta

Nykyajan teollisuus on erityisesti Euroopan kehittyvissd maissa kasvavassa
maddrin high tech -teollisuutta. Laskennallisesti vaativia ja tietotekniikkaan
pohjaavia menetelmid sovelletaan kaikilla tasoilla. Matemaattisista mene-
telmistéd on tullut keskeinen osatekija menestyksekkddn tutkimus- ja kehi-
tystoiminnan apuneuvona.

Simulointi merkitsee laitteen, systeemin, elidn tai prosessin toiminnan
jaljittelyd. Systeemi kuvataan joukolla loogisia, symbolisia, algebrallisia jne.
lausekkeita ja yhtaloitd, joilla ilmaistaan mallin kuvaaman kohteen raken-
neosat ja niiden viliset kytkennat seké toimintasddnnét. Jos onnistumme
laskemaan systeemiyhtaloiden ratkaisun, saamme keinon arvioida sys-
teemin toimintaa — tdssd matemaattisen simuloinnin idea lyhyesti. Usein
systeemimallin ratkaiseminen onnistuu vain numeerisesti kokeilemalla
tietokoneen ratkoessa ja taulukoidessa miljoonittain sopivasti sirotellen
valittuja yksittaistapauksia. Usein simulointi viittaa téllaiseen toimintaan.
Jos mallin tilayhtéléille voidaan johtaa matemaattinen ratkaisualgoritmi,
saadaan huomattavia parannuksia mallin ymmaérrettavyyteen, tarkkuuteen
ja laskennan tehokkuuteen.

Matemaattinen simulointi ja laskennalliset mallit ovat tehokas ja mo-
nikdyttdinen apuviline tutkimus- ja kehittdmistehtévissd (t&k). Mallien
avulla voidaan

o tutkia ja ymmartéa jarjestelmén kiyttaytymistd eri tilanteissa

o suorittaa erilaisia ranneanalyysin tehtévid ja todentaa jérjes-
telmin tai laitteen suoritusominaisuuksia, kapasiteetteja jne.

o tehostaa tai korvata koejérjestelyj, protovalmistusta jne.

o suorittaa “mit4, jos” -kokeiluja, testata muutoksien vaikutuk-
sia, optimoida tiettyjd ominaisuuksia
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o analysoida riskitekijoitd ja vikaantumismekanismeja

o luoda visuaalisia kuvauksia, animaatioita jérjestelmén toi-
minnasta ennen sen toteuttamista

o luoda kuvitteellisia materiaaleja ja keinotekoisia koeolosuh-
teita

o jaljitella fysikaalisia dédriolosuhteita, aikaskaaloja, joissa ha-
vaitseminen ja mittaaminen eivit ole mahdollisia

o hallita ja analysoida mittauksista ja prosessien seurannasta
kertyvaa dataa

 hallita laajojen jarjestelmien ja tietokantojen tietovirtoja ja
tietomassaa.

Matemaattinen fysiikka ja mekaniikka

Teknologisen tutkimuksen pienimmit “laitteet” ja yksikkoprosessit ovat
atomien kokoluokkaa. Kemian reaktiokulkujen hallinta, ymmartdminen ja
mikroelektroniikan ja nanoteknologian komponenttien toiminnan kuvaus
edellyttivat itse materian ominaisuuksien huomioimista kvantti-ilmiéiden
tasolta alkaen. Fysiikan kehitys nojautuu syvillisiin matemaattisen ajatte-
lun tuotoksiin. Matematiikan perustutkimuksen vaikutus nikyy elamas-
samme arkipdivdisten kojeiden mikroelektroniikan toiminnassa.

Dynaamisten monikomponenttisten jdrjestelmien tilavaihtoehtojen,
liiketilojen ja toimintadynamiikan mallinnuksessa ja tutkimuksessa on ha-
vaittu yhteydet monistojen geometrian ja algebrallisen topologian kaltais-
ten teoreettisten oppien sisaltéihin. Moninivelisen nosturin puomijérjestel-
man ohjauksessa ja liiketilojen mallinnuksessa hyodynnetdan algebrallisen
geometrian ja kommutatiivisen algebran tuottamia tietoja ja menetelmia.

Dynaamisten mekaanisten jirjestelmien malleista esimerkkeja ovat mo-
ninivelinen robottikésivarsi, nosturimekanismi, junan telijirjestelma tai
vaikkapa Lontoon Thames-joen yli rakennettu epdonninen jalankulkusil-
ta. Arveluttavan huojunnan vuoksi silta jouduttiin sulkemaan tuoreeltaan.
Katastrofin analyysi simulointimallin avulla osoitti ylldttavan syyn, tuuli-
virtausten sijasta huojunnan kéynnisti jalankulkijoiden jonon kayttaytymi-
nen, siirtyily huojunnan tahdissa puolelta toiselle ja siitd syntyva takaisin-
kytkentd, jota ei ollut alkuperdisessd mallissa otettu huomioon.
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Tietotekniikan menetelmdkehitys

Matematiikan ja tietotekniikan vuorovaikutus tapahtuu molempiin suun-
tiin ja useilla tasoilla. Matemaattisten proseduurien toteuttaminen edellyt-
tdd niiden kadntdmistd laskulaitteiden kielelld muotoilluksi algoritmiksi ja
matemaattisten mallien soveltaminen on niin ldhes poikkeuksetta lopulta
tietotekniikan haaste.

Toisaalta tietotekniikan menetelmien kehitys nojaa useassa kohdassa
matematiikkaan. Algoritmien teoria, rinnakkaisalgoritmien tutkimus ja
ohjelmistojen verifiointikysymykset ovat téllaisia esimerkkejd. Tietora-
kenteiden ja muistinhallinnan tehtdvissd, hajautettujen ja time-sharing-
algoritmien toteutuksessa tarvitaan vaativia algebrallisten, kombinatoristen
ja probabilististen menetelmien sovelluksia.

Kiehtova alue matemaattisten sovellusten kannalta on tietoliikenne. Tie-
don ja datan koodaukseen ja siirtoon luodut jirjestelmit perustuvat mate-
maattisiin ajatustapoihin. Koodaus ja koodijérjestelmien viéliset muunnos-
kysymykset tarvitsevat algebraa, kombinatoriikkaa, todenndkéisyysteoriaa,
diskreetin optimoinnin menetelmié ja automaattien ja formaalisten kielten
teoriaa.

Mittaukset ja instrumenttiteknologia

Korkean teknologian aikakausi nikyy erityisen hyvin mittaus- ja instru-
mentointiteknologian alueella. Erilaisten herkkien aistielinten, anturien ja
mittausjérjestelmien kehitys on edennyt puolijohteiden, mikroelektronii-
kan, uusien materiaalien, optiikan sovellusten ja tietotekniikan yhteistulok-
sena. Tdma on mahdollistanut yhé hienovaraisemmat prosessijérjestelmiit,
mikd synnyttad valtavasti mittaustietoa. Mittausdatan kasittelyn alykkaat
menetelmat ovat soveltavan matematiikan haaste.

Mittaustekniikan instrumenttien kehitysty6 nojaa laskennallisiin me-
netelmiin, esimerkkind mikroskaalan komponenttien suunnittelu seki
materiaalien ja tydstomenetelmien mallintaminen. Mittaustiedon késittely
on usein matemaattinen haaste, erityisesti silloin, jos mitattava suure paa-
telldan epdsuorasti havaituista suureista. Tallainen voisi olla mikroliuskan
taipumiseen perustuva kiihtyvyysanturi tai optisesti herkdn materiaalin
varimuutoksiin perustuva sahkoinen anturi. Erityisen haastavia tiedon-
kasittelyn ongelmia ovat kuvantamis- ja tomografiasovellukset ja kohdetta
rikkomattomat testimenetelmat, jossa mitattava asia paatelladn lukuisten
eri suunnista tehtyjen absorptiohavaintojen perusteella kdanteisongelmien
teoriaan nojaten.
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Kognitiotiede ja laskennallinen aistimustekniikka

Kehittyva kognitioteknologia ja koneaistit ovat tietotekniikan ja kehit-
tyneen mittaustekniikan yhteisid perillisid. Téma on erilaisista kohteista
koottavaa havaintodatan keruuta ja tdhidn dataan pohjautuvaa analyysid,
jonka tarkoituksena on tunnistaa tapahtumia, merkkeja, kuvioita ja mer-
kityksid. Tama signaali voi olla yhtd hyvin tekstijono, siirtymamittaussig-
naali, kromatografin spektri, EKG, EEG, valheenpaljastimen tulosnauha tai
videokuva. Signaalien analysoinnin matemaattisten apuneuvojen kehitys
tarkoittaa muun muassa aikasarjamallien tutkimusta, moniulotteisten sig-
naalien analyysimenetelmi, epélineaaristen suotimien tutkimusta, luokit-
telualgoritmien teoriaa ja hahmontunnistuksen menetelmien kehitysta.

Materiaalitutkimus ja mallinnus

Innovaatiot uusien materiaalien luomisessa ovat teknologian aikakauden
ilmentymiéd. Molekyylitasolta alkaen raatiloityjen yhdisteiden, komposiit-
timateriaalien ja nanomittakaavan kerrosrakenteiden avulla on mahdollista
rakentaa uusia tdsmdominaisuuksilla varustettuja raaka-aineita ja mikro-
skooppisia komponentteja. Materiaalien ominaisuuksien ennustaminen
niiden kemiallisesta ja mikrorakenteesta ldhtien ja valmistusprosessin eri
vajheiden kuvaaminen mallien avulla on tdrked matemaattisen teknologian
sektori. Erityisistd sovelluskohteista voitaisiin mainita polymeeriyhdistei-
den kiteytysprosessien mallintaminen ja komposiittimateriaalien ominai-
suuksien simulointi. Muistavat tai optoaktiiviset materiaalit, granulaariset,
jauhe-, pulveri- ja aerosoliolomuodossa esiintyvit materiaalit johtavat kiin-
toisiin mallinnuskysymyksiin.

Geometrinen mallinnus ja tuotesuunnittelu

Matemaattiset mallit toimivat tuotesuunnittelun apuvilineend mm. ku-
vaus- ja visualisointijarjestelmien toteutuksessa (CAD). Autoteollisuuden
korimuotoilu, huonekaluteollisuuden muotoilu tai kankaiden leikkaami-
nen vaatesuunnittelussa ovat esimerkkeja tietokoneavusteisesta suunnitte-
lusta. Tuotteen geometrinen malli vaatii usein tuntuvaa matematiikan kayt-
tod, joskus splinisovituksia, interpolaatioteoriaa, Bezierin kéyrid ja pintoja.
Usein mallista johdetaan tiedot tydstdd tekevdn koneen ohjaamiseen.

Viime vuosikymmeniné kehittynyt alue on muodon optimointi. Geo-
metrisessa muotoilussa voidaan ottaa huomioon haluttuja rakenneomi-
naisuuksia ja etsid optimiratkaisua annettujen kriteerien mukaan. Laivojen
muotoilu, sylinterin palotilan muoto tai turbiinin siipiprofiili voisivat olla
esimerkkeja tasta.
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Tuotannonohjaus ja prosessisdcdto

Tuotantoprosessien kehitystavoitteet johtavat kohti lisdantyvdd automaa-
tiota, joustavaa reaaliaikaista ohjausta ja saumattomasti yhdessd toimivia
osajdrjestelmid. Prosessien sddtd ja tuotannonohjaus ovat osa uutta tek-
niikkaa jossa kehityksen avaintekijoind ovat matemaattiset menetelmat.
Prosessien ohjauksen osalta anturiteknologia ja tiedonkeruun jarjestelmat
merkitsevit lisddntyvaa ja tarkentuvaa prosessidataa, jonka hyodyntdminen
on haaste. Koesuunnittelu ja modernit data-analyysin menetelmit, moni-
ulotteiset mittaussignaalit, prosessi-identifikaatio ja mallipohjainen saito
ovat ajalle tyypillistd matematiikkapitoista teknologiaa. Uusia menetelmid
edustavat sumea sddto, robustit menetelmit, epélineaariset mallit ja sto-
kastiset systeemit.

Visualisointi

Elokuvateollisuuden erikoistehosteiden luominen matemaattisen mallin-
nuksen, simuloinnin ja tietokonegrafiikan keinoin on esimerkki visuali-
sointiteknologiasta. Tama sovellusalue on viime vuosina kehittynyt no-
peasti, alkaen Jurassic Park ja Titanic-elokuvista. Visualisointi on térked
komponentti myds esimerkiksi teknisessd suunnittelussa, ohjelmistojen
kayttoliittymien toteutuksessa, koulutussimulaattoreiden rakentamisessa,
jarjestelmien toimintaa havainnollistavien animaatioiden luomisessa seka
ladketieteen diagnostisen tiedon ja satelliittidatan analysoinnissa.

Nykyteknologia mahdollistaa hyvin uskottavan ndkdisen nakymén
luomisen lentokoneen ohjaussimulaattorin ikkunaan, ihmisen kehon ha-
vainnekuvan verisuoniston leikkaussuunnitelman tekemisti varten, hir-
muliskojen taistelun animaation tai laivan keulan aaltoparskeiden visua-
lisoinnin.

Matemaattinen teknologiasiirto

Matemaattinen teknologiasiirto toimii parhaimmillaan kaksisuuntaisena.
Tutkimuksen tulokset siirtyvét yhteiskunnan ja teollisuuden prosessien
osatekijoiksi. Reaalimaailman kehityshaasteet suuntaavat ja inspiroivat
matematiikan tutkimusta. Onnistuessaan tima tiedonsiirto voi synnyttia
huomattavia edistysaskeleita.

Teollisuusmatematiikka-sanaa on kaytetty viittaamaan matemaattis-
ten menetelmien kayttoon tuotantoeldmén prosesseissa. Sana ei ole osu-
vin mahdollinen. On selvédd, ettd mitdan erityistd matemaattisen teorian
erityislajia nimeltd teollisuusmatematiikka ei voida erottaa. On vain ma-
temaattista tutkimusta, joka vaihtelevin tavoin osoittautuu hyédylliseksi
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kéytannon apuvilineend. Kansainvilisesti vakiintuneen termin “industrial
mathematics” kddntdmistd suomen kieleen vaikeuttaa sekin, ettd indust-
ry-sana tunnetusti kattaa hyvin laajan tuotannollisen toiminnan alueen,
mukaan lukien finanssialan, palvelutoimialat ja viihdetuotannon.

Matemaattisen teknologiasiirron toteuttaminen ei ole yksinkertainen
asia. Usein kysymys on jopa onnekkaasta yhteensattumasta eri osaamisalo-
ja edustavien spesialistien, tieteellisen uteliaisuuden ja sopivasti ajoittuvan
tietotarpeen kohdatessa. Innovaatioprosessia on tunnetusti vaikea ohjata
ja edistys on usein ylldtyksellistd, joskus paradoksaalista. Eri maissa on
kehitelty toimintamalleja matemaattisen ongelmanratkaisun ja aivoriihi-
ajatuksen toteuttamiseksi.

2.1.3 Teollisuusesimerkkejdi

Tdssd luvussa esitelladn mallinnushaasteita sisdltdvid esimerkkeja. Koska
esimerkit ovat reaalimaailmasta tuotantoelimén eri tahoilta, ne ovat laajo-
ja, monitahoisia ja sellaisenaan liian vaativia mallinnuksen kurssin harjoi-
tustehtéviksi. Niiden ratkomiseen tarvittaisiin tyéryhmd, poikkitieteellis-
td asiantuntemusta sekd paljon aikaa. Kuvatuista tilanteista voi kuitenkin
irrottaa osakysymyksid, jotka sopivasti skaalattuina voisivat olla mallin-
nuksen kurssin harjoitustyon aiheita. Useimmat esimerkit perustuvat jul-
kaistuihin tapauskuvauksiin, jotka toivottavasti tuottavat opiskelijoiden ja
mallinnuskurssin tutoreiden mielikuvitukselle drsyketta.

Esimerkit voidaan jaotella monella tavalla. Mallinnuksen sovelluksia voi-
taisiin jakaa teollisuusalan mukaan (kemia, ladke, metalli, autoteollisuus,
biotekniikka, digitaalinen teollisuus jne.).

Toisaalta jako voitaisiin tehdé tehtavinannon eli sovelluksessa keskei-
sen teknologisen haasteen mukaan. Niitd voivat olla laitteen, mekanismin,
prosessin tai verkoston toiminnan kuvaaminen, mittaus- tai ohjausinfor-
maation analysointi, rakenteen tai prosessin suunnittelu ja materiaalin
kéyttaytymisen tutkiminen.

Jaottelu voisi tapahtua myos mallin kiyttotarkoituksen mukaan. Téll6in
tavoitteena voi olla mekanismin toiminnan ymmartdminen, ennustami-
nen, ohjaus ja sddtdminen, mittaaminen tai mittauksien suunnittelu tai toi-
saalta kuvainformaation tuottaminen tai muokkaus, laitteen tai prosessin
suunnittelu, optimointi tai testaus. Lopulta jaottelu voisi nojautua mallin
perustana olevan matematiikan alaluokitukseen, jolloin mallien ryhmitte-
lyé voisi yrittaa tehda asteikolla differentiaaliyhtilét, osittaisdifferentiaali-
yhtél6t, tilastolliset mallit, stokastiset prosessit ja aikasarjamallit, diskreetit
mallit, optimointimenetelmét, numeeriset menetelmat, analyysi ja asymp-
toottiset menetelmit.
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Luokittelutavat johtaisivat erilaisiin luetteloihin. Reaalimaailman ongel-
mat ovat monitahoisia, eivdtkd ne kunnioita matematiikan alaluokituksia.
Siispd alla oleva lista on yhté kirjava kuin tuotantoeldma vaihtelevine toi-
mintoineen ja haasteineen.

1. Kliinisen verianalyysitestin suunnittelu

Suunniteltava testilaite on pieni rasia, jossa on kemiallisesti aktiivinen ai-
nekoostumus. Rasiaan pudotetaan pisara laboratoriossa otetusta verinayt-
teestd. Testattavassa veressd oleva aine aiheuttaa reaktion, jonka vastetta
kuvaa dose-response-kiayrd. Mallilla halutaan kuvata mitattavan entsyymin
pitoisuuden aiheuttamaa vastetta.

Haasteena on kuvata testissd tapahtuvien reaktioiden kinetiikka DY-
mallilla. Testiaineen koostumus maidrda mallin vakiot, joiden arvot tulee
madratd. Testiaineen koostumus halutaan sellaiseksi, ettd ihmisen tyypilli-
set mittausarvot osuvat dose-response-kayran kasvualueelle.

2. Elintarviketeollisuuden laadunvarmistus

Lihapullien pakastuslinjalla liukuhihnalla kulkevat lihapullat jaadytetadan
kylmin ilmavirran avulla. Oikean pakastusajan varmistamiseksi olisi tie-
dettiva aika, jonka lihapullan jadtyminen kestdd. Haasteena ovat muun
muassa lihapullien poikkeavat muodot, ja epitavanomainen materiaali ja
virtausilmiot. Tehtdvand on laatia malli lihapullan jadhtymisestd ja jadty-
misrajan etenemisestd kylmén ilmavirran vaikutuksesta.

Vastaavia laadunvalvonnan prosesseja ovat oluen pastorointilinja seka
viljankuivurin ohjaus, joita molempia on tutkittu matemaattisen mallin-
nuksen avulla. Viljankuivatuksessa haasteena on kuvata kuuman ilmavir-
ran etenemisté rakeisen jyvdmassan lapi sekd kosteuden siirtymisté viljasta
ilmaan ja sen mukana ulos.

Tolkkeihin pakattujen ja pitkddn varastoitavien elintarvikkeiden kaytto-
turvallisuutta on kehitetty matemaattisten mallien tuella. Haasteena on ku-
vata materiaalissa kdynnistyvit haitalliset biokemialliset prosessit ja toisaal-
ta kuvata niiden ehkdisemiseen tarkoitettujen toimenpiteiden vaikutus.

Sterilointitekniikat kéyttavat joskus lampo4, joskus séteilyd, joskus taas
desinfioivia kemikaaleja. Kaikille on yhteistd tarve optimoida oikea an-
nostus. Séilykepurkkien sterilointilinjan optimaalinen ohjaus on esimerkki
tallaisesta mallinnustehtédvésta. Oliividljyn turvallisen sdilytysajan piden-
tdiminen on toinen esimerkki. Mallin avulla olisi kuvattava ne kemialliset
ja biologiset prosessit, jotka aikaansaavat tuotteen hérskiintymisen, sekd
selvitettdvd, mitd asioita muuttamalla kehitystd voitaisiin hidastaa.
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3. Ajoneuvon pyorinripustuksen mekaniikka

Autoteollisuudessa simuloidaan suunniteltavia rakenteita huolella mallien
avulla ennen niiden valmistusta. Tavoitteena voi olla esimerkiksi mallintaa
luotettavasti jousi-iskunvaimenninjérjestelma sekd renkaan elastiset omi-
naisuudet. Mallissa on kuvattava tien epétasaisuus. Stokastiset prosessit
ovat matemaattisia vilineitd mekaanisten vardhtelyjen kuvaamisessa. Tas-
sd sovelluksessa erityistd on myos stokastiikan ja differentiaaliyhtédloiden
kytkenta.

4. Kemiallisen tehdasprosessin dynamiikka

Kemiallisen tehdaslaitoksen prosessiymparistd koostuu joukosta sailiditd,
putkia, pumppuja, sekoittimia, limmonsiirtimié jne. Tehdasmallin haastee-
na on kuvata prosessin kemiallinen tila, pitoisuudet, virtaukset, lampaétilat
ja reaktioiden nopeudet. Mallin tarkoituksena on hallita prosessia. Mal-
lin avulla yritetddn selvittdd prosessin tasapainotilat, sdatéjen muutokset,
transientti-ilmi6t, ainetaseet jne. Erityisia kysymyksia voivat olla olomuo-
tomuutokset, materiaalien rakenneominaisuudet, mutkikas geometria tai
pintailmitiné tapahtuvat reaktiot.

5. Verkostosuunnittelu

Verkkomallien avulla kuvattavia jérjestelmid voivat olla tietoliikenne,
kuljetus ja jakelu tai tuotannon ja suunnittelun aikataulut. Mallien avul-
la voidaan tutkia kapasiteettikysymyksié, redundanssia ja luotettavuutta,
muutoksien vaikutuksia jne. Mallin avulla saatetaan selvittdd suurkaupun-
gin metrojunien aikataulun toimivuutta, ruuhka-ilmioitd, myohastelyjen
kumuloitumista tai uuden suunniteltavan lisévuoron tai lisdyhteyden vai-
kutusta. Mobiiliviestinnan tukiasemaverkoston suunnittelu ja verkon suo-
rituskykyanalyysi ovat nykyisin verkkomallien tirked sovellusalue.

6. Polymeerien kiteytys

Polymeerivalmistus on mutkikas satunnaisprosessi. Kiteen kasvun alkuhet-
ki on pienen keskushiukkasen satunnainen syntymai eli nukleaatio. Tdmé
prosessi noudattaa spatiaalista statistiikkaa, jonka vaiheiden kuvauksessa
tarvitaan satunnaisgeometrian nimelld kulkevaa matematiikkaa.

Kiteiden kasvu tuottaa satunnaismuotoja, naiden yhdistyminen (impin-
gement) mutkikkaampia, usein fraktaalisia rakenteita. Tuloksena on koa-
gulaatio, kokkareet ja lopulta satunnainen kiderakenne. Prosessin kulkuun
vaikuttavat mm. ainesosien pitoisuudet ja lampdotila.
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Kiteytysprosessin mallilla halutaan kuvata prosessin kulkua, kasvupro-
sessiin vaikuttavia tekijoitd ja lopputuotteen morfologista koostumusta.
Morfologia madrittdd syntyvian materiaalin kéyttoon ja muokkaamiseen
liittyvid ominaisuuksia. Tarvittavia teoriavilineitd ovat mm. spatiaalinen
Poisson-prosessi, satunnaisgeometria seka fraktaali-kisitteet.

7. Terdksen jatkuvavalu

Sula terds valuu valmistusastian aukosta jatkuvana prosessina, jahmettyen
pinnalta alkaen. Jahmettymistd sdddetdan vesijadhdytykselld. Prosessin
mallinnuksella halutaan kuvata sulan ja kiintean rajapinnan muoto ja sdé-
tad vesijadhdytysta oikean jahmettymisprofiilin aikaansaamiseksi. Haas-
teena ovat muun muassa limmonsiirron mallintaminen, faasimuutosrajan
madritys ja jadhdytyksen optimiohjaus.

8. Autonkorin tormdystestit

Auton valmistuksessa kolariturvallisuus on avainasia. Varsinaisia tormays-
kokeita edeltdd numeeristen simulointimallien kaytto. Korirakenteesta
muodostetaan tietokonemalli, jossa ovat mukana rakenneosien tarkka
geometria, materiaalien ja liitoksien lujuudet sekd kimmoelastiset omi-
naisuudet. Mallin avulla toteutetaan térmays laskennallisen simuloinnin
muodossa. Menettely lyhentdd suunnittelu- ja testivaiheita.

9. Optisen kuidun veto

Kuitu valmistetaan paksusta aihiosta ohentamalla sitd vedon avulla. Aihio
kuumennetaan ja sitd venytetddn useassa vaiheessa. Kuitu suippenee vedon
vaikutuksesta.

Kuidun suippeneminen halutaan kuvata mallin avulla tarkasti. Mallin
avulla ohjataan kuumennusta ja venytysti. Prosessin ohjaus on tirked mm.
laadunvalvonnan kannalta. Kohteena oleva materiaali on amorfinen mas-
sa, jonka elastisuus riippuu lampdtilasta. Venytyksen tuloksena syntyva
suippeneva muoto on ns. vapaa rajapinta, joka tekee muodonmuutoksesta
haastavan mallinnustehtavan.

10. Liikennevirran dynaaminen ohjaus

Liikenneverkon sujuvuus on merkittdva tekijé erityisesti metropolialueilla.
Verkon toimintaa sdddetddn esimerkiksi valo-ohjauksella.
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Liikennevirran kdyttdytymistd kuvataan liikennemalleilla. Tarkastelun
skaala voi olla esimerkiksi sellainen, jossa yksittdiset ajoneuvot kuvataan
erillisind objekteina. Mallissa kuvataan ajoneuvojen liilkkumisen ja ajoneu-
votiheyden tilastollisuutta sekd ajoneuvojen reaktioita toisiin tielld tai ka-
dulla liikkuviin. Tutkimuksen kohteena voi olla yksittdisen valoristeyksen
toimivuus, jonomuodostus, ldpiajoajat tai voidaan tutkia kaupungin osan ja
usean valoristeyksen ja korttelin muodostaman jarjestelmén toimivuutta.
Péiteilld liikkkuvan ajoneuvojonon kayttaytymistd on myos tutkittu mallien
avulla. Malli voi selvittda ruuhkan aiheuttamaa hidastuvuutta, teilld olevan
hidasteen synnyttdmid tukoksia ja jopa aaltomaisten tihentymien muodos-
tumista liikennevirtaan, ddriesimerkkind yllattden syntyvé shokkiaaltona
vahvistuva tihentymad, jonka tuloksena voi olla kolarisuma. Kun liikenne-
virran tarkasteluskaalaksi valitaan suuret ajoneuvoméarit, voidaan liiken-
nevirtaa kuvata jatkuvan massan mielikuvan mukaisesti eli ottaa kiytto6n
fluidianalogia ja nesteiden tai oikeammin kokoonpuristuvan kaasun vir-
tausmallit.

11. Kemiallinen tydsto

Nykyaikainen valmistusteknologia hyodyntaé kemiallisia reaktioita muo-
tojen luomisessa. Mikropiirien valmistus ja nanoteknologia soveltavat et-
saus-tekniikkaa. Kemiallinen reaktio etenee aineen pinnassa ja syovyttaa
tai kovertaa sitd. T4td prosessia kuvataan ja ohjataan matemaattisen mallin
avulla. Etsausprosessia kuvaava malli kertoo syopyvén rintaman etenemi-
sen ja pinnan muodon kehittymisen.

Mallin avulla saadaan tietdd mahdollisesti eri komponentteja sisédltdvan
syovytysprosessin lopputulos tai halutun muodon saamiseksi tarvittava
syovytysohjelma. Erdissa kiderakenteissa voidaan liuoksen koostumuksella
saddelld sydopymisen rintamasuuntaa ja tyostda haluttuja muotoja. Toinen
nykyaikainen tydstotekniikka esimerkiksi mikroelektroniikassa on elektro-
nilitografia, jossa syovyttavind mekanismina on elektronisuihku. Taméin
prosessin kulkua kuvataan niin ikddn matemaattisen mallin avulla. Malli
ja sen matemaattinen haaste on tdysin erilainen néissd kahdessa tapauk-
sessa.

12. Elektrolyyttimaalaus

Auton korien, osien ja metallista valmistettujen tarve-esineiden maalauk-
sessa kdytetdan ns. elektrolyyttimaalausta. Maalattava kappale upotetaan
virihiukkasia sisaltavadan suspensioon. Nesteeseen synnytetdan sahkoinen
kenttd.
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Virihiukkaset ovat sahkdisesti varattuja ja ne kulkeutuvat kappaleen pin-
nalle. Elektrodien sijoittelu, vdriaineen maara ja upotuksen kesto vaikutta-
vat virjayksen lopputulokseen. Kuvaamalla elektrolyyttiliuoksen sahko-
kentté ja mallintamalla hiukkasten kulkeutuminen pystytdan kuvaamaan,
mihin maalihiukkaset keradntyvit ja millainen kerrospaksuus eri osissa
syntyy. Mallilla voidaan tutkia elektrodien sijoittelun vaikutusta ja siten
esimerkiksi varmistaa riittdvda maalikerros kriittisissd kohdissa.

13. Monikappalemekaniikka

Laajat, yhteen kytketyistd mekaanisista komponenteista koostuvat jarjes-
telmit ovat haaste mallinnuksen kannalta. Esimerkkind voisi olla muun-
muassa puominosturi, vaihdelaatikko, hihnakuljetinjérjestelma tai junan
telijarjestelma.

Tutkittavina ilmidina liikkkuvan juna tapauksessa voivat olla jarrutus tai
kiihdytys, vardhtelyt ja stabiilisuus. Suuret, useista komponenteista koos-
tuvat mallit ovat mahdollisia teholaskennan aikana.

Junan pyo6rin ja ratakiskon kontakti on sinélldan haastava ja monipuoli-
nen mallinnustehtévé. Tutkittavia asioita ovat liukuminen, jarrutustilanteet,
pyorin ja kiskon kuluminen, kontaktikohdan mallinnus kuten esimerkiksi
kontaktipisteen siirtyminen kaarteissa.

Puominosturin mallissa voidaan tutkia, miten jirjestelméddn kuuluva
hydraulinen sylinteri toimii kokonaisuuden osana. Sylinterin tekninen mi-
toitus, sen ohjausjarjestelma koetetaan sditda oikeaksi ennen laitteen sarja-
tuotannon aloitusta. Puominosturin matemaattinen malli saattaa koostua
1020 erilaisen osajérjestelmédn malleista, joista osa on mekaanisia, osa
hydraulisia, osa sahkoisid komponentteja. Monikomponenttimallit johtavat
usein laajoihin DAE-yhtilosysteemeihin (differential algebraic equation
system).

Erés tarked nykyaikainen sovellusalue ovat automaatiotekniikkaan liitty-
vit robotit ja kone-elimet. Néiden liikeratojen kuvaus, sddto ja optimointi
ovat tirked laskennallisen tekniikan alue.

14. Meriteollisuus ja offshore-jdrjestelmiit

Laivansuunnittelu nojaa matemaattisiin malleihin eri vaiheissa. Hydrody-
naamisten mallien avulla etsitddn rungon muodolle energiakulutuksen ja
ohjattavuuden kannalta edullista muotoa. Laivan stabiilisuus dynaamisena
systeemind on vakava asia ja sitd tutkitaan mallien avulla.

Laivan rakennesuunnitteluun vaikuttavat lisdksi merenkaynti ja aallok-
ko. Néiden vaikutusta tutkittaessa on kehitetty ns. simuloitua aaltokinema-
tiikkaa, joka tarkoittaa aallokkoa kuvaavaa matemaattista mallia. Kelluvien
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rakenteiden dynamiikka ja niihin kohdistuvat rasitukset koskevat myds
muita meriteknisid rakennelmia, esimerkkeind 6ljynporauslautat, aallon-
murtajat, laiturirakenteet, poijut ja ankkurimekanismit.

15. Elektroniikka ja puolijohdeteollisuus

Mikroelektroniikka nojaa vaativiin matemaattisiin malleihin. Nanomit-
takaavaa lahestyvien piirikomponenttien sahkoistd toimintaa kuvaavia
malleja kehitetddn. Komponenttien valmistusteknologiassa tarvittava lito-
grafiatekniikka on kemiallista ty0stdd ja nojaa olennaisesti matemaattisen
mallin kdyttoon, kuten edelld kuvattiin.

Ennen kuin piirisuunnitelma vieddan tuotantoon ja sen massavalmistus
aloitetaan, piirin toiminta testataan sahkoisen piirimallin avulla. Malli on
luonteeltaan yhtdloité ja differentiaaliyhtéloita késittava systeemi, jossa voi
olla miljoonia muuttujia.

16. Oljyteollisuus

Oljyteollisuus nojaa matematiikkaan monissa kohdin. Oljyn etsinnissé
maaperdn mallit ja seismisten signaalien analysointi inversioteorian kal-
taisen matematiikan keinoin ovat toiminnan perusta. Virtaukset maaperan
huokoisissa materiaaleissa vaativat erityistd matematiikkaa. Putkistovir-
taukset ja niiden mittaaminen ovat matemaattisesti vaativia tehtévid. Oljyn
saaminen maan uumenista pinnalle perustuu joissain menetelmissd pai-
neistetun héyryn pumppaamiseen porausreikdan. Tdmén prosessin mallin-
nus eli 6ljyn ja hoyryn kédyttaytymisen tutkiminen ovat keino, jolla pyritdan
parantamaan pumppauksen tulosta. Raakaoljy seké jauhetun hiilipolyn ja
veden seos, ns. slurry, ovat materiaaleja, joiden reologiset ominaisuudet
ovat joskus yllattdvid ja niiden kdyttaytyminen putkistoissa johtavat mal-
linnuksen ongelmiin. Putkistovirtausten mittaaminen tomografian peri-
aatteella on yksi kehittyva ala.

17. Digitaalinen kuvankdsittely

Digitaalinen kuvankisittely nojaa monissa kohdin matemaattisiin algorit-
meihin ja malleihin. Tunnettuja esimerkkeja ovat kuvainformaation pak-
kaustekniikat, joilla sddstetdan muistia ja tehostetaan siirtokapasiteettia.
Kuvainformaation kiytt6 laadunvalvonnassa ja diagnostiikassaon kasvava
alue, ja ndistd syntyvd hahmontunnistus ja muu kuva-analyysi nojaavat
matemaattisiin menetelmiin. Vérikuvien kasittelyssé vérien hallinta ja ih-
missilmédn ominaisuuksien huomiointi tuottavat matemaattisesti haastavia
kysymyksia.
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Joskus tehtdvini on hiiridllisen, samean kuvan palauttaminen eli re-
konstruktio. Tdma matemaattisen mallinnuksen kannalta kiintoisa tilanne
voi liittya ladketieteen diagnostiikkaan tai teleskooppikuvan korjaamiseen.
Digitaalisen still-kameran kuvan sdit6 (noise reduction, colour interpo-
lation) nojaa matematiikkaan. Matemaattisesti mielenkiintoinen aihe on
my0s kolmiulotteisen geometrisen muodon rekonstruktio videosignaalin
kaksiulotteisesta kuvanauhasta.

18. Tekstiiliteollisuus

Tekstiiliteollisuudesta nousee yllattavid matemaattisen mallinnuksen haas-
teita. Nykyaikaisia materiaaleja ovat kuitukankaat eli non-woven-tekstiilit,
joissa kuitujen yhteen kietoutuminen muodostaa satunnaisrakenteita. Nai-
ta kéytetadn esimerkiksi hygieniatuotteissa, huonekaluissa ja vaatetusteol-
lisuudessa. Kuitukankaiden valmistus tapahtuu pursottamalla polymeeri-
massaa hyvin pienten suuttimien lapi. Materiaali jahmettyy ilmavirrassa
vajotessaan kuiduksi. Samalla kuitujen virtaan syntyy turbulenssia joka saa
aikaan sen, ettd kuidut laskeutuessaan alla kulkevalle rainalle sekoittuvat ja
muodostavat stokastisen kuiturakenteen.

Tdssd prosessissa matemaattisten mallien avulla on tutkittu polymeerin
virtausta suuttimen lapi ja kuidun muodostumista pursotuksen tuloksena,
kuitujen vardhtelyd ilmavirrassa, monien kuitujen tapauksessa niiden vuo-
rovaikutusta keskendén. Itse kuitukankaan stokastisen rakenteen tutkimus
on téirkedtd laadunvalvonnan kannalta. Monet kehittyneet matemaattiset
menetelmat, kuten wavelet-analyysi, ovat osoittautuneet tarpeellisiksi.

Perinteisen tekstiilin valmistuksen puolelta mainittakoon kaksi esimerk-
kid. Kutomakoneessa langan sydttdmekanismi on monitahoinen dynaami-
nen systeemi. Lankaan kohdistuva kuormitus ja prosessin stabiilisuus ovat
virheettdmén toiminnan kannalta keskeisid. Langan siirtomekanismi ja lan-
gan mekaaniset ominaisuudet ovat mallinnuksen kannalta haastavia kohtia.

Langan valmistusta edeltava tyovaiheet ovat karstaus ja kehruu. Kars-
tauskoneessa tarkoituksena on saada kovin epéjérjestyneeseen kuitumas-
saan osittaista hallittua jirjestystd, samansuuntaisuutta. Tdma tehdddn
erilaisilla mekaanisen raapimisen keinoilla. Villan tai puuvillakuidun kayt-
taytymista karstausprosessissa on tutkittu matemaattisen mallinnuksen
avulla. Mallissa pyritdan kuvaamaan kuitujen satunnaista vuorovaikutusta
toistensa kanssa.

19. Piezosdhkdiset komponentit

Piezosdahkoiset materiaalit ovat aineita, joissa ilmenee sdhkokentdn ja me-
kaanisten muodonmuutosten yhteys. Téllainen materiaali esimerkiksi taipuu



2.1 Mallit, teknologia ja laskenta

sahkokentdssd ja kddntden materiaalin taivuttaminen synnyttda sahkoisen
ilmion. Hienoelektroniikassa valmistetaan komponentteja, joissa piezosah-
koisen alustan pintaan liitetddn sihkoisid komponentteja. Ndin syntyy
rakenne, jossa sahkovirran avulla syntyy muodonmuutos. Tamai voi olla
vaikkapa kytkimen asennon muutos tai akustisen ddnildhteen kalvon va-
rahdys. Toiseen suuntaan komponentti voi toimia liiketunnistimena, jossa
mekaaninen liike tuottaa sahkoisen heijasteen.

Esimerkki piezosdhkoisestd komponentista on liuska, johon on tuotettu
sdannollinen periodinen rivi elektrodeja. Tallaisella laitteella on suodin-
ominaisuus, se mahdollistaa tiettyjd varahtelytaajuuksia ja vaimentaa toisia.
Komponentin piezosidhkoistd toimintaa voidaan tutkia komponenttimallin
avulla.

20. Biotekniikka ja ympdristonsuojelu

Maaperdin joutuneet ei-toivotut kemikaalit ovat suuri huolenaihe. Ne voi-
vat olla epdpuhtauksia, myrkkyja tai 6ljya. Joissakin tapauksissa tillaisen
maaperin puhdistaminen voidaan antaa mikrobien tehtaviksi. Téllainen
biointerventio edellyttdd, ettd osataan kuvata maaperissd olevan mikrobi-
populaation toimintaa, sen etenemistd, kasvua, ravintotaloutta ja sen kykya
muokata aineenvaihdunnassaan kohteena olevaa haittamateriaalia. Tété
mikrobikasvuston jakaumaa, liikettd ja kasvua voidaan kuvata mallin avul-
la. Vaikeusastetta kasvattavat itse bioprosessin ja populaatiomallin lisdksi
maaperin rakenteesta, huokoisuudesta, yms. mekaanisista ominaisuuksista
johtuvat kysymykset.

Pohjavesien saastuminen torjunta-aineiden ja lannoitteiden vaikutuk-
sesta on iso kysymys. Saasteiden levidmista selittdvit mallit ovat ymparis-
tonsuojelun kannalta tarked apuviline. Alueella olevien kaivojen ja niis-
td pumpattavan vesimadrin vaikutus pohjavesitilanteeseen ja saasteiden
levidmiseen voi olla tirkedd suojelun ja kenties palautumisen kannalta.
Pohjavesipinnan mallintaminen ja sen madritys kaivojen vesihavaintojen
perusteella on jo sindnsé kiintoisa tehtava.

21. Joen tulvamalli

Veden virtaus jokiverkostossa on mallinnustehtdvé, jota on ratkottu ja tut-
kittu eri tavoilla. Jokisysteemi voi koostua péddjoesta ja haaroista, siind voi
olla vilialtaita ja kapeikkoja. Jokiuoman muoto ja pinnan laatu saattavat
vaihdella ja vaikuttaa virtausominaisuuksiin. Mutkikkaan systeemin ku-
vaus pakottaa tekemién yksinkertaistuksia, jolloin joki korvataan sopivalla
moniosaisella systeemimallilla.
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Jokimallien kayttotarve liittyy erityisesti tulvakontrolliin: halutaan en-
nustaa miten jokiuoma téyttyy rankkasateen, lumien sulamisen tai pitkit-
tyvan sadekauden aikana. Myds ympéristonakokohdat, lietteiden ja saastei-
den levidminen voivat olla jokimallin avulla hallittavissa. Voimalaitoksen
suunnittelussa malli on tirked viline.

22. Kaupungin vesijdrjestelmdit

Kaupungin vesi- ja viemdriverkostot sisdltivit monia niakokohtia, jois-
sa matemaattisen mallin rakentaminen tulee kyseeseen. Tdlloin on kyse
nesteen virtaamisesta monimutkaisessa putkistossa. Virtaus yksittdisessa
putken osassa tunnetaan hyvin, mutta kuinka tulisi kuvata satojen eri ko-
koisten putkien osien, liitosten ja vilikaivojen kokonaisuutta?

Viemariverkoston mallin avulla voidaan tutkia kaupungin sadevesikai-
vojen kykyd selviytyd rankkasateen aiheuttamasta tulvasta — seikka, joka
voi olla ihmisten turvallisuuden kannalta tarked tekija bakteeri-infektioi-
den vaaran vuoksi.

Vesijohtojérjestelman hallintaan liittyy samanlaisia ndkokohtia. Kaupun-
gin vedenkulutus on valtava jéarjestelmi, jossa kulutustaso muuttuu vuo-
rokaudenajan ja vuodenajan mukaan. Kayttdjien kannalta jirjestelmassa
oleva paine tulisi sddtdd tarkasti. Padvesijohdon pumppuasemien ohjaus on
tdrkedtd ja mallin avulla on hallittava verkostossa paineen vaihtelut ja vir-
tausmaédrit sekd tuotettava ohjeet pumppujen kiyttamiseksi. Jos kaupun-
gin vedenotto tapahtuu useiden kaivojen kautta, tehtdvdan tulee mukaan
lisaksi kysymys vedenottamojen pumppujen kdynnin ohjaamisesta halutun
painetason ylldpitdmiseksi.

Joskus vesilaitoksen putkistoon joutuu haitallinen sinne kuulumaton
ainepddsto. Téssa tilanteessa tulisi voida ennustaa, miten saaste levida ver-
kostossa ja milld tavalla virtausta venttiilien avulla ohjaamalla putkiverkos-
to voitaisiin tehokkaimmin puhdistaa.

23. Bussin takapyordt

Joskus matemaattisen mallin tarve syntyy alkeisgeometrian ja peruslasken-
nan kysymyksistd. Milld tavalla kuvata bussin takapyorien kulkema reitti,
kun etupyorid kddnnetdan? Tdllaista mallia kaivataan, kun liikenne- ja ka-
tusuunnittelussa mitoitetaan ahdasta ajovaylaa. Mallia tarvitaan myds ajo-
neuvon suunnittelussa, rungon mitoitusta ja pyorien sijoittelua suunnitel-
taessa. Mallia saatetaan pian tarvita itse ajoneuvoon ajotietokoneen osaksi
varoittamaan kuljettajaa véddristd ajotavasta kadunkulmissa.
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24. Lasin puristus

Lasin valmistukseen liittyy paljon matemaattisia ndkokohtia. Matemaatti-
silla malleilla voidaan kuvata sulan lasimassan kayttaytymistd, jadhtymistd
ja jahmettymistd. Yksi esimerkki on puristelasista valmistettujen kaytto-
esineiden, esimerkiksi pullojen ja sdilykepurkkien tuotanto. Tdssd sula la-
simassa puristetaan muottiin ja jahmettymisen tuloksena saadaan haluttu
esine. Usein massa puristetaan muottia vasten puhaltamalla. Tdmén vai-
heen hallinta on tarkeitd, jotta varmistetaan seindmén tasainen paksuus,
muotin tayttyminen joka kohdasta jne.

Prosessi on mallinnuksen kannalta vaativa useasta syystd. Lasimassan
viskositeetti muuttuu lampoétilan mukana, mika tekee massan virtaukses-
ta epétavallisen ilmion. Lasi on ldpindkyvad, jolloin lampé siirtyy myos
sateilylampona, eiki titd voida mallissa unohtaa, kuten usein lammon siir-
toa kuvaavissa tilanteissa.

Lasin jadhtymisen hallinta on tirkedtd myos sithen jddvien jannitysten
vuoksi. Joskus jahmettyvén lasin pintaan syntyvé hienorakenne on térked
laatutekijd, ja silloin lampétilan kontrolli jadhtymisen aikana voi olla tirkea
hallita.

25. Tuulilasin valmistus

Lasin valmistuksen erikoistapaus on auton tuulilasin tuotanto. Erds kdy-
tetty menetelmé on sag bending -nimelld tunnettu jéirjestely, jossa lasile-
vy kuumennetaan pehmeéksi ja sen annetaan deformoitua painovoiman
vaikutuksesta vaakasuoran kehikon péille riippumaton tapaan. Tuloksena
on silloin ideaalisen siled pinta. Lopputuloksen muoto riippuu lasin lam-
mityksestd; lampotilajakauma levyssa riiputuksen alkaessa tulisi maarata.
Tama ns. suora laskutehtdvé on jo haastava. Miten muotoutuu riiputuk-
sessa lasilevy, jonka lampatilajakauma on annettu? Kdédnteinen tehtéva on
vield mutkikkaampi: jos tuulilasille halutaan tietty lopullinen muoto, miten
sen esildimmitys tulisi suorittaa?

26. Uraanin rikastus kaskadisuodatuksella

Reaktoreissa kdytetyn uraanin valmistus edellyttda radioaktiivisen isotoo-
pin eristamista uraanista. Hy6tykdyttoon soveltuvan isotoopin pitoisuus on
pieni. Erotusmenetelmé on sentrifugi, jossa uraani pystytdan erottamaan
kahdeksi jakeeksi. Tama menetelmi ei kuitenkaan toteuta erottelua ldhi-
mainkaan tarkasti, ainoastaan tiedetdén, ettd toisessa jakeessa raskaamman
isotoopin pitoisuus on kasvanut muutaman prosenttiyksikon.
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Tama tilanne on ratkaisu kaskadisuodatuksella. Siind jauhettu uraani
johdetaan usean perikkdisen erotteluvaiheen ldpi ja kussakin vaiheessa
hy6tyuraanin pitoisuus nousee muutaman prosenttiyksikon verran. Al-
haisemman pitoisuuden omaava jako-osa siséltdd edelleen tavoiteltua iso-
tooppia. Sitd ei hukata, vaan syotetddn kaskadisuotimessa yhden tai kaksi
vaihetta taaksepdin. Kaskadisuodatuksen mallin avulla tulisi kuvata tallai-
sen erottelujarjestelmén toimintaa ja ennustaa pitoisuuden rikastuminen
eri tasoilla.

Rauhanomaisempi versio samasta aiheesta voisi olla puuhakkeen lajit-
telu, jossa halutaan poistaa kuorta sisiltdvd hake vaaleasta aineksesta. Jos
kaytettdvissd on vaikkapa téristimiseen ja ilmavirtaan perustuva lajittelija
joka hyodyntad eri jakeiden pienti tiheyseroa, voitaisiin laatia saman aja-
tuksen mukainen kaskadinen erottelu selluteollisuuden massan valmis-
tukseen.

27. Puun kuivaus

Puutavaran kuivaaminen on Suomen teollisuuden kannalta miljoonien ar-
voinen kysymys. Puun kuivumista koskevan matemaattisen mallin tulisi
kuvata veden etenemisté viliaineessa, joka on vahvasti anisotrooppinen.
Vesi kulkeutuu helpommin puukuitujen suunnassa ja paljon huonommin
niiden poikki. Liséksi itse kuivumistapahtuma saattaa muuttaa veden kul-
keutumisen ehtoja ja ongelmaan tulee epilineaarisia piirteitd. Onnistues-
saan tillaisen puun kuivumisen mallin tuloksena voisi olla puukuivurin
optimaalisen ldmpétilan ohjauksen ohjelma. Kuivatustapahtuman oikealla
ohjaamisella varmistetaan puutavaran laatu. Tdma on vaikkapa huonekalu-
jen parketin ja muiden rakennusosien valmistuksessa tirkeéta.

28. Batch-prosessin tuotantosuunnitelma

Polystyreeni-nimisestd materiaalista valmistetaan useita vaihtoehtoisia
tuotevariaatioita batch-prosessina. Prosessin vaiheet ovat valmisteluvaihe,
polymerointi ja jalkikasittely. Kutakin vaihetta varten tuotantojérjestelmés-
sd on rinnakkaisia linjoja (esimerkiksi 2-4 kpl). Valmistettavasta tuotteesta
riippuen ndiden ty6vaiheiden kesto ja linjojen kapasiteetti ovat erilaisia.
My6s tyovaiheen erilainen jako rinnakkaisille linjoille voi tulla kyseeseen.
Tissa tilanteessa tulisi suunnitella optimaalinen tuotantosuunnitelma. Teh-
tavaa mutkistaa sen stokastinen luonne. Prosessin toiminta sisdltdd satun-
naisia tekijoitd, kuten kestoajat ja saantosuhteet ja lisdksi asiakastilauksien
saapuminen on tilastollinen prosessi. Probleemasta muodostuu mixed in-
teger -lineaarisen optimoinnin tehtava (MILP). Satunnaistekijoistd johtuen
se laajenee stokastisen optimoinnin tehtavaksi.
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29. Reologia ja slurry

Oljy- ja kivihiiliteollisuudessa syntyy useita ei-tavanomaisten materiaalien
kuljetukseen liittyvid haasteita. Tallainen esimerkki on jauhetun hiilipélyn
kuljettaminen nesteeseen sekoitettuna. Tama slurry-nimelld kulkeva ma-
teriaalin olomuoto on tekniikka, jota kéytetddn energia- ja petrokemian
teollisuudessa. Tama slurry eli vesi-hiili-suspensio on erikoinen materiaali,
mikd tuottaa mallinnuksen kannalta pulmia. Aineen reologiset ominaisuu-
det ovat oikukkaat. Jos aine pumpatessa seisahtuu paikoilleen sopivaksi
ajaksi, hiilihiukkaset sedimentoituvat putken pohjalle ja putki jamahtaa
tukkoon. My0s virtauksessa putken keskelle saattaa muodostua kiinted
tulppa. Néiden ilmididen mallinnus on térked, jotta osataan suunnitella
suspension siirrossa tarvittavat pumppauksen toimintatavat. Tarvitaan ma-
teriaalimalli ja virtausmalli. Aineen ominaisuudet tuottavat malliin kiin-
toisia epdlineaarisia piirteitd. Mallin tulisi tavoittaa seoksen koagulaatio ja
sedimentoituminen sekd viskositeetin voimakkaat muutokset.

30. Kuvankdsittely ja sieni-itiot

Kameran ja digitaalisen kuvankasittelyn yhdistelmalld voidaan luoda nako-
jarjestelmd, jossa mekaaninen laite oppii havaitsemaan kuvista yksityiskoh-
tia ihmissilman korvaten. Tallaisella kuvasta tapahtuvalla tunnistuksella on
kasvava méara soveltamiskohtia.

Ty6terveyden kannalta huoneilman haitalliset homesieni-itiot ovat ikdva
asia. Ilman laadun seuraamiseksi rakennusten ilmaa suodatetaan ja suoti-
meen jadvid hiukkasia tutkitaan mikroskoopilla. Néytteiden tutkiminen
suurina médrind on rasittavaa, laborantin silmé saattaa vasyd ja huolelli-
suus lopahtaa. Konendkoon perustuva tunnistusjérjestelmd, joka havait-
see mikroskooppikuvasta homesienen itiot, olisi hyvd apuneuvo. Ilman-
suotimeen kerdantyy suuri maird vihemman haitallisia hiukkasia, kuten
polyd ja siitepolyd. Tunnistusjdrjestelmén tulisi kyetd erottamaan erilaisten
mikrobikuvien joukosta juuri homesienen iti6t. Tdssd on matemaattisen
hahmontunnistuksen haaste.

Vastaavia tehtdvid ovat bakteerindytteiden analysointi ladketieteen la-
boratoriossa otetuista soluviljelyistd, tai sydpasolujen ja epanormaalin so-
lukon tunnistaminen kudosnaytteistd. Geenitekniikassa analysoidaan ge-
neettisen materiaalin muodostamia ndytetaulukoita (DNA micro array),
joissa saattaa olla kymmenié tuhansia ruutuja. Kussakin ruudussa on ta-
pahtunut biokemiallinen reaktio testiaineen vaikutuksesta. Tulos on luet-
tavissa esimerkiksi ruudun virikoodauksesta. Tallaisen taulukon tuloksen
lukeminen koneaistin avulla on suuri apu, kun aineistoa kisitelladn mah-
dollisesti suuria maérié pitkina sarjoina.
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Hahmontunnistus, koneaistit ja digitaalinen kuvankisittely ovat vilk-
kaan tutkimuksen kohde, ja alan teknologia nojaa vahvasti matemaattisiin
menetelmiin, stokastiikkaan ja matemaattiseen analyysiin.

31. Pankin likviditeettiriski

Pankit harjoittavat lainoituksen ohella monia tehtavid, kuten maksuliiken-
teen hoitoa, arvopapereiden kauppaa ja asiakkaiden arvopaperisalkkujen
hallinnointia. Néistd syntyvit rahavirrat, saatavat, velat ja maksuvelvoit-
teet muodostavat padomavirtoja, joiden kayttaytyminen on stokastista.
Satunnaisuus ja epdsdannoéllisyys ilmenee kovin monilla tavoilla ja aika-
skaaloissa.

Pankit haluaisivat ymmartda porssissd tapahtuvan kaupankédynnin dy-
namiikkaa, finanssi-instrumenttien hinnan muodostusta. Erityisesti niin
sanottujen johdannaisarvopapereiden, kuten optioiden, hinnoittelu on sy-
villinen matemaattinen kysymys.

Yksi esimerkki pankkitoiminnan mallintamisen tarpeesta on sen koko-
naislikviditeetin hallinta. Pankkitoiminnan riskejd on jaoteltu seuraaviin
tyyppeihin: luottoriskit, toiminnalliset riski, markkinariskit, likviditeetti-
riski. Lukemattomien stokastisten prosessien eli rahapurojen keskelld tulee
varmistaa, ettd turvallinen maksuvara sdilyy, pankin kdytdssd olevat pdi-
vittdin liikuteltavat rahat eivét saa huveta. Likviditeettiriski kytkeytyy mui-
hin riskin muotoihin ja sen mallinnuksessa tulee véistimatta esiin useiden
riskiennusteiden ja skenaariomallien yhdistely.

32. Bioreaktorin oskillaatiot

Hiivasienten sukuun kuuluva mikro-organismi kykenee aineenvaihdun-
nassaan kayttimaan ravinteenaan erilaisia bioperdisid materiaaleja ja tuot-
tamaan etanolia. Bioprosessin avulla voidaan nédin maatalouden, elintar-
viketeollisuuden ja yhdyskuntien biojétteistd tuottaa etanolia. Tuotantoa
varten on rakennettu tehdasmittakaavan kokoisia reaktoreita.

Hiivasienen elinkaari ja aineenvaihdunnan biokemiallinen prosessi si-
saltad yllattavia piirteitd. Joskus mikrobien populaation aktiivisuus néyttad
sammuvan. Sen jalkeen alkaa aktiivisen tuotannon aika, limmoén nou-
su jne. Nama vaiheet vuorottelevat ja syntyy oskillaatio, joka voi joskus
ryostdytya laajaksi. Bioreaktori on vaarassa poksahtaa vakavin seurauksin.
Tédmaén vuoksi tehdas haluaa ymmartaa etanoliprosessin dynamiikkaa ja
oskillaatioiden syntymistd. Halutaan selvittad, voidaanko sopivilla puuttu-
mistoimilla, lisdaineilla tai muilla s4ad6illd vaimentaa vaihteluita.
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Mallin rakentamiseen tarvitaan hiivasienten etanolituotannon bioke-
miallisen prosessin tuntemista. Itse populaation kasvu, elididen lisdantymi-
nen ja aktiivisuuden muutokset ovat osa mallinnettavaa ongelmaa.

33. Silmdlasin linssin hionta

Silmalasien linssit valmistetaan leikkaamalla sopivan ty6éstomenetelmén
avulla lasiajhiosta oikea muoto. Lopuksi pinta hiotaan ja viimeistellddn
tarkan siledksi. Linssin pinnan muoto maéritelldan funktiona ja tima funk-
tiolauseke ohjaa tyostdvan leikkurin tai hiomalaitteen terdn liiketta.

Téssd mallinnustehtdvassa haasteena on méarita linssin muotoa kuvaa-
va funktio, usein paloittain madriteltynd lausekkeena. Kontrolloitavana
suureena on kaksiulotteisen pinnan kaarevuus linssin eri kohdissa. Usein
linssin keskelld on ympyrin muotoinen keskivyohyke ja sen ympérilld laa-
jennussektorit ulottuen laitaan ja aikanaan silmélasien kehykseen. Kaare-
vuuden tasaisuus tuottaa erityisen laskentahaasteen vyohykkeiden sauma-
kohdissa. Tehtdvasta syntyy my6s luontevasti variaatiolaskentaan johtava
optimointitehtava.
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3

Nikokulmia systeemeihin
ja malleihin

ERKKI LAITINEN

Téassa kappaleessa valotetaan esimerkkien avulla erilaisia nakokulmia sys-
teemien mallintamiseen. Aluksi lienee tarkoituksenmukaista kuvata mité
tarkoitetaan itse systeemilld tai sen matemaattisella mallilla. Systeemilld
tarkoitetaan joukkoa toisiinsa vaikuttavia komponentteja (olioita, alkioita)
ja niihin liitettyjd ominaisuuksia (numeerisia arvoja). Systeemit ovat yleen-
s dynaamisia, ts. systeemin tila muuttuu ajan suhteen. Systeemin tilalla
tarkoitetaan sen komponenttien arvoja, ja yleensé systeemissé kiinnostaa
sen tasapainotila, eli tila, jossa komponenttien arvot sailyvit ajan suhteen
muuttumattomina. Esimerkiksi sairaalaa voidaan ajatella systeemind, jossa
potilaat, ladkarit ja hoitajat ovat sen komponentteja. Potilaiden ominai-
suutena voi olla esimerkiksi saapumissyy ja hoitohenkilokunnan ominai-
suutena voisi olla esimerkiksi osaamisala. Lisdksi sairaalassa on erilaisia
laitteistoja (resursseja), kuten rontgen, laboratorio, vuodepaikat jne., joi-
den kapasiteetti saattaa aiheuttaa pullonkauloja potilasvirralle. Systeemi on
tyypillinen ns. diskreetti systeemi, jossa esimerkiksi potilaan saapuminen
sairaalaan tai poistuminen sieltd muuttaa dkillisesti systeemin tilaa. Tyypil-
lisesti timén kaltaiset systeemit ovat my0s ns. stokastisia systeemejd, koska
potilaan saapumiset ja viipymisaika sairaalassa ovat satunnaismuuttujia.
Yleensd timén tyyppisessé systeemissd halutaan seurata potilaiden lapime-
noaikoja ja resurssien riittavyyttd. Kuvassa 3.1 on esitetty prosessivuokaavio
sairaalan poliklinikan toiminnasta [4].
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Laboratorio

Rontgren
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Kuva 3.1. Sairaalan poliklinikan toiminnan prosessikaavio.

Raakarauta
Masuuni Raakaterds
Senkkauuni Injektointi Tyhjiokasittely

Valukoneet

v v

v W W
N W -

Kuva 3.2. Terdksen valmistusprosessi.
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Tarkastellaan seuraavaksi hieman erilaista diskreettid systeemid, teras-
tehtaan toimintaa. Tehdas tuottaa eri terdslaaduista (eri seoskomponentit)
terdsaihioita asiakkailleen. Kuvassa 3.2 on esitetty systeemin eri vaiheita.

Raakaterds valmistetaan masuuniprosessissa, minka jalkeen se seoste-
taan senkkauunissa oikeaan koostumukseen. Valmis sula teréds viedddn sen-
kassa (n. 120 0oookg teristd) valukoneelle, jossa se jahmetytetddn kiinteiksi
terdsaihioiksi, jotka kuljetetaan varastoon asiakkaalle ldhettdmisté varten.
Téssakin tapauksessa systeemid voidaan pitda diskreettind, stokastisena
systeemind, jossa terdsaihiot ovat systeemin olioita ja prosessin eri vaiheet
ovat resursseja. Asia ei ole kuitenkaan yhta selvapiirteinen kuin sairaalaesi-
merkissd. Nyt systeemi sisdltdd useita alisysteemejd, jotka ovat selvéstikin
luonteeltaan jatkuvia systeemeji. Tallaisia ovat esimerkiksi raudan sulatus
masuunissa, seostaminen ja sulkeumien poisto senkkauunissa tai terdksen
jahmettdminen valukoneella [3]. Siitd, millaisia asioita systeemistd halutaan
tutkia, riippuukin suuresti minkélainen ndkokulma systeemiin kannattaa
ottaa. Seuraavassa luvussa kisitelldan erdstd tietoliikenteen kannalta mer-
kityksellista systeemia.

3.1 Tiedonsiirron optimointi hybridiverkoissa

Kuvassa 3.3 on esitettyni tyypillinen hybridiverkko, joka koostuu liikku-
vien péitelaitteiden (tietokone, puhelin) muodostamasta verkosta ja kiin-
tedstd verkosta (soluverkko, lankaverkko). Verkon solmut koostuvat muun
muassa paitelaitteista, tukiasemista ja reitittimista, ja jos jokin solmu haluaa
kommunikoida toisen solmun kanssa, niiden vilille tdytyy muodostaa tie-
toliikenneyhteys. Polun tai useampien polkujen 16ytdminen ldhtdsolmusta
(origin) madrdnpadhin (destination) on erds keskeinen kysymys suunnitel-
taessa tietoliikenneprotokollia. Liséksi datasiirron jakaminen useammille
poluille saattaa olla verkon toiminnan kannalta oleellisen tirkedtd. Data-
liikennettid oikein jakamalla voidaan muun muassa estdi verkon ruuhkau-
tumista ja lisita verkon elinikédd (ts. aikaa, jonka verkko pysyy toiminta-
kykyisena esimerkiksi ennen péitelaitteiden akkujen virran loppumista).
Ajatellaanpa vaikka kuvan 3.4 mukaista reitittaimistd. Verkko koostuu 8
solmusta (A,B,C,D,E,EG,0). Solmu O (origin) tarvitsee yhteyden solmuun
D (destination). Kuten kuvasta ilmenee, timan yhteyden muodostamiseen
on olemassa kolme eri reittivaihtoehtoa (reitti 1, reitti 2 ja reitti 3). Kuvassa
on lisdksi esitetty, kuinka paljon akun kapasiteettid on kussakin solmussa
jaljelld (esimerkiksi solmulla A, akkua on jéljella 80 %).

Kéytettava reitti/reitit voidaan valita usealla eri tavalla. Kdydédan seuraa-
vassa ldpi nelja eri tapaa. Yleensd kiytettdvé reitti haetaan siten, ettd sen
mitta eli hyppyjen médird on pienin, ja ohjataan koko liikenne tille reitille
(Dijkstra tai Bellman-Ford). Useita muitakin mittoja voidaan kuitenkin
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infernet

Ad hoc -verkko

[43]

Kuva 3.4. Verkko.

kayttad, kohdissa 2 ja 4 reitit valitaan ottamalla huomioon reitin valityk-
seen osallistuvien solmujen akkujen kapasiteetit.

Kuvassa 3.5(a) valitaan lyhin reitti ja liikkenne ohjataan kokonaan til-
le reitille. Tdssd tapauksessa 100 prosenttia liikenteestd ohjataan reitille 2.
Kuvassa 3.5(b) reitti valitaan akkujen kuluneisuuden perusteella. Valitaan
reiteistd se, jonka eniten kuluneen akun kapasiteetti on suurin. Tallin
liikenne ohjautuisi 100-prosenttisesti reitille 1.
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B
B 70%
F
F 30%
Reitti 2 A
A 100 % G 80 % G
40 %
R:ittH\
o 100 % 0
D D
(c) (d)
B
B 70 %
F
F 30%

Reitti 2
46,1% G 80 % 18,9 %

R:i% 4:3 R:ih 4:3

30,8 % o 23,1% 56,8 % o 24,3 %

Reitti 2

Kuva 3.5. Reititysvaihtoehdot.

Yhden reitin varassa oleminen ei ole kuitenkaan aina jarkevés, koska esi-
merkiksi akun kapasiteetin loppuminen tai laitevika aiheuttavat tiedon-
siirron katkeamisen ja reitinetsintd joudutaan kdynnistimain uudelleen.
Myoskain tiedonsiirron kustannukset eivét valttamatta ole halvimmat kay-
tettdessd yhtd reittid. Toinen tapa on maéritelld reiteille hintafunktiot ja jakaa
liikkenne optimaalisesti useammalle reitille. Téll6in puhutaan verkon liiken-
teen tasapainottamisesta [2,1]. Eris tapa verkon liikenteen tasapainottami-
seksi on médrittelemalld kullekin reitille r, kustannus C ja jakaa liikenne
halvimmille reiteille. Asetetaan kullekin linkille a; linkkikustannus ¢; = f;
jossa f; on linkin liifkennemaara. Madritellddn reitin r; kustannus C; reitin
muodostavien linkkien linkkikustannusten summana. Tarkasteltavassa esi-
merkkiverkossa reittien kustannukset saadaan muotoon

01:3'1'17 02:2'152, 03:4'1'37 (31)
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missd z; on reitin 7; litkennemadra. Téssd tasapaino saavutetaan, kun lii-
kenne ohjataan kuvan 3.5(c) mukaisesti. T4ll6in jokaisen reitin kustannus
on sama. Liikenteestd ohjataan 30,8 % reitille 1, 46,1 % reitille 2 ja 23,1 %
reitille 3.
Madritellddn nyt reittien kustannukset asettamalla
Ci = (100 — p;) - x4, (3.2)
missd p; on reitin r; solmujen pienin akkukapasiteetti. Tasapaino saavute-

taan kuvan 3.5(d) mukaisella reititykselld, jossa liikenteestd ohjataan 56,8 %
reitille 1, 18,9 % reitille 2 ja 24,3 % reitille 3.

3.2 Tiedonsiirron tasapainottamisen
matemaattisesta mallintamisesta

Olkoon pari G = (V, D) verkko, jossa V on solmujen joukko ja D on suun-
nattujen linkkien d joukko,

deD, d=(i—j). (3.3)
Mairitelladn
weW, w=(i—j), (3.4)
o Won o/d (origin-destination) -parien w joukko
o b,on o/d-parin w liikenne (pakettia/s),
e P, ono/d-parin w polkujen joukko,

e z,onpolun p € P,virtaus.

Merkitaan X:114 sallittujen polkuvirtausten vektoria

X:{mZmp—bmxpzo.,pePw;weW}. (3.5)
PEPY

Matriisimuodossa

b = Bx (sdilymislaki), x > 0. (3.6)

[45]
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Yhtilo madrittelee, ettd o/d-virtaus polkuja pitkin pitda olla b,, ks. kuva
3.6. Lisaksi on luonnollista vaatia, ettid z, > 0.

Jokainen sallittu polkuvirtaus = € X madrittelee sallitun linkkivirtauksen
fa. Linkkivirtaus on summa linkkid kayttavista polkuvirtauksista, ks. kuva
3.6,

S 1, jos polku p sisiltid linkin d,
fo=Y_>" apazy, missi apg = _ (3.7)
WEW pePy 0, muulloin.

Matriisimuodossa

11500 A
f=Wx, missa¥=1|..,;..|. (3.8)
QL1 - Am

Asetetaan jokaiselle linkille d kustannus ¢, = T'(f), missé f on linkin vir-
taus. Kustannus voisi olla esimerkiksi siirtoaika, kapasiteetti tai akun
kesto.

Polun p polkuvirtauksen z € X kustannukseksi ¢,(z) saadaan

9o() =D tatipa. (3.9)
deD
Matriisimuodossa
G = UTT(f). (3.10)

MAARITELMA 3.1

[Wardropin tasapainotila.] Sallittua polkuvirtausta x* sanotaan Wardropin
tasapainoksi , jos minkd tahansa o/d-parin w kdytdssd olevien polkujen kus-
tannukset ovat yhti suuret eikd 16ydy kdyttimdtonti polkua, jonka kustan-
nus olisi pienempi. On siis toisin sanoen olemassa tasapainokustannus u*
(vektori) siten, ettd kaikille polkukustannuksille

gp(x) >u*, Vpe P, VweW (3.11)

AQ/B >_4

Kuva 3.6. Polkuvirtaus vasemmalla ja linkkivirtaus oikealla.
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Tp(gp —u") =0, Vp€ Py YweW (3.12)

Matriisimuodossa

G >BT™u, x-(G-BTu") =0, (3.13)
missd G ja x on mddritelty yhtiloilli (3.8) ja (3.10).

MAARITELMA 3.2

[Kayttijin tasapainotila.] Polkuvirtausta x* sanotaan kdiyttdjin tasapai-
noksi , jos mille tahansa o/d-parille w ja mille tahansa sen polulle p, € P,,
Zy >0

Gy < lim inf gy, (2" +2), Vps € Py (3.14)
Kayttdjd ei siis voi pienentdd kustannustaan siirtymadlld toiselle reitille.

ESIMERKKI 3.1

Verkko koostuu yhdestd o/d-parista, jota yhdistda kaksi polkua (ks. kuva

3.7(a)), joiden kustannukset ovat [47]
gi(z) == (3.15)
%x, jos z < %,
g2(x) = %, jos v = %, (3.16)
%x — i, jos x > %

Piste (,,,) on Wardropin tasapaino, silld g,(z,) = g.(z,) = 3. Piste ei
ole kuitenkaan Kayttajan tasapaino, silld lim inf ga(z5 +¢) = sl
g1(z1), katso kuva 3.7(b). =0

ESIMERKKI 3.2

Verkko koostuu yhdestéd o/d-parista, jota yhdistad kaksi polkua, joiden
kustannukset ovat

gi(z) == (3.17)

1 : 1
R Eiz Josz < 3,
T) = 3.18
92(x) {1x+;, josz>%. ( )

2
Piste (1,,2,) = (3.,3) ei ole Wardropin tasapaino, silld g,(z,) = 5 # g2(1,)
= 3. Piste on kuitenkin kiyttajin tasapaino, silld polun 1 kiyttiji ei voi
alentaa kustannuksiaan siirtymalla polulle 2. Katso kuva 3.7(c).
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Verkko koostuu yhdestd o/d-parista, jota yhdistdd kaksi polkua joiden

kustannukset ovat

g(z) ==z (3.19)
%x, jos x < %

ga(x) = 1 2, josz =1 (3.20)
%z %, jos x > %

Piste (2,,7,) = (3.3) ei ole Wardropin tasapaino eiki kiyttdjin tasapai-

no, ks. kuva 3.7(d).
a) b)
1.1
o
1 = ~. 0.9
N
(48] \\ 0.6
1
Virtaus q = 1 1
12 0.4
! Fukii
,I 014 unktio ol
’
> o — - 92
d Ol t+T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0
c) d)
1.1 1.1
0.9 0.9
0.6 0.6
0.4 0.4
Funktio Funktio
0.1 gl 0.1 gl
—_— - 92 -—— - 92
(2% B o o e e B B L5 o o s e e B e
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 1.0

Kuva 3.7 Esimerkit 3.1-3.3.
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3.3 Tasapainotilan olemassaolosta

Tarkastellaan kappaleen lopuksi hieman milld ehdoilla tasapaino on ole-
massa. Tehdédin sen vuoksi seuraavia oletuksia linkkikustannusoperaatto-
rista. Oletetaan, ettd
1. linkkikustannus 7'(f), f > 0, on yksiarvoinen ja monotoni-
nen:

(T(z) —T(y),x—y) >0, Vr,yelF, (3.21)

missd F on linkkikustannusoperaattorin 7" avoin madrittely-
joukko,

2. operaattori T'(f) on taydellinen:
Vye F: (T(x),z —y) — +oo, kunxz — JF. (3.22)

Oletuksista seuraa, ettd polkukustannusoperaattori G(z) on myds mono-
toninen ja taydellinen, silld yhtéloista (3.10) ja (3.8) seuraa

G(z) =V'T(Vz), domG = {z: ¥z € F}. (3.23)

LAUSE 3.1

Jos linkkikustannusoperaattori T(f) toteuttaa edellid mainitun oletuksen,
niin:
(i) Verkon G = (V,D) Wardropin tasapaino on variaatioepdyhtd-
lon
(G(x),z—2*) >0, VeeX (3.24)

ratkaisu.

(ii) Jos linkkikustannus T(f) on jatkuva, niin Wardropin tasapai-
notila on olemassa.

(iii) Jos linkkikustannus on aidosti monotoninen ja Wardropin ta-

sapaino on olemassa, niin tasapainotila on yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoon z* € X Wardropin tasapainovirtaus verkossa g. Silloin
jokaiselle sallitulle z ja G = G(z) pétee seuraava lauseke:

[49]
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G.z) =, (B'w2) = (u',B2") = (u',B2")
yht. (3.0.13) sisitulo yht. (3.0.6)
= (Blw'a") =, (G2
~— ~—~—
sisdtulo yht. (3.0.13)

(3.26)

Vastaavasti, olkoon (z*, G(z*)) variaatioyhtalon (3.24) vahva ratkaisu.
Talloin voidaan osoittaa, ettd z* on seuraavan optimointitehtdvin rat-

kaisu.

Etsi hyvéksyttivd polkuvirtaus z* € X, z* > 0 siten, ettd se toteuttaa

ehdon

Vg€ Py, 7;>0 = Gy(2") = minGy(z"), Ywe W
pEPw

[50]

(3.27)
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4

Kokonaislukumallit

RISTO SILVENNOINEN

4.1 Johdanto

Téssd luvussa kasitelladn matemaattisia malleja, joiden muuttujista ainakin
osa on kokonaislukuja. Jos kokonaismuuttujien lukumaéra on pieni, ei nii-
den Kasittelyssd yleensa tarvita erityismenettelyja (kaikkien vaihtoehtojen
taydellinen lapikédynti on silloin yleensd mahdollista). Jos sen sijaan koko-
naislukumuuttujia on paljon, tarvitaan mallien kisittelyyn omat keinonsa.
Mika milloinkin on “paljon’, riippuu tilanteesta, mutta esimerkiksi bindari-
muuttujien z;, i = 1,---,n tapauksessa arvovaihtoehtoja on 2". Luku kasvaa
hyvin nopeasti muuttujan » mukana (mainittakoon vertailukohtana, ettd
kosmologien arvioiden mukaan maailmankaikkeudessa alkeishiukkasten
lukumiiri on suuruusluokkaa 2°°°).

Termi kombinatorinen viittaa siithen, ettd usein timén tyyppisten mallien
peruskysymyksend on selvittdd, miten toimenpiteet on jérjestettavd, jot-
ta asiat saadaan hoidetuksi halutulla tavalla, esimerkiksi jakelukuljetukset
tuottajilta kuluttajille. Hyvin usein on myds niin, ettd erityisesti bindari-
muuttujilla kuvataan mallissa olevia loogisia ehtoja. Kombinatoristen mal-
lien ohella kaytetddn nimityksia ddrelliset mallit tai kokonaislukumallit. Jos
mallissa on pelkédstadn kokonaislukumuuttujia, mallia sanotaan joskus puh-
taaksi, muuten sekalukumalliksi. Korostettakoon lopuksi, ettd “ddrellisyys”
tdssd ei sulje niinkddn pois rajattoman suuria lukuja, vaan kiellettya aluetta
muuttujille on “adrettomyys pienessd’, eli muuttujille sallitaan vain koko-
naislukuarvot. Jos jokin muuttuja saa saada kaikkia reaalilukuja (tietyiltd
avoimilta vileiltd), kyseessé on jatkuva muuttuja. Muuttujat jakautuvat siis
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kombinatoristen mallien nakokulmasta jatkuviin ja diskreetteihin, joista
jalkimmaiset kuvataan kokonaisluvuilla. (Katso kirjan lukua 7.1.1, jossa se-
lostetaan jatkuvien ja diskreettien suureiden eroa.)

Kombinatoristen mallien kédyttoon liittyy hyvin usein optimointindkokul-
ma. Ongelma kuuluu silloin kokonaislukuoptimoinnin tai kombinatorisen
optimoinnin piiriin. Usein optimoitavissa malleissa on mukana molempia
muuttujalajeja, jolloin tehtavit ovat sekalukuoptimoinnin ongelmia. Nama
jakautuvat lineaarisuus/epélineaarisuus-akselilla lineaariseen sekalukuop-
timointiin (Mixed Integer Linear Programming, MILP) ja epdlineaariseen
sekalukuoptimointiin (MINLP). Pelkastdan kokonaislukuja sisaltava li-
neaarinen optimointi esiintyy myos nimelld Integer Programming (IP), ja
jos ndmi kokonaisluvut ovat erityisesti kaikki binddrilukuja, kyseessa on
binddrioptimointi eli Binary Integer Programming (BIP). Tarkassa puhe-
tavassa voidaan erottaa toisistaan probleema ja sen konkreettisilla numero-
arvoilla esitetty tapaus (instanssi).

Yleisin optimointiongelma tdssa esityksessd on siis MINLP, jonka muoto
on seuraava:

min f(x,y),
hl(w’y):07 Z'Zl,...7’f',

gi(z,y) <0, j=1,...s,
rxeZ", yeR

Funktio f on tdssd (skalaariarvoinen) kohdefunktio, funktiot h; ja g;
ovat rajoitefunktioita ja muuttujavektori Z kuuluu muuttuja-avaruuteen
Z" x R" (my®s tilanteesta riippuen pddtdsavaruus tai suunnitteluavaruus).
Joukko

S:{Eﬂ €Z" xR | hi(z,y) =0, i =1,...,7; gj(z,y) <0, j:17_“75}

on kdypd joukko, jonka pisteet ovat kdyvdit ratkaisut. Tehtdvan optimirat-
kaisu on sellainen kdypa ratkaisu, joka antaa kohdefunktiolle pienimmén
arvon. Minimoinnin sijasta voidaan kohdefunktiota f maksimoida, tai
kiyttaa yhteytti

max f(z) = —min(—f(z)).
Lineaarisen sekalukuprobleemaan MILP standardi epdyhtilomuoto on
maxc’x +dly
kéyvissa joukossa

P={la" y"]" € Z} xR} | Az + By < 0}. (4.1)
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4.2 Loogisten ehtojen esittidminen

Kéytannosséd suurin osa malleissa esiintyvistd kokonaismuuttujista on bi-
nddrimuuttujia ja perdisin loogisten ehtojen mallintamisesta. Seuraavassa
esitelladn muutamia yleisid tilanteita. Koska laskennallisista syistd pyritadn
lineaarisen optimoinnin muotoon, ei kdytd tuloja, vaan ainoastaan lineaa-
risia yhtdloitd ja epdyhtdlditd. Naitd saa olla my0s useita yhtd mallinnetta-
vaa asiaa kohden, jolloin normaaliin tapaan yhtélo- tai epayhtidloryhma
ymmirretddn kyseisten ehtojen konjunktioksi. (Tamé eroaa tavanomai-
semmasta Boolen algebran kaytosta juuri kertolaskun viélttdmisend. Me-
nettely perustuu propositiologiikan konjunktiiviseen normaalimuotoon.)

o Yhden vaihtoehdon valinta joukosta S = {si,..., s, }: Muuttuja
x; =1, jos s; valitaan, ;= 0 muuten, 7 =1,...,n. Silloin on
oltava voimassa yhtélo

r1+...+z, =1

o Vastaavasti korvaamalla ylld oleva yhtélo epayhtilolla < tai
> saadaan valittua joukosta S korkeintaan yksi tai vihintdin
yksi alkio.

o Jos ehdon A, toteutumista kuvaa muuttuja x;, joka saa arvon
1, jos A, on tosi, ja arvon 0 muuten, niin implikaatio jos A,
niin A,” voidaan esittdd epayhtalolld

x) < 9.

+ Jos rajoitusepayhtiloistd g(x) <0, h(x) < 0 halutaan toteu-
tuvan ainakin toinen (siis kyseessd on looginen tai ehtojen
valilla, disjunktiivinen ehto), niin otetaan kiytto6n ohjaava
binddrimuuttuja y ja riittdvan suuri positiiviluku M ja asete-
taan ehdot

g(x) < M(1-y),
h(x) < My.

ESIMERKKI 4.1

Kuvassa 4.1 olevan kuvion mukainen kiypa joukko disjunktiivisesta line-
aarisesta optimoinnista voitaisiin esittad seuraavilla ehdoilla:
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X2
3
2 |
1
| X,
0 1 2 3
Kuva 4.1. Kdypd alue disjunktiivisella ehdolla.
T+ 29 <3,
T Z 07
) Z O, [55]

r1>1 tai 9 > 1,

jotka sitten ovat muunnettavissa normaaliin matematiikan esitystapaan
epéyhtiloryhmaksi (jossa sopimuskédytdnnén mukaisesti rivien valilld
on looginen konnektiivi ja):

1+ 22 < 3,

71 >0,
Tg > 0,
1—a < M(1—y),
1—1z9 < My,

y € {0,1}.

4.2.1 Kiintedn kustannuksen esittdminen

Olkoon z > 0 jotakin aktiviteettia kuvaava reaalimuuttuja ja olkoon kus-
tannusfunktio

flx)=K+cx, kunz>0ja f(0)=0.
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Silloin kustannukset alkavat kiintedstd kustannuksesta K heti, kun aktivi-
teettia x esiintyy, eli kun > 0 ja kasvavat sitten lineaarisesti muuttujan z
mukana. Otetaan kdytto6n binddrimuuttuja y ja “suuri positiivinen luku”
M ja asetetaan

flz) =Ky + cx

sekd muuttujia x ja y sitovaksi ehdoksi

0<x< My.

Silloin z voi olla > 0 vain, kun y = 1, jolloin kiintedn kustannuksen osuus
tulee kustannusfunktioon. Jos y = 0, niin valttdmattd z = 0 ja kustannus
=0. (Tapaus y = 1 ja =0 ei péadse fn minimoinnin takia loppuratkai-
suksi.)

Tyypillinen tilanne syntyy kuljetusongelmissa. Kuljetuskustannukset
ilmaistaan yleensd kustannuksena tuoteyksikkod kohden ja lisdksi auton
kayttamisestd aiheutuvasta kiintedstd kustannuksesta.

4.3 Standardimalleja

Kokonaislukumalleissa on suuri joukko omilla nimilldén yleisesti tunnet-
tuja standardimalleja. Niihin perehtyminen on hyddyllistd, koska ne ovat
yleensé analogian kautta kéyttokelpoisia monilla aloilla, eivét pelkédstdan
niilla, joilla ne on keksitty tai minkd mukaan ne on nimetty. Esimerkiksi
seuraava reppuongelma voi olla kiyttokelpoinen malli konttien pakkaami-
seen, kauppamatkustajan ongelma tuotannon automaatioon.

4.3.1 Reppuongelma eli Knapsack Problem

Reppuun on lastattava n:std esineestd mahdollisimman arvokas lasti siten,
ettd annettu painoraja W ei ylity. Kukin esine ¢ painaa maéran w; verran ja
onarvoltaan ¢, 1 — 1, ..., n.

Valitaan muuttujiksi binddrimuuttujat z;, jotka saavat arvon 1, jos esine
numero ¢ otetaan mukaan, ja muuten arvon 0. Silloin painorajoitus saa
muodon

wry + ...+ wpx, < W

Maksimoitava kohdefunktio on

C1T1 + ...+ ChZp.
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Ongelma on siis
maxz = c1xy + ...+ Ty

ehdoilla

wixy + ... Fwpz, < W
xeB", B=/{01}

Tehtévistd voidaan myos esittdd versio, jossa esineitd on n:dd tyyppid ja
samantyyppisid esineitd voidaan ottaa useita. T4ll6in muuttujat z; ovat ei-
negatiivisia kokonaislukuja, eivit valttamatta bindérilukuja.

maxz = ¢j&y + ...+ Cpn,
wiry + .+ W, KW,
xelZ".

(Koska Knapsack-probleemoissa on vain yksi rajoitusehto, ne ovat petol-
lisen yksinkertaisen ndkéisid. Ne on silti erittdin vaikea ratkaista. Vaihto-
ehtojen lukumaiéra eli kdypien ratkaisujen luku voi olla bindarimuuttujien
tapauksessa rajoittavien ehtojen viahyyden takia pahimmillaan suuruus-
luokkaa 2"".)

4.3.2 Kauppamatkustajan ongelma eli TSP

Kauppamatkustajan on kierrettdva n kaupunkia siten, ettd hédn lahtee kau-
pungista 1 ja palaa sinne seké kdy jokaisessa muussa kaupungissa tdsmal-
leen kerran. Matka kaupungista ¢ kaupunkiin j on c¢;;, joka ei valttimattd
ole sama molempiin suuntiin. Tehtdvani on etsié lyhin kiertomatka. Kysei-
nen ongelma tunnetaan englanniksi nimelld Traveling Salesman Problem,
TSP. Kyse on siis siitd, missé jarjestyksessd kaupungit on kierrettdva, jotta
yhteenlaskettu matka olisi pienin mahdollinen. Eri mahdollisuuksia on
paljon: (n—1)!

Kovinkaan moni “kaupparatsu” ei ehké kdytd mallia kuukauden tyo-
suunnitelmaa tehdessiaan, mutta silti TSP on analogian kautta yksi kéyte-
tyimmistd kokonaislukumalleista. Se soveltuu tilanteisiin, joissa on tehtava
jono operaatioita, joiden jdrjestys voi olla muuten vapaa, mutta eroa on
eri jarjestysten kustannuksilla (kokoonpano-ongelmat teollisuudessa, pii-
rilevyn ladonta, automaattisten varastojen kerdilyrobottien reititys jne.).
Kuvassa 4.2 on esimerkki kolmensadan kaupungin TSP-ongelmasta.

TSP voidaan muotoilla lukuisilla eri tavoilla. Seuraavassa otetaan kayt-
t6on malli, jossa binddrimuuttuja x; = 1, jos kaupungista ¢ mennéin seu-
raavaksi kaupunkiin j, ja muuten z; = 0. Silloin rajoitusehtoina ovat yh-
talot

(57]
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Kuva 4.2. 300 kaupungin TSP ensin satunnaisratkaisuna (ylempi kuva)
ja sitten heuristisen algoritmin (Lin-Kernighan-algoritmi eli 2-opt) anta-
mana (lihes) optimiratkaisuna (alempi kuva).
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$i1+~'-+xin:17 2'217...,’)7,,
$1j+...+z"]—=1, j=1,...,n

Néistd ensimmadinen yhtdlonippu takaa sen, ettd kaupungista ¢ ldhdetdin
tasmalleen yhteen kaupunkiin, ja jalkimmaéinen sen, ettd kaupunkiin j saa-
vutaan tdsmélleen yhdestd kaupungista.

Lisaksi tarvitaan vaikeammin muotoiltavissa oleva ehto, joka kieltdd
erillisten alireittien syntymisen. Erés tédllainen konstruktio koostuu epéyh-
taloistd, joissa jokaiselle kaupunkijoukon {1, 2, ..., n} aidolle epatyhjalle
osajoukolle S vaaditaan muuttujien z; summaksi > 1, kun ¢ € S'ja j & S.
T4lloin siis reitti pakotetaan ulos osajoukosta S.

Minimoitavana kustannusfunktiona on

S e
i
Esimerkiksi jos piirilevyyn on porattava reikid annettuihin paikkoihin ja
reidn poraamiseen menee vakioaika, aikaero eri poraustapojen vilille syn-
tyy poran terdn siirtelystd. Ongelma on silloin TSP.

4.3.3 Toimipisteen sijaintiongelma

On valittava sijainnit perustettaville keskusvarastoille. Mahdollisia sijainti-
paikkoja ovat ennalta selvitetyt paikkakunnat ¢ =1,2,...,n. Palveltavia
liikkeitd ovat j = 1,2,...,m. Jos varasto perustetaan paikkakunnalle 4, siitd
aiheutuvat kiintedt kustannukset f;. Kuljetuskustannukset varastosta 7 liik-
keeseen j ovat c;; jos liikkeen j koko tarve toimitettaisiin varastosta s.

Ongelmana on selvittdd, montako varastoa perustetaan ja mille valituista
mahdollisista paikkakunnista ne sijoitetaan. Muuttuja y; = 1, jos paikka-
kunnalle perustetaan varasto, ja muuten y; = 0. Reaalimuuttuja z; kertoo
sen osuuden, minkd paikkakunnalla ¢ oleva varasto hoitaa liikkeen j tar-
peesta, 0 < z;; <1.

Minimoitavana kustannusfunktiona on silloin

n m n
z= Z Z Cij%i5 + Z fii
i=1

i=1 j=1

ja rajoitusehtoina ovat vaatimukset, ettd kunkin liikkeen tarve hoidetaan

n
oay=1, j=1,...,m
i1
ja ettd olemattomasta varastosta ei voi toimittaa

m
ZIZJSMyZ, z:l,n
j=1

[59]



[60]

4 KOKONAISLUKUMALLIT

Tassda M > 0 on ’riittdvan suuri” luku (esimerkiksi M = m kay). Problee-
ma on siis lineaarinen sekalukutehtéva eli MILP.

4.3.4 Kuljetusongelma eli Transportation Problem

Yksi varhainen sovellus lineaarisessa optimoinnissa oli kuljetusten opti-
mointi. Perusmallissa on yksi tuote, jota valmistetaan monessa eri paikassa
ja jota on kuljetettava eri asiakkaille.

o Yritys valmistaa samaa tuotetta m:ssd tehtaassa O, ..., 0,,
joista tuotteet on toimitettava n:lle asiakkaalle D, ..., D,.

o Valmistusmaarit ovat s, ¢ = 1,...,m, kussakin tehtaassa i, ja
asiakkaiden tilaukset ovat d;, j = 1,...,n, kullakin asiakkaalla

B

o Kuljetuskustannukset tehtaalta ¢ asiakkaalle j ovat c;; kulje-
tettavaa yksikkod kohti.

o Muuttujina ovat kuljetusmaérat z;; tehtaalta ¢ asiakkaalle j.

Kuljetuskustannukset minimoiva kuljetussuunnitelma saadaan lineaarisen
optimoinnin mallista

m n

minz:g g CijTij,

i=1 j=1

Yowy=d; (j=1,...,n),
i=1

n
inj:‘gi (i:17"'7m)1
j=1

z; >0 (i=1,...,m, j=1,...,n).

Kuljetusongelma voidaan esittad verkkona, kuten kuvassa 4.3 (kaikkia nuo-
lia ei ole tassda merkitty nikyviin). Kuljetusmallin tulee ratkaisua varten
olla tasapainossa eli kokonaistarjonnan s; + ... + s, on oltava sama kuin
kokonaiskysynnin d; + ... + d,.

Jokainen kuljetusongelma voidaan tarvittaessa tasapainottaa ottamalla
kayttoon keinotekoiset valetehtaat “dummies” (jos tuotanto pienempi kuin
kysyntd) tai asiakkaat (jos kysyntd on pienempi kuin tuotanto).



4.4 Taysin unimodulaariset matriisit

Kuva 4.3. Kuljetusongelma.

4.4 Tiysin unimodulaariset matriisit

Kokonaislukumallien kisittelyssd suurimpia ongelmia ovat muuttujien
arvojen pysyminen kokonaislukuina yhtélo- tai epayhtdloryhmia ratkais-
taessa. Pyoristiminen saadusta reaalisesta ei-kokonaisluvusta ei yleensé
anna jarkevad tulosta. Koska lineaarisilla yhtalo- ja epayhtdloryhmilld on
korostetun suuri merkitys kombinatorisissa malleissa (juuri logiikan ehto-
jen lineaarisuudesta johtuen), on seuraava kokonaisluvut séilyttavda matrii-
sityyppi ihanteellinen:

Matriisi A on tdysin unimodulaarinen, jos sen jokainen ali-
determinantti on 0, 1 tai —1.

Heti nahdaan, ettd matriisin A alkioina voi olla vain lukuja 0, 1 ja —1 (1-ri-
visind determinantteina). Ehto on siis varsin rajoittava, mutta kuitenkin
moni erityisesti bindarioptimointiin liittyvd matriisi on sitd muotoa.

Tdysi unimodulaarisuus siilyy transponoinnissa, rivin tai sarakkeen
poistossa, rivien tai sarakkeiden paikkojen vaihdossa ja rivien tai sarak-
keiden monistamisessa. Samoin jos A on tdysin unimodulaarinen, niin
myos [A  I]jarref(A) ovat sitd. (Merkinta rref( A) tarkoittaa matriisin
pelkistettyd riviporrasmuotoa, reduced row echelon form.)

Talloin voidaan todistaa [2]:
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LAUSE 4.1

Rajoitetun monitahokkaan P = {x e R" | Ax < b} kirkipisteet ovat koko-
naislukupisteitd kaikilla kokonaislukuvektoreilla b tasmdlleen silloin, kun A
on tdysin unimodulaarinen matriisi.

Todistus perustuu oleellisesti Cramerin sdant66n. Voidaan osoittaa, ettd
kuljetusongelman kerroinmatriisi on tdysin unimodulaarinen.

4.5 Verkkomallit

Téysin unimodulaariset matriisit voidaan rakentaa oleellisesti verkko-
malleihin liittyvistd matriiseista [6]. Verkkomalleilla on muutenkin laaja
kaytto. Seuraavassa esitellddn verkkoteorian peruskisitteitd optimointiso-
vellusten nidkokulmasta.

Graafi (graph) rakentuu solmuista (node, vertex) ja niita yhdistavista kaa-
rista (arc, edge). Graafi on siis jarjestetty pari (V, E), missd V on solmujen
joukko ja E on jédrjestiméttominéd solmupareina esitetty kaarien joukko.
Tassd Vja E oletetaan ddrellisiksi.

ESIMERKKI 4.2

Kuvan 4.4 mukainen graafi on (V,E), missé V={1,2,3,4,5} ja
E=1{(1,3),(1,2),(2,3),(2,4,),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5) }. Merkinta
(1,7) tarkoittaa, ettd solmuja ¢ ja j yhdistda kaari.

()
\XT
9‘@
Kuva 4.4. Viiden solmun graafi.

Polku solmusta ¢ solmuun j on jono kaaria siten, ettd ensimmaiinen alkaa
solmusta ¢ ja viimeinen pédttyy solmuun j:

(iv i1)7 (ih i2)7 (i27 13)7 ] (infh in)7 (ij)



4.5 Verkkomallit

Polku on piiri, jos i = j. Edellisessé esimerkissé (2,3),(3,4),(4,2) muodos-
tavat polun, joka on piiri.

Graafi on yhtendinen, jos sen jokaisesta solmusta paastadn polkua pitkin
sen jokaiseen toiseen solmuun. Yhtendinen graafi on puu, jos siind ei ole
piireja.

Graafin (V,E) aligraafi on graafi, joka sisiltdd osan V:n solmuista ja
osan F:n kaarista. Graafin virittdvd puu on sellainen aligraafi, joka siséltaa
graafin kaikki solmut ja on puu. Virittdva puu yhdistda siis kaikki graafin
solmut, mutta ei yleensa sisilld alkuperiisen graafin kaikkia kaaria. Kuvas-
sa 4.5 on edellisen esimerkin (erds) virittava puu.

Kuva 4.5. Esimerkin 4.2 virittdvi puu.

Painotetun graafin jokaiseen kaareen liitetadn positiivinen reaaliluku, joka
on kaaren péitepisteiden etdisyys (kaaren pituus tai tasapaino). Téllaisen
graafin minimaalinen virittdvd puu on sellainen virittava puu, jolla kaarien
pituuksien summa on mahdollisimman pieni.

ESIMERKKI 4.3

Seuraavalla sivulla olevan painotetun graafin solmusta 1 lihtemalld on
muodostettu minimaalinen virittavd puu. Periaate on, ettd aina haetaan
lyhin kaari jo muodostetun puun ja vield ulkopuolella olevien solmu-
jen vilille. (Tamé on yksi niistd harvoista optimointitehtévista, joissa
kaikissa vaiheissa parasta tulosta tavoitteleva ahne algoritmi antaa aina
optimin.)

Suunnattu graafi eli digraafi on graafl, jossa jokaiseen kaareen liittyy aina
suunta. Sallimme myds, ettd samojen solmujen vélilld on useita kaaria.
Digraafin rakenne voidaan nytkin méarittad parilla (V,E), missdé V on
solmujoukko, mutta £ on nyt jarjestettyjen solmuparien monijoukko (mul-
tiset). Se eroaa tavallisesta joukosta siten, ettd alkio voi esiintyi siind monta
kertaa.

(63]
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[64]

Kuva 4.6. Graafien kaarien yhteyteen on merkitty etdisyydet.

ESIMERKKI 4.4

Viiden solmun digraafi, jossa V' ={1,2,3,4,5} ja E={(1,3), (1,4),
(1,4), (3,2), (2,5), (5,2), (5,5), (5,1)}. Tassi (i,7) tarkoittaa suunnat-
tua kaarta solmusta ¢ solmuun j. Kaari (1,4) esiintyy kahteen kertaan,
kaaren (1,4) esiintymiskertoja on 2. Kaarella (7,7) on suunta solmusta 4
solmuun j eli (2,5) ja (5,2) ovat vastakkaissuuntaisia kaaria.



4.5 Verkkomallit

Digraafin rakenne voidaan marittid my6s vierusmatriisilla (adjacency
matrix), kun A = (a,), missd a,; = solmusta 7 solmuun j menevien kaa-
rien lukumaéra. Siis a,; = 0, jos kaarta ei ole, a; = 1, jos kaaria on yksi, ja
a; = k, jos rinnakkaisia kaaria solmusta ¢ solmuun j on k. Mika on esi-
merkin 4.4 vierusmatriisi?

Verkko on digraafi, johon liitetddn virtaus (flow), joka kulkee solmusta
toiseen kaaria pitkin kaaren suuntaan. Virtaus on siis funktio f: £ — R,
f(e) > 0 kaikilla e € E. Virtausta voi syntya solmussa, jolloin solmu on
lihdesolmu, tai sitd voi upota solmuun, jolloin solmu on kohdesolmu . Lah-
desolmun j tarjonta (supply) on annetulla valilla [s;, s;| joka voi olla yksi
pistekin (s; = s;) tai mitd hyvénsi ei-negatiivista: [0,%). Samoin kohde-
solmun j kysyntd (demand) on annetulla valilla [d;, d,»], joka sekin voi olla
madratty taismalliseksi arvoksi (d; = dj) tai olla méarittelematon: [0,0).

Jos solmu ei ole kumpaakaan edelld mainittua tyyppid, sitd voidaan sa-
noa kauttakulkusolmuksi. (Solmu ei voi olla samanaikaisesti lihde- ja koh-
desolmu, mutta se voi olla samalla ldhde- ja kauttakulkusolmu tai kohde- ja
kauttakulkusolmu.)

Virtausta ei synny eikd hévid verkossa muuten kuin ldhde- ja kohdesol-
muissa. Virtauksen sdilymislaki vaatii kussakin solmussa, ettd tuleva vir-
taus = ldhtevi virtaus (jolloin tulevaan virtaukseen luetaan mahdollinen
lihdesolmun tuotto ja ldhtevddn virtaukseen mahdollinen kohdesolmun
kulutus). Kaaren (7,7) kannalta virtauksella voi olla ala- ja yldraja, joka
ilmaistaan valina [/, u;]. Tima vali voi olla myds yksi piste, jolloin se pa-
kottaa virtauksen kaarella luvuksi /;; = u; tai virtaus voi olla vapaa: [0,).

Virtaus, joka toteuttaa virtauksen séilymislain ja kaarien rajoitukset, on
kdypd virtaus. Sen arvot z; kullakin kaarella (¢,j) kertovat virtausongel-
man kayvan ratkaisun. Kun kaariin (7,7) liitetddn vield virtauskustannus
ci» saadaan verkon minimikustannusvirtausmalli (Minimal Cost Network
Flow Model), jossa haetaan virtausta, joka minimoi kokonaiskustannukset.
Hyvin moni optimoinnin ja operaatiotutkimuksen ongelma voidaan pukea
verkon minimikustannusvirtausmalliksi.

Verkon rakenne ja siihen liittyvd virtaus voidaan kuvata algebrallises-
ti lineaarisina yhtéloind ja epayhtaldind, jolloin virtauksiin liittyvat opti-
mointitehtdvit muotoutuvat matemaattisen optimoinnin malleiksi line-
aarisin rajoitusehdoin. Erityisesti minimikustannusvirtausmalli on silloin
lineaarisen optimoinnin tehtévi ja kokonaislukuoptimointiin kuuluva, jos
virtauksen ainoa sallittu muoto on kokonaisluku.

Verkon (V, E) algebrallisen mallin muuttujat ovat kaarien virtaukset x;,
(4,7) € E seka lahdesolmujen i tarjontamuuttujat s, ja kohdesolmujen j ky-
syntdmuuttujat d;. Jokaista verkon solmua ¢ € V kohti saadaan virtauksen
sdilymislain johdosta sdilymisyhtilo, jossa

tuleva virtaus + solmussa syntyva virtaus =
lahteva virtaus + solmussa kulutettava virtaus.

[65]
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Koska mikddn solmu ei voi olla samalla ldhde- ja kohdesolmu, on sédilymis-
yhtildssd solmusta ldhtevien ja sinne tulevien kaarien virtausmuuttujat ja
mahdollisesti joko tarjontamuuttuja tai kysyntimuuttuja (mutta ei mo-
lempia).

Sailymisyhtéléiden tyypit ovat siten seuraavat:

o ldhdesolmun ¢ yhtdlo

Z Tji — Z .’E1J+Sl:0

(Ga)eE (ig)EE

o kohdesolmun j yhtilo

Z .’L‘ij* Z sz-fdjz()

(ig)ek (G)eE

o kauttakulkusolmun k yhtdlo

Z Tik — Z sz—O

(i,k)EE (k,j)EE

Virtausmuuttujille z;; on lisdksi mahdolliset ala- ja ylirajat:
+ kaaren (i,j) virtauksen rajat [; < z; < uy;

Liséksi ldhdesolmun ¢ tarjonnalle on tarjontarajat ja kohdesolmulle j ky-
syntdrajat:

o ldhdesolmun ¢ tarjonnan rajat s; < s, < sp;
o kohdesolmun j kysynnin rajat d; < d; < dp.

Koska virtaus oletetaan aina ei-negatiiviseksi (virtauksen suuntaan), niin
edelld olevat rajat ovat virheettomasséd datassa ei-negatiivisia. Jos rajoja ei
ole erikseen annettu, niiden oletusarvona on alaraja 0 ja yldraja c. Edelld
mainitut sidilymisyhtélot ja rajat toteuttavat virtaukset x;;, s;ja d; muodos-
tavat verkon virtausongelman kdyvin ratkaisun.

Optimivirtausmalliin liittyy vield lineaarinen kohdefunktio. Kuhunkin
kaareen (4,7) liittyy luku ¢, joka on luonteeltaan kustannus (minimointi-
tehtévit) tai hyoty (maksimointitehtivit). Kohdefunktio on

f&) =Y ey
(i,4)EE

Minimikustannusvirtausmallissa kohdefunktio ilmoittaa virtauskustannus-
ten summan, jota minimoidaan. Muuttujavektori x sisaltad kaikki virtaukset
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x;; yhdessd pystyvektorissa siten, ettd toinen indeksi kulkee nopeammin
kuin ensimmiinen (kyseessd on leksikograafinen eli sanakirjajarjestys:
T1gy T1gy-evs Loty Lagyeen)-

Kuvassa 4.7 esitetylld verkolla on kaksi ldhdesolmua, tarjonnat vélilld
(0,250) ja (0,300). Kaarien kustannukset on merkitty nelididen sisddn ja
kaarien kapasiteetit suluilla, esimerkiksi (0,50). Oletusarvo kaarien kapa-
siteeteille on (0,%). Kauttakulkusolmuja on kaksi, samoin kohdesolmuja.
Ylemmin kohdesolmun kysyntd on tasan 200, alemman valilla (0,250).
(Merkintitavasta huolimatta vilit ovat tdssd suljettuja valeja.)

(200,200)

Kuva 4.7 Verkko kahdella lihdesolmulla. [67]

Kun muuttujat ryhmitellddn sailymisyhtaloissé siten, ettd samaan kaareen
liittyvat muuttujat ovat samalla kohdalla, tulevat yhtaloryhmén kerroin-
matriisissa sarakkeet (pystyrivit) kertomaan, mihin solmuun kaari on tu-
lossa (41) ja mistd solmusta 1dhdossd (—1). Koska jokaisella kaarella on tds-
malleen yksi alku- ja loppusolmu, on siis jokaisella sarakkeella tdismalleen
yksi 1 ja —1. Vaakarivit taas vastaavat solmuja, ja niilld voi olla pelkdstdan
lukuja 1 tai pelkédstadn lukuja —1 tai yleisimmin molempia vaihtelevin luku-
madrin siité riippuen, kuinka moni kaari solmuun tulee ja siitd ldhtee.

Kyseisen yhtaloryhman kerroinmatriisi on verkon solmu-kaari-matriisi
eli (taysi) insidenssimatriisi. Minimikustannusvirtausmalli on siis matriisi-
muodossa

min f(x) = c’x
Ax+s—-d=0
I<x<u
s1 <s<sy
d; <d <d,.

Tassd A on verkon insidenssimatriisi (kokoa m x n, kun verkossa on m
solmua ja n kaarta), s on tarjontavektori, m x 1-vektori, jossa on solmujen
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tuotannot, d on kysyntédvektori, m x 1-vektori, jossa on solmujen kysynnit,
x on virtausvektori, n x 1-vektori, jossa on kaarien virtaukset ja ¢ on kus-
tannusvektori, n x 1-vektori, jossa on kaarien kustannukset. Kyseessd on
siis lineaarisen optimoinnin ongelma, muuttujina vektorit x, s ja d (joiden
komponenteista osa voi olla vakioitakin).

Huomattakoon, ettd tdssd mallissa s ja d eivit ole suoraan kaariin liit-
tyvid virtauksia eikd niihin siitd syystd liity kustannuskertoimia. Jos niihin
halutaan liittda kustannuksia, lisdtdan malliin niitd varten tarpeelliset sol-
mut ja kaaret.

Edelld madritelty insidenssimatriisi A on rakenteeltaan totaalisesti uni-
modulaarinen, joten jos kysynta ja tarjonta ovat kokonaislukuja, niin opti-
mivirtaus on automaattisesti kokonaislukuarvoista. Minimikustannusvir-
tausmalli sopii hyvin moneen tilanteeseen, varsinkin jos “virtaava” suure
valitaan sopivasti.

ESIMERKKI 4.5

[Kohdistusongelma eli Assignment Problem.] On sijoitettava n tyonteki-
jad m:ddn ty6hon (n > m) siten, ettd toihin kéytetty kokonaiskustannus
on mahdollisimman pieni. Kun tyontekija ¢ tekee tyon j, siitd aiheutuu
kustannus c;;. Kutakin ty6ta voi tehdd vain yksi tyontekijd, ja hdn tekee
saamansa tyon loppuun. Kenellekdén ei anneta useampaa kuin yksi tyo
ja kaikille toille on l6ydettava tekija. Verkkomallissa voidaan nyt valita
virtaavaksi suureeksi tyontekijat, jotka menevat (“virtaavat”) siithen tyo-
hén, johon heidit valitaan.

ESIMERKKI 4.6

Tieverkosta on haettava lyhin reitti kahden paikan vilille. Miten mallin-
taisit ongelmaa minimikustannusvirtauksella?

4.6 Yleistetyt verkot

Edelld tarkastetut verkkomallit ovat olleet ns. puhtaita verkkomalleja, koska
niissd virtaus ei ole kaaria pitkin kulkiessaan voinut kadota eiké lisdantya.
Virtausta on syntynyt vain lahdesolmuissa ja poistunut vain kohdesolmu-
jen kautta. Usein on kuitenkin tarpeen mallintaa virtausta, joka lisdantyy
(esimerkiksi rahavirta kasvaa korkoa) tai vihenee (kaari vuotaa) kaarel-
la. Téllaisia verkkoja sanotaan yleistetyiksi verkoiksi (generalized networks,
network flows with gains and losses) .

Puhtailla verkkomalleilla oli se ratkaisemisen kannalta huomattava etu,
ettd jos kaikki parametrit olivat verkossa kokonaislukuja, myds optimaali-
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seksi virtaukseksi 10ytyi automaattisesti aina kokonaislukuarvoinen virtaus.
Yleistettyjen virtausten tapauksessa tdma etu menetetddn, mistd on haittaa
silloin, kun virtauksen tulisi olla vain kokonaislukuarvoista (esimerkiksi
bindiristd). Toisaalta yleistettyjen verkkojen kdyton etuina ovat laajem-
mat mallintamisen mahdollisuudet. Esimerkiksi virtaus voi muodollisesti
muuttua paitsi médraltadn myos laadultaan toiseksi, raaka-aineiden virtaus
puolivalmisteiksi ja ne edelleen lopputuotteiksi jne.

Yleistetyn verkon kaaren, ns. yleistetyn kaaren, virtausta voidaan muut-
taa muunnoskertoimella. Virtaus on solmusta ¢ lihtiessddn madraltdan z;
ja muunnoskertoimella & kertomisen jélkeen se on solmuun j saapuessaan
madraltaddn k;z; Muunnoskerroin voi olla laadullinen, jolloin myds vir-
tauksen laatu muuttuu. Muunnoskerrointa voidaan graafisessa esityksessé
kuvata kaaren vieressd pienelld kolmiolla, kuten kuvassa 4.8. Kaareen liitty-
vt virtauksen ala- ja ylarajat sekd kustannus liittyvit sopimuksen mukaan
aina ldhtevddn virtaukseen eli kaaren alkupddhdn.

Jos esimerkiksi solmuun v saapuu kolmelta eri taholta raaka-ainevir-
taukset z; ja tuotteen valmistamiseen menee materiaalia ¢ maarat m, kg
tuoteyksikkod kohti (i = 1,2,3), tuotetta valmistuu kyx; + kyzy + kszs yk-
sikkod (k;=1/m,), joka virtaa solmusta v eteenpdin esimerkiksi varas-
toitavaksi. Jos kaaren muunnoskerroin ei muuta laatua mutta on aidosti
suurempi kuin yksi, kyseessd on virtauksen vahvistus (gain), ja jos se on
aidosti pienempi kuin yksi, kaarella on virtauksen hdvio (loss).

Yleistetyn verkon algebrallinen esitys on muuten samanlainen kuin ta-
vallisen verkon, mutta sdilymisyhtdl6issd solmuun saapuvan virtauksen
kerroin = kaaren muunnoskerroin. Siten siis solmussa j lahtevin virtauk-
sen z;, kerroin = —1 jokaisella solmulla m, johon solmusta j on virtaus, ja

<
O=u®
(& (&

Kuva 4.8. Yleistetty verkko solmun 5 osalta.
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saapuvan virtauksen z;; kerroin = k; jokaisella solmulla 7, josta solmuun
j tulee virtaus. Esimerkiksi kuvan 4.9 osaverkon algebrallinen esitys on
solmun 5 osalta

3x15 + Tos + 2235 — T — 54 = 0.

Algebrallinen esitys ei aseta mitddn esteita sille, ettd muunnoskerroin olisi
negatiivinen. Jos solmuun j solmusta ¢ tulevan virtauksen muunnoskerroin
k < 0, niin solmuun j ei itse asiassa tulekaan virtausta tdtd kaarta pitkin
vaan siitd ldhtee. Silloin kaaren (7,7) molemmissa pdissd olevista solmuista
ldhtee virtausta kaarelle, jossa kyseinen virtaus sitten lopulta katoaa. Tdma
on sallittua yleistetyssé verkossa.

ESIMERKKI 4.7

Kuvan 4.9 mukaisessa yhdistetyssa verkossa solmuun A tulee 100 yk-
sikkod virtausta ja solmuun B vastaavasti 300. Jos solmusta B jatkaa
solmuun X 210, niin solmusta A on ldhdettdvd 30 solmuun B, jolloin
solmusta A lidhtee solmuun X 70. Suhdeluku 300/100 = 210/70 sailyy
samana.

Kuva 4.9. Kaaren muunnoskerroin voi olla myds negatiivinen.
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4.7 Laskennallisesta vaativuudesta

Seuraavassa esitetddn lyhyt katsaus laskennalliseen kompleksisuuteen ko-
konaislukuoptimoinnin nakokulmasta. Syvallisempi teoreettinen kisittely
edellyttaisi Turingin koneen kasitteen hallintaa. Se ei kuitenkaan ole valtta-
matonté laskennallisen vaativuuden seurausten ymmartamisen kannalta.

Oletamme, ettd mallin ratkaiseminen on nyt optimiratkaisun tai ainakin
kéyvin ratkaisun hakemista. Erotamme optimointiprobleeman ja sen ins-
tanssin toisistaan. Edellinen on esimerkiksi lineaarisen optimoinnin prob-
leema min z = ¢'x, Ax— b, josta konkreettisilla lukuarvoilla saadaan eri
tapauksia eli instansseja.

Tiettyyn probleemaan voi olla tarjolla erilaisia algoritmeja. Algoritmien
hyvyytti voidaan kuvata ainakin seuraavilla kriteereillé:

1. aikavaativuus pahimmassa tapauksessa
2. aikavaativuus keskiméarin

3. tilavaativuus pahimmassa tapauksessa
4. tilavaativuus keskimaarin.

Muitakin vertailuperiaatteita voi olla, mutta ndmé ovat tarkeimmat. Kri-
teerit riippuvat probleeman instanssin koosta n, joka voi puolestaan riippua
muuttujien ja/tai rajoitusehtojen lukumaéarasti tai myos tehtdvan paramet-
rien esittdmiseen tarvittavien merkkien méarasta.

Tarkastellaan lahemmin tietyn algoritmin aikavaativuutta. Se on ilmei-
sesti funktio instanssin koosta ja sitd kautta tarvittavista laskutoimituksis-
ta. Ndama taas riippuvat lukujen esittdmistavoista, alkeislaskutoimituksista,
algoritmin iterointien sisdltdmistd operaatioista ja iterointien lukumaaras-
td. Fyysinen aika sinalldan riippuu tekniikan tasosta ja laskentaviélineist,
eli se ei ole kovin vertailukelpoinen suure. Aikakompleksisuusfunktio on
siksi probleeman koosta n riippuva operaatioiden lukumairista johdettu
funktio f(n). Naitd vertailtaessa ollaan kiinnostuneita vain asymptoottisesta
kayttaytymisestd, kertalukueroista.

Kertalukuarvioita ilmaistaan padasiassa O-merkinnélld O(g(n)), jossa

tarkoittaa kaikkia niitd funktioita f, joilla

|f(n)] < Cg(n)

(71]
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erddsti n alkaen. Esimerkiksi f(n) = O(n”) kertoo, etti suurilla muuttujan
n arvoilla funktio fkiyttiytyy kuin vakio C'kertaa n”. Vakion C > 0 luku-
arvolla ei ole tdssé oleellista merkitysta.

Osoittautuu, ettd funktion kertaluvussa on merkitsevédd, onko se polyno-
mi- vai eksponenttifunktio. Jos esimerkiksi tehtdavd A:n aikakompleksisuus
onn’ ja tehtdvé B:n vastaavasti 2", niin tuhat kertaa tehokkaampi kone nos-
taa tehtdva A:n tietyssd ajassa ratkaistavien instanssien kokoluokan noin 32
kertaa suuremmaksi (32n), mutta tehtédvd B:n instansseja voidaan samassa
ajassa ratkaista vain noin kymmenelld lisityssi kokoluokassa (n+10).

Probleeman aikakompleksisuudella tarkoitetaan siithen soveltuvan par-
haan algoritmin kompleksisuutta. Esimerkiksi lineaarisella optimoinnilla
simplex-algoritmi (Danzig 1948) on pahimmassa tapauksessa eksponenti-
aalinen mutta ellipsoidialgoritmi (Hatsian 1977) polynomiaikainen.

Probleemoiden vaativuutta luokiteltaessa optimointiprobleemat esitetdan
tunnistustehtdvind, jossa vastaus kiteytyy kylld- tai ei- vastaukseksi. Luokka
P koostuu deterministisesti polynomiaikaisista tehtavista: aikakompleksi-
suus on O(g(n)) jollakin polynomilla g(n). Luokka NP sisaltad epideter-
ministisesti polynomiaikaiset tehtdvit (arvattu ratkaisu voidaan tunnistaa
polynomiajassa). Tassa NP ei siis tarkoita “non-polynomial”. Luokka co-NP
on komplementiddrisesti epddeterministisesti polynomiaikaiset tehtavit. Siind
kasitellddn tunnistustehtévid, joiden komplementti (kylla- ja ei-vastaukset
vaihdetaan) kuuluu luokkaan NP.

Siséltyvyydet P C NP ja P C co-NP ovat voimassa. Yksi matematiikan
suurimmista avoimista kysymyksista on, ovatko ndmd sisaltyvyydet aitoja.
Hypoteesina on, ettd ovat, mutta hypoteesia ei ole onnistuttu todistamaan
tai kumoamaan. Ei my6skdin tiedetd, onko NP = co-NP (luultavasti ei
ole).

Probleema A voidaan muuntaa toiseksi probleemaksi B polynomialises-
ti, jos jokainen probleema A:n instanssi saadaan polynomiajassa muun-
nettua probleema B:n instanssiksi. Silloin, jos probleema B:1ld on olemassa
polynomiaikainen algoritmi, sellainen saadaan probleema A:lle.

Luokka NPC on NP-tdydellisten probleemoiden luokka. Ne ovat tehtavia,
jotka ovat luokassa NP:ssi ja joihin jokainen muukin luokan NP tehtava
voidaan muuntaa polynomiajassa. NP-vaikeita ovat sellaiset probleemat,
joihin jokainen luokan NP tehtdvd voidaan muuntaa polynomiajassa (mut-
ta voivat itse olla vaikeampiakin eli eivat vélttdmattd kuulu luokkaan NP).
Luokka NPC koostuu siis NP-vaikeista luokkaan NP kuuluvista tehtévista.

Jos jollekin NP-taydelliselle tehtaville Ioydettiisiin deterministisesti po-
lynomiaikainen algoritmi, sellainen olisi kaikilla luokkaan NP kuuluvilla
tehtdvilld, joten silloin NP = P. Néiden erittdin vaikeina pysyvien tehtdvien
luokittelu alkoi yli 30 vuotta sitten, ja NP-tdydellisid tehtdvid on nykyisin
luetteloitu yli tuhat.
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Optimoinnissa lineaarinen optimointi (jatkuvin muuttujin) kuuluu
luokkaan P. Sen eniten kéytetty algoritmi simplex-algoritmi on kuitenkin
aikakompleksisuudeltaan eksponentiaalinen (worst case), vaikka sen kes-
kimédrdinen aikavaativuus on erittdin hyvi, lineaarinen. Jos lineaariseen
optimointiin lisdtdan kokonaislukuvaatimuksia, tehtdvd muuttuu NP-tdy-
delliseksi. Jotkut erikoisrakenteiset kokonaislukuoptimointitehtavit voivat
olla polynomialisia (edelld mainituista kuljetusongelma, verkon minimi-
kustannusvirtaus, kohdistusongelma). Kuitenkin lukumaéaréisesti suurin
osa sovelluksissa esiintyvistd kokonaislukuja sisiltavista optimointitehté-
vistd on osoitettu NP-tdydellisiksi. Edelld esiintyneistd sellaisia ovat mm.
kauppamatkustajan ongelma, toimipisteiden sijoitteluongelma ja reppu-
ongelma.

Todettakoon, ettéd soveltajalle riittda (nykyisen tietimyksen valossa on-
gelmaan N-= NP nihden) osoittaa ongelmansa NP-vaikeaksi (NP-hard-
ness Proofs) eikd tarvitse tutkia mahdollisen NP-tdydellisyyden vaatimaa
kuulumista luokkaan NP. Useimmiten arviot saadaan tehtyé vertailemalla
esilld olevaa ongelmaa tunnettuihin standardimalleihin. Jos esimerkiksi ké-
siteltava instanssi on osa minimikustannusvirtausmallia, se on laskennalli-
sesti "helppo” eli luokassa P. Jos taas tutkimuksen alainen ongelmatyyppi
sisaltad erityistapauksinaan kaikki knapsack-ongelmat, se on NP-vaikea.

4.8 Harjoitustehtivid

1. Ehtojen A; (i=0,1,...,n; n > 4) toteutumista kuvataan bi-
nddrimuuttujilla z;, jotka saavat arvon 1, jos A, toteutuu, ja
muuten arvon 0. Esitd seuraava looginen ehto algebrallisessa
muodossa lineaarisilla yhtéloilld tai epayhtéloilld (joita saa
tarvittaessa olla useampiakin):

Jos ehto A, toteutuu, niin korkeintaan kaksi ehdoista A,
Ay, Ajjaainakin yksi ehdoista A4, ..., A, toteutuu.

(Algebrallinen muoto tarkoittaa sitd, ettd mukana muotoilus-
sa ei saa olla logiikan symboleja, esimerkiksi implikaatiota.
Kaikki on ilmaistava muuttujia z; sitovilla lineaarisilla lau-
sekkeilla yhtal6in tai epayhtdl6in, jolloin ne kelpaavat MILP-
tehtavin rajoitusehdoiksi. Esimerkiksi

Jos A, toteutuu, niin ainakin toinen ehdoista A4, ja A,
toteutuu” saa muodon "z, < x; + 2,

(73]
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2. Tee kokonaislukuoptimointimalli Sudoku-pelien ratkaise-
miseksi. Katso pelistd esimerkiksi osoitteesta http://fi.
wikipedia.org/wiki/Sudoku. Tehtdvissd voidaan rajoit-
tua tavalliseen 9 x 9 -kokoon. Ideana on siis kuvata Sudokun
loogiset vaatimukset bindarimuuttujien lineaarisilla lausek-
keilla (ainakin kolmen indeksin muuttujilla timé onnistuu).
Mallin ratkaisemista ei nyt edellytetd, mutta periaatteessa
jokaisen MILP-algoritmin on siihen pystyttava. Mallin tar-
koitus on siis generoida kéypid sudokuristikoita, kun esitédy-
tetyt ruudut on annettu. MILP-ratkaisijat edellyttavat yleensd
jonkin kohdefunktion, joten sellaisen (keinotekoisen) tahan
joutuu keksimaan.

3. Yrityksessd toimiva ostaja kiertad eri paikkakunnilla (n kpl)
ostamassa tuotteita (joita on m eri lajia). Kutakin tuotetta on
saatavana tietyilta paikkakunnilta (ei valttimattd kaikilta).
Hinta vaihtelee paikkakunnittain. Tuotteita on hankittava
tietyt madrat ja kullakin paikkakunnalla on tietty kapasiteetti
toimittaa tuotteita. Miten ostajan on suunniteltava ostoreit-
tinsé, jotta matkakustannusten ja ostohintojen summa olisi

[74] minimissadn?

(a) Muotoile ongelmalle kokonaislukuoptimoinnin malli.

(b) Mité voit sanoa tdman ongelman laskennallisesta vaati-
vuudesta?

4. Automaattivaraston kerdilyrobotti poimii tilaukseen kuuluvia
tuotteita eri puolilla olevista tavarapinoista. Samaa tavaraa
voi olla useita pinoja. Robotti on kiinnitetty varaston kattoon
ja se liikkkuu pinosta toiseen vaakatasossa suoraviivaisesti
“linnuntietd” vakiokorkeudella. Se poimii tuotteen ylhaalta-
péin pinon paltd, ja tilauksen kannalta on samantekevis,
minkd pinon se valitsee kunkin tuotelajin useista pinoista.
Tilaukset on mitoitettu eriin, jotka mahtuvat kerralla robotin
koriin.

Missi jdrjestyksessd yhteen tilaukseen kuuluvat tuotteet
kannattaa kerdté ja mistd kohtaa pinoista valita, jotta robotin
vaakasuorassa pinojen ylapuolella kulkema kokonaismatka
minimoituu? Liikkeitd ei tarvitse huomioida korkeussuun-
nassa (poiminnan alas-/ylos-vaiheessa). Tee ongelmasta li-
neaarisen binddrioptimoinnin malli. Etdisyytena voi kayttaa
euklidista etdisyyttd. Pinojen viemdt, pinta-alaltaan suureh-
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kotkin alueet varaston lattiasta ovat yhtend datana, samoin
kulloiseenkin tilaukseen kuuluvat tuotteet. Muotoile mahdol-
linen muu tarvittava data ja laadi malli.

5. Oletetaan tunnetuksi, ettd assignment-probleema on helppo
(kuuluu luokkaan P) ja TSP sekéd knapsack-ongelma ovat NP-
vaikeita. (Harjoittelun vuoksi oletetaan pelkéstdan néin.)

(a) Perustele timian tiedon nojalla seuraava vaittdma: Yleinen
lineaarinen kokonaislukuoptimointi IP on NP-vaikea, sa-

moin yleinen BIP.

(b) Mika on tehtdviss 4 esitettyyn ongelmaan laatimasi mal-
lin laskennallinen vaativuus?
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5

Datapohjaiset mallit

JORMA MERIKOSKI, ESKO TURUNEN, KIMMO RAIVIO ja TIMO MANTERE

5.1 Data ja sovitteet

5.1.1 Lagrangen interpolointi

Matematiikan soveltaja joutuu usein sovittamaan dataan tietyn tyyppisen
kayran eli maarittamédan datalle sovitteen. Kuvitelkaamme esimerkiksi, ettd
tietyn paikkakunnan ldmpétila tiettynd pdivand on mitattu tunnin vali-
ajoin, mutta meteorologi, jolla on niin saatu data, tarvitsee lampdotiloja
erdind muinakin ajanhetkind. Miten hin saa ne likiméarin selville?

Olkoon f vililla I madritelty yhden reaalimuuttujan reaalifunktio, joka
on muuten tuntematon paitsi tunnemme sen arvot (eri) solmupisteiss
Zo, X1, ..., T, €li arvot

yO:f(xO): Y1 :f(xl)mwy yn:f(rn) (51)

Kun z on vilin [ mielivaltainen piste, meiddn on ndiden tietojen
perusteella madritettava likiarvo luvulle f(z). Kyseessa on interpolointi,
JOS Tppin < T < Tpas, ja ekstrapolointi, jos x < X, tal > T4, TASSE X0, ON
suurin ja z,,, pienin luvuista zy,zi,..., 2,.

Meidin on siis muodostettava sellainen yhtélot (5.1) toteuttava funktio,
joka on riittdvdn yksinkertainen mutta antaa fille riittdvén tarkan likiarvon.
Niiden usein ristiriitaisten vaatimusten valilla taytyy tehdd kompromissi.

(771
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Polynomit ovat yksinkertaisimpia funktioita. Koska kaksi pistettd maa-
rad suoran ja kolme paraabelin, on luonnollista valita enintddn n-asteinen
polynomi

p(z) = ag + a1x + agx® + ... + apa”

ja yrittdd médrittad sen kertoimet niin, ettd yhtélot (5.1) toteutuvat. Ndin
saamme yhtdloryhmén

2
ag + 17 + axxy + ...+ ATy = Yo

ag + 121 + @i + .+ apx} =1y
(5.2)

2
ag + a1xy, + X + ... + any, = Yn.

Tuntemattomien qy,a,...,a, kerroinmatriisin determinantti, ns. Vander-
monden determinantti, on

1 xp ap

1z a2 f
: =@ -2 #0,
, i>j

1 x, =z il

joten yhtdloryhmalld (s5.2) on yksikdsitteinen ratkaisu a, a,,...,a, Ndin
saamamme polynomi p on pisteiden z,z,,..., 2, madradma funktion f Lag-
rangen interpolointipolynomi. Se voidaan esittaa eksplisiittisesti Lagrangen
interpolaatiokaavalla

p(x) = yolo() + yili () + ... + ynlo(2), (5.3)

missa

(x — x0)er( — zim1) (T — Zig1). (T — Tp) (i
(x; — xg)...(x; — 1) (@ — Tig1) (T — )

On helppo huomata (miten?), ettd p todellakin toteuttaa yhtalot (s.1).

Lagrangen interpolaatiokaava (5.3) sopii teoreettisiin tarkasteluihin,
mutta p:n muodostaminen silld on liian tyoldstd. Sen sijaan yhtaloryh-
ma (5.2) voidaan helposti ratkaista matemaattisella tietokoneohjelmistolla.
Tosin Vandermonden matriisi on suurilla n:n arvoilla huonolaatuinen eli
hdirioaltis (ks. esim. [16]), jolloin pienet muutokset lahtoarvoissa ja siis
myos pyoristysvirheet saattavat aiheuttaa suuria muutoksia tuloksissa. Ku-
ten kuitenkin pian huomaamme, Lagrangen interpolointia ei suurilla n:n
arvoilla kannata ollenkaan kayttaa.



5.1 Data ja sovitteet

Esitdimme p:n muodostamiseksi vield menetelmén, jonka kompleksisuus
on pienempi kuin yhtéloryhman (s.2) ratkaisemisen. Méirittelemme ero-
tusosamddrdt seuraavasti. Nollannet erotusosamddrdt ovat funktion arvot

flwol = f(=o), floa] = f(z), -, flaa] = flan).

Ensimmudiset erotusosamddrdt ovat “tavalliset” erotusosamaarat

o] = LI T0 g g = TR 2 ]

1 — Xo Tp — Tp—1
Edelleen maarittelemme toiset erotusosamddrit

flzo, z1,79] = f[mh‘/]:z] :i"([)xg, zﬂ, -

f[xn—27 Tt -Tn] _ f[xn717 xn] - f[xn727 .’En,ﬂ )
Ty — Tp-1

Vastaavasti madrittelemme k:nnet erotusosamddrdt palautuskaavalla

f[ﬂfz‘,ﬂf”h . ka] _ f[$i+17$i+27 ~~7xi+k} - f[% Tig1yeey $i+k—1]7
Titk — T

[79]
missd i = 0,...,n—k.
Newtonin interpolaatiokaavan (todistus, ks. esim. [28, luku 2.1.3]) mu-
kaan

p(x) = flzo] + flwo, 21](z — 20) + fl20, 21, 2] (¥ — T0) (7 — 1)+

vt flmo, 1, - xp)( — xo) (@ — 1) - (2 — Tpq).

X f 0, 05 03 04
-4 1245

-404
-1 33 94

-28 \—14
0 5 10 ™ 3

B E

2 9 88

442
5| 1335

Kuva 5.1. Erotusosamddrdkaavio.
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Erotusosaméarien laskeminen sujuu parhaiten erotusosamddrdkaaviolla.

ESIMERKKI 5.1

Muodosta pisteiden —4, —1, 0, 2 ja 5 mddradama funktion f Lagran-
gen polynomi p, kun f(-4) = 1245, f(-1) =33, f(0) =5, f(2) =9 ja
f(5) = 1335.

Muodostamme erotusosamaérikaavion pystyriveittdin (kuva 5.1). Kulke-
malla nuolilla — merkittya reittid saamme

p(x) = 1245 —404(z +4) + 94(z + 4) (v + 1) — Hd(z + 4)(z + 1)z
+3(x+4)(z+1a(r—2)
= 1245 — 4042 — 1616 + 9422 + 4702 + 376 — 14>
— 702? — 56 + 32 + 92 — 182% — 24x
=3z — 523 + 62% — 14z + 5.

Sama tulos saadaan muillakin reiteilld, esimerkiksi reitilld --» (tehtava 1).
Jos pisteet xy, 21, ...,z, ovat tasavilisid, niin fin erotusosaméirien sijasta
kannattaa tarkastella fin erotuksia. Olkoon

[80]

Tl —Xg=Tg— X1 =...=Tp — Tp_1 = h.

Funktion f nollas erotus pisteessi z on Af(x) = f(z), ensimmdinen erotus
on

Af(x) = flz+h) = f(z),

toinen erotus on

A’f(x) = AAf(z) = A(f(x +h) — f(x)) = f(z+2h) — f(x+h)—
(flx+h)— f(2) = f(x+2h) = 2f(x + h) + f(2),

ja yleisesti k:s erotus on

Affz) =AM f(x)  (1<k<n).

Erotusosamaiarien ja erotusten valilla on (tehtdva 2) yhteys

A" f (o)

W (k:0717...7n)7 (54)

f[x(hzlwﬂyxk] =

joten Newtonin interpolaatiokaava erotusten avulla on



5.1 Data ja sovitteet

Erotuskaaviota Kiytetaan kuten erotusosamairikaavioita. Koska A"f =
vakio # 0 ja A"'f= A"?f = ... =0, jos (ja vain jos) f on n:nnen asteen
polynomi (tehtdva 3), polynomin p arvoja voidaan taulukoida erotuskaa-
violla muodostamatta p:n lauseketta.

ESIMERKKI 5.2

(a) Muodosta pisteiden 1, 0, 1, 2 ja 3 madraama funktion f(z) = '
erotuskaavio. (b) Laske sitd taydentamalla f(4).

(a) Saamme kuvassa 5.2 esitetyssa erotuskaaviossa kolmion rajoittaman
osan.

(b) Koska fon neljannen asteen polynomi, sen kaikki neljannet erotukset
ovat samat kuin kaavion antama A'f(-1) = 24. Erityisesti A'f(0) = 24.
Merkitsemme sen kaavioon ja tiydenndmme siitd alas vasemmalle 1dh-
tevin viistorivin, jolloin saamme tulokseksi f(4) = 256.

Kuvitelkaamme, ettd meilld on tasavélisin muuttujanarvoin tehtyja havainto-
arvoja tuntemattomasta funktiosta f. Jos erotuskaaviossa kaikki tietyn

X f Y| a° a° a*

-1 T
1 e

0 0 27
1 127

1 1 14 247
15 36

2 16 50 - 24
65 - 60

3l 81 7110

s
417" 256

Kuva s5.2. Erotuskaavio.



[82]

5 DATAPOHJAISET MALLIT

kertaluvun erotukset ovat likimaarin nollia, niin voimme ottaa f:n likiarvo-
polynomiksi sen Lagrangen polynomin, jonka asteluku on timén erotuk-
sen kertaluku miinus yksi. Téll6in voimme ekstrapoloida f:d4 niin, ettd las-
kemme p:n arvoja tdydentdmilld erotuskaaviota, kuten teimme esimerkissé
5.2. Lauseketta p(z) ei siis tarvitse silloin muodostaa.

Harjoitustehtdvid

1. Ratkaise esimerkin 5.1 tehtavd kulkemalla erotusosamaira-
kaaviossa nuolilla --» merkittya reittia.

2. Todista erotusosamédrien ja erotusten vélinen yhteys (5.4).

3. Todista: Funktion f k:nnet erotukset ovat samat ja nollasta
eroavat sekd korkeammat erotukset ovat nollia (mielivaltai-
sella b # 0), jos ja vain jos f on k:nnen asteen polynomi.

4. Laske esimerkin 5.2 erotuskaaviota tiydentdamalla f(5).
5. Mikd on jonon 30, 68, 130, 222, 350 “seuraava luku”?

6. Luvuista 6724, 6889, 7065, 7225, 7396, 7569 yksi on "vaa-
ra’. Mika?

7. Yliopistojen opetus- ja tutkimushenkil6ston kuukausipalkat
euroina ilman henkil6kohtaisia lisid olivat 1.6.2006 seuraavan
taulukon mukaiset.

Vaativuustaso Palkka

1 1512,89
1619,36
1785,65
2 071,60
2 382,90
2761,12
3173,82
3784,49
4 333,84
4 954,40
5683,47

O 0 NI N Ul o W N

—_
_ O



5.1 Data ja sovitteet

(a) Minka tason palkka eroaa eniten siitd, jonka sen pitaisi
olla ottaen huomioon muiden tasojen palkat?

(b) Mika tamin palkan pitdisi olla?

(¢) Jos “huippuprofessoreille” asetettaisiin vield uusi vaati-
vuustaso 12, minka palkan maarittaisit heille?

5.1.2 Interpolointi kuutiosplinilli

Olisi houkuttelevaa otaksua, ettd Lagrangen interpolointi saataisiin mieli-
valtaisen tarkaksi lisadmalla solmupisteitd tarpeeksi. Kuitenkin asteluvun
kasvaessa tapahtuu usein Rungen ilmio (ks. esim. [26]), jolloin p heilahte-
lee erittdin voimakkaasti solmupisteiden vililla, vaikka ne olisivat ldhelld
toisiaan. Siksi suuriasteista interpolointipolynomia ei kannata kéyttds, vaan
on parempi jakaa tarkasteltava vili I osavileihin ja kéyttad kuhunkin osa-
viliin sopivaa pienempiasteista interpolointipolynomia.

Olkoot solmupisteet z, < z; < ... < x,, missd n on parillinen. Muodos-
tamme osavalilld [z, z;,.], missd k on parillinen, fin kuutiosplinin maarit-
telemalld interpolointipolynomin s paloittain

2 3
k+1($) = Q41 + bk+1$ + Cpp12” + dk+1$ (ilﬁk <z < .I'k+1)7
2 3
kr2(%) = arya + bpro® + Crp2” + dpyam (Tr1 < 2 < Tpq0)-

» »

Vaadimme, ettd s yhtyy f:d4n solmupisteissd ja on kahdesti derivoituva
% 1:88a, jolloin saamme yhtédléryhmén

f(zy)
41 + be1Tri1 + 1Ty + dipa i = f(Th4a)
s + beraTrin + Copaiyy + dipoti ) = f(The1)
Qs + DpyoTiia + CopaTh g + drsoTiyy = f(Thi2)
b1 + 20k 41841 + 3dpi1 Ty = bpao + 20ki0Tp1 + 3dpsoTh

2 3
apy1 + bpp1Th + Coy1Ty + dpr )y =

2¢441 + 6djq 1711 = 2Ck42 + OdpqoTpq2.

Koska yhtéloitd on kuusi ja tuntemattomia kahdeksan, voimme asettaa
kaksi lisdehtoa.

Olkoon aluksi z;, # ), z,. Vaadimme, ettd s on siind derivoituva. Ver-
taamalla s:n oikeanpuolista derivaatta ja valilla [z, »,z;] vastaavasti saadun
s:n vasemmanpuolista derivaattaa tissd pisteessd saamme lisiehdon

(83]
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bry1 + 2¢ 10 + 3dk+1$z = bpxg + 2cpx) + 3dk$i

Pisteen x, antama lisdehto voidaan asettaa kahdella eri tavalla. Luonnol-
linen splini asettuu tassa pisteessd vapaasti "luonnolliseen suuntaan” s'(z),
johon fin pienet muutokset muissa solmupisteissé eivat vaikuta. Toisin sa-
noen s"(z,) = 0 eli

201 + 6d11'() =0. (55)

Jos f'(z,) tunnetaan, niin voidaan muodostaa pakotettu splini (clamped
spline), joka asettuu tdssd pisteessd samaan suuntaan kuin f:n kuvaaja. Toi-
sin sanoen s'(z,) = f'(x,) eli

by + 2¢c1xg + 3d1ZIZS = f/(l’o). (56)

Pisteen z, antama lisiehto asetetaan vastaavasti (tehtdva 8).

Kaymalla lapi kaikki valit [z, 2o], [25,24] ..., [0, 2] SAamme (n/2) - 8 = 4n
yhtdléd. Myds tuntemattomia on 4n, nimittdin kertoimet ay,as,...,a,,
b1,ba,...,0,, C1,CopeenyChy dyyds,. .., d,.

Spliniapproksimoinnin yleinen teoria ja yleiset menetelmét saadaan
B-splinien (ks. esim. [18]) avulla.

Harjoitustehtdvid

8. Muodosta pisteen r,, antamat yhtéloita (5.5) ja (5.6) vastaavat
yhtalot.

9. Tiedetddn, ettd f(-1) =13, f(0) =7 ja f(1) = 9. Muodosta
funktion fluonnollinen kuutiosplini, kun solmupisteet ovat

~1,0jal.

10. (Lédhde: [3, luku 11.16, esim. 1].) Veden tiheydesta erdissd lam-
potiloissa tiedetddn seuraavaa [15]:

Lampétila (°C)  Tiheys ( g/cmS)

-10 0,99815
0 0,99987
10 0,99973
20 0,99823

30 0,99567



5.1 Data ja sovitteet

(a) Missd lampotilassa veden tiheys on ndiden tulosten pe-
rusteella suurimmillaan?

(b) Kuinka suuri se silloin on?

11. (a) Suunnittele ja piirrd veneen poikkileikkaus kayttamalla
kuutiosplinejd. Hahmota aluksi poikkileikkauksen muoto
padttdmalld leveyden ja korkeuden suhde seki valitsemal-
la sopivat solmupisteet. Kéyté laskuissa jotakin valmista
tietokoneohjelmaa tai ohjelmoi itse. Edelld esitetyn yh-
tdloryhmaén ratkaiseminen jollakin valmiilla ohjelmalla
sopii téllaiseen harjoitustehtdvadn, mutta toimii huonosti
oikeissa sovelluksissa, joissa n on suuri. Tehokkaammat
algoritmit sekd luonnollisen ettd pakotetun kuutiosplinin
laskemiseksi, ks. esim. [4, 28].

(b) Suunnittele ja piirrd veneen pitkittéisleikkaus.

5.1.3 Pienimmidn neliosumman menetelmd

Jos funktiosta f tiedetddn vain yhtalot (5.1) ja vaaditaan, ettd ne ovat tar-
kasti voimassa, niin tavallisesti ei 16ydy yhtd koko vililld kayttokelpoista
interpolointipolymomia, vaan, kuten edelld huomasimme, interpolointi on
suoritettava paloittain. Jos kuitenkin riittdd, ettd ndma yhtalot ovat likimaa-
rin voimassa, jolloin interpoloinnin sijasta approksimoidaan f:4a niiden
perusteella, tilanne muuttuu. Tarkastelemme nyt approksimointia, jolloin
on mukavampi numeroida pisteet 1:std eteenpdin eikd O:sta. Tieddmme
siis fistd, ettd

1= (1), ya = f(x2), -5 Yn = f(2n). (5.7)

Jos pisteet (z1,y1),(Z2,Ys), ..., (L., y,) DAyttavit myotiilevan jotakin suo-
raa, f:lle kannattaa muodostaa lineaarinen malli eli ensimmaiisen asteen
polynomi p(z) = az + b. (Meille "lineaarinen funktio p” tarkoittaa siis
funktiota p(z) = az + b toisin kuin lineaarialgebrassa, jossa se tarkoittaa
vain funktiota f(z) = ax.) Pienimmdn neliosumman (seuraavassa “p.n.s.”)
menetelmdssd a ja b valitaan niin, ettd poikkeamien nelidsumma

s(a,b) = (y1 — azy — b)* + (y2 — awy — b2 4+ ... + (yn — az,, — b)?

(85]
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on mahdollisimman pieni. Laskemalla s:n osittaisderivaatat a:n ja b:n
suhteen, merkitsemalld ne nolliksi ja ratkaisemalla syntyneen yhtédloparin
saamme (tehtdvé 12)

_niryi— (Ciw) iy e () — (O wiy) (@)
ndwi— (Q0m)? ndai = (2 w)? ‘

(5.8)

Muitakin funktioita kuin ensimmaéisen asteen polynomeja voidaan kayt-
tad. Jos pisteet (z1,v1),(Z2,Y2),..., (T, y,) ndyttavat myotailevan jotakin
paraabelia, niin fille kannattaa muodostaa kvadraattinen malli eli toisen
asteen polynomi p(z) = az’+ bzt c. Koska p.n.s:n menetelmin mukaiset
kerrointen a, b ja c yleiset lausekkeet ovat nyt liian monimutkaiset, kasit-
telemme vain tapauksen, jossa paraabelin huippu ndyttda olevan origon
tienoilla. Talloin b = ¢ = 0 ja siis p(z) = aa’. Poikkeamien neliésumma

s(a) = (y1 — ax})® + (o — ax3)> + ...+ (Yo — az2)?

on mahdollisimman pieni, kun s:n derivaatta on nolla, mika tapahtuu (teh-
tava 13), kun

_ Zz %%2

a .
4
i Li

(5.9)

. . . . b.
Tarkastelemme seuraavaksi eksponentiaalista mallia p(z) = ae™. Para-
metrien ¢ ja b madrittamiseksi on minimoitava

s(a,b) = (y1 — ae”™ )’ + (yo — ae"?)* + ...+ (yn — ae”")?,

mutta merkitsemélld s:n osittaisderivaatat nolliksi saadaan epélineaari-
nen yhtdlopari. Jos kaikilla z:11a ja y:lld on tietyt lukuarvot, niin tima
yhtalopari voidaan ratkaista koneellisesti (ja vaihtoehtona on ratkaista mi-
nimointiongelma suoraan jollakin optimointialgoritmilla), mutta a:lle ja
b:lle ei saada yleisid lausekkeita. Helpompaa on muodostaa funktiolle In f
lineaarinen malli In p(z) = bz + In a, jolloin b:lle ja In a:lle saadaan yleiset
lausekkeet. Kuitenkin eksponentiaalinen p.n.s.-malli saadaan tilld tavalla
vain likimdérin. Nimittéin se, ettd p on fin p.n.s.-malli, ei ole yhtapitdva sen
kanssa, ettd In p on In fin p.n.s.-malli.

Vastaavasti voimme kasitelld fin potenssifunktiomallia p(z) = az’, silld
funktion In f malli In p(z) = b In z + In a on lineaarinen muuttujan In z
suhteen.



5.1 Data ja sovitteet

Harjoitustehtdvid

12. Johda lineaarisen mallin p(z) = az + b parametreille a ja b
lausekkeet (5.8).

13. Johda kvadraattisen mallin p(z) = az” parametrille a lauseke
(5.9)-

14. (a) Selvita kirjallisuuden tai netin perusteella taikka keksi itse,
mitd muita kriteereja paitsi neliocsumma voidaan asettaa

mallin hyvyydelle.
(b) Pohdi syita sille, miksi neliosumma on yleisin kriteeri.
(c) Anna esimerkki tapauksesta, jossa tietty toinen kriteeri
sopii mittaamaan mallin hyvyyttd paremmin kuin neli6-

sumima.

15. Yhdysvaltojen vékiluku kehittyi vuosina 1900-1990 seuraa-
vasti ([10], s. 356).

[87]
Vuosi Viikiluku (tuhansina)
1900 75995
1910 91972
1920 105711
1930 122 755
1940 131 669
1950 150 697
1960 179 323
1970 203 212
1980 226 505
1990 248 710

(a) Ennusta télld perusteella Yhdysvaltojen vakiluku vuonna
2000.

(b) Tutki ennusteen hyvyytta ottamalla selvda vakiluvusta sil-
loin.
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16. (Ldhde: [10, teht. 6.1].) Bornstein ja Bornstein [3] tutkivat
1970-luvulla, nakyyko suurten kaupunkien (tai vastaavien
asutuskeskusten) kiireinen elimidnmeno siten, ettd niiden
asukkaat kavelevit pienempien kaupunkien asukkaita no-
peammin. He mittasivat eri kaupunkien padkaduilla 50 jalan
matkan ja madrittivit kaupunkilaisten keskinopeuksien kes-
kiarvon silld. Tulokset olivat seuraavat.

Kaupunki tai vastaava  Vikiluku (tuhansina) Nopeus (jalkaa/s)

Brno, Tsekkoslovakia 342 4,81
Praha, Tsekkoslovakia 1093 5,88
Corte, Korsika 5,5 3,31
Bastia, Ranska 49 4,90
Miinchen, Lénsi-Saksa 1340 5,62
Psykro, Kreeta 0,4 2,76
Itea, Kreikka 2,5 2,27
Heraklion, Kreikka 78 3,85
[88] Ateena, Kreikka 867 5,21
Safed, Israel 14 3,70
Dimona, Israel 24 327
Natania, Israel 71 4,31
Jerusalem, Israel 305 4,42
New Haven, Yhdysvallat 138 4,39
Brooklyn, Yhdysvallat 2602 5,05

(a) Mallinna kévelynopeuden riippuvuus vékiluvusta.

(b) Mika on mallin mukainen kévelynopeus opiskelukaupun-
gissasi?

(c) Testaa taté tulosta kokeellisesti.

17. Miesten yleisurheilun (sileiden henkilokohtaisten) juoksu-
lajien (ulkoratojen) maailmanennatykset olivat 17.10.2009
seuraavat [32]. Ne on pyoristetty kymmenesosasekunnin tai
sekunnin tarkkuudelle. Maantie- ja ratajuoksun ennéatyksistd
on valittu parempi.



5.2 Probabilistisia malleja

Laji Enndtys
100 m 9,6
200 m 19,2
400 m 43,2
800 m 1.41,1
1000 m 2.12,0
1500 m 3.26,0
1 maili 3.43,1
2000 m 4.44,8
3000 m 7.20,7
5000 m 12.37,4
10 000 m 26.17,5
15000 m 41.29
20 000 m 55.48
Puolimaraton 58.33
Tunnin juoksu 21285 m
25000 m 1.12.45
30000 m 1.27.44 (89]
Maraton 2.03.59
100 km 6.13.33

(a) Mallinna ennétyksen riippuvuus matkan pituudesta.

(b) Mika ennitys on mallin mukaan paras ja mikd huonoin?

5.2 Probabilistisia malleja

5.2.1 Markovin ketjut

Kuvitelkaamme, ettd yritykset Y; ja Y; kilpailevat erdillda markkinoilla. Vuo-
den alussa Y;:n markkinaosuus oli 44,6 % ja Y»n 55,4 %. Tammikuussa Y]
sailytti 96 % asiakkaistaan ja siis menetti 4% Y;:lle. Vastaavat luvut Yi:lla
olivat 99% ja 1%. Miten markkinaosuuksien kiy, jos tuleva kehitys on
sama?
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Se, etta Y] menettdd suuremman osan markkinoistaan Y;:lle kuin ¥, me-
nettdd Y:lle, saattaisi houkutella otaksumaan, ettd ajan mittaan Y; katoaa
kokonaan markkinoilta. Niin ei kuitenkaan ole, silla ¥;:n osuuden tultua
tarpeeksi suureksi 1% siitd on suurempi kuin 4% Y;:n osuudesta, jolloin
Yi:n osuus alkaa kasvaa. Asiaa on siis tutkittava tarkemmin.

Olkoon K mielivaltaisesti valittu kuluttaja. Sanomme, ettd tehtdvidmme
mallintava Markovin ketju M on tilassa 1 tai 2 sen mukaan, onko K yrityk-
sen Y vai Y; asiakas. Siirtymdmatriisin

0,96 0,04
b= <0,01 0,99)

alkio p,; on todenndkéisyys, jolla M siirtyy tilasta i tilaan j (tai pysyy tilassa
i, kun i = j). Alkutilavektori x, = (0,446 0,554) ilmoittaa tilojen alku-
perdiset todennakoisyydet.

Markovin ketjua voidaan havainnollistaa tiladiagrammilla tai puudia-
grammilla. Tiladiagrammi D on painotettu digraafi, jonka solmuina ovat
tilat ja kaarina tilojen viliset siirtymat (kuva 5.3). Kaaren (7,7) paino on p,;.
Koska P:n vaakarivisummat ovat 1 (tehtdvé 18a), kustakin D:n solmusta
ldhtevien kaarien painojen summa on 1. Tiloja voi olla enemmaén kuin
kaksi, jolloin P:n kertaluku ja D:n solmujen lukumé&ira ovat vastaavasti
suuremmat.

0,446 0,554
0,96 0,99

0,96 0,04 0,01 0,99

0,01 1 2 1 2

Kuva 5.3. Tiladiagrammi D. Kuva 5.4. Puudiagrammi T.
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Puudiagrammi 7 on painotettu juurellinen puu (kuva 5.4). Sen juuresta
ldhtevien kaarien painot ovat alkutilavektorin x, alkiot, ja juuresta siir-
rytddn tiloja vastaaviin solmuihin nailld todennikéisyyksilld. Solmuista
lahtevien kaarien painot ovat P:n alkiot vaakariveittdin, niistd siirrytdan
eteenpdin niilld todenndkdisyyksilld ja jatketaan vastaavasti.

Puudiagrammin avulla (tai muulla tavalla) paattelemme, etta esimerkin
alkutilaa seuraavan tilan todennakoéisyyksien tilavektori

0,96 0,04

x; =xoP = (0,446 0,554) <0 0l 0.99

) = (0,434 0,566) .
Markkinaosuudet tammikuun lopussa ovat siis Y;:43.4 %, Y;:56,6 %.
Seuraava tilavektori x, = x,P = x,P° = (0,422 0,578), joten tilanne
helmikuun lopussa on Y :42,2 %, Y;:57,8 %. Yleisesti

Xy = Xt_lP =...= X()Pt.

Koska x,, = x,P"* = (0,333  0,667), markkinaosuudet vuoden lopussa
ovat 33,3 % ja 66,7 %. Nyt herdd kysymys, mitd markkinaosuuksille tapah-
tuu ”pitkédn ajan kuluttua’, eli mitd voidaan sanoa rajavektorista lim, ,.x,.
Vuoden lopun tilanne saattaa houkutella otaksumaan, ettd rajavektori on
(3 2). Niin ei kuitenkaan ole, silli viiden vuoden kuluttua markkina-
osuudet ovat 21,1 % ja 78,9 %. Kymmenen vuoden kuluttua ne ovat 20,1 %
ja 79,9 %, mikd puolestaan houkuttelee otaksumaan, etti rajavektori onkin

(3 2). Huomaamme pian, etti se on oikein (kuva 5.5).

100 . ' ' ' |
Y

;\3 80 k- ..................2..............1
§ 60 _.....ooo.o" i
[e]
e ®ee
g 40 r 'oo...... -
< ....""'000000000000 Y
g ol ©000000000000000000000000j4
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Kuva 5.5. Markkinaosuudet (%).
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Markovin ketju M on stabiili, jos x,( = x,P") lihestyy x,:sta riippuma-
tonta tasapainovektoria x, kun ¢ — . Voidaan todistaa (ks. esim. [25]),
ettd ndin kdy, jos P on (alkioittain) positiivinen, ja erdilld yleisemmillakin
oletuksilla. Antamalla ¢ — o yhtilosséd x;, = x, ;P saamme x:lle yhtdlon

x = xP, (5.10)

joka on esimerkissimme

0,96 0,04
(1 22) (0,01 0799):(”51 ©2)
eli

0,96z + 0,01z = 2
O, O4I1 + O7 991‘2 = Xy.

Sen ratkaisu on x; = ¢, 7, = 4¢, missd ¢ on valittava niin, ettd z, + z, = 1.
.o o . o 1 4
Siis ¢ =L, joten x = (5 3)
Transponoimalla yhtdlon (5.10) saamme

PTxT =xT.

Siis tasapainovektori (pystyvektorina) on siirtymamatriisin transpoosin
ominaisarvoa 1 vastaava ominaisvektori. Yleensakin P:1la (ja siis myos
P"lla) on ominaisarvona 1 (tehtiva 18b). Jos M on stabiili, niin Per-
ronin-Frobeniuksen lauseen (ks. esim. [17]) mukaan ominaisarvo 1 on it-
seisarvoltaan suurempi kuin kaikkien muiden ominaisarvojen itseisarvot.
Seuraavaksi olkoon kaksitilaisen Markovin ketjun M siirtymamatriisi

1 0
P= (0,5 0,5>‘

Jos M joutuu tilaan 1, niin se jaa sinne lopullisesti. Siksi tdma tila on absor-
boiva. Tasapainovektorix = (1 0) (tehtdvé 19a), joten M on stabiili.
Tarkastelemme vield kaksitilaista Markovin ketjua M, jonka siirtyma-

matriisi
01
p_ (1 0).

Kummastakin tilasta ldhdettdessa sinne palataan varmasti. Siksi kumpikin
tila on palautuva . Jos alkutilavektori x, = (v v), missd u # v, niin x, =
(v w), Xy =X, X3= X, ... , joten jono (x;) ei lahesty mitdan rajavektoria,

ja siis M ei ole stabiili. Yhtalolld x = xP on kylldkin ratkaisu x = (1 1).
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Madrittelemme nyt Markovin ketjun tdsmallisesti. Stokastinen prosessi
F on joukko satunnaismuuttujia {X(¢) | ¢t € T}. Koska ¢ tarkoittaa usein
aikaa, kutsumme joukkoa 7" aika-avaruudeksi. Aika-avaruuden jokaiseen
hetkeen ¢ liittyy siis satunnaismuuttuja X(¢). Kaikkien satunnaismuuttu-
jien X (t) kaikkien arvojen joukko on F'n tila-avaruus S.

Olkoon T'={0,1,2,...}, jolloin merkitsemme X, = X(¢), ja olkoon S =
{1,2,...,n}.Jos X; = i (eli satunnaismuuttujan X, arvo on ), niin sanom-
me, ettd I’ on ajanhetkelld ¢ tilassa 4. Jos siitd seuraa, ettd F' on hetkelld
t+ 1 tilassa j ajasta ¢ riippumattomalla todennékoisyydelld p;, niin F1l4
on Markovin ominaisuus. Siis Markovin ominaisuus tarkoittaa, ettd

P(Xt+1 :.] ‘ Xt :intfl :Z’t717"'aX1 :i17X0:iO) =
P(Xi1a :j|Xt:i):pij

kaikilla ¢ € T ja kaikilla j,7,4,4,...,% € S. Talléin X, ;:n ehdollinen ja-
kauma riippuu vain X;n arvosta (eli F:n tilasta ajanhetkelld ¢) eikd siis
aiemmasta historiasta. Markovin ketju on sellainen stokastinen prosessi,
jolla on Markovin ominaisuus. Sen siirtymamatriisi P = (p;).

Harjoitustehtdvid

18. Osoita, ettd jokaisen siirtymamatriisin (a) kaikki vaakarivi-
summat = 1, (b) ominaisarvona on 1.

19. (a) Osoita, ettd Markovin ketjun, jonka siirtymamatriisi
1 0
P= <1 1) .
2 2
tasapainovektorix = (1 0).

(b)Onko se Markovin ketju stabiili, jonka siirtyméamatriisi
on

]

I
W= O =
Wi = O
w= O O

-~

20. (Lahde: [31, esim. 6-6.1].) Gabriel ja Neumann [9] tutkivat,
voidaanko siitd, sataako Tel Avivissa tdnddn vai ei, ennustaa,
sataako sielld huomenna vai ei. Vuosilta 1923/24-1949/50 heilla
oli aineisto, joka oli marraskuiden osalta seuraava. Sadepii-
vid oli 195 ja 117 tapauksessa seuraavakin piivé oli sateinen.

(93]
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Poutapiivid oli 615 ja 535 tapauksessa seuraavakin pdiva oli
poutainen. Oletetaan, ettd Tel Avivissa on sateinen marraskuun
paivd. Milld todennékoisyydelld sielld sataa (a) ylihuomenna,
(b) viikon kuluttua, (c¢) koko viikon, (d) vuoden kuluttua?

21. Oxfordin ja Cambridgen yliopistojen vilinen soutukilpailu
on nykyajan urheilutapahtumista maailman vanhimpia ellei
vanhin. Se pidettiin ensimmaisen kerran vuonna 1829. Kaikki
tulokset ovat nettiosoitteessa [24]. Voidaanko niitd sopivalla
aikavililld mallintaa Markovin ketjulla?

22. Omistat kolme autohuoltamoa, joista yksi on kaupungissa
A, yksi kaupungissa B ja yksi kaupungissa C. Tavanomai-
sen huoltamotoiminnan liséksi tarjoat autoja vuokrattavaksi.
Asiakas voi palauttaa vuokraamansa auton mille tahansa nais-
td kolmesta huoltamosta. Sinulla on tahan toimintaan kiytos-
sd vain muutama auto, jotka eivit riitd tyydyttiméaédn kasva-
nutta kysyntaa. Siksi olet paattanyt lisitd autojen lukumairan
sataan, mutta niin suuret maarat eivit mahdu huoltamoiden
tiloihin, joten sinun tdytyy rakentaa kunkin huoltamon yh-

[94] teyteen lisétiloja. Selvittddksesi tilojen tarpeen eri kaupun-
geissa olet tutkinut, minne kustakin kaupungista vuokrattu
auto palautetaan, ja saanut seuraavat tulokset: Kaupungista
A vuokrattu auto palautetaan sinne todennékéisyydelld 0,8
ja kaupunkiin B ja C'kumpaankin todennédkdisyydellad 0,1.
Jos auto on vuokrattu B:std, niin se palautetaan sinne toden-
néakoisyydella 0,2, A:han todennikoisyydelld 0,3 ja Cthen
todennikoisyydelld 0,5. Kaupungista C' vuokrattu auto pa-
lautetaan sinne todennékéisyydelld 0,2, A:han samoin to-
dennikéisyydelld 0,2 ja B:hen todenndkdisyydelld 0,6. Kuin-
ka monen auton tilat rakennat kuhunkin kaupunkiin?

23. (Satunnaiskdively, ks. esim. [25, esimerkit 4.5 ja 4.13].) Kave-
lija K on ajanhetkelld ¢ = 0 origossa. Han astuu sekunnin
viliajoin yhden yksikon pituisen askeleen z-akselilla positii-
viseen suuntaan todennakéisyydelld p (0 < p < 1) ja negatii-
viseen suuntaan todennikoisyydelld ¢ =1 - p. Olkoon K:n
kavelya mallintava Markovin ketju M.

(a) Mikéd on M:n (i) aika-avaruus 7, (ii) tila-avaruus S?
(b) Miten méaritelladn satunnaismuuttuja X2

(c) Mitd voidaan sanoa “siirtymamatriisin” P dimensioista?



24.

25.
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(d)Muodosta P.

(e) Milld todennakoisyydelld K on ajanhetkelld ¢ (> 0) pa-
lannut origoon?

(f) Osoita, ettd K palaa varmasti origoon, jos ja vain jos p = %
(Tassd kohdassa tarvitaan sellaisia tietoja, joita ei ole tdssd
kirjassa.)

(Uhkapelurin vararikko-ongelma, ks. esim. [25, luku 4.5.1].)
Peluri G voittaa erddn pelin yhdelld kierroksella yhden euron
todennakoisyydelld p (0 < p < 1) ja hividd sen todenndkoi-
syydelld ¢ = 1—p. Alunperin hinelld on k ( > 0) euroa. Hian
paittad pelata niin kauan, kunnes hinelld on m( > k) euroa
(tai hin joutuu vararikkoon).

(a) Milld todennakéisyydelld G paisee tavoitteeseensa?

(b)Jos G péisi tavoitteeseensa mutta ei malta lopettaa, miten
hénen kay?

(Leslien vdestonkasvumalli, ks. esim. [3, luku 11.13].) Tama
mallinnus ei johda oikeaan Markovin ketjuun, koska ™tila-
vektorin” alkiot eivit ole todennékdisyyksid ja “siirtymamat-
riisin” alkioiden vaakarivisummat eroavat yhdestd, mutta se
sopii silti tdhdn yhteyteen.

Kanadalaisten alle 50-vuotiaiden naisten hedelmallisyys ja
vitaalisuus olivat vuonna 1965 seuraavan taulukon mukaiset

[2].

Ikdryhmd i Hedelmiillisyys a, Vitaalisuus b,
[0,5] 0,00000 0,99651
[5,10] 0,00024 0,99820

[10,15] 0,05861 0,99802
[15,20] 0,28608 0,99729
[20,25] 0,44791 0.99694
[25,30[ 0,36399 0,99621

[30,35[ 0,22259 0,99460

[

[

[

35,40( 0,10457 0,99184
40,45( 0,02826 0,98700
45,50( 0,00240 -

[95]
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Téssé a, ilmoittaa, kuinka monta tytdrta nainen keskiméarin
synnyttad ikdryhméssa ¢ olonsa aikana, ja b; on todennikoi-
syys sille, ettd ikiryhmén ¢ nainen siirtyy aikanaan ikaryh-
madn 1 + 1.

(a) Olkoon ikdryhmien lukumaira n. Mika merkitys on Les-
lien matriisilla

ay ag as Ap—1 Qp

by 0 0 0 0
L=|0 b o 0 0|9

0 0 0 ... by O

(b) Perronin-Frobeniuksen lauseen mukaan matriisilla L on
Perronin ominaisarvo A, joka on reaalinen ja positiivinen
sekd suurempi kuin kaikkien muiden ominaisarvojen it-
seisarvot, ja sitd vastaa (alkioittain) positiivinen Perronin
ominaisvektori u. Kanadan datan L:lle on A = 1,0762 ja

(skaalattuna niin, ettd ensimmaiinen alkio = 1)
[96]
1,0000
0,9259
0,8588
0,7964
0,7380
0,6836
0,6328
0,5848
0,5390
0,4943

Miten niama tulokset ennustavat Kanadan viestonkasvua?

26. (Lahteet: [6, 16, 20, 21].) Googlen PageRank-algoritmi
perustuu Markovin ketjuun. Olkoon kaikkien nettisivujen lu-
kuméirid n. Annetaan niille numerot 1,2,...,n. Tarkastellaan
sivun 4 pistemddrdn méaarittamista algoritmilla

1 k T<k)
= =Y k=012,

o
jen 7

missé [; on sivulle ¢ linkitettyjen sivujen joukko ja o, on sivul-
ta j linkitettyjen sivujen lukumaara.
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Olkoon ry = (™ 7™...r,"). Miiritellddn n x n-mat-

riisi H = (h,) niin, ettd h; = 1/0, jos sivulta ¢ on linkKki si-
vulle 4, ja h; = 0 muulloin.

(a) Osoita, etta r;,,, = r,H.

Ongelmana on, ettd tdmd algoritmi saattaa hajaantua,
ja vaikka se suppenisikin, rajavektori saattaa riippua alku-
vektorista r,. Niitd sivuja, joista ei ldhde yhtdan linkki,
vastaa H:ssa nollarivi, mikd on ongelman yksi syy. Siksi
PageRankin tekijat Brin ja Page (sic!) korvasivat nolla-
rivien nollat 1 /n:1la. Ndin H tulee korvatuksi matriisilla

1
S=H+ —ae’,
n
missie= (1 1 - 1),javektorillea=(a;, ay ... a,)
on a;— 1, jos H:n i:s vaakarivi on nollarivi, ja a; =0

muulloin.

(b) Osoita, ettd S on Markovin ketjun siirtymamatriisi.
Asia ei ole vield talla selvd, silla saatu Markovin ketju
ei ole vilttamatta stabiili. Stabiilisuuden saavuttamiseksi
jarjestetddn siirtymamatriisi positiiviseksi.

[97]

(c) Osoita, ettd Googlen matriisi

G=¢S+(1-9qE,

missd 0 < ¢g<1ljaE = eeT/n, on positiivinen Markovin
ketjun siirtyméamatriisi.

(d)Mika merkitys on ¢:lla? Tavallisesti ¢ = 0,85 ([6, 21]).

(e) Tarkastellaan Googlen matriisin G = (g,;;) Markovin ket-
jua M. Miki on g;;:n merkitys nettisivujen ¢ ja j kannal-
ta?

(f) Miksi nettisivujen pistemdariksi kannattaa ottaa M:n ta-
sapainovektorin alkiot?

27. (Loppukevennys.) Markovin ketjuilla voidaan “saveltad mu-
siikkia”, “keksid uusia sanoja’, “kirjoittaa runoja’, “kertoa
uutisia” ja tehdé paljon muutakin. Tutustu tdhédn aihepiiriin
esimerkiksi lahteen [21] tai [23] perusteella.
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5.2.2 Poissonin prosessi

Kuvitelkaamme, ettd tutkimme, kuinka paljon
(a) tiettyyn kauppaan tulee asiakkaita ¢:ssd paivissd,
(b) tietyssd maassa syntyy lapsia #:ssd vuodessa,
(c) tietty jalkapalloilija tekee maaleja ¢:ssd ottelussa.

Olkoon [ tarkastelemamme tapahtuma. Mallinnamme sitd satunnaismuut-
tujalla N(t), joka ilmoittaa, kuinka monta kertaa I on tapahtunut ajanhet-
keen ¢ mennessd. Ndin meilld on stokastinen prosessi N = {N(t) |t > 0}.
Se on laskentaprosessi, jos kaikki N(t):t ovat kokonaislukuarvoisia ja

(i) N(0)>0,
(ii) jos s < t, niin N(s) <N(?).

Jos s < t, niin satunnaismuuttuja N(t) — N(s) ilmoittaa, kuinka monta
kertaa [ on tapahtunut aikavalilld |s,¢]. Esimerkit (a), (b) ja (c) voidaan
mallintaa laskentaprosesseina.

Laskentaprosessi N on riippumattomien lisdysten prosessi, jos erillisind
aikavileind tapahtuvien /:den lukuméirdt eivit riipu toisistaan. Toisin sa-
noen:

(iii) Jos 0 < sy < t; < 8y < ty, niin satunnaismuuttujat N(t,) — N(s,)
ja N(t.) — N(s,) ovat riippumattomat.

Kysymme nyt, voidaanko esimerkkimme laskentaprosesseja pitda riippu-
mattomien lisdysten prosesseina.

(a) Voidaan tiettyja erikoistilanteita (tehtavé 28) lukuun ottamat-
ta.

(b) Voidaan lyhyehkolla aikavililli mutta ei pitkélld. Nimittdin
syntyneiden lasten lukumaéra vaikuttaa syntyvien lasten lu-
kumaéérain, kun nama lapset saavat lapsia.

(c) Voidaan, ellei pelaajan maalintekoon vaikuta hdnen aiempi
menestyksensa.
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Laskentaprosessi IV on stationaaristen lisdysten prosessi, jos tietylld aika-
vlilla sattuvien I:den lukuméirin jakauma riippuu vain aikavélin pituu-
desta. Toisin sanoen:

(iv)Jos s > 0 ja ¢ > 0, niin satunnaismuuttujan N (t + s) - N(s)
jakauma riippuu vain ¢:std eika siis s:sté.

Kysymme, onko esimerkkiemme prosesseilla timé ominaisuus.

(a) On (tiettyja erikoistilanteita lukuun ottamatta), jos asiakkai-
den halukkuus ostoksille ei riipu paivasta.

(b) Saattaa olla lyhyehkolla aikavalilla mutta ei pitkalla, koska
maapallon vékiluvun kasvaessa my6s vaestonkasvu kasvaa.

(c) On, jos pelaajan mahdollisuus menestyé eri otteluissa on
suunnilleen sama. Néin voitaneen olettaa lyhyehkolld aika-
valilla. Sen sijaan pitkalld aikavalilld titd oletusta ei yleensd
voitane tehd4, koska pelaajan uraan kuulunee seké hyvia etta
huonoja kausia. Ks. my6s tehtéva 3o.

Riippumattomien lisdysten prosessi N on Poissonin prosessi, jonka kas-
vukerroin on \,

(v) jos N(0) =0 ja jokaisella #:n pituisella aikavalilld sattuvien
I:den lukuméara noudattaa Poissonin jakaumaa parametrilla

At. Toisin sanoen:

(vi)Jos s > 0ja t > 0, niin kaikilla n = 0,1,2,... on

“xt (/\t)".

P(N(t+s)—N(s)=n)=e oy

Selvisti N on stationaaristen lisdysten prosessi. Sijoittamalla s = 0 saam-
me

Satunnaismuuttuja N(¢) noudattaa siis Poissonin jakaumaa parametrilla
At, joten sen odotusarvo E(N(t)) = At ja myds varianssi D*(N(t)) = At.

[99]
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Olkoon A > 0. Voidaan todistaa (ks. esim. [25]), ettd kasvukertoimen A
omaava Poissonin prosessi on ainoa sellainen riippumattomien ja statio-
naaristen lisdysten prosessi, jolle N(0) = 0 ja kaikilla ~ > 0

(vii) P(N(h)=1) = Xh + o(h), p(N(h)>2) = o(h).

Tédssd o on jokin sellainen funktio, jolle

P(N(h) =1) ~Mh, P(N(h)>2)~0.

Todennikdisyys sille, ettd [ tapahtuu tietylld “pienelld” aikavililld, on siis
verrannollinen vilin pituuteen, eika I voi silloin tapahtua useammin kuin
kerran.

Miédrittelimme Poissonin prosessin ehdoilla (v), (ii), (iii) ja (vi) (jolloin
(iv) on automaattisesti voimassa). Huomasimme edelld, ettd yhtédpitava
luonnehdinta on (v), (ii), (iii), (iv) ja (vii).

Olkoon nyt X, satunnaismuuttuja, joka ilmoittaa, milloin I tapah-
tuu n:nnen kerran. Edelleen olkoon 7T, satunnaismuuttuja, joka il-
moittaa [:n (n—1):nnen ja n:nen tapahtumisen vilisen ajan. Siis 7', =
X, - X1 (Xo=0).

Voidaan todistaa (ks. esim. [25]), ettd Poissonin prosessin viliajat

T,,T,,... ovat riippumattomia ja noudattavat eksponenttijakaumaa
parametrilla \. Siis P(T,<t)=1-¢", P(T,>t)=e", odotusarvo
E(T,) = 1/Xjavarianssi D°(T,) = 1/\".

ESIMERKKI 5.3

Autokauppias myy keskimiaérin kolme autoa kahdessa péivéssa.

(a) Milld todenndkoisyydelld han myy kolmessa paivassé (tas-
malleen) neljd autoa?

(b) Milla todennékoisyydelld viidennen ja kuudennen kaupan
vili ylittaa kaksi paivaa?

(c) Missé ajassa han keskimaérin myy yhdeksin autoa?
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Mallinnamme kaupantekoa Poissonin prosessilla N = {N(¢) | ¢ >0,
missd satunnaismuuttujan N(¢) arvo on t:ssd pdivdssd myytyjen auto-
jen lukumadiri. Jos N:n kasvukerroin on A, niin E(N(t)) = At. Koska
E(N(2)) =3,on XA =3.

(a) Kysytty todennékoisyys on

(b) Kysytty todennakaisyys on
P(Ty>2) =e 22~ 0,05.

(c) Satunnaismuuttujalle X, voidaan johtaa jakauma, mutta
sithen perustuva ratkaisu on liian mutkikas. Helpompi on
huomata, ettd yleisesti X, = T, + Ty + ... + T, joten

>
>3

[101]

Kysytty aika (pdivind) on siis

E(Xg) = 5 = 6.

wiw| ©

Harjoitustehtdvid

28. Olkoon satunnaismuuttuja N(t) tiettyyn kauppaan #:ssd pai-
vissd tulleiden asiakkaiden lukumdédrd. Anna esimerkki ta-
pauksesta, jossa stokastista prosessia { N(t) | ¢ > 0} ei voida
pitdd riippumattomien lisdysten prosessina.

29. Anna esimerkki stokastisesta prosessista, joka on (a) riippu-
mattomien mutta ei stationaaristen, (b) stationaaristen mutta
ei riippumattomien lisdysten prosessi.

30. Tarkastellaan stokastista prosessia N = { N(¢) | ¢ > 0}, missa
N(t) on tietyn jalkapalloilijan #:ssd ottelussa tekemien maa-
lien lukuméara. Tuntuisi luonnolliselta ajatella, ettd kaikkien
vastustajien tdytyy olla suunnilleen samantasoisia, jotta /N:4d
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voitaisiin pitdd stationaaristen lisdysten prosessina. Kuitenkin
N:n pitdmistd tdllaisena prosessina voidaan perustella myos
vastustajien ollessa eritasoisia. Miten?

31. Eemeli on ongella. Olkoon satunnaismuuttuja N(¢) hanen
ajanhetkeen ¢ mennessd saamiensa kalojen lukumaéra. Onko
(mahdollisesti tarpeellisten lisdoletusten vallitessa) stokas-
tinen prosessi { N(t) | t >0} (a) laskentaprosessi, (b) riip-
pumattomien lisdysten prosessi, (c) stationaaristen lisdysten
prosessi, (d) Poissonin prosessi?

32. Kauppaan tulee miesasiakkaita kasvukertoimen « ja nais-
asiakkaita kasvukertoimen 3 omaavan Poissonin prosessin
mubkaisesti. Ndma prosessit oletetaan toisistaan riippumatto-
miksi.

(a) Milld todennékoisyydelld kauppaan ei aikana 7 tule yh-
tadn (i) miestd, (ii) naista, (iii) miesté eiké naista?

(b) Mika on kaikkien asiakkaiden saapumista kuvaavan Pois-
[102] sonin prosessin kasvukerroin?

(c)Milld todennékdisyydelld kauppaan seuraavaksi tuleva
asiakas on (i) mies, (ii) nainen?

(d)Mika on sen ajan odotusarvo, jonka kuluttua sinne saa-
puu £:s asiakas?

33. Omistat kaupungin A rautatieasemalla lehtikioskin, joka on
auki kello 10-20. Sielld myyddan mm. A:n sanomia, joita os-
tat kustantajalta 1 eurolla kappale ja myyt 1,50 eurolla. Nii-
den péivittdinen menekki on keskiméérin 40.

(a) Milloin ensimmadinen asiakas keskimairin ostaa lehden?

(b)Kuinka monta lehted olet keskimaédrin myynyt kello 16
mennessi?

(c) Kuinka monta lehted ostat kustantajalta paivittdin, kun et
voi palauttaa myymatta jaaneitd lehtia?

(d)Mita tdytyy olettaa, jotta timd tehtdva voitaisiin kasitella
siind olevilla tiedoilla?
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34. (Lahde: [27].) Jadkiekkoilija Wayne Gretzky teki vuosina
1979-1988 Edmonton Oilersissa pelaamassaan 696 NHL:n sar-
japelissd kaikkiaan 1669 pistettd. Olkoon satunnaismuuttuja
N(t) hinen tietyssa ottelussa tekemiensé pisteiden (eli maa-
lien ja maalisyottojen) lukumaard, kun peliaikaa (kaikkiaan,
ei siis Gretzkyn kentilld oloaikaa) on kulunut ¢ minuuttia.
Saadaan siis stokastinen prosessi N = { N(¢) | 0 < ¢ <60}.

(a) Mit4 tdytyy olettaa, jotta N:n tarkastelu olisi mielekasta?

(b) Pidetdan N:ad Poissonin prosessina. Laske (tai oikeastaan
estimoi) sen kasvukerroin.

(c) Laske saadusta mallista todennakaisyydet pq,pi,..., Do,
kun p, on todennédkéisyys sille, ettd Gretzky tekee tietyssd
ottelussa tasmadlleen n pistetta.

(d)Ennusta télla perusteella, kuinka monessa ottelussa hinen
pistemdéransd oli 0,1,2,...,9.

(e) Tutki mallin hyvyytta vertaamalla saamaasi jakaumaa alla [103]
olevaan oikeaan jakaumaan.

Pisteitd Otteluita
0 69
1 155
2 171
3 143
4 79
5 57
6 14
7 6
8 2

(f) Kun Gretzky tekee pisteen, kuinka pitkdn ajan kuluttua
hén keskiméarin tekee seuraavan pisteensa (tdman mallin
mukaan)?
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(g)Olkoon d edellisen kohdan vastaus. Kuvitellaan, ettd
Oilersin valmentaja on opiskellut matemaattista mallin-
nusta ja haluaa soveltaa oppejaan kdytiantoon. Gretzky on
juuri tehnyt pisteen. Valmentaja ajattelee: "Minun téytyy
nyt pitdd huoli siitd, ettd Gretzky on kentdlld d:n minuu-
tin kuluttua, koska hén on silloin parhaimmillaan” Mita
mieltd olet tdstd suunnitelmasta?

(h)Jos Poissonin prosessi sopii mallintamaan jadkiekkoilijan
pisteitd, millainen pelaaja hin on?

35. Haluat ajaa tietylld suoralla maantielld sellaista tasaista no-
peutta, ettd mahdollisimman harvoin joudut ohittamaan tai
sinut ohitetaan. Miten menettelet? Sinulla on mahdollisuus

tehdd etukdteen havaintoja muista tielld liikkujista. (Ohje:
[25, esim. 5.15].)

36. Chew ja Greenspun [5] tutkivat MIT:n (Massachusetts Insti-
tute of Technology) opiskelijoiden itsemurhia vuosina 1964~
1991. Niiden tapahtumapadivit (tai pelkit kuukaudet, jos paivé

[104] ei ollut tutkijoiden tiedossa) olivat

8.10.1964, 2.11.1964, 17.10.1965, 17.3.1966, 4.6.1967, 19.10.1969,
¢.7.1970, 19.3.1973, £.4.1973, £.5.1973, 24.5.1973, 26.7.1974,
27.7.1975, 12.12.1975, 2.2.1976, 16.10.1977, 3.4.1978, 8.2.1983,
30.11.1983, 21.6.1984, 18.5.1986, 4.10.1986, 20.10.1986, 2.10.1987,
3.10.1987, 22.10.1987, 8.4.1988, ?.4.1988, 2.6.1988, ¢.6.1988,

2.10.1990, 2.6.1991, 2.6.1991.

He tekivit talld perusteella seuraavat hypoteesit. (Suluissa on
tamén luvun kirjoittajan kommentteja.)

(1) Naitd itsemurhia voidaan mallintaa Poissonin prosessina.

(2) Pitkdn itsemurhattoman kauden jalkeen ensimmainen it-
semurha voidaan mallintaa Poissonin prosessina, mutta
sen tapahtuminen lisd4 itsemurhan riskia seuraavan noin
kolmen kuukauden aikana, mink4 kuluttua alkuperdinen
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malli taas alkaa toimia. (Siis hypoteesin 1 kanssa ristirii-
tainen hypoteesi.)

(3) Nixonin presidenttikautena 1969-1974 ja Reaganin kau-
tena 1981-1989 itsemurhan vaara oli suurempi kuin muul-
loin.

(4) Tenttikaudet lukukausien puolivilissd ja lopussa ovat
muita vaarallisempia aikoja.

(5) Itsemurhat voidaan kyllakin mallintaa Poissonin proses-
sina, mutta sen kasvukerroin kasvaa ajan mukana. (Siis
kyseessd onkin epdhomogeeninen Poissonin prosessi, jos-
sa A riippuu t:std.)

(6) Huumeet ja hippiaate estavit itsemurhia (!), koska niitd
oli vahdn hippiyden kulta-aikana 1967-1972.

(a) Kommentoi niitd hypoteeseja.

(b)Sen jilkeen katso ldhteestd [5] tutkijoiden tekemit
johtopaitokset.

(¢) Oletko heidan kanssaan samaa mielt4?

5.3 Mallinnuksen pehmedt menetelmidit

Mallinnuksen pehmeisiin menetelmiin (engl. Soft Computing) luetaan
yleensd sumean logiikka, neurolaskenta, geneettiset algoritmit ja proba-
bilistinen paittely , usein myo6s tiedonlouhinta ja kaaosteoria . Painvastoin
kuin perinteiset ’kovat menetelméit’ naimé mallinnuksen uudet ldhestymis-
tavat sallivat epatasmallisen ja epatdydellisen tiedon ja osittaisen totuuden.
Metodologisesti pehmeiden menetelmien eri ldhestymistavat eivit ole ko-
vinkaan ldhell4 toisiaan. Niille kaikille on kuitenkin tyypillistd, ettd ne ovat
syntyneet viimeisten 30-50 vuoden aikana (Bayesin kaava tosin jo vuonna
1763 ja Lukasiewiczin moniarvologiikka vuonna 1920), ja ettd ne tuskin
olisivat kehittyneet nykyiseen mittaansa ilman tietokoneiden laskentaka-
pasiteetin huomattavaa kasvua.

Pehmeille menetelmille on tyypillistd , ettd monet niistd ovat saaneet ins-
piraationsa eldvistd organismeista: neuroverkot jdljittelevit aivojen toimin-
taa, geneettisten algoritmien toimintaperiaate jéljittelee kehitysevoluutiota,
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jossa ominaisuudet siirtyvat risteytysten kautta vanhemmista jélkeldisiin ja
jossa tapahtuu satunnaisia mutaatioita, ja sumean logiikassa tavoitteena on
mallintaa luonnollisen kielen avulla tapahtuvaa asiantuntijan paattelya.

Pehmeidt menetelmat eivit vield ole saavuttaneet samanlaista kanonista
esitysmuotoa kuin klassiset matemaattiset teoriat, esimerkiksi osittaisdif-
ferentiaaliyhtéléiden teoria tai tilastotiede. Perustutkimus talld saralla on
kesken ja kirjallisuudessa esiintyy samoille kisitteille toisistaan poikkeavia
médritelmid ja monet perusteita koskevat kysymykset ovat ratkaisematta.
Téssd luvussa tarkastelemme ldhemmin GUHA-tiedonlouhintamenetel-
mad, neurolaskentaa, geneettisid algoritmeja ja sumean logiikkaa.

Vuonna 1966 Héjek, Havel ja Chytil julkaisivat artikkelin The GUHA
method of automatic hypotheses determination, jossa esitellddn yksi vanhim-
mista tiedonlouhintamenetelmista. Kun tilastollisessa hypoteesin testauk-
sessa verifioidaan annettuja hypoteeseja sitd varten erityisesti keratyssa da-
tassa, tiedonlouhinnassa taas ldhtokohtana on miké tahansa data — yleensa
adrellinen matriisi — ja halutaan selvittas, tukeeko tdma data jotakin eri-
tyistd riippuvuutta tai samanaikaista esiintymistd, tai onko datan joukossa
tapauksia, jotka poikkeavat huomattavan paljon muista jne. GUHA-me-
netelmd perustuu ensimmadisen kertaluvun logiikkaan, jonka formaalissa
kielessd on kvanttorien V ja 3 lisdksi epastandardeja kvanttoreita. Nailld
voidaan kitevésti mallintaa muun muassa epétaydellistd implikaatiota tai
ekvivalenssia, osittaista samanaikaista esiintymisté ja keskimaéraista ylei-
sempda tai harvinaisempaa riippuvuutta. LISpMiner-ohjelma louhii tietoa
annetusta datamatriisista GUHA-teorian mukaisesti.

Neurolaskennan katsotaan saaneen alkunsa McCullochin ja Pittsin neu-
ronimallista, joka julkaistiin vuonna 1943 artikkelissa A Logical calculus of
the ideas immanent in nervous activity. MyG6s neurolaskennan ldhtokohtana
on data; neuroverkko voidaan opettaa yhdistiméan annettu sy6te halut-
tuun vasteeseen. Opettaminen voi olla ohjattua tai itseohjautuvaa.

Geneettisten algoritmien syntyméavuosi on 1975, jolloin Holland julkaisi
tutkimuksensa Adaptation in Natural and Artificial Systems, tosin jo vuon-
na 1962 Fogel esitti samansuuntaisia ajatuksia paperissaan Autonomous
Automata. Geneettiset algoritmit etsivit annettuun ongelmaan globaalisti
parasta ratkaisua. Erilaiset ratkaisut muodostavat populaation, jota voidaan
risteyttad. Ne jélkeldisistd, joilla on parhaat toivotut ominaisuudet, selviyty-
vit jatkoon ja muut karsiutuvat. Mutaatioiden avulla ratkaisupopulaatioon
tulee satunnaisvaihtelua. Néin edetddn kohti ongelman todennikdisesti
parasta ratkaisua.

Vuonna 1965 Zadeh julkaisi artikkelin Fuzzy Sets, sumeat joukot, joka
merkitsi lahtolaukausta sumeiden ilmiéiden tutkimiseen ja mallintamiseen.
Kantavana ajatuksena sumean logiikassa on, ettd maailma ei ole mustaval-
koinen vaan tdynna spektrin vérejd, moniarvoisuutta ja osittaisia totuuksia.
Sumeus eroaa todennikdisyydestd: jos tieddimme, ettd luokan 30 oppilaan
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joukossa on kaksi punatukkaista, voimme laskea todennakoéisyyden, jolla
satunnaisesti muodostettu viiden oppilaan joukko siséltda tasmalleen yh-
den punatukkaisen oppilaan. Tlloin ajattelemme, ettd punatukkaisuus on
joko-tai-ominaisuus. Jos tarkastelemme oppilaita tarkemmin, huomaam-
me ettd punatukkaisuudessakin on aste-eroja kirkuvan punaisista miedosti
hennattuihin ja ei lainkaan punatukkaisiin. Néin tehdessimme olemme
siirtyneet sumean logiikan puolelle. Sumean logiikan kovana ytimeni on
matemaattisesti hyvin méairitelty moniarvologiikka, josta nykydan kayte-
tadn nimed matemaattinen sumean logiikka, ja johon jatkossa tutustumme
tarkemmin.

5.3.1 GUHA-tiedonlouhintamenetelmd

Mairitelmédn' mukaan *Knowledge discovery in databases (KDD) on ei-
triviaali prosessi etsid valideja, uusia, ehkd hyodyllisid ja ennen kaikkea
ymmdrrettdvia piirteitd eli hahmoja datasta”. Tiedonlouhinta on se askel
KDD-prosessissa, joka hyodyntda tietokoneilla toteutettuja tiedonlouhinta-
algoritmeja ndiden hahmojen tai piirteiden 16ytamiseksi. Siten tiedonlou-
hinta on KDD-prosessin keskiossd. KDD-prosessin muut askeleet ovat da-
tan valmistelu louhittavaan muotoon sekd 16ydettyjen piirteiden eli tulosten
tarkempi analysointi. Erilaiset olemassa olevat tiedonlouhintamenetelmét
perustuvat yleensa tilastotieteeseen, heuristisiin tekniikoihin ja logiikkaan.
Yksi vanhimmista tiedonlouhintamenetelmistd on GUHA (General Unary
Hypotheses Automaton), jonka avulla voidaan muun muassa 16ytaa isoissa
tietomassoissa olevia yleisid lainalaisuuksia tai pienid osajoukkoja koske-
via riippuvuuksia, joita on hankalaa tai mahdotonta 16ytdd perinteisilla
menetelmilld. GUHA-menetelman perustana on ensimmadisen kertaluvun
adrellismallinen logiikka, jonka kieli sisaltad epdstandardeja kvanttoreita.
GUHA-menetelmi on implementoitu LISpMiner-ohjelmistoksi, jonka voi
ladata ilmaiseksi osoitteesta http://lispminer.vse.cz.’

Tarkastellaan asiaan johdattelevana esimerkkini kuvitteellista dataa,
joka on saatu keradamilla havaintoja péivakodin allergisista lapsista (tau-
lukko s5.1). Datassa on 15 vaakarivid, yksi jokaista lasta kohti, ja 5 pysty-
rivid vastaten kutakin allergiaa. Merkkien 0/1 merkitys vaaka- ja pys-
tyrivien risteyskohdissa on ilmeinen; esimerkiksi Oskar on allerginen
omenalle, appelsiinille ja maidolle, mutta ei ole allerginen tomaatille eikd
juustolle. Symbolisesti asia voidaan ilmaista kirjoittamalla tomaatti(Os-
kar) =0, omena(Oskar) =1 jne., jolloin tomaatti(), omena() jne.,
ovat predikaatteja (tai attribuutteja) ja Oskar on variaabeli (eli muuttuja).

1 Fayyad, Piatetsky-Shapiro, Smyth, 1996.

2 Datalla tarkoitetaan tdssd m x n-matriisia, jonka soluissa voi olla mitd tahansa symbo-
leja.

3 Tétéd kurssia varten riittdd 4ff-Minerin lataaminen.

[107]



[108]

5 DATAPOHJAISET MALLIT

Taulukko 5.1. Havainnot pdivikodin allergisista lapsista.

Lapsi Tomaatti | Omena | Appelsiini | Juusto Maito
Roza 1 1 0 1 1
Olga 1 1 1 0 0
Suvi 1 1 1 1 1
Oskar 0 1 1 0 1
Silva 0 1 0 1 1
Roni 1 1 0 0 1
Toni 0 1 1 1 1
Aku 1 0 0 0 0
Meri 1 1 0 1 1
Pete 1 0 1 0 0
Miko 1 0 1 0 1
Jouni 0 1 1 0 1
Raisa 0 1 0 1 1
Elsa 1 1 0 0 1
Siiri 0 1 1 1 1

Data tukee vditettd "Jokainen lapsi, joka on allerginen juustolle, on aller-
ginen myds maidolle’. Tama voidaan ilmaista klassisen predikaattilogii-
kan keinoin lauseena Vz(juusto(z) = maito(z)). Sen sijaan data ei tue
véitettd Vz(maito(z) = juusto(x)), silld esimerkiksi maito(Roni) =1,
mutta juusto(Roni) = 0. Data tukee myos viitettd Useimmat appelsiinille
allergiset lapset ovat allergisia myds omenalle’. Tama lause ei ole ilmaista-
vissa tavallisen predikaattilogiikan keinoin, silld se sisdltaa epdstandardin
kvanttorin 'useimmat.
Tilannetta kuvaa seuraava nelikentt

omena ei omena »

appelsiini 6 2 8
ei appelsiini 6 1 7
P 12 3 15

Appelsiiniallergiaa potevia lapsia on kaikkiaan kahdeksan, joista vain kah-
della ei ole omena-allergiaa. Epdstandardit kvanttorit ja nelikentdt ovat
GUHA-menetelmén ja LISpMiner-ohjelmiston keskeisid kasitteitd. Seuraa-
vat médritelmét on esitetty yksinkertaisimmassa mahdollisessa muodossa
(taydellinen esitys, ks. [13]).
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MAARITELMA 5.1

Havaintopredikaattikieli L, koostuu

(i) (unaarisista) predikaateista P,,...,P, ja ddrettOmdstd jonosta
Ty, Xo,... muuttujia (1. variaabeleja),

(ii) loogisista konnektiiveista \ (konjunktio, ja), \V/ (disjunktio, tai),
— (implikaatio), — (negaatio) ja <> (ekvivalenssi),

(iii) klassisista (unaarisista) kvanttoreista ¥ (kaikilla) ja 3 (on ole-
massa),

(iv) epdstandardeista (binddrisistd) kvanttoreista® Q),,...,Qy, jotka
mddritellddn erikseen.

Annetun havaintopredikaattikielen L, atomikaavat (-formulat) ovat sym-
bolit P(z), missd P on predikaatti ja z on variaabeli. Atomikaavat ovat
kaavoja (formuloita) ja jos ¢, 1 ovat kaavoja, niin

o, P AY, Y=, Yo Vap(r), Jer) ja Qu(e(r),v(v))

ovat kaavoja. Vapaat ja sidotut muuttujat maéritelladn kuten klassises-
sa predikaattilogiikassa. Kaavat, jotka sisiltdvat vapaan muuttujan, ovat
avoimia kaavoja, suljetut kaavat eli lauseet eivit sisdlld vapaata muuttujaa.
Tiedonlouhinnan kannalta mielenkiintoisia ovat muotoa Qz(¢(z),v(z))
olevat lauseet, joissa ) on epastandardi kvanttori ja kaavat ¢(z) ja 1(x)
ovat eri atomikaavoja tai muodostettu eri atomikaavoista A-konnektiivin
avulla; keskitymme jatkossa niihin.

Esimerkiksi allergisia lapsia kuvaava havaintopredikaattikieli L sisdltda
5 predikaattia, ja siind voidaan maaritella epastandardi kvanttori @ (useim-
miten). Lause Qz(appelsiini(z) A maito(z), omena(z)) on silloin timén
kielen lause, joka voidaan lukea ’Useimmiten lapsilla, joilla on appelsiini- ja
maitoallergia on myos omena-allergia’

Predikaattilogiikan peruskasitteisiin kuuluvat késitteet malli M ja kaa-
van @ totuus mallissa M. GUHA-logiikassa kiinnitetyn havaintopredikaat-
tikielen L,, malli on jokainen m x n-matriisi M (m > 0), jonka jokaisessa
solussa on symboli o tai 1. Matriisin M 4. pystyrivi (¢ =1,...,n) vastaa
predikaattia P, ja j. vaakarivi muuttujaa ;. Jos 7. pystyrivin ja j. vaakarivin
risteyskohdassa on symboli 1, sanotaan, ettd atomiformula P,(x;) on tosi

4 Myo6s nimed yleistetty kvanttori (engl. Generalized quantifier) voidaan kayttda.
5 GUHA-teorian laajemmassa maaritelmissa ja LISpMiner-ohjelmistossa solu voi olla my6s
tyhjd.
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mallissa M, merkitdan v,/(P,(x;)) = TOSL Jos risteyskohdassa on sym-
boli 0, P,(x;) on epitosi mallissa M, merkitddn v,(P,(x;)) = EPATOSI.
Laajennetaan seuraavaksi totuus mallissa )/ koskemaan kaikkia havainto-
predikaattikielen L, formuloita. Jos formula ei sisélld epdstandardeja
kvanttoreita, palautuu totuusarvon TOSI/EPATOSI méiritelma klassiseen
predikaattilogiikkaan (harjoitustehtdvind). Epastandardin kvanttorin @
sisdltimén lauseen Qz(y(z),¢(z)) totuusarvon (mallissa M) madraami-
seksi tarvitaan nelikenttd

¥ 1 by
%) a b r = a+b
- c d s = c+d
DX k = a+c l=b+d m = a+btc+d

jossa
e a on niiden tapausten lukumiird, joissa vy(p(x)) =
uu(t()) — TOSL

o b on niiden tapausten lukumdird, joissa vy(p(z;)) =
vau(—¢(z;)) = TOSL,

e ¢ on niiden tapausten lukumdird, joissa vy(—p(z;)) =
uu(t()) — TOSL,

o d on niiden tapausten lukuméird, joissa vy(—¢(z;)) =
’UM(ﬂlb(xj)) — TOSI.

Kuten klassisessa logiikassa, my6s GUHA-logiikassa voidaan puhua tauto-
logioista eli kaavoista, jotka ovat tosia kaikissa malleissa. Samoin voidaan
madritelld pddttelysidinto ja metatodistus sekd todistaa GUHA-logiikan
taydellisyys eli ettd todistuvat lauseet ja vain ne ovat tautologioita. GUHA-
metodin teoreettisena perustana on pitkille kehitetty looginen koneisto,
jonka tuloksia kéytetddn LISpMiner-ohjelmistossa. Ohjelmiston kayttajélle
riittda kuitenkin tietdd muotoa Qz(p(z),¥(z)) olevien lauseiden totuuden
madrdytyminen annetun datan méaradmaéssd mallissa.

Datasta malliksi

Louhittavan datan ei tarvitse olla 0/1-muotoista; soluissa voi olla koko-
naislukuja, liukulukuja, nimié tai muita symboleja, jolloin kiyttdjan on
valmisteltava data louhittavaan muotoon. LISpMiner-ohjelmistossa tdma
tapahtuu automaattisesti kéyttdjan antamien kédskyjen mukaisesti ja mah-
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dollisuuksia on monia. Tarkastellaan esimerkkind seuraavaa yksinkertaista
dataa (taulukko 5.2). Tdssd henkil6t ovat muuttujia, ainoana predikaattina
on ikd. Kéyttaja voi esimerkiksi paattdd, ettd jokainen ikd on oma katego-
riansa, jolloin ikd4 vastaa viisi kategoriaa, tai ettd kategorioita on kolme —
alle 20-vuotiaat, 20 muttei 50 tdyttineet, ja 50 tiyttidneet — tai tehdé jonkin
muun jaon. LISpMiner-ohjelmistossa louhittava data muuttuu silloin auto-

maattisesti 0/1-matriiseiksi, jotka on esitetty taulukoissa 5.3 ja 5.4.

Taulukko 5.2
Henkilo Tkd
A 18
B 20
C 35
D 15
E 50
Taulukko 5.3
Henkilo Tki(15) Tka(18) Tkd(20) Ikd(35) Ikd(50)
A 0 1 0 0 0
B 0 0 1 0 0
C 0 0 0 1 0
D 1 0 0 0 0
E 0 0 0 0 1
Taulukko 5.4
Henkilo Tkd(20 <) Tkd(20-49) Tkd(49 <)
A 1 0 0
B 0 1 0
C 0 1 0
D 1 0 0
E 0 0 1
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Mallista nelikentiksi

Kéytinnon tiedonlouhintatehtavissa etsitddn muotoa Qz(p(x),¥(x)) ole-
via tosia lauseita. T4td varten kéyttdjdn on padtettdvd muun muassa

o kuinka monta A-konnektiivilla yhdistettyd predikaattia
otetaan lauseen efuosaan eli kaavaksi (), jos predikaatte-
ja on kaikkiaan n kpl, voidaan valita enintddn £ kpl, jossa
0 < k < n. Valinta voi olla tdsmélleen k kpl tai arvot vililtd
k..., ko, jossa O < ky < ky <.

o kuinka monta A-konnektiivilla yhdistettyd predikaattia ote-
taan lauseen takaosaan eli kaavaksi y(z). Kun k on kiinnitet-
ty, voi valinta ¢ olla enintddn n — k predikaattia. Siten jokai-
nen predikaatti voidaan valita vain joko lauseen etuosaan tai
takaosaan mutta ei molempiin tai jattdd kokonaan valitse-
matta.

Niiden valintojen perusteella LISpMiner-ohjelmisto muodostaa kaikki
mahdolliset nelikentit.

Epdstandardin kvanttorin valinta

Kéyttdja valitsee epdstandardin kvanttorin (). LISpMiner-ohjelmistossa on
tatd kirjoitettaessa 12 mahdollisuutta, yksinkertaisin niistd on perusimpli-
kaatio® =, p... joka vastaa klassista assosiaatiosaantoa. Arvot p € (0,1] ja
Base € {1,...m} mairaa kayttaja. Lause =, p...((2),%(2)) on tosi mal-
lissa M eli vy(= puse(0(x),1(x))) = TOSL jos

ainp ja a > Base.
Tamad merkitsee, ettd vain ne datan muuttujista z, joilla on ominaisuus ¢
(eli vy{p(x)) = TOSI) ovat merkitsevig, ja ettd kyseisid muuttujia on aina-
kin arvon Base verran koko tutkittavassa datassa, ja ettd ainakin 100p pro-
sentilla ndistd muuttujista on my6s ominaisuus ¢ (eli v)(1)(x)) = TOSI).
Kun p on ldhelld arvoa 1, voidaan jossakin kayttdjan madraamassé intuitii-
visessa mielessd sanoa lauseen merkitsevin, ettd ’lihes kaikilla muuttujilla
z, joilla on ominaisuus ¢ on my6s ominaisuus ).

Kun sy6tteend oleva data on annettu, tuottaa LISpMiner-ohjelmisto vas-
teena kaikki mahdollisesti mielenkiintoiset” annetuilla ehdoilla maéréyty-

Myo6s nimed tosiasioihin perustuva implikaatio Kaytetdan.

Dilemmaa kaikki eli mahdollisimman monta ja mahdollisesti mielenkiintoiset eli ei lilan
monta on GUHA-menetelmassé ratkaistu mm. siten, ettd vasteena tulostetaan pituudel-
taan kompakteimmat lauseet.
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vit todet lauseet. Jos vasteena on lause Qz(p(x),1)(x)) sanotaan, ettd data
tukee riippuvuutta (lausetta) Qz(p(z),¢(z)). Esimerkiksi lasten allergia-
data tukee riippuvuutta = ;;(appelsiini(x),omena(x)), mutta ei tue riip-
puvuutta = ;;(tomaatti(x) Uomena(x),juusto(x)), silla jalkimmaista
lausetta vastaava nelikenttd

juusto  —(juusto) Y
tomaatti Aomena 3 3 6
—(tomaatti A omena) 4 5 9
z 7 8 15

ei toteuta kumpaakaan totuusehtoa:

a 3
=——<0.7, B =3<5.
A 3+3< s ase <

Keskeisid epdstandardeja kvanttoreita
Keskeisia LISpMiner ohjelmaan implementoituja epastandardeja kvantto- (3]
reita’, joissa kéyttdja valitsee parametrit p ja Base € {1,...m}, ovat muun
muassa

o kaksoisperusimplikaatio® <, p..., p € (0,1]. Médritellddn

U (Sp, Base (0(2),¥(x))) = TOSI, jos ﬁ > p ja a > Base.

Merkitsevid muuttujista = havaintoaineistossa ovat ne, joil-
la on ominaisuus ¢ tai p(vy(@(x)) = TOSI tai vy (Y(x)) =
TOSI). Molemmat ehdot téyttavid muuttujia on ainakin 100p
prosenttia tdssd joukossa, ja nditd molemmat ehdot toteutta-
via muuttujia on ainakin arvon Base verran. Kun p on la-
helld arvoa 1 voidaan lause tulkita siten, ettd ’ldhes kaikilla
muuttujilla x, joilla on ominaisuus @ on myds ominaisuus
ja kddntden, ldhes kaikilla muuttujilla x, joilla on ominaisuus
Y on myds ominaisuus .

8 Taydelliset méaritelmit ovat verkosta ladattavassa LISpMiner-ohjelmiston manuaalissa.
9 Myo6s nimed tosiasioihin perustuva kaksoisimplikaatio kaytetaan.
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o perusekvivalenssi® =,, p € (0,1|. Maaritelladn

a+d >

U]\,I(Ep (<P($)7¢(95))) = TOSI’ jOS m -

Kaikki muuttujat o ovat merkitsevid, ja ainakin 100p prosen-
tilla muuttujista on joko ominaisuus ¢ ja v tai ei ole kumpaa-
kaan ominaisuutta. Kun p on ldhelld arvoa 1 on perusteltua
sanoa lauseen merkitsevin, ettd "ominaisuudet ¢ ja 1 ovat
loogisesti lihes ekvivalentit.

o keskiarvon ylapuolella -kvanttori” ~,, p > 1. Madritelldan

a—+c
a+b+c+d

v (p(e), U(x))) = TOSL, jos —— > (1+p)

+b

Kaikki muuttujat  ovat merkitsevid. Lause merkitsee, ettd
siind osajoukossa, jonka alkioilla on ominaisuus @, on omi-
naisuus 1 100p prosenttia yleisempi kuin se on koko havainto-
datassa’.

GUHA-menetelmalld voi toteuttaa my6s monia tilastolliseen testaukseen
perustuvia tiedonlouhintatehtivii, muun muassa Fisherin testiin ja x’-
testiin perustuvat epastandardit kvanttorit on implementoitu LISpMiner-
ohjelmistoon. Tulosten tulkinnassa kannattaa kuitenkin olla varovainen:
LISpMiner ei varmista ndiden hypoteesin testaukseen tarkoitettujen vali-
neiden taustalla olevia oletuksia datan jakaumista, tapausten lukumaéras-
td jne. Kannattaa myo6s pitdd mielessd, ettd GUHA-menetelmé - nimensé
mukaisesti — tuottaa havaintodatan tukemia riippuvuuksia, mutta ndma
riippuvuudet eivat valttamatta ole tilastollisesti merkitsevid. Parhaimmil-
laan GUHA-menetelmén tuottamat tulokset inspiroivat tutkijaa tarkem-
paan analyysiin tai auttavat tutkimuksen kohdentamisessa tai sumean
JOS-NIIN-paittelykoneen rakentamisessa.

Harjoitustehtdvid

37. Kirjoita (a) totuustaulut (b) totuuden mdadritelméd V- ja
J-kvanttoreille ddrellisissa malleissa.

10 Témad kvanttori tunnetaan my6s nimelld tosiasioihin perustuva ekvivalenssi.
11 LISpMiner-ohjelmassa on myds keskiarvon alapuolella -kvanttori.
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38. Etsi allergiadatasta muotoa Qz(p(z),9(x)) oleva tosi lause,
kun epistandardina kvanttorina () on (a) perusimplikaatio,
(b) kaksoisperusimplikaatio, (c¢) perusekvivalenssi ja (d)
keskiarvon yldpuolella -kvanttori. Kuinka monta nelitaulua
allergiadatasta voi muodostaa (keskenddn symmetriset voi
samaistaa)?

5.3.2 Neuraalilaskenta

Neuraalilaskennan avulla voidaan mallintaa datan kuvausta syoteavaruu-
desta vasteavaruuteen. Neuroverkko pystyy opetusdatan avulla oppimaan
approksimoimaan mielivaltaista kuvausta. Tama kuvaus voi olla myos data-
néytteiden kuvaus luokkiin. Tall6in on keskeistd, millaisia piirteitd datasta
muodostetaan ennen varsinaista luokittelua.

Keinotekoinen neuroverkko koostuu yksinkertaisista adaptiivisista las-
kentayksikdistd, joita kutsutaan neuroneiksi [14]. Kytkemailld neuroneja
toisiinsa muodostuu neuroverkko, jossa laskentaa voidaan suorittaa rin-
nakkain kerroksittain. Neuroverkkojen ominaisuuksista keskeisid ovat
epalineaarisuus, syote-ulostulokuvaus ja adaptiivisuus. Epélineaarisuudet
mahdollistavat epélineaaristen funktioiden ja prosessien kuvauksen. Nama
epilineaarisuudet ovat levittdytyneet koko verkkoon. Epilineaarisuudet
vaikeuttavat verkkojen analysointia ja synnyttavit optimoitavaan funktioon
lokaaleja minimeja. Neuraalilaskennan kayttdjien taustalla on vaikutusta
sithen, miksi ja miten neuraalilaskentaa pyritdan hydodyntimain. Neuro-
biologien tavoitteena on selvittdd ihmisaivojen toimintaa keinotekoisten
neuroverkkojen avulla, kun taas insindérit kdyttavit neuraalilaskentaa mo-
nimutkaisten ongelmien ratkaisuun.

Datan mallinnuksen kannalta neuroverkkojen tdrkein ominaisuus on,
ettd ne kykenevit oppimaan néytteistd, joko opettajan avulla tai ilman.
Opittu informaatio tallennetaan synaptisiin painoihin, jotka ovat joko neu-
ronien valisten kytkentdjen voimakkuuksia tai neuroneihin tallennettuja
mallivektoreita. Ensimmdisessd tapauksessa on kyse myotakytkentdisestd
(engl. feedforward) verkosta, joista tunnetuin on monikerrosperseptroni

ja jalkimmaisessd kilpailuoppimiseen perustuvasta ohjaamattoman op-
pimisen menetelmastd kuten itseorganisoituvasta kartasta (engl. self-or-
ganizing map (SOM)) [19].

Ohjatussa oppimisessa syote-vastekuvaus opitaan opetusdatasta. Talloin
kaytettdvissd on syotteitd vastaava haluttu vaste, joka voi olla luokittelutulos
tai vektorimuotoinen vastesignaali. Neuroverkkoa opetettaessa kdytetdan
yleensd jotain tilastollista kriteerid, jonka perusteella verkon synaptisia paino-
ja sdddetddn siten, ettd valittu kriteeri optimoituu. Tyypillisesti minimoidaan
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neliollisen virheen odotusarvoa ja haetaan optimia kédyttden hyvaksi kri-
teerin negatiivisen gradientin suuntaa. Verkon synaptisia painoja tai sen
vapaita parametreja voidaan aina opettaa uudestaan uudella datalla. Ndin
neuroverkko pystyy myds adaptoitumaan epdstationdérisessa ymparistossa,
kunhan muutokset ovat tarpeeksi hitaita.

Neuroni

Neuroverkoissa informaationkasittelyn perusyksikko on neuroni. Neuroni
koostuu synapseista, summaimesta ja aktivaatiofunktiosta sekd toisinaan
mukana olevasta bias-termisté (5.6a). Synapseja eli yhdistéavia linkkej ku-
vataan painoilla (voimakkuuksilla). Merkitddn nyt z;114 synapsin j syote-
signaalia. Kun kytkeydytadn neuroniin %, z; kerrotaan synaptisella painolla
wy,;. Painot ovat yleensé reaalilukuja. Summaimessa lasketaan yhteen pai-
notetut syotteet w,x,. Aktivaatiofunktiota kdytetddn neuronin vasteessa
rajoittamassa sen arvoa. Se on yleensd epilineaarinen funktio, joka vai-
mentaa vastetta. Ulkoista bias-termid merkitdan b,.
Neuronin & toimintaa voidaan kuvata seuraavilla yhtaloilla:

m
Up = Zwkﬂp Y = (ur + bg).
j=1

Tdssd u, on summaimen vaste, ¢(-) on aktivaatiofunktio, y; on neuronin
vaste, Z1,%s,...,T,, ovat m syotesignaalia, ja wy,wjs,..., Wy, ovat vastaavat m
synaptista painoa.

Neuroverkoissa kdytetyistd epalineaarisista aktivaatiofunktioista yleisim-
pid ovat kynnysfunktio, paloittain lineaarinen funktio ja sigmoidi-funktio.
Niistd sigmoidi-funktio on useimmiten kéytetty aktivaatiofunktio. Kuvassa
5.6b on logistinen sigmoidi-funktio, joka madritelldén ¢(v) = 12=, jossa
a on ns. kulmaparametri. Kun a — o, logistinen sigmoidi ldhestyy kyn-
nysfunktiota. Sigmoidi-funktio on jatkuva ja silld on lineaarinen ja epéli-
neaarinen alue. Kun funktiota kdytetdan muodossa ¢(v) = tanh(av), niin
aktivaatiofunktio voi saada myos negatiivisia arvoja.

Verkkoarkkitehtuureja

Edelld kuvatusta neuronista muodostuvia arkkitehtuureja on kolmea eri
tyyppid. Néitd ovat yksikerrosverkot, monikerrosverkot ja rekurrentit eli
takaisinkytkennalla varustetut verkot. Muita verkkoarkkitehtuureja ovat
esimerkiksi kilpailuoppimiseen perustuvat verkot, kuten itseorganisoituva
kartta.
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Neuroverkoista yksinkertaisin on yksikerrosverkko. Syéteyksikoéille tu-
levat syotteet kuvataan laskentayksikoiden vastetasolle. Kuvassa 5.7a on
yksikerrosverkko, jossa on nelja yksikkoa seka syote- ettéd vastekerroksessa.
Syotekerrosta ei lasketa kerrokseksi, koska sielld ei suoriteta varsinaista
laskentaa.

Monikerrosverkossa (engl. multilayer networks) on yksi tai useampia kit-
kettyja tasoja (kts. kuva 5.7b). Niiden laskentayksikoita kutsutaan kitketyiksi
neuroneiksi. Kétkettyjen neuronien avulla voidaan havaita monimutkaisempia
tilastollisia ominaisuuksia. Kunkin kerroksen sydtesignaalit ovat edellisen
kerroksen vastesignaaleja. Kuvassa 5.7b on feedforward-tyyppinen verk-
ko, jossa on yhdeksdn sydtesolmua, nelja kitkettyd neuronia ja kaksi ulos-
tulokerroksen neuronia (9-4-2). Tunnetuimpia monikerrosverkkoja ovat
monikerrosperseptroni (engl. multilayer perceptron (MLP)) ja sateittdi-

Synaptiset Bias
painot b
k
X1
Aktivaatio-
X funktio
Syote- : ( ) \a ostul
signaalit o) > Ulostulo
Yk
X Summain
a) Neuroni

b) Aktivaatiofunktio

Kuva 5.6. Sigmoidi-funktio.
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siin kantafunktioihin perustuvat verkot (engl. radial basis function (RBF)
networks).

Kilpailuoppimiseen perustuvissa neuroverkoissa jokaiseen neuroniin
on tallennettu dataa mallintava vektori. Nama mallivektorit kilpailevat
keskenddn siitd, mikd antaa suurimman vasteen tietylle syotevektorille eli
aktivoituu eniten. Voittajaneuroni on valitun etdisyysmitan suhteen ldhin-
né syotettd. Opetuksessa voittajaa vahvistetaan eniten, minké seurauksena
voittaja on entistd varmempi voittaja silloin, kun sama néyte sy6tetddn uu-
destaan.

Monikerrosperseptroni

Verkko koostuu syGtekerroksesta, yhdesté tai useammasta kitketysta ker-
roksesta ja vastekerroksesta. Sitd opetetaan yleensd backpropagation-al-
goritmilla, joka on ohjattu virhettd korjaava opetusalgoritmi. Verkossa
syotesignaali kulkee eteenpdin kerros kerrokselta syotetasolta kohti vastet-
ta. Opetuksessa vasteen virhe levitetadn taaksepdin (engl. backpropagate)
verkon painoihin laskemalla neuroneille niin kutsuttu lokaali gradientti.
Sen avulla saadaan laskettua kuinka paljon kutakin painoa on korjattava,
jotta vasteen virhekriteeri minimoituu.

TTTT

Syote- Ulostulo- Syote- Katketty Ulostulo-
kerros kerros kerros kerros kerros
a) Yksikerrosverkko b) Monikerrosverkko

Kuva 5.7. Verkkoarkkitehtuureja.
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Backpropagation-algoritmi Opetuksessa verkon painoja pdéivitetddan
seuraavasti:

Awij(n) = U d;(n) yi(n)

N~—— ~~ N~ —~—
Painon Opetus- Lokaali Neuronin
korjaus parametri gradientti  syOtesignaali

Téssd lokaali gradientti méaritelldan
dj(n) = e;(n)@;(v;(n)),

kun neuroni j on ulostulokerroksella. Kitketylld kerroksella lokaali gra-
dientti

3j(n) = @(v;(n) Y _ Sx(n)wi;(n)

k

lasketaan rekursiivisesti ulomman tason lokaaleista gradienteista.

Itseorganisoituva kartta

Itseorganisoituva kartta (Self-Organizing Map (SOM)) perustuu kilpai-
luoppimiseen. Kartan neuronit ovat kaksidimensioisessa hilassa, joka on
joko heksagonaalinen tai nelioméinen. Opetuksen seurauksena neuronit
adaptoituvat kohti syétteitd ja jarjestyvit siten, ettd samankaltaiset syot-
teet luokitellaan lahelld toisiaan oleviin neuroneihin. Neuronit tulevat siis
herkiksi tietynlaisille sytteille. Sydtteistd muodostuu topografinen kartta.
Neuronien sijainnit tilld kartalla kuvaavat syétteiden tilastollisia ominai-
suuksia. Vastaavia topologisesti jarjestyneitd alueita on myos ihmisaivoissa.
Tallaisia ovat esimerkiksi néko- ja kuulohavainnoille herkat aivokuoren
alueet. Toisiaan ldhelld olevat neuronit kuvaavat siis ominaisuuksia, jotka
ovat keskenddn samankaltaisia.

Itseorganisoituva kartta muodostaa epélineaarisen kuvauksen sy6teava-
ruudesta kaksidimensioiselle hilalle siten, ettd signaalit ovat topologisesti
jarjestdytyneitd. Kun karttaa on opetettu tarpeeksi kauan, kukin signaali
aiheuttaa yleensd aktivaatiota vain tietylla kartan alueella. Mitd lahempéana
sydtevektori on neuronin mallivektoria, sitd suurempi aktivaatio. Itseor-
ganisoituva kartta on tyypillinen ohjaamattoman oppimisen menetelma.

SOM-algoritmi Algoritmi koostuu seuraavista vaiheista:

1. Initialisointi. Valitaan satunnaiset alkuarvot neuronien / pai-
novektoreille w,(0), j=1,2,..., 1
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2. Niytteenotto. Valitaan naytevektori x(n) syoteavaruudesta.

3. Haetaan lihin neuroni. Jos i(x) on ldhimmén neuronin in-
deksi kun sy6tevektori on X, niin iteraatiolla n, i(x) 16ytyy
minimoimalla Euklidista etdisyytta

i(x) = arg min x(n) — w,l, j=1,2....L

4. Pdivitys. Péivitetddn kaikkien neuronien painovektoreita
kayttden sddntod

w;(n+1) = w;(n) +n(n)hjie (n)x(n) — w;(n)].

Sekad opetusparametri n(n) (0 < n(n) < 1) ettd naapurusto-
funktio h;; )(n) pienenevit opetuksen aikana.

5. Jatketaan kohtaan 2 kunnes kartta on konvergoitunut.

Sovellusalueita

Neuraalilaskennan tarkeimpié sovellusalueita ovat hahmontunnistus, funk-
tion approksimointi ja suodatus. Hahmontunnistuksessa voidaan edelleen
erottaa klusterointi ja luokittelu. Lisdksi neuroverkko voidaan opettaa esi-
merkiksi sddtdmaédn prosessia.

Hahmontunnistus Hahmontunnistusta voidaan soveltaa muun muassa
puheen, kasvojen, sormenjilkien ja esineiden tunnistukseen. Syéte on ylei-
sesti ottaen vain signaalia, joka esikasitelldan sopivaan muotoon. Kun neu-
roverkkoa kéytetdan hahmontunnistukseen, se opetetaan naytteilld, joiden
luokka tunnetaan. Témaén jalkeen voidaan jaotella opeteltuihin luokkiin
sellaisetkin néytteet, joiden luokista ei ole etukdteen tietoa.

Neuraaliset luokittimet ovat joko selkeésti kaksivaiheisia tai moniker-
rosverkkoon perustuvia. Kaksivaiheisessa tunnistusjarjestelméssa on oh-
jaamattomasti opetettu verkko piirteiden erottamiseksi ja ohjatusti ope-
tettu verkko luokittelua varten. Ohjatusti opetetussa monikerrosverkossa
katketty taso erottelee piirteitd. Téllainen verkko pystyy siis toteuttamaan
kaksivaiheisen menetelmdn molemmat vaiheet.
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Numero 7
tunnistettu

\

T O=m =000
OO —_00O0O00OO0O0O

Kuva 5.8. Merkkien tunnistus.

Esimerkkind merkkien tunnistuksesta esitelldan kasinkirjoitetun merkin
tunnistaminen (kuva 5.8). Kasinkirjoitettu merkki rasteroidaan ja muun-
netaan binddriseksi hahmovektoriksi. Tdmé vektori syotetddn luokitteli-
jaan, jonka haluttu ulostulo on nollista ja ykkosistd muodostuva vektori.
Jokaiselle mahdolliselle luokittelutulokselle on oma elementtinsé ulostulo-
vektorissa. Lopullisen luokittelutuloksen méaraa se, mitd luokkaa vastaava
elementti saa ulostulovektorissa suurimman arvon.

Neuroverkkoihin perustuvat luokittimet ovat osoittautuneet hyvinkin
toimiviksi varsinkin, kun mahdollisten luokkien mééra on sopivasti ra-
joitettu. Téllaisia sovelluksia ovat esimerkiksi rajoitetun sanaston puheen-
tunnistimet.

Funktion approksimointi Tarkastellaan syGte-vaste-kuvausta d = f(x),
jossa x on syote ja d on vaste. Vektoriarvoinen kuvaus f(-) oletetaan tun-
temattomaksi. Tehtdvana on 16ytdd neuroverkko, jonka syGte-vaste-kuvaus
F(-) approksimoi tuntematonta kuvausta f(-) riittavan hyvin. Tamén saa-
vuttamiseksi minimoidaan euklidista normia

IF(x) — f(x)]| <e kaikille x,

jossa € on pieni positiivinen luku.

Jos opetusndytteitd ja opetettavia vapaita parametreja on riittivin mon-
ta, on tavoite saavutettavissa monikerrosperseptronia tai séteittdisiin kan-
tafunktioihin perustuvia verkkoja kédyttden. Nama verkot ovat universaa-
leja approksimaattoreita eli niilld voidaan approksimoida mitd tahansa
jatkuvaa funktiota mielivaltaisen tarkasti. Esimerkkind olkoon sinikdyran
approksimointi 1-10-1-monikerrosperseptronilla, jota opetetaan backp-
ropagation-algoritmilla (kuva s5.9).
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Alkutilanne 10 opetuskierroksen 20 opetuskierroksen
jalkeen jalkeen

Kuva 5.9. Sinikdyrin approksimointi. (Opetuskierroksen aikana opetus-
ndytteet kdydddn lipi kertaalleen.)

) Tuntematon

systeemi

ei
Syote @_

> Neuroverkko

malli

L

Systeemin identifiointi

vihe
) Systeemin / Mallin
Syote ulostulo Kasntei ulostulo
3 aanteinen
X ) malli

d

i I Yi 1+

Kidnteisen systeemin identifiointi

Kuva 5.10. Identifiointi.
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Neuroverkkojen funktion approksimointikykyéd voidaan hyodyntda esi-
merkiksi systeemin ja kdanteisen systeemin identifioinnissa (kuva s5.10).
Systeemin identifioinnissa neuroverkko oppii tuntemattoman systeemin
syote-ulostulo-kuvauksen d = f(x). Kéinteistd systeemid identifioitaessa
tunnetaan d = f(x) ja halutaan oppia x = f '(d). Tillaiset menetelmit
ovat hyodyllisid, kun suora kdanteisfunktion laskeminen on mahdotonta
tai hyvin hidasta, jos f on liian monimutkainen.

Suodatus Suodatuksessa kiinnostavaa suuretta erotellaan kohinaisista
mittauksista hyodyntdmalld muita naytteitd: f(-) = f(z,, T, Toas .-,
T,1), k > 0. Ongelma voidaan jakaa kolmeen osatehtavaan:

1. Suodatus (engl. filtering): estimoidaan nykyhetked edeltavien
naytteiden avulla z, = f(-).

2. Tasoitus (engl. smoothing): estimoidaan mennyttd ajan-
hetked seki tulevien ettd edeltivien ndytteiden avulla z,,
=f(1),0<d<k.

3. Ennustus (engl. prediction): estimoidaan tulevaa ajanhetkeé
edeltivien néytteiden avulla z,,, , = f(-), d > 0.

Neuroverkoista suodatukseen soveltuvat etenkin ohjatusti opetetut moni-
kerrosverkot. Ndiden rakennetta on helppo muokata siten, ettd ne kykene-
vit ottamaan vastaan viivistettyjd signaaleja.

Ohjelmistoja

Ohjelmistoja on saatavilla runsaasti. Néistd tunnetuin on opetus ja tut-
kimuskdyttoon parhaiten soveltuva Matlabin Neural Network toolbox.
Matlabiin on tarjolla my6s useita public domain -ty6kaluja kuten SOM
toolbox, NNSYSID, FastICA ja Netlab seké kolmansien osapuolien kaupal-
lisia toolboxeja. Ndiden lisdksi on tarjolla useita muita sekéd public domain
ettd kaupallisia neuroverkko-ohjelmistoja datan analysointiin ja mallin-
tamiseen. Public domain -ohjelmistoja ovat muun muassa SOM_PAK ja
LVQ_PAK.

Kaupallisia ohjelmistoja ovat esimerkiksi Neurodimension ja Brainmaker.
Myos Exceliin on tarjolla paketteja, jotka mahdollistavat neuroverkkojen kay-
ton datan analysoinnissa. Téllaisia ovat esimerkiksi NeuroXL ja Tiberius.
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5.3.3 Geneettiset algoritmit

Geneettiset algoritmit (GA) kuuluvat suurempaan joukkoon menetelmia,
joita kutsutaan yleisnimelld evoluutioalgoritmit. Naihin luetaan GA:n lisak-
si muun muassa geneettinen ohjelmointi, evoluutiostrategiat, evoluutio-
ohjelmointi ja differentiaalievoluutio. Alan konferensseissa aihealueeseen
niputetaan my9s muita luonnosta mallinsa hakeneita optimointi- tai mal-
linnusmenetelmia (mm. particle swarm optimization, ant colony optimi-
zation, cultural algorithms, DNA computing, learning classifier systems,
artificial life, artificial immune systems).

Evoluutioalgoritmeista luonnon evoluutiota ja DNA:n (deoxyribonucleic
acid, deoksiribonukleiinihappo) tapaista koodausta ehka kaikkein suoravii-
vaisimmin pyrkivét jiljitteleméan geneettiset algoritmit. DNA:ssa koodaus
perustuu neljan eméksen perédkkdisiin jarjestyksiin, kun taas alkuperdisessd
GA:ssa koodaus oli bindérinen, eli perustui nollien ja ykkosten sarjoihin.
Nykydan kuitenkin kdytetddn yleisesti my6s reaalilukukoodausta.

GA:ssa ongelma-avaruus koodataan siten, ettd se voidaan esittdd niin
kutsuttuna kromosomina. Kromosomi sisaltad geenejd, joiden arvot yleensé
esittavit joko suoraan tai sopivan koodauksen kautta ongelman paramet-
rien arvoja. Tarvittava kromosomin suuruus saadaan useimmiten suoraan
ongelman dimensiosta, eli siitd montako parametria ongelmassa on. Koo-
dauksen tulee pystyd aina esittimaédn jokainen ongelma-avaruuden mah-
dollinen piste. Lisdksi jokaiseen pisteeseen pitdd olla mahdollisuus padsta
jokaisesta muusta. Usein ongelma ei ole jatkuva eli koodaus pystyy esitta-
main my0s epédkelpoja pisteitd, jotka tulee joko karsia ratkaisuista pois tai
sitten niitd on rangaistava hyvyysfunktiossa sakkotermilla.

Luonnossa DNA sisdltda suuren maaran niin sanottua “roska-DNA:ta”,
jolla ei nayttaisi olevan mitadn vaikutusta yksilon ominaisuuksiin (arvioi-
den mukaan jopa 97 % DNA:sta). Tosin ainakin osa téistd lienee sellaista,
jonka merkitystd ei vain ole vield tunnistettu. GA:ssa puolestaan oletetaan,
ettéd kaikki geenit ovat merkityksellisid. Optimoinnissa voi kuitenkin osoit-
tautua, ettd ongelman eri parametrien arvoilla on erilainen merkitys tulok-
seen ja joidenkin parametrien arvoilla ei juurikaan ole merkitystd; timén
voi havaita esimerkiksi siité, ettd optimiin konvergoituneessa GA-populaa-
tiossa jonkin tietyn parametrin (geenin) arvot heittelevit suuresti.

Luonnossa yksilon ominaisuudet (fenotyyppi) eivit ole suoraan johdet-
tavissa DNA:sta (genotyyppi). Esimerkiksi elion ikd muuttaa suuresti elion
ulkoisia ominaisuuksia ja suorituskykyd. Myos elinympdristd vaikuttaa:
enemmadn ravintoa saanut voi kasvaa suuremmaksi kuin véhélld ravinnolla
kasvanut, vaikka geenistd olisi sama. Urheilija voi harjoituksella (tai hor-
moneilla) saada itsensd paljon nopeammaksi tai voimakkaammaksi kuin
velttoileva identtinen kaksosensa. Myos onnettomuudet ja sairaudet voivat
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muuttaa yksilon ominaisuuksia: yksilon kasi voi katketa tai esimerkiksi
polio voi halvauttaa yksilon.

Normaalissa GA:ssa koodaus on kuitenkin suora, eli yksilon ominaisuu-
det voidaan johtaa suoraan kromosomista (eli fenotyyppi vastaa genotyyp-
pid) ja ominaisuudet pysyvit samoina GA-yksilon koko olemassaoloajan.
Poikkeuksena ovat niin kutsutut memetic algorithms joissa paikallishaulla
etsitddn yksilon ymparistostd parempi piste ja sen tiedot siirretddn myos
kyseisen yksilon geeneihin, eli yksilon geenisté muuttuu ja myds “opitut”
ominaisuudet voivat periytyd; ndinhén ei luonnossa ilmeisestikddn tapah-
du? (Googleta epigeneettinen.)

Keskeiset kdsitteet

Risteytys Risteytykselld tarkoitetaan kahden yksilon perintétekijéiden
sekoittamista tarkoituksena luoda uusi yksild. Luonnossa risteytys perus-
tuu DNA:n kaksoiskierteeseen ja kromosomipareihin. Molemmilta van-
hemmilta peritddn yksi kromosomikokonaisuus. Luonnon jérjestelmissd
geenit ovat dominoivia tai peittyvid. Geneettisissd algoritmeissa on asiaa
yleensd yksinkertaistettu siten, ettd kromosomeissa on kutakin geenid vain
yksi kappale, joka peritddn toiselta vanhemmista. Myds parirakennetta
kayttavia GA-versioita on kirjallisuudessa esitetty, mutta niilld ei ole saa-
vutettu merkittdvad etua yksinkertaisempaan esitystapaan verrattuna.

GA:ssa kaytetddn useita erilaisia risteytystapoja. Yksipisteristeytykses-
sd uuden yksilon geenin arvot otetaan toiselta vanhemmalta risteytyspis-
teeseen saakka, ja sen jilkeen puolestaan toiselta. Kaksipisteristeytyksessé
alku ja loppu otetaan toiselta ja pisteiden vali toiselta vanhemmista. Moni-
pisteristeytyksessd arvotaan kunkin geenin kohdalla kummalta vanhem-
mista arvo otetaan. Ndmé menetelmadt tuottavat joko yhden tai kaksi uutta
yksiloa riippuen siitd, otetaanko vain valitut arvot vai luodaanko my6s niin
kutsuttu komplementtiyksilo, joka saa arvonsa aina piinvastaiselta van-
hemmalta kuin ensimmaéinen uusi yksilo.

Reaalilukukoodatussa GA:ssa voidaan kéyttdd myds aritmeettisia ris-
teytyksid, jolloin uuden yksilon geenin arvo on joko normaali tai sopivalla
kertoimella painotettu keskiarvo vanhempien vastaavien geenien arvoista.
GA:ssa voidaan kayttdd myds useampia vanhempia eli uuden yksilén pe-
rint6tekijoitd voidaan valita kahden vanhemman sijaan esimerkiksi kol-
mesta tai viidestd eri vanhemmasta.

Mutaatio Mutaatiolla tarkoitetaan perintétekijéiden tiettyyn geeniin teh-
tyd muutosta. GA:ssa mutaatiotodennékoéisyys on paljon suurempi kuin
luonnossa. Mutaatio on periaatteessa perintdtekijéiden kopioimisessa ta-
pahtuva virhe. Luonnossa organismeilla on erilaisia mekanismeja, joilla ne
pyrkivit estimdén ja korjaamaan geenien kopioinnin virheitd. Useimmiten

[125]



[126]

5 DATAPOHJAISET MALLIT

mutaatiot ovat joko neutraaleja tai haitallisia ja saattavat aiheuttaa vakavia
vammaisuuksia tai tdysin elinkelvottomia yksil6itd. Mutaatio on luonnossa
vain harvoin elinkelpoinen ja hyddyllinen. GA:ssa mutaatiot ovat kuitenkin
usein hyodyllisié ja jopa vélttimattomis, silld ilman mutaatiota GA ei saisi
uutta geenimateriaalia ja alkupopulaation geenien paras kombinaatio olisi
paras mahdollinen tulos (ei voitaisi paasta kaikkiin ongelma-avaruuden
pisteisiin). Luonnon evoluutiossa mutaatioita tapahtuu vain uuden yksilon
perimén luonnissa. GA:ssa mutaatiota voidaan kéyttdd paitsi risteytyksen
yhteydessd myos kopioimalla vanhan populaation yksilé uudeksi muuttaen
sitd ainoastaan mutaatiota kéyttéden.

Valinta ja elitismi Luonnonvalinta tarkoittaa, ettd kaikkein elinkelpoisim-
milla ja vahvimmilla yksil6illd on parhaat mahdollisuudet jaada henkiin ja
tuottaa jalkelaisid. Valintaa kéytetadn elitististen GA-versioiden osana. Elitis-
mid ei kuitenkaan aina valttamatta kédytetd, vaan joskus luotetaan populaation
kehittymiseen ilman sitékin. Elitismi takaa, ettd hyvid ratkaisuja ei menete-
td, vaan esimerkiksi paras 16ydetty ratkaisu sdilyy populaatiossa. Elitistisissd
GA-versioissa tietty maéra parhaita yksil6itd (vahintaan yksi) jai eloon ja
jatkaa uuteen populaatioon. Valintatapoja on kehitetty useita, esimerkiksi
joko valitaan suoraan tietty maéra parhaita yksiloita tai sitten valitaan satun-
naisesti tietty madra (kaksi tai enemman) yksil6itd, jotka kilpailevat keske-
nddn ja niistd paras selviytyy. Monitavoiteoptimoinnissa voidaan valita myds
siten, ettd jokaisen yksittdisen tavoitteen parhaiten toteuttava yksilo valitaan
jatkoon. Muut vanhan populaation yksilot korvataan vanhan populaation
yksiloistd, risteytyksilld ja mutaatioilla, luoduilla uusilla yksiloilla.

Initialisointi, alkupopulaation luominen GA:ssa alkupopulaatio luo-
daan yleensd satunnaisesti eli arpomalla kunkin parametrin arvo satun-
naisgeneraattorilla kyseisen parametrin sallitulle vaihteluvilille. Muitakin
initialisointitapoja on, muun muassa tunnettujen hyvien ratkaisujen kaytta-
minen alkupopulaationa, asiantuntijoiden maérittelemat arvot, systemaat-
tinen tayttd ddriarvoilla ja tasavilisilld valiarvoilla sekd alkupopulaation
luominen optimoimalla jollain toisella menetelmalld, esimerkiksi jollain
epitarkemmalla mutta nopeammalla menetelmélla.

Hyvyysfunktion evaluointi Optimoinnissa tarvitaan kiinnitetty omi-
naisuus, jonka mukaan optimointi etenee. Tavallisessa matemaattises-
sa funktiossa se on funktion arvo, jota pyritdan joko maksimoimaan tai
minimoimaan. GA ei kuitenkaan edellyti, ettd ongelma on esitettdvissa
matemaattisesti vaan vaaditaan vain, ettd ongelmasta saadaan jokin hy-
vyyttd esittdvd numeerinen arvo. Tuo arvo voi olla vaikka tietokoneohjel-
man suoritusaika, jonkin simulaattorin antama tulos tai ihmisen antama
numeerinen arvio. GA:lla on esimerkiksi tehty sovellus rikollisten kasvojen
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tunnistamisesta, jossa GA generoi kasvokuvia piirteitd yhdistelemalld ja sil-
minndkijé valitsee aina sen kasvokuvan, joka muistuttaa eniten rikollista.

Vanhempien valinta Toisin kuin luonnossa GA:ssa ei yleensi ole suku-
puolia, vaan jokainen populaation yksilo voi risteytyd minka tahansa muun
populaation yksilon kanssa. Vanhempien valintaan on kuitenkin kehitetty
useita menetelmid, jotka yleensa painottavat hyvien yksiléiden mahdol-
lisuutta paasta vanhemmiksi. Hyvien yksiloiden painotus saattaa perus-
tua suoraan niiden hyvyysarvoon, mutta yleisemmin kéytetdan hyvyys-
jarjestykseen perustuvaa painotusta, jossa yksilon todenndkoisyys padstd
vanhemmaksi saattaa laskea hyvyysjarjestyksessd alaspdin mentdessé joko
lineaarisesti tai logaritmisesti.

Vahvuudet ja heikkoudet

Geneettiset algoritmit soveltuvat parhaiten vaikeiden reaalimaailman on-
gelmien optimointiin. Jos ongelmaan on olemassa kohtuuajassa toimiva
tasmallinen matemaattinen ratkaisumenetelmé, GA:ta ei yleensa kannata
kayttad. Tavallisia matemaattisia funktioita ratkotaankin GA:lla ldhinna
vain testiongelmina, joita kéytetddn vertailtaessa eri optimointimenetel-
mien tehokkuutta tai eri evoluutioalgoritmien ratkaisu- tai konvergoitumis-
nopeutta. GA:t ovat parhaimmillaan ongelmissa, joihin ei 16ydy tdsmallistd
matemaattista ratkaisua, epédjatkuvissa ongelmissa, monitavoiteoptimoin-
nissa tai jos ongelmasta on olemassa vain simulaattori tai tietokonemalli tai
jos tuloksen hyvyyden voi arvioida vain ihminen.

GA-menetelmien heikkous on pitevén teorian puuttuminen. GA:n tehon
uskotaan perustuvan ns. “rakennuspalikkahypoteesiin” eli sithen ettd hyvét
ominaisuudet perustuvat hyviin geeniryppdisiin, joita risteyttimalld saadaan
uusia hyvid ratkaisuehdokkaita jolloin periytyva aines “jalostuu”. Mutaatioi-
den puolestaan uskotaan pitavan huolen siité, etti etsinté ei juutu lokaaliin
optimiin ja ettd populaatio saa mutaatioiden avulla uutta geneettistd materi-
aalia. GA:n toimivuutta ei kuitenkaan ole matemaattisesti todistettu. Suurin
todiste geneettisten algoritmien tehosta lienee luonnon monimuotoisuus ja
lukemattomat luonnon organismeissa esiintyvit toimivat ratkaisut.

GA-menetelmié on kritisoitu myds niin kutsutulla "no free lunch” -teo-
rialla, joka esittdd ettd kaikki menetelmit ovat yhtd tehokkaita, jos niitd
verrataan suhteessa kaikkiin mahdollisiin optimointiongelmiin. Tallaisessa
ongelma-avaruudessa on kuitenkin lukematon maérd kiaytannossd merki-
tyksettomid ongelmia ja yleensé jokaiseen ongelmaan voidaan 16ytad juuri
sen tyyppiselle ongelmalle tehokas ratkaisumenetelmé. Yleensd jollekin
ongelmatyypille rdatildity ratkaisumenetelmé on kuitenkin vastaavasti
heikko muille ongelmille, toisin sanoen mikd tarkkuudessa voitetaan se
yleistettavyydessd havitdan.
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Erids viime vuosina paljon tutkittu GA-sovellus on ohjelmistojen, var-
sinkin ohjelmistojen vasteaikojen testaus. Suuri tietokoneohjelmisto on
vaikeasti mallinnettava epadeterministinen kokonaisuus, jonka vasteajat
ovat vaikeasti ennakoitavissa eksaktin matemaattisesti. Ohjelmistoja on
pyritty testaamaan generoimalla GA:lla sy6tteitd ohjelmistolle ja mittaa-
malla vasteajat eli se miten kauan ohjelmisto suorittaa tehtavid saamien-
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Kuva 5.11. Testiesimerkki, kukin ohjelman kuudesta syotteesti aiheuttaa
ohjelman vasteaikaan kuvan mukaisen viiveen.

Ajatellaan tilanne, jossa ohjelma saa kuusi syotettd joiden arvot ovat va-

lill4 [0, 1] ja syotteet aiheuttavat ohjelman vasteeseen viiveen alla olevan
kaavan mukaisesti:

5
f(X) = Z max{0; abs(z; — 0.2 % i) % 10}. (5.11)
=0

Viivefunktion kuvaajat on esitetty kuvassa 5.11. Viivefunktiosta ndhdaén,
ettd ongelma on téysin separoituva ja siten varsin helposti ratkaistavissa
etsimdlld kunkin z;:n arvo erikseen. Tdssa kuitenkin ajatellaan, ettd oikea
ohjelma on musta laatikko, joka todellisuudessa kéyttaytyy ei-separoi-
tuvasti, jolloin yksinkertaiset menetelmat eivét toimisi. T4lld esimerkilla
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halutaan havainnollistaa GA:n, satunnaismenetelmin ja systemaattisen
menetelman kdyttaytymistd testattaessa tdmén kaltaista viiveongelmaa.

Oletetaan, ettd meilld on rajallinen aika testata ohjelmiston vasteai-
ka. Kéytossd oleva aika riittdd vain noin 15 000 sy6tevektorin testaa-
miseen. Jos testaisimme systemaattisesti tasavilein, kullekin kuudelle
muuttujalle annettaisiin vuorotellen arvot {0.0, 0.25, 0.5, 0.75, 1.0}
eli olisi testattava 5° = 15 625 vaihtoehtoa. Luodaan nuo 15 625 syote-
vektoria systemaattisesti tasavélein, Taguchi-menetelmad muistuttavas-
ti satunnaisesti arpoen vuorotellen tasakokoisten “kuutioiden” sisdan
{[0.0, 0.2], [0.2, 0.4], [0.4, 0.6], [0.6, 0.8], [0.8, 1.0]}, tdysin satun-
naismenetelmilld, tai sitten GA:lla optimoiden. Kappaleen lopussa on
esitetty yksinkertainen Java-ohjelmistolla toteutettu GA-koodi, jolla
testiongelmamme GA-optimointi on suoritettu. Tassa koodissa popu-
laation koko on 26 yksil6d, elitismin suuruus on yksi ja siind kdytetdin
suurehkoa mutaatiotodennékdisyytta yhdistettyna kahteen eri mutaatio-
tapaan ja -suuruuteen.

Taulukossa 5.5 on esitetty 1 000 testiajon kuvailevat tilastot eri mene-
telmilld. Systemaattisella menetelmalld tulokset ovat aina identtisid, mutta
satunnaismenetelmilld eri testiajot tuottavat erilaisia tuloksia. GA-mene-
telméd on heuristinen, joten eri GA-testiajojen vililld on eroja. Taulukosta
voidaan nahdi, ettd yksinkertainen GA on jokaisella testiajolla tuottanut
paremman tuloksen kuin mikddn muista testatuista menetelmistd par-
haimmillaan. Lisidksi GA-ajojen tulosten keskihajonta on paljon pienempi
kuin satunnaisilla menetelmilla. Jos esimerkissimme testattavan ohjelmis-
ton suurin sallittu vasteaika olisi ollut 5,0 s, ohjelma olisi lapéissyt vaste-
aikatestin kaikilla muilla menetelmilld joka kerta. Sen sijaan GA-testissd
ohjelmisto olisi epdonnistunut joka kerta. Juuri timén takia ohjelmistojen
vasteaikojen testaus GA:lla on aktiivisen tutkimuksen alla. Testattujen me-
netelmien lahdekoodit: http://www.uwasa.fi/“timan/EA.

Taulukko 5.5. Vasteaikatestin parhaan ajon kuvailevat tilastot eri me-
netelmilld 1000 testiajoa kullakin.

Systemaattinen Taguchi Satunnais- GA
menetelmd

Maksimi 3 4,944822 4,751988 5,994995
Minimi 3 2,946468 2,8051 5,187492
Keskiarvo 3 3,593772 3,445093 5,970166
Mediaani 3 3,53495 3,405283 5,97392
Keskihajonta 0 0,29819 0,288163 0,032822
Yhteensi 1000 1000 1000 1000
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Lisdgtietoja

Suositeltavin oppikirja laajemmaksi johdannoksi eri GA-menetelmiin tu-
tustumiseen on ehké Eiben ja Smith: Introduction to evolutionary compu-
ting [7]. Geneettisistd algoritmeistd ei ole julkaistu suomenkielelld mitadn
varsinaista oppikirjaa. Suomeksi on olemassa vain Tekesin raportti GA:n
mahdollisuuksista [1], jossa my6s hieman selostetaan késitteitéd ja annetaan
esimerkkejé. Teoksessa [11] on oma kappale GA:lle, jossa on myos Matlab-
esimerkki, joskaan ei varsinaisella Matlabin omalla Genetic algorithms and
Direct search toolbox -ohjelmalla [22] toteutettu. Matlabin toolboxin lisdksi
valmiita GA-ohjelmia on suuri midrd mm. EvoWeb:in sivustoilla [8], jossa
on myds GA-esittelyd ja muuta oheismateriaalia.

Harjoitustehtdvid

39. Geneettisid algoritmeja on sovellettu ldhes kaikkeen mahdol-
liseen maan ja taivaan valilla.

(a) Selvitd kuinka monta GA-viitettd 16ydat jonkin oman
harrastuksesi alalta (esim. scholar.google.fi) hakusanoil-
la “genetic algorithms” + harrastuksesi. Esimerkiksi jos
harrastuksesi on musiikki: “genetic algorithms”+ music
(tai tarkemmin instrumenttikohtaisesti guitar, piano,
violin etc.), tai jos harrastuksesi on moottoripyora kokei-
le "genetic algorithms” + motorcycle tai aivan vastaavasti
muille harrastuksille.

(b) Tutustu tarkemmin johonkin 16ytamaéasi tutkimuspape-
riin, esimerkiksi musiikin tapauksessa 10ydat varmaan
jonkin tutkimuspaperin hakusanoilla "composing with ge-
netic algorithms” tai kitara hakusanalla "genetic algorithm
for the automatic generation of playable guitar tablature”
tai moottoripyorilld "application of genetic algorithms to
a multi-agent autonomous pilot for motorcycles” tai vas-
taavasti oman harrastuksesi mukaisella hakusanalla 16ytéa-
madsi GA-artikkeliin.

(c) Selvitd, onko lukemassasi artikkelissa kéytetty perus-
GA:ta vai jollain tavoin kyseistd ongelmaa varten raati-
16ityé erikois-GA:ta. Miten GA:ta on muokattu kyseistd
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ongelmaa varten. Selvitd ongelmaspesifit parametrit, ope-
raattorit yms. poikkeukset.

40. Analysoi oheista simpleGA-koodia ja testiesimerkkiongel-
maa.

(a) Kuinka kyseisessd koodissa on toteutettu hyvien yksiloi-
den suosiminen uusien yksiléiden vanhempina?

(b)Luoko koodi joskus uusia yksiloitd vanhoista kayttiden
pelkéstaan mutaatiota?

(c) Koodissa kiytetdan kahta eri mutaatiotapaa. Mita etua
silld mahdollisesti saavutetaan?

(d)Montako tasavilein annettua arvoa tulisi systemaattisesti
testata jotta 10ydettiisiin testiesimerkkiongelman maksi-
mi? Mité tapahtuisi jos arvoja lisattéisiin siitd vield yhdel-
14 (ja arvot annettaisiin jilleen tasavélein)?

(e) Miten eri menetelmien teho muuttuisi, jos ongelman hui-
put siirrettdisiinkin pois esimerkin tasavilisistd pisteistd
{0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0} satunnaisiin pisteisiin, esi-
merkiksi {0.11, 0.25, 0.57, 0.66, 0.89, 0.97}? Pitaisiko
tdmén kaltaisen muutoksen vaikuttaa ongelman komp-
leksisuuteen ja ratkaistavuuteen?

import java.util.*; /* simpleGA.java ohjelma 29.1.2009 by TM */

class simpleGA{ // GA parametrit, hyvyys ja populaatiotaulukot
int PARAM = 6, SUKUP = 625, POPSIZE = 26, ELIT = 1, MUTP = 2g;

double[] HYV = new double[POPSIZE];
double[] [] POP = new double[POPSIZE] [PARAM] ;

Random r = new Random(); // Tarvitsemme satunnaislukuja

public simpleGA(String[] args){
int i, j, s; //Laskurit
for(i = 0;i<POPSIZE;i++){ // Alkupopulaatio satunnaisesti
for(j=o; j<PARAM;j++) POP[i] [jl=Math.random();
HYV[i]=fitness(POP[i]); } // Hyvyyden testaus
for(s=0;s<SUKUP;s++){ // GA optimointiluuppi
if (s>0) for(i=POPSIZE-1;i >=ELIT;i-){ // Uudet sukupolvet

ristey(i,r.nextInt(i+1),r.nextInt(i+1), (double)MUTP/100.0);
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HYV[il=fitness (POP[il); }
sortmax () ; // Hyvyysjédrjestykseen ja parhaan tulostus
System.out.println(s+’ »*+HYV[o]); }}

public void ristey(int n,int x1,int x2,double mutp){

for(int i=o;i<PARAM;i++){ // Monipisteristeytys

POP[n] [i]=Math.random()<o.5 7 POP[x1] [i]:POP[x2] [i];

if (Math.random() <mutp){ // Mutaatiot, suuri tai pieni
POP[n] [i]=Math.random()<o.g5 ?

Math.random() :POP[n] [i]+r.nextGaussian()/100.0;

if (POP[n] [i]<o0.0) POP[n][i]=-POP[n][il; // Ylivuotojen
if (POP[n] [i]>1.0) POP[n] [i]=1.0/POP[n] [i];}}} // korjaus

public void sortmax(){ // Populaatio hyvyysjédrjestykseen
for(int i=o0;i<POPSIZE-1;i++)
for(int j=1;j<POPSIZE;j++)
if (HYV[j1>HYV[i]){double ap=HYV[j];HYV[jl=HYV[i];HYV[il=ap;
for(int k=o0;k<PARAM;k++)
{apu=P0OP[i] [k];POP[i] [k]=POP[j] [k];POP[j] [k]=apu; }}}

[132] public double fitness(double[] x){ // Hyvyysfunktio
double tot=0.0; // Palautusarvo
for(int i=o;i<PARAM;i++) // Hyvyyden laskeminen
tot+=Math.max(o, 1.0-Math.abs(x[i]-o0.2*(double)i)*10.0);

return tot;}

public static void main(String args[]) { // PAAOHJELMA
new simpleGA(args); // GA:n kutsuminen
System.exit(o);}} // Lopetus

5.3.4 Matemaattinen sumean logiikka

Sumeiden joukkojen teoria” sai alkunsa vuonna 1965 Zadeh'n julkaisusta
Fuzzy Sets, jossa laajennetaan naiivia joukko-oppia sallimalla alkion osittai-
nen kuuluminen joukkoon: ihmiset eivit ole vain joko vanhoja tai nuoria,
vaan kuuluvat erilaisilla jasenyysasteilla eri joukkoihin. Nykydan puhu-
taan myos sumean logiikasta; se on tutkimuksen ja sovellusten edetessd
eriytynyt yleiseksi sumean logiikaksi ja matemaattiseksi sumean logiikaksi.

12 Fuzzy Set Theory kddnnetddn usein erheellisesti sumeaksi teoriaksi, vaikka oikea kddnnos
on tietysti sumean teoria. Kyseessd on tismallinen teoria, joka mallintaa sumeita ilmioita.
Samoin pitéisi puhua sumean logiikasta, ei sumeasta logiikasta.
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Sumean logiikan tarkeimmat sovellukset ovat asiantuntijajirjestelmissa ja
sadtoteoriassa.

Klassisen lauselogiikan ja Boolean algebran vililld on Lindenbaumin-
Tarskin teoreemana tunnettu tulos: Jokaisen loogisen teorian 7 lauseet voi-
daan niputtaa ekvivalenssiluokiksi asettamalla p ~ ¢, kun lauseet p ja ¢ ovat
loogisesti ekvivalentit. Teoriaa 7" vastaava Lindenbaumin-Tarskin algebra A
saadaan silloin ekvivalenssiluokista, joiden viliset operaatiot generoituvat
logiikan konnektiiveista konjunktio, disjunktio ja negaatio. Algebra A on
Boolen algebra. Kéintden jokaista Boolen algebraa B vastaa jokin sellainen
klassinen lauselogiikan teoria T, ettd teoriaa 7" vastaava Lindenbaumin-
Tarskin algebra A on isomorfinen algebran B kanssa. Tamé merkitsee, ettd
jokainen Boolen algebra on isomorfinen jonkin Lindenbaumin-Tarskin al-
gebran kanssa. Myo6s naiivin joukko-opin ja Boolen algebran vilinen yhteys
tunnetaan: jokaisen ei-tyhjan joukon C'potenssijoukko (joukon C'kaikkien
osajoukkojen kokoelma) muodostaa Boolen algebran, jonka laskutoimituk-
set ovat leikkaus, unioni ja joukko-opillinen erotus.

Matemaattisessa sumean logiikassa on voimassa vastaavanlainen tulos.
Klassista logiikkaa vastaa sielld BL-logiikka ja Boolen algebraa BL-algeb-
ra”. Koska sumean logiikka yleistdd klassisen logiikan o/1 arvoisista lau-
seista intervallin [0,1]-arvoisiksi lauseiksi, on ilmeistd, ettd tdma yleistys
voidaan tehdd monella eri tavalla. Tunnetuimmat ja kiytetyimmat yleis-
tykset kulkevat nimilld Lukasiewicz-, Godel- ja tulologiikka (-algebra).
Seuraavassa taulukossa on kunkin yleistyksen perusoperaatiot ja niiden
tulkinta matemaattisessa sumean logiikassa.

Operaatio | Merkitys Lukasiewicz Gaodel Tulo
tulo aJAb | max{0,a+ b -1} | min{a,b} a-b
a®b
summa aTAL D min{1,a + b} max{a,b} |a+b-a-b
a®b
jaAnnos JOSa | min{l,1-a+ b} b jos b/ ajos
a—b NIIN b a>b, a>b,
muuten 1 muuten 1
komplementti Ela 1-a ljosa=0, | 1ljosa=0,
a muuten 0 muuten 0

Lukasiewicz-, Godel- ja tuloalgebrat ovat esimerkkejé jatkuvista t-normeis-
ta eli assosiatiivisista, kommutatiivisista, kasvavista ja jatkuvista kuvauk-
sista T': [0,1]° — [0,1], jotka toteuttavat ehdot T(z,1) = x ja T(x,0) =0,
kun z € [0,1]. Voidaan todistaa, ettd kaikki jatkuvat ¢-normit saadaan

13 Kirjaimet BL ovat lyhenne sanoista basic logic.
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Lukasiewicz-, Godel- ja tulo-algebran tulo-operaatioita sopivasti yhdiste-
lemalla.

Loogista jarjestelméda voidaan tarkastella semanttiselta tai syntaktiselta
kannalta, kun sallittujen lauseiden joukko P ja totuusarvojen joukko L
on kiinnitetty. Klassisessa logiikassa L = {0,1}, sumean logiikassa yleensd
L =|0,1]. Semanttisessa tarkastelussa mairitelladn fotuusfunktiot v tie-
tyt ehdot tayttdvind kuvauksina v: P — L, ja ndiden avulla tautologiat eli
lauseet, jotka saavat totuusarvon 1 (’tosi’) kaikilla totuusfunktioilla v. Syn-
taktisessa tarkastelussa otetaan ldhtokohdaksi tietyn tyyppiset aksioomiksi
kutsutut lauseet, joita pidetddn tosina, seka sallitut pddttelysddnnot, joiden
avulla tosista lauseista voidaan johtaa teoreemoiksi kutsuttuja tosia lauseita.
Tunnetuin paittelysdanto lienee Modus Ponens; lauseista o ja a=-(3 voi-
daan péitelld lause . Looginen jarjestelma on tdydellinen, jos sen teoree-
mat ja tautologiat muodostavat saman lausejoukon. Lukasiewicz-logiikan
taydellisyyden osoitti ensimmaisend Wajsberg vuonna 1935; vuonna 1958
Chang antoi uuden todistuksen ottamalla kayttoon kisitteen M V-algebra™.
MV-algebrat ovat kaksoisnegaatiolain z = z * toteuttavia BL-algebroita.
Yleisen BL-logiikan tdydellisyyden todisti Hajek vuonna 1998.

MAARITELMA 5.2

Sumea (osa)joukko on jirjestetty pari (A, p4), missid A on ei-tyhjd joukko
(tarkasteltavien objektien perusjoukko) ja ., (joukon A jisenyysfunktio ) on
kuvaus p,: A — [0,1].

Madritelmisté 5.2 nahdédn, ettd sumeiden joukkojen teoria rakentuu klas-
sisen joukko-opin kisitteiden varaan; tarvitaan aina ensin klassinen joukko,
jotta voitaisiin puhua sumeista (osa)joukoista. Samalla tavalla sumean lo-
giikan metalogiikka (ts. logiikka, jolla todistetaan sumean logiikkaa koske-
via matemaattisia totuuksia) on klassista logiikkaa. Sumea joukko maaray-
tyy yksikisitteisesti jasenyysfunktionsa avulla. Jos Vo € A : p4(z) € {0,1},
on A klassinen joukko ja p4 joukon A karakteristinen funktio. On tar-
kedd huomata, ettd sumeat joukot ovat aina sopimuksenvaraisia ja riip-
puvat ymparistostd, joissa niitd kdytetddn: 40°C voi olla korkea lampétila,
jos puhutaan potilaan limmostd, mutta alhainen lampétila, jos puhutaan
meesauunin lampdétilasta. Sumeiden joukkojen yhteydessi kéytetdan usein
termid kielellinen muuttuja.

ESIMERKKI 5.5

Nuorten, keski-ikdisten ja vanhojen ihmisten sumeat joukot voidaan
madritelld kuvan 5.12 (tdysin sopimuksenvaraisten!) jasenyysfunktioi-
den avulla.

14 Kirjaimet MV ovat lyhenne sanoista many valued.
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Samaan tapaan kuin BL-logiikan lauseita voidaan myos sumeita jouk-
koja yhdistelld BL-operaatioiden avulla. Jos kdytetdan esimerkiksi Lu-
kasiewicz-operaatioita ja maaritelladn 1, (Kalle) =0.8 jap ,  (Kal-
le) = 0.7, niin g1, . 14 o, (Kalle) = max{0,0.8 +0.7-1} = 0.5, 1, .
TAL e, (Kalle) =min{1,0.8 + 0.7 } =1L, . (Kalle) =1-0.8=0.2
jne. Joukossa X madritelty ekvivalenssirelaatio (ts. joukon X refleksiivinen,
symmetrinen ja transitiivinen binddrinen relaatio) yleistyy matemaatti-
sessa sumean teoriassa moniarvoiseksi ekvivalenssirelaatioksi eli sumeaksi
samuudeksi seuraavalla tavalla.

MAARITELMA 5.3

Olkoon A ei-tyhji joukko ja ® jokin jatkuva t-normi. Binddrinen kuvaus
sim: A* — [0,1] on joukossa A mddritelty sumea samuus (samanlaisuus,
engl. similarity), jos jokaiselle alkiolle a,b,c € A pdtee

(i) sim(a,a) =1 (kaikki alkiot ovat tiysin samanlaista
itsensd kanssa),

(ii) sim(a,b) =sim(b,a) (samuus on symmetristd),

(iii) sim(a,b) ® sim(b,c) <sim(a,c) (samuus on heikosti [135]
transitiivista).

Harjoitustehtdvina on todistaa, ettd sumea samuus on ekvivalenssirelaation
yleistys. Valitsemalla operaatioksi ® Lukasiewicz-tulo saadaan sovellusten
kannalta seuraava keskeinen tulos, jonka todistus jitetddn lukijalle vaati-
vaksi harjoitustehtéavaksi.

25 40 50 60

Kuva 5.12.  Jasenyysfunktio.
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LAUSE 5.1

(i) Jokainen joukossa A madidritelty sumea joukko (jdsenyysfunk-
tiona i) mddrittelee ehdollaVa,b € A : sim,(a,b) =1 —|p(a)
— u(b)| sumean samuuden joukossa A.

(ii) Jos erikoisesti pu(b) = 1, niin Va € A pitee sim,(a,b) = p(a).

(iii) Jos simy,...,sim,, ovat joukossa A mdidriteltyji sumeita sa-
muuksia, niin myos kaikki niiden painotetut keskiarvot - ko-
konaissimilaarisuudet - ovat joukossa A maddriteltyji sumeita
samuuksia.

Lause 5.1 patee vain, kun jatkuvana ¢-normina ® on Lukasiewicz-tulo (tai
jokin sen kanssa isomorfinen jatkuva ¢-normi). Kohdasta (i) nahdaan, etta
sumea samuus on téllin erddnlainen etdisyyden komplementti. Sumeiden

pddttelyjdrjestelmien ytimend on muotoa

Sdant6 1: JOS 2, on Ay jax,on Aj2ja ... jax,on A, NIIN y on B,
S&anto 2: JOS z;, on A, jaxz,0on Ay ja ... ja x, on Ay, NIIN y on B,

Saantoé m: JOS z;on A, jazson A,»ja ... jaz,on A, NIIN y on B,
olevia JOS-NIIN-paittelysadntoja . Joukot A, ja B) ovat sumeita joukkoja,
joihin syétteet x; ja vasteet y kuuluvat eri jasenyysasteilla. Sdannot voivat

olla asiantuntijan antamia, ne on voitu saada tiedonlouhinnan, geneettisten
algoritmien tai neuroverkkojen avulla tai jollakin muulla tavoin.

Algoritmi moniarvoisen pddttelyn toteuttamiseksi

(1) Muodosta JOS-NIIN-sdannot, jotka kuvaavat padttelyn dyna-
miikan.

(2) Anna kriteeri, jonka mukaan sddnnot voidaan laittaa tirkeys-
jarjestykseen.

(3) Madrittele sdanndisséd ilmenevit sumeat joukot.
(4) Anna saantojen osille tarvittavat painot.

(5) Anna kriteerit, joilla kunkin NIIN-osan samanasteiset vasteet
voidaan asettaa tarkeysjdrjestykseen.
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Moniarvoisessa paattelyssd intuitiivisena ajatuksena on toteuttaa kussakin
tilanteessa kokonaissimilaarisin vaihtoehto. Kaytinndssd timé tapahtuu
siten, ettd lasketaan ensin syotevektorin X = (z1,%,,...,2,) kokonaissimi-
laarisuuden aste a, kunkin sddnnon ¢ JOS-osan kanssa — lauseen 5.1 koh-
dan (ii) perusteella riittda laskea painotettuja keskiarvoja — ja merkitdan
a = max{ay,ay,...,a,}. Toteutetaan sitten se NIIN-osa j asteella a, jolle
a;= a. Jos mahdollisuuksia on useita, kdytetdan algoritmin kohtia 2 ja 5.

Algoritmi on ydin, jota eri sovelluksissa voi tdydentad. Osoitteesta
http://matriisi.ee.tut.fi/ “eturunen voi ladata Maple-koodin,
johon algoritmi on implementoitu. Jos algoritmissa korvataan kohdat (2)
ja (5) tasmentdmismenetelmdn (defuzzyfication) valinnalla, puhutaan su-
measta pddttelystd. Matlab-ohjelmiston Fuzzy Logic Toolboxin avulla voi
sumeita paittelyjarjestelmid rakentaa vaivatta: pienelld vaivanndolla silla
voi konstruoida algoritmin mukaisen moniarvoisen paittelykoneenkin.

Ero sumean péattelyn ja moniarvoisen paattelyn vililld on siind, ettd
sumeassa paattelyssd vaste lasketaan erilaisia tekniikoita kéyttden useiden
sddntdjen avulla, mutta moniarvoisessa pédttelyssd vasteen madrdd yksi
asiantuntijan antaman kriteerin mukaan maéraytyva saanto.

ESIMERKKI 5.6

Tarkastellaan kuvan 5.13 mukaista liilkennevalojdrjestelmaa. Autoilijoilla
on vihred valo niin kauan kuin jalankulkijoita ei ole ylittimassa katua.
Kun jalankulkija painaa nappia pyrkimyksendan ylittda katu, syntyy paa-
toksentekotilanne: muuttaako autoilijoiden valo punaiseksi vai antaako
jalankulkijan odottaa hetken. Tiessé olevien antureiden avulla tiedetédn,
kuinka monta autoa on ldhestymassa liikennevaloja ja mikd on niiden
vilinen etdisyys. Asiantuntijan kokemuksen mukaan

Jalankulkijan painonappi

= @00

—1

000 -

Kuva 5.13.  Liikennevalojdrjestelmd.

[137]



(138]

5 DATAPOHJAISET MALLIT

(1) jalankulkijoita ei saa seisottaa liian pitkaén, silld odotet-
tuaan tovin jalankulkija luulee, etteivit valot toimi ja lah-
tee ylittdmadn katua pdin punaista aiheuttaen ndin vaara-
tilanteen

(2) autojonoja ei saa katkaista keskelté: varovainen ajaja edes-
sd saattaa keltaisen valon syttyessd painaa jarrua, mutta
takana tuleva uhkarohkea kuljettaja taas painaa kaasua,
jolloin syntyy mahdollisuus perddnajoon.

Siten - asiantuntijan mukaan - vaikuttavia tekijoitd paatoksenteossa (eli
vaihdetaanko autoilijan vihred valo punaiseksi) on kolme: (1) autojen
lukumaira: vihdn, muutamia tai monta, (2) kahden auton pienin etéi-
syys: suuri tai pieni ja (3) jalankulkijoiden odottama aika: lyhyt, pitkd tai
liian pitkd. Naiden sumeiden kisitteiden eli sumeiden joukkojen avulla
asiantuntija alkaa muodostaa péittelysdantojd eli algoritmin askeleen 1
mukaisia JOS-NIIN-sddntojd, joista tdssd muutama esimerkki:

Saanté 1:  JOS odotusaika on lyhyt JA autoja on muutamia JA etdisyys
on pieni NIIN autoilijoille vari on vihred

Sdanto 12: JOS odotusaika on pitkd JA autoja on muutamia JA etdisyys-
on suuri NIIN autoilijoille véri on punainen

Saanto 18: JOS odotusaika on lijan pitké JA autoja on monta JA etdisyys
on pieni NIIN autoilijoille vdri on punainen.

Tdydellisessd sddntokannassa on 3 x 2 X 3 =18 sdantod, mutta saanto-
kanta voi my®0s olla epdtdydellinen eli sdantdjd ei ole tayttd madraa ja silti
paattelyjéarjestelma toimii. Tdma on moniarvoisen ja sumean paéttelyn
vahvuus. Vilttamaton edellytys tietenkin on, ettei sdantokanta ole siind
mielessa ristiriitainen, ettd samaa JOS-osaa seuraa kahdessa siannossi
eri NIIN-osat.

Vastaten algoritmin askelia 2 ja 5 asiantuntija paittdd olla autoilija-
myonteinen: ne sddnnot, joiden NIIN-osana on autoilijoille vihred viri,
ovat 50-50-tilanteessa etusijalla. Vastaten algoritmin askelta 4 asiantuntija
painottaa autojen lukumairai yhtd paljon kuin jalankulkijoiden odo-
tusaikaa ja autojen etéisyyksid yhteensd eli painot ovat jalankulkijoiden
odotusajalle 1, autojen lukumaéralle 2 ja autojen pienimmille etéisyy-
delle 1. Algoritmin askeleen 3 mukaisesti asiantuntija antaa sumeille
joukoille muodot, jotka on esitetty kuvassa 5.14.
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g
Autojen Iukumé.éréén Autojen etaisyyksiin
liittyvat sumeat joukot liittyvat sumeat joukot
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Kuva 5.14. Sumeiden joukkojen muodot.
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Moniarvoinen paittelykone on nyt valmis. Konkreettinen liikennetilan-
ne paivittyy sekunnin vélein. Tarkastellaan esimerkkind tilannetta, jossa
autoilla on vihred valo ja jossa

1. jalankulkija on odottanut 14 sekuntia (sy6tevektorin en-
simmadinen komponentti z; = 14 s)

2. saapuvien autojen lukumiara on 4 (sy6tevektorin toinen
komponentti z, = 4 kpl)

3. autojen lyhin etéisyys on 2 metrid (syotevektorin kolmas
komponentti z; = 2 m).

Syétevektorina on X = (14 s, 4 kpl, 2 m). Lasketaan kokonaissimi-
laarisuus SIM (X, Sadnt6 1) erikseen jokaisen sdannén (i = 1,...,18)
JOS-osalle:
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1
SIM(X, sdéntol) = 1[1 - simyyhye (148, lyhyt) + 2 - Simmyytama (4 kpl, muutama)
+ 1 - simpjeni(2m, pieni)]

1
= 1[”thyt(14 S) + 2. Hmuutama (4 kpl) + ,upieni(2 m)]

1 1 1] 3
= 9.2 41 =2
4F+ 2+2} 8’

1
SIM(X, sdént612) = 1[1 - simpieks (14 s, pitkd) + 2 - Simmyutama (4 kpl, muutama)
+ 1 - simgyyi(2m, suuri)]
1
= 1[,“pitk§(14 S) + 2- HMmuutama (4 kpl) + /‘Lsuuri(2 m)]

7} §+2 E+1 73
T 404 2 2| 16’

1
SIM(X, sdant618) = 1[1 - SiMyjian_pitks (148, liian _pitkd) + 2 - simmonta (4 kpl, monta)
+ 1 - simpieni(2m, pieni)]

1
= Z[Nliian_pitk§(14 S) + 2- HMmonta (4 kpl) + ,U'pieni(2 m)]

_11H1+1_m_2
410 2 2| 40 5

Jos sddntokantaan otetaan vain sddnnoét 1, 12 ja 18, liikennetilanne
X = (14 s, 4 kpl, 2 m) muistuttaa eniten sddnt6d 12, silld suurin ko-
konaissimilaarisuuden aste on SIM(X, sddnt612) = 1%. Toteutetaan siis
sdannon 12 JOS-osa, joka on punainen valo autoilijoille. (Maarityn ajan
kuluttua valo vaihtuu autoilijoille vihreéksi ja tilanne alkaa alusta.”)

Algoritmi moniarvoisen paattelykoneen rakentamiseksi on erittdin yksin-
kertainen ja helppo toteuttaa. Sen matemaattisena pohjana on hyvin méari-
telty, ominaisuuksiltaan tunnetun Lukasiewicz’in moniarvologiikka. Jokai-
sessa paatoksentekotilanteessa, jossa mahdollisia pdatoksid on useita, paatos
perustuu vain kokonaissimilaarisuuteen ja asiantuntijan antamaan perustel-
tuun kriteeriin (vrt. Mamdani- ja Sugeno-tyyppiset sumeat péittelykoneet
Matlabin Fuzzy Logic Toolboxissa, joissa tarvitaan teknisid, mahdollisesti
puutteellisesti perusteltuja tismennysmenetelmia). Toisaalta moniarvoisen
mallin rakentaminen on ty6ladmpad kuin sumean mallin rakentaminen.
Algoritmin rajoituksena on, ettd ilmi6t4, jota halutaan mallintaa, pitdd voida
luotettavasti hallita enintddn muutamalla kymmenelld JOS-NIIN-sdannol-

15 Kyseinen jérjestelmad - ja monia monimutkaisempia — on kehitetty TKK:n liikennelabo-
ratoriossa ja on kéytossé useissa paakaupunkiseudun litkennevaloissa.
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puuttuva sdanto tietysti vahentad paattelyn luotettavuutta.

Harjoitustehtdvid

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Osoita, ettd sekd Lukasiewicz-, Godel- ettd tuloalgebra ovat
joukon {0,1} Boolen algebran yleistyksid, ts. jos arvot a ja b
kuuluvat joukkoon {0,1}, saadaan klassisen logiikan totuus-
taulut.

Klassisessa logiikassa patevit de Morganin lakien nimelld kul-
kevat yhtalot

(a) aJA b = EI-(El-a TAI EI-b),
(b)a TAI b = EI-(EI-a JA EI-b).
Pétevitko nama yhtdlot myos kaikissa sumean logiikoissa?

Osoita, ettei Godel- eika tuloalgebrassa ole voimassa kaksois-
negaation laki.

Oletetaan, ettd Pekka kuuluu laihojen miesten joukkoon ja-
senyysasteella 0.9. Olkoon lihavien miesten joukon jasenyys-
funktio laihojen miesten jasenyysfunktion komplementti.
Milla jasenyysasteella Pekka kuuluu lihavien miesten jouk-
koon (a) Lukasiewicz-logiikassa, (b) Godel-logiikassa, (c)
tulo-logiikassa? Oletetaan edelleen, ettd Pekka kuuluu pitkien
miesten joukkoon jasenyysasteella 0.8. Jos isot miehet ovat
pitkid tai lihavia, niin milld jasenyysasteella Pekka kuuluu
isojen miesten joukkoon (d) Lukasiewicz-logiikassa, (e) Go-
del-logiikassa, (f) tulo-logiikassa? Jos massiiviset miehet ovat
pitkid ja lihavia, niin milld jasenyysasteella Pekka kuuluu
massiivisten miesten joukkoon (g) Lukasiewicz-logiikassa,
(h) Godel-logiikassa, (i) tulo-logiikassa?

Toista edellisen tehtdvén tarkastelut Patkille, joka kuuluu lai-
hojen miesten joukkoon jasenyysasteella 0.1 ja pitkien miesten
joukkoon jasenyysasteella 0.2.

Olkoon ® jokin tulo-operaatio ja — sitd vastaava jadnndsope-
raatio. Osoita, ettd asettamalla sim(z,y) = min{a — b,b — a}
saadaan sumea samuus.
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47. Tarkastellaan seuraavaa YK-tilastoa vuodelta 1999

<
=) %; 3 Bl x| B % &
Suomi 18;2 | 13051 51| 11 5|1 74| 14| 100 1;8 2,7
Tanska 21;7 | 1656 53| 12 51 74| 15| 100 1;6 3;1
Belgia 195 11,8 | 10;2| 12 6| 74| 16| 99| 22 2;4
Ranska 187 | 210;0 | 580 | 11 6| 75| 16| 99| 28 24
Italia 187 [ 116;3 | 575 | 10 71 75| 17| 97| 23 1;9
Espanja 14;3 | 1954 | 39;2| 10 6| 75| 16| 97| 26 2;8
Slovakia 721 189 54| 13| 11| 69| 11| 100 4;8 54
Bulgaria 49| 42,9 87 8| 15| 67| 16| 98| 33 5;4
Romania | 46| 92,0 | 2L;4| 10| 23| 66| 13| 97| 7:6| 1057
Kolumbia| 5;3|440;8 | 374 | 21| 25| 70| 5| 91| 10,0 325
Tansania 0;8364;,0 | 295| 41| 105| 40| 3| 68]3280| 5890
Nepal ;2| 568 | 22,6 37| 77| 54| 3| 28]276;0|>1000

BKT = bruttokansantuote 1 ooo $/asukas,
pinta-ala = pinta-ala tuhansissa neliomaileissa,
asukas = asukasmadra miljoonissa,

syntyv = syntyneiden lasten lukumiéra vuodessa 1 ooo asu-
kasta kohti,

lapsik = alle 1-vuotiaina kuolleiden lasten maara syntynytta
1 000 lasta kohti,

elinikd = syntyneen poikalapsen odotettavissa oleva elinikd,
-+65 % = yli 65-vuotiaiden %-osuus viestost,

lukutaito-% = aikuisvéeston lukutaito%,

puhelin = 1 puhelin x asukasta kohti,

auto — 1 henkildauto x asukasta kohti.



5.3 Mallinnuksen pehmedt menetelmdit

(a) Esitd kukin sarake sumeana joukkona; jasenyysfunktiot saat
esimerkiksi skaalaamalla.

(b) Mitd ovat vastaavat sumeat samanlaisuusrelaatiot?
(c) Muodosta jokin kokonaissimilaarisuuden lauseke ja etsi toi-

nen maa, joka tdmén tilaston valossa muistuttaa eniten (i)
Tanskaa, (ii) Ranskaa, (iii) Slovakiaa, (iv) Nepalia.
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L] L] L 1
Dimensioanalyysi

TIMO TITHONEN

6.1 Johdanto

Tarkastellaan systeemid, jonka kayttdytymisestd on teoreettista tietoa tai ai-
nakin oletuksia. Tdm4 tieto jasentyy erilaisiksi ilmioiksi ja suureiksi ja néi-
den vuorovaikutuksiksi, mutta valttdmatta ei ole kaytettavissa eksplisiittisia
yhtil6it, joilla kuvata kaikkia vuorovaikutuksia. T4lloin dimensioanalyysi
voi auttaa eteenpdin ja tekemdin teoriasta eksplisiittista.

Tarkastellaan esimerkkind yksinkertaista heiluria. Tavoitteena on mal-
lintaa heilahdusaika P muiden vaikuttavien suureiden avulla. Oletetaan,
ettd heilahdusaikaan vaikuttavat vain heilurin massa m, varren pituus [ ja
gravitaatiokiihtyvyys g. (Milloin oletus kuvaa todellista tilannetta on sitten
oma kysymyksensd.)

Oletuksen mukaan heilahdusajalle patee

P =f(mlg),

missd f on jokin kolmen tuntemattoman reaaliarvoinen funktio. Voidaan-
ko f:n rakenteesta saada jollakin tavalla tarkempaa tietoa?

Tarkastellaan tilannetta esimerkiksi SI-jarjestelmassd, jossa massan, ajan
ja pituuden yksikot ovat kg, s, ja m. Gravitaatiokiihtyvyys on SI-yksikois-
sd m/s’. Vaihdamme nyt perussuurejarjestelmai niin, ettd perussuureiden
mittayksikoiksi tulee kg, Am ja 7s, missd A, p ja 7 ovat positiivisia. Télloin

1 Téma luku on tiivistelma Veli-Matti Hokkasen ja Eero Sarkkisen artikkelista seké
Veli-Matti Hokkasen luentomateriaaleista.
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mallin jokaisen suureen mittalukua on skaalattava vastaavasti. Toisaalta
heilurin kayttdytyminen ei riipu valituista mittayksikoistd, joten oletuksen
mukaan yhtdloé on voimassa myds muunnetussa suurejérjestelméssa. Siis

TP = f(pim, AT AT ).

Téman tulee olla voimassa kaikille A:n, p:n, ja 7:n arvoille. Valitaan nyt

pw=m,A=1ljaT= +/l/g ,jolloin

P\/%: f(1,1,1)=C,

jossa C' on jokin vakio. Siten P = C' \/I/g eli f(m,l,g9) = C'\/I/g . Tun-
tematon kolmen muuttujan funktio redusoituu siis eksplisiittiseen funk-
tioon, jossa on yksi midrddmaton vakio. Tdmén vakion madrittamiseksi
riittdd periaatteessa yksi koe yhdelle heilurille, minka jilkeen heilahdusaika
tunnetaan kaikille heilureille. Heilurin liikeyhtdlojen muotoilua, ratkaise-
misesta puhumattakaan, ei siis tarvittu ollenkaan. (Niita voidaan kylld tar-
vita, kun pyritddn arvioimaan, ovatko oletukset oikeita, eli kun esimerkiksi
arvioidaan, pitdisiko amplitudi tai ilmanvastus huomioida heilahdusaikaan
vaikuttavina tekijoind. )

6.2 Dimensio

Edelld esitetty heiluri oli esimerkki mekaanisesta systeemistd, jonka kuvaa-
miseen tarvittiin kolmea perussuuretta, massaa M, pituutta L ja aikaa T.
Nimé muodostavat (yhden mahdollisen) perussuurejérjestelméan. Koulu-
fysiikassa (ja osin matematiikassakin) opetetaan tarkistamaan kaavoja ja
ratkaisuja vertaamalla yhtédlon oikean ja vasemman puolen yksikoitd toi-
siinsa. T4td menettelyd voidaan formalisoida ottamalla kiytto6n dimension
kasite.

Jokaisella mekaniikan teoriassa esiintyvilld suureella on perussuureiden
avulla ilmoitettava yksikko. Yksikot ovat itse asiassa aina perussuureiden
potenssituloja. Kuvausta, joka kuvaa suureen s suureen dimensiolle [s| sa-
notaan dimensiokuvaukseksi. Esimerkiksi nopeudelle v, [v] = M'L' T .

Yleisimmin kidytettyja mekaniikan suureita on esitetty taulukossa 6.1.
Oletetaan yleisemmin, ettd on johonkin teoriaan liittyva suurejérjestelma,
jossa perussuureet ovat M, ..., M,, ja S on jokin suure, jonka mittaluvulle
pitee S = f(M,, ..., M,,), missd f: R” — R . Jirjestelma toteuttaa niin sa-
notun Bridgmanin aksiooman, jos pétee, ettd suureen S kahden eri arvon



6.2 Dimensio

Taulukko 6.1.

Yleisimmin kdytettyjd mekaniikan suureita.

Suure Dimensio Perustelu
nopeus ML'T! v=1/t
kiihtyvyys M L'T? a=v/t
voima ML'T? F=ma
energia M LT W= 5mv’
tyd M LT W= Fi
teho MLT? P=W/t
paine ML'T? p=F/F

mittalukujen suhde ei muutu, kun kunkin perussuureen M; mittayksikko
vaihdetaan ), '-kertaisiksi. Toisin sanoen

S f(My,..., M)

f(Ath ey AmMm)
FOuMi, ... A MY

ST f(M,.. M)

Kaikki suurejérjestelmat eivit toteuta Bridgmanin aksioomaa. Esimerkkei-
nd voidaan mainita lampétilalle yleisesti kdytetyt Celsius- tai Fahrenheit-
asteikot tai signaalin voimakkuudelle kiytettavit desibeliasteikot.

Niissd suurejérjestelmissd, jotka toteuttavat Bridgmanin aksiooman,
suureiden dimensiot voidaan esittdd aina perussuureiden potenssituloina.
Toisin sanoen jokaiselle suureelle .S on reaaliluvut a, siten, ettd

5] = [ wae

Dimensiokuvaukselle pitee [S“R’| = [S]"[R]" kaikille jirjestelmin suu-
reille S ja R sekd kaikille reaaliluvuille a, b. Reaaliluvun C' dimensio
[C]=1(=IT%, MP).

Tarkastellaan nyt erityisesti n suuretta Xj,..., X, perussuurejérjestelmas-
sd M,,..., M,,. Matriisia A sanotaan suureiden X dimensiomatriisiksi, jos

HM;” =[X)],i=1,...,n.
j=1

Matriisin riveind ovat siis suureiden dimensioissa esiintyvit eksponentit.
Dimensiomatriisin avulla on helppo kuvata ja hahmottaa tarkastelta-
vien suureiden dimensioita kompaktisti. Esimerkiksi, jos tarkastellaan
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nopeutta v, kithtyvyytta a, liike-energiaa F ja painetta p, joiden dimensiot
perussuurejarjestelmassi { M, L, T} ovat [v] = M°L' T, [a| = M"L' T,
[E] = M'L*T *ja [p] = M'L ' T niiden dimensiomatriisi voidaan kir-
joittaa muodossa

A M L T
v 0 1 -1
a 0 1 -2
E 1 2 -2
p | 1 1 1
tai lyhyesti
0 1 -1
o1 -2
A=11 2 -2
1 -1 =2

6.3 Dimensiottomat luvut ja T-teoreema

Tarkastellaan edelleen suureita X,,..., X, perussuurejrjestelméssi
M,...,M,.Jos n > m, dimensiomatriisin A rivit eivit voi kaikki olla line-
aarisesti riippumattomia. T4ma tarkoittaa kdytdnnoss sité, ettd A:n riveis-
td voidaan muodostaa ei-triviaaleja lineaarikombinaatioita, jotka antavat
nollavektorin. Toisin sanoen suureista X; voidaan muodostaa potenssitu-
loja, jotka ovat dimensiottomia. Itse asiassa samanaikaisesti voidaan muo-
dostaa n—r riippumatonta dimensiotonta potenssituloa (dimensiotonta
lukua), missd r on matriisin A aste (korkeintaan m).
Dimensioanalyysin térkein tulos on Buckinghamin 7-teoreema:

LAUSE 6.1

[Buckinghamin m-teoreema.] Olkoot M,..., M,, teorian perussuureita ja
X, ..., X, ndiden avulla mddriteltyji suureita, joille on olemassa dimensio-
kuvaus. Merkitidn r:1ld vastaavan dimensiomatriisin astetta ja p = n-r.
Olkoon nyt annettu funktio f: R' — R. Talléin on olemassa p riippuma-
tonta potenssituloa m,, e, T ja kuvaus F: R! — R siten, ettd suureet X,,...,X,
toteuttavat dimensiohomogeenisen yhtdilon

f(X1,....X,) =0



6.3 Dimensiottomat luvut ja T-teoreema

tasmdlleen silloin kun

F(m,...,m) =0.

Jos r < nja f(-,Xs,...,X,) on injektio ja X, esiintyy potenssitulossa m,, niin
F(-,m,,...,m,) on injektio. Jos v = n, suureet X eivit riipu toisistaan.

Sovelletaan aluksi 7-teoreemaa alussa esitettyyn heiluriesimerkkiin. Perus-
suurejérjestelmé on { M, L, T'} ja tarkasteltavat suureet P, [, m ja g, joita
oletetaan sitovan dimensiohomogeeninen yhtilo f(P,m,l,g) = 0 niin, ettd
P on periaatteessa ratkaistavissa (eli f on injektio P:n suhteen). Dimensio-
matriisi on

A M L T
P 0 0 1
m 1 0 0
l 0 1 0
g 0 1 -2

Koska matriisin aste on 3, on olemassa tasan yksi (4 -3 =1) dimen-
sioton potenssitulo 7, siten, ettd patee F(m,) = 0. Potenssitulo on muo-
toa m = []i_, X/, missd vektorin k on toteutettava yhtilo kA =0 (eli
A'E' = 0). Tallaiset vektorit voidaan kirjoittaa muodossa k = \(2,0,-1,1).
Toisin sanoen voimme valita 7r;, = P°[ "' gl. (Toki myos valinta 71 olisi mah-
dollinen kaikille A > 0.)

Niyt, koska pitee F'(m;) = 0 ja F on injektio, on 7y:n oltava vakio. Télloin
P voidaan ratkaista, koska se esiintyy potenssitulossa 7;. Ndin saadaan
tuttu lauseke heilahdusajalle. Vastaavalla tavalla voitaisiin ratkaista heilu-
rin pituus tai gravitaatiovakio muiden parametrien funktiona 7:std. Sen
sijaan massalle m ei saada lauseketta, koska se ei esiinny dimensiottomassa
potenssitulossa.

Jos tarkasteluun lisdtdan uusia ilmi6itd ja ndihin liittyvid suureita, suurei-
den miiri kasvaa ja samoin tekee mahdollisten dimensiottomien lukujen
madrd. Jos esimerkiksi oletetaan, ettd heilurin amplitudi a, jonka dimen-
sio on [a] = M"L' T" vaikuttaa my®s systeemin kayttiytymiseen, saadaan
tulokseksi, ettd F'(m;,m,) = 0, jossa uusi dimensioton luku on esimerkiksi
= a/1. Talloin , ei endd ole globaalisti vakio, vaan pitee 7, = ¢(7m).
Toisin sanoen heilahdusaika on mitattava jokaiselle amplitudille erikseen
tai mallinnettava hyodyntden syvillisempaa tietdmystd systeemin kayttdy-
tymisestd — tdssd tapauksessa mekaniikan lakeja ja yhtaloita.

Edellisestd voidaan paételld, ettd dimensioanalyysin tulokset ovat vah-
vimpia, jos tarkasteltavia suureita on yksi enemmaén kuin perussuureita.
Toisaalta tarkasteltavia suureita ei voi jattad pois, jos niilld on todellista
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vaikutusta tutkittavaan ilmioon. Sen sijaan joskus on mahdollista laajen-
taa perussuurejarjestelmai mielekkadsti niin, ettd dimensioanalyysin tulos
tarkentuu.

Tarkastellaan esimerkkind kapillaari-ilmiéta. Olkoon r ohuen putken
sade. Putki on alapdistddn nesteessi, jonka tiheys on p ja pintajannitys .
Pyritddn mallintamaan kapillaaripinnan nousukorkeus £, kun nesteeseen
kohdistuu gravitaatiovoima g. Systeemin dimensiomatriisi on perussuure-
jarjestelméssa

M L T
h 0 1 0
r 0 1 0
p 1 -3 0
¥ 1 0 -2
g 0 1 -2

m-teoreeman avulla saadaan korkeudelle lauseke

h= T¢ <r259> )

jossa¢: R — R. on tuntematon funktio.

Tarkastellaan tilanteen geometriaa vdhin yksityiskohtaisemmin ja jae-
taan pituus pystysuoraan ja vaakasuoraan komponenttiin Z ja R. Nyt & ja
¢ vaikuttavat Z-suunnassa. Putken side 7 on puolestaan R-suuntainen, p
sisdltad sekd Z:n ettd R:n suuntaisia pituuksia. Pintajannitys -y edellyttda
hieman pohdintaa. Viimekédessé pintajannitys kohdistaa nestepatsaaseen
Z-suuntaisen voiman R-suuntaista pituusyksikkoéd kohti. Télloin dimen-
siomatriisi saadaan muotoon

M Z T
h 0 0 1 0
r 0 1 0 0
p 1 2 1 0
vy 1 -1 1 -2
g 0 0 1 -2

Nyt 7-teoreema antaa korkeuden lausekkeeksi



6.4 Esimerkkeji

jossa C on jokin vakio. Téma on huomattavasti yksityiskohtaisempi tu-
los kuin alkuperdinen lauseke, jossa esiintyi tuntematon funktio. Tulos ei
kuitenkaan tarkentunut aivan itsestddn vaan edellytti lisdd tilanteen teo-
reettista ymmarrystd, jotta voimme jaotella voimien vaikutuksia pysty- ja
vaakatasossa tavalla, joka ainakaan pintajdnnityksen osalta ei ollut aivan
ilmeista.

6.4 Esimerkkeji

Dimensioanalyysi ei millddn tavalla rajoitu pelkéstdan fysiikkaan vaan sitd
voi soveltaa kaikissa tieteissd, joissa on mittaluvuilla esitettdvid suureita ja
niiden vuorovaikutuksia. Tarkastellaan esimerkkini taloustieteellistd mal-
linnusta. Tehtailija olettaa (eli hidnelld on teoria!), ettd betonin menekki V'
(tilavuusyksikkod aikayksikossd) riippuu vain tuotteen yksikkohinnasta
p (euroa per tilavuusyksikkd), asuntolainojen korosta r (1/aikayksikkd),
rakentamattomien tonttien pinta-alasta A ja asukkaiden kokonaistuloista
S (euroa aikayksikossd). Siis V = f(p,r,A,S).

Perussuureita ovat L, T ja R, missd R mittaa rahaa. Mallin dimensio-
matriisi on talloin

L T R
v 3 -1 0
P -3 0 1
r -1 0
A 0 0
S 0 -1 1

Koska matriisissa on viisi rivid ja matriisin aste on kolme, voidaan 16ytda
kaksi riippumatonta dimensiotonta potenssituloa, joiksi voidaan valita esi-
merkiksi

Vp ) p2T2 Ad
M= ja M= ———

1 S J 2 52

Betonin menekki esiintyy luvussa 7, joten se voidaan ratkaista, jolloin

saadaan yhtélo
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S p2T2A3
V—5¢Q7ﬁ—,

missd ¢ on tuntematon funktio, joka tulee selvittad esimerkiksi kokeelli-
sesti.

Saatu tulos on yhté luotettava kuin ne oletukset, joihin analyysi pohjau-
tui. Jos kysyntddn vaikuttaa muitakin tekijoitd, saatu kaava ei endd pade.
Vastaavasti voimme pyrkid arvioimaan tilannetta, jos esimerkiksi tontti-
maata on riittdvésti tarjolla ja voidaan olettaa, ettei sen saatavuus vaikuta
menekkiin. T4ll6in mallista poistuu yksi suure ja yksi m-luku, ja tulokseksi
saadaan

v-c
p
Niin siis kysyntd kasvaa, jos tulot nousevat tai hinta laskee — korkotasolla
ei puolestaan ole mitdan vaikutusta.

Térked dimensioanalyysin sovelluskohde on erilaisten mallikokeiden
suunnittelu. Talloin lahdetadn liikkeelle todellisesta (tai mallinnettavasta)
systeemistd ja pyritddn muodostamaan toinen, helpommin ksiteltava mal-
li, jolle kdyttdytyminen on samanlaista eli alkuperdisen systeemin ja mallin
m-lukujen tulisi olla samat. Tdhdn voidaan pyrkid muuttamalla mittakaa-
voja ja materiaaleja sopivasti. Aina timi ei kuitenkaan ole mahdollista,
silld monimutkaisissa systeemeissé relevantteja m-lukuja on useita ja niiden
yhtdaikainen yhteensovittaminen kahdelle eri tilanteelle ei kdytdnndssé
onnistu.

Tarkastellaan esimerkkini laivan virtausvastusta. Merkitddn laivan run-
koon kohdistuvaa voimaa f:1ld ja oletetaan, ettd se riippuu (tietyn muotoi-
selle laivan rungolle) laivan nopeudesta v, laivan pituusmittakaavasta d,
syvéyksestd h, gravitaatiosta g, nesteen tiheydestd p ja kinemaattisesta vis-
kositeetistd v. Koska suureita on seitsemén ja perussuureita kolme, saamme
nelji 7-lukua, esimerkiksi d /h, vd /v, v* /gd ja f/(pv’hd).

Jotta kahdessa mallikokeessa 7-luvut olisivat samat, taytyy mallien en-
sinndkin uida suhteessa yhta syvilld, mika on helppo jarjestdd. Maapallolla
gravitaatio on oleellisesti vakio, joten my&s suhteen v”/d tulisi olla vakio.
Toisaalta vd /v:n tulee olla vakio. Jos nyt halutaan varioida d:n arvoa (mal-
lin mittakaavaa), tulee myos viskositeettia muuttaa. Mallin ja pienoismallin
viskositeeteille tulee pited

Jotta pienoismallikoe (d,, > d,) onnistuisi, olisi l6ydettava neste, jolle ki-
nemaattinen viskositeetti on merkittdvasti veden viskositeettid pienempi.



Tama ei kdytdnndssd onnistu, joten kokonaisvirtausvastusta ei voida mitata

6.5 Harjoitustehtdvid

pienoismallia kdyttden.

Se osa virtausvastusta, joka ei liity viskositeettiin, voidaan mallintaa pie-
noismallin avulla. Kun luovutaan oletuksesta, ettd vd /v:n tulisi olla vakio,
muut 7-luvut voidaan vakioida pienoismallille. Télloin mallikokeista on
kuitenkin pystyttdva erottamaan teoreettisesti viskositeetin aiheuttama vir-
tausvastus, jolloin jéljelle jaa vain kokeellisesti maarattava ns. aaltovastus

(eli energia/tyd, joka menee aaltojen muodostamiseen).

6.5

Harjoitustehtdivid

Mairad kappaleeseen kohdistuvan voiman F' ja kappaleen
potentiaalienergian F dimensiot perussuurejirjestelmassa
{M,L, T}, kun E = mgh ja F = mg, missd h on korkeus
maan pinnasta, 7 massa ja g = 9,81 m/s’.

Maiiraa voiman, potentiaalienergian ja massan dimensiot pe-
russuurejérjestelmassa { /', L, T'}, missd F vastaa voimaa ja
massa on johdettu suure. Massan yksikolle saadaan yhtédlosta

F,=myg, [m] - [Fg]/[g]’

Tarkastellaan pitkdn kaasukuplan nousua pystysuorassa nes-
teputkessa. Oletetaan neste ja kaasu kokoon puristumatto-
miksi ja homogeenisiksi ja etta kitkalla (viskositeetilld) ei
ole merkitystd. Talloin kaasun nousunopeuden v voi olettaa
riippuvan putken halkaisijasta d, gravitaatiosta g, kaasun ti-
heydesta p; ja nesteen tiheydesti p,, eli

v=f(d, g, pk, pn)-

Maiirad edelld mainittujen suureiden dimensiomatriisi perus-
suurejdrjestelméssa { M, L, T} ja hae matriisin avulla kaksi
dimensiotonta lukua 7, ja 7. Saatko ndiden avulla uskotta-
van lausekkeen nousunopeudelle v?
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7

Differentiaaliyhtilomalleja

JUKKA TUOMELA

Kuolan laskeumien laatu yhd tuntematon
Tutkijoilla vain erilaisia malleja
Otsikko Pohjolan Sanomissa 18.10.1988

7.1 Johdanto

Y1l4 olevan otsikon perusteella sana malli ei ehka herdta erityistd luottamusta
suuren yleison (tai toimittajien) keskuudessa. Mallinnus onkin termina aika
uusi, eikd siten ole ihme, ettei sen merkityksestd ole kovin selvéda kisitysta.
Tutkijat ovat toki aina tehneet (myds) mallinnusta sanan nykyisessa merki-
tyksessd, mutta tuloksia ei ole kutsuttu malleiksi vaan vaikkapa laeiksi. Jos
laskeumamalleja olisi sanottu laskeumalaeiksi, olisiko toimittaja kirjoitta-
nut: Tutkijoilla on vain erilaisia lakeja? Joka tapauksessa malli-sana on tullut
jaddakseen, ja seuraavassa on tarkoitus esitelld tiettyd malliluokkaa, differen-
tiaaliyhtilomalleja, ja hieman pohtia téllaisten mallien yleisid ominaisuuksia.
Differentiaaliyhtdlomalleja on tapana luonnehtia sanomalla, ettd ne ovat

o ddrellisulotteisia
o deterministisid ja
o sileitd.

Jaljempéni selvitetddn tarkemmin mité nailla tarkoitetaan.
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Differentiaaliyhtdlomalleja sanotaan joskus myds dynaamisiksi systee-
meiksi. T4lld viitataan siihen, ettd ilmid, jota halutaan tutkia, muuttuu ajan
funktiona. Téassd yhteydessa ei kuitenkaan ole tarpeen yrittad pohtia, miten
laajasti tai suppeasti dynaamiset systeemit -termi pitdisi kdsittad, vaan kay-
tetddn pelkastddn (ehkédpa tylsempidd) termid differentiaaliyhtalomallit.

Ennen kuin padstadn varsinaisiin yhtdloihin, tarkastellaan hieman mil-
laisia prosesseja on tarkoitus mallintaa, ja millaisia ovat malleissa esiintyvét
suureet.

7.1.1 Jatkuva vai diskreetti

Hyvin monissa malleissa voidaan ajatella, ettd suure, josta ollaan kiinnos-
tuneita muuttuu jatkuvasti. Jatkuva-sana on tédssa yhteydessd kuitenkin
hieman harhaanjohtava. Silld tarkoitetaan sitd, ettd suureen arvoja voidaan
pitdd reaalilukuina, jotka puolestaan muodostavat "jatkumon” Esimerkiksi
jos jonkin kappaleen lampétila nousee arvosta T arvoon 7' niin ajatel-
laan, ettd lampdtila saa muutosprosessin aikana reaalilukuarvoja; tdma ei
tarkoita sitd, ettd lampotila valttamatté olisi jatkuva funktio ajan suhteen.

Samoin jos tarkastellaan jotakin virtapiirid, (séhko)virtaa pidetdan “jat-
kuvana” suureena. Mutta jos piirin kytkin suljetaan tai avataan tietylld het-
kelld, virta on funktiona epéjatkuva tilla hetkella.

Jatkuvien suureiden “vastakohtana” pidetadn diskreettejd suureita. Talld
tarkoitetaan sitd, ettd on olemassa jokin pienin mahdollinen positiivinen
suureen arvo ja kaikki mahdolliset arvot ovat tdmén pienimmaén arvon
monikertoja. Esimerkiksi populaation koko on aina valttdmattd kokonais-
luku, samoin vaikkapa matkapuhelimien tuotantomaiarit. Kvanttimekanii-
kassa sana kvantti viittaa juuri tallaiseen pienimpédan yksikkoon; fyysikot
eivit kuitenkaan yleensd puhu diskreeteistd suureista vaan kvantittuneista
suureista.

Jako diskreetteihin ja jatkuviin suureisiin ei tosin ole aina tdysin selkea:
esimerkiksi populaation kokoa P voidaan hyvin pitd4 jatkuvana suureena,
jos tyypilliset P:n arvot ovat riittdvén isoja. Riippuu siis mallinnustilantees-
ta, onko mielekisté kisitelld jotain suuretta jatkuvana vai diskreettina.

Palataan sitten lampdotilaan. Jos oletetaan, ettd anturi mittaa lampoti-
laa tietyssd paikassa, on luonnollista ajatella, ettd anturin antamat tulok-
set médrittelevit reaaliarvoisen funktion ¢ — 7'(¢) missd ¢ on aika. Nyt
voidaan edelliseen tapaan kysyd, onko aika jatkuva vai diskreetti suure.
Tdahankaidn ei ole yksiselitteistd vastausta. Anturin tapauksessa voidaan fy-
sikaalisesti ajatella, ettd aika on jatkuva suure, mutta jos mittaustulokset
tallennetaan tiedostoon, silloin saadaan dataa vain tietyilt4 ajan hetkilté ja
aika onkin siis diskreetti.
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Signaalinkdsittelyssé ajan luonne on keskeisessd asemassa, ja tdytyy siis
huolellisesti erottaa tapaukset, joissa aika on diskreetti (digitaalinen sig-
naali) ja jatkuva (analoginen signaali). Seuraavassa ei kuitenkaan puututa
tahdn vaan ajatellaan aikaa jatkuvana suureena, tai yleisemmin oletetaan,
ettd “aikakvantti” on riittdvdn pieni, jotta aikaa voidaan pitdd jatkuvana
suureena. Télloin siis anturin mittaustuloksia voidaan pitdd funktiona
reaaliluvuilta (aika) positiivisille reaaliluvuille (jos lampétila ilmaistaan
Kelvineissa):

T:R—R,.

Lampdatilan tapauksessa yksi reaaliluku riittdd ilmaisemaan halutun infor-
maation. Yleensd kuitenkin tarvitaan vektoreita: esimerkiksi pistemassan
paikan ilmaisemiseksi tarvitaan kolme koordinaattia, ja siten pistemassan
liike madrittaa vektoriarvoisen funktion

r:R—-RY x(t) = (21(t), 22(t), 23(2)).

Geometrisesti ajateltuna paadyimme siihen, ettd tarkasteltavaa ilmiotd
kuvaa kéyr4, jonka parametrina on aika. Limpétilan tapauksessa ilmién
“tila” méaraytyy R :n pisteen avulla, siirtojohdon tilaa tietyssi pisteessia
kuvaa virran ja jinnitteen arvot, ja pistemassan paikkaa kuvaa R”:n piste.

7.1.2 Adrellinen vai ddreton

Yleisesti ottaen, jos tarkasteltava ilmi6 riippuu suureista ¥, ..., y,, niin sys-
teemin tilaa kuvaa kayra

y:R—-QCR", y(t) :(yl(t)7"'7yn(t)):

missd () kuvaa systeemin kaikkien mahdollisten tilojen joukkoa. Rajoi-
tutaan jatkossa tapaukseen, jossa systeemin tilaa on mahdollista kuvata
adrelliselld médaralla muuttujia, mutta ehkd on hyva myos hiukan pohtia
missd tilanteissa sitten tarvitaan daretén maira muuttujia.

Tarkastellaan esimerkiksi liuosta, jossa on useita keskendén reagoivia ai-
neita. Kiinnostavat suureet ovat siis aineiden konsentraatiot, jotka muut-
tuvat ajan funktiona (usein myos liuoksen lampatila on tirked). Mutta jos
liuosta sisdltdva astia on “iso”, konsentraatio riippuu myos siitd missd kohtaa
astiaa ollaan. Merkitdan jonkin aineen konsentraatioita u:lla ja paikkakoor-
dinaatteja 2:114. Jokaisella ajan hetkelld ¢, konsentraation jakauma u(z, )
on siis z:n funktio. Intuitiivisesti on varsin selvdd, ettd enemmaén tai va-
hemmaén mielivaltaisen funktion méérittdmiseen tarvitaan "ddretén maara”
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muuttujia. Yleensa kuitenkin ilmaistaan asia hieman toisin: konsentraation
jakauma hetkelld ¢, kuuluu tiettyyn daretonulotteiseen vektoriavaruuteen
V. Jos tilloin edelleen halutaan tulkita « kdyran, voidaan kirjoittaa

t—ut €V, missdu'(z) = u(z,t).

Téllaisia systeemeja mallinnetaan osittaisdifferentiaaliyhtdloilld, joista ker-
rotaan muissa luvuissa.

Huomattakoon kuitenkin, ettd valinta dérellisen ja ddrettomén vélilld on
my6s mallinnuskysymys. Jos liuosesimerkin tapauksessa voidaan olettaa,
ettd liuosta sekoitetaan hyvin, niin télléin konsentraatiot ovat ldhes vakioi-
ta z:n suhteen, jolloin niiden z riippuvuus voidaan unohtaa. Tatd approk-
simaatiota kdytetdan hyvin yleisesti kemiallisia reaktioita mallinnettaessa,
joten ainakin joskus se antaa hyvié tuloksia.

7.1.3  Jatkuva vai epdjatkuva

Palataan vield jatkuvuuteen, nyt siis siltd kannalta, onko jokin suure “oi-
keasti” jatkuva vai epdjatkuva funktio ajan suhteen. Ylld annettiin esimerk-
ki virtapiiristd, jossa kytkimen sulkeminen tai avaaminen aiheutti sen, ettd
virran arvo muuttui epdjatkuvasti. Vai oliko muutos todella epdjatkuvaa?
Loppujen lopuksi timékin on mallinnuskysymys: virtapiirin késite on jo si-
nénsd eradnlainen malli, ja jos ruvetaan tarkemmin katsomaan mité tapah-
tuu juuri silld hetkelld kun kytkin avataan tai suljetaan, tarvitaan parempia
malleja. Oleellista on, ettd virtapiirin toiminnan kannalta ei ole hirvedn
tirkedd, miten tdmé “ddrettdmén nopea’ muutos tapahtuu, ja tavallaan
muutoksen mallintaminen epdjatkuvan funktion avulla on yksinkertaisin
mahdollinen.

Toinen vastaava tapaus esiintyy kaasudynamiikassa. Kun lentokone ylit-
tad danen nopeuden syntyy shokkiaalto, jossa paine muuttuu epéjatkuvas-
ti." Voidaanko paineesta kuitenkaan puhua sen enempii jatkuvana kuin
epédjatkuvana? Fysikaalisesti ajateltuna paineen arvo tietyssd pisteessd ei ole
médritelty, vaan paine on valttdmittd jonkinlainen keskiméérdinen suure
tietyn pisteen ymparistossa.

Itse asiassa keskiajalla, ja kenties jo antiikin aikoina, viiteltiin siitd voiko
luonnossa tapahtua “hyppayksid” vai onko muutos vélttimittd “jatkuvaa”.
Filosofian kannalta tdméa kysymys tuskin endd on kovin ajankohtainen,
mutta mallinnuksen yhteydessé se on edelleen hyva pitdd mielessd. Mal-
linnettaessa ei tarvitse vilittad asian "lopullisesta totuudesta”; sen sijaan on
paikallaan miettid, mika on tarkoituksenmukaista: antaako jatkuva vai epé-
jatkuva malli yksinkertaisemman tai muuten paremman kuvan ilmigsta.

1 Adni on paineaalto, ja ylidénikoneiden aiheuttama pamaus johtuu shokkiaallosta.
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7.2 Mallin muodostaminen

Edellisissa esimerkeissd ilmiota kuvaava kéyra voitaisiin periaatteessa saada
sopivina mittaustuloksina. Mallinnettaessa pyritadn kuitenkin selittdmaan
ilmiota mahdollisimman hyvin siten, ettd mallin avulla voitaisiin tuottaa
(ainakin melkein) sama data kuin mittaustuloksilla. Luonnollisesti yleensa
mallin tavoitteena on nimenomaan valttda mittausten suorittamista: mallia
tutkimalla yritetddn selvittdd systeemin kayttaytymistd olosuhteissa joiden
kokeellinen tutkiminen olisi kallista, hankalaa tai mahdotonta. Hyvin usein
fysikaalisia ilmioitd pyritddn selittdmadn tai ymmartimaéan differentiaali-
yhtilomallien avulla.

Differentiaaliyhtald(systeemi) on mairitelman mukaan seuraavanlai-
nen:

f(t7y7y/7 . 7y(Q)) - 0

Téssd ¢ on skalaari (aika), ja y on #:n funktio; siis y : R—R". Differen-
tiaaliyhtdlon kertaluku ¢ ilmoittaa y:n korkeimman derivaatan, joka yhté-
16ssé esiintyy. Jos systeemissd on £ kappaletta yhtaloitd, niin f on kuvaus
fi RIS RE

Jo aivan differentiaalilaskennan kehityksen alkuvuosina 1600-luvun
lopulla huomattiin, ettd differentiaaliyhtdléiden avulla voidaan ratkaista
monenlaisia seki fysiikan ettd matematiikan ongelmia. Nyt yli 300 vuotta
myohemmin differentiaaliyhtéléitéd tutkitaan edelleen aktiivisesti seké teo-
rian, sovellusten ettd numeerisen laskennan kannalta. Miksi téllaiset mallit
sitten ovat osoittautuneet niin hyodyllisiksi ja hedelmallisiksi?

Tarkastellaan jotain suuretta y hetkelld ¢. Selvésti y:n tai sen derivaat-
tojen arvot hetkelld ¢ 4 a eivdt voi vaikuttaa y:n arvoihin hetkelld ¢, jos
a > 0. Tulevaisuus ei siis voi vaikuttaa nykyhetkeen; téllaisia systeemejé
sanotaan kausaalisiksi. Sen sijaan menneisyys (a < 0) voi luonnollisesti
vaikuttaa nykyhetkeen. Mutta jos hyvin kaukainen menneisyys vaikuttaa
oleellisesti johonkin ilmiton, titd on erittdin vaikea selvittdd, ja ilmié on
tavallaan “késittdamaton”. Siis "ymmarrettdvat” ilmiot ovat lokaaleja siind
mielessd, ettd vain lahimenneisyys tarvitsee ottaa huomioon.

Differentiaaliyhtdlomalleissa lokaalisuuden vaatimus on viety darimmil-
leen: niissa nykyhetki mddrdd tdysin tulevaisuuden. Differentiaaliyhtalot
ovat siis tavallaan luonnollinen approksimaatio, kun kuvataan lokaaleja
ilmioitd, samassa mielessd kuin kdyrdn tangentti approksimoi kayraa si-
vuamispisteen ldheisyydessa.

Ajatus, ettd nykyhetki sisdltad riittavasti informaatiota tulevaisuuden
madrdamiseen, tunnetaan determinismind. 18oo-luvulla differentiaaliyhté-
16iden teoriaa pidettiin jopa erddnlaisena determinismin matemaattisena
muotoiluna. Sittemmin differentiaaliyhtélot ja determinismi ovat kulkeneet
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omia polkujaan, mutta edelleen on tapana sanoa differentiaaliyhtdlomalleja
deterministisiksi.

Terminologia ei kuitenkaan ole tdysin looginen, koska on olemassa myos
stokastisia differentiaaliyhtdléitd, jotka ovat sitten erdilld tavalla determi-
nististen differentiaaliyhtdloiden “vastakohta”. Stokastinen tarkoittaa, ettd
yhtdlossa on termejd, joita kuvataan satunnaismuuttujien avulla. Téssd
yhteydessd ei ole mahdollista kasitelld stokastisia differentiaaliyhtéloita.
Joka tapauksessa yleisen kidytainnon mukaan sana differentiaaliyhtdlo ilman
mitddn adjektiivia tarkoittaa nimenomaan determinististd differentiaali-
yhtélo4, joten noudatetaan tété jatkossa.

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia esimerkkeja.

7.2.1 Hella

Otetaan ensin tapaus, jossa tutkitaan sdhkohellan levyn lampétilaa. Levyn
lampoenergia on £ = ¢ T misséd ¢ on jokin vakio (ominaislampokapasiteet-
ti kertaa massa). Jos levyn lammitysteho on b (mika voi riippua ajasta) ja
unohdetaan lampohaviét ymparistoon, paddytaan differentiaaliyhtdloon

E(t) = cT'(t) = b(t) (7.1)

Taméahén on energian sdilymisen laki, mika ehka paremmin tulee esille, jos
yhtilé integroidaan puolittain:

E@—ﬂ@:AMQ@

Vasemmalla on levyn lampdenergian muutos ja oikealla on systeemiin ul-
kopuolelta tuotu energia. Jos nyt oletetaan, ettd b on vakio, ratkaisuksi
saadaan T(t) = bt/c + d, missd d on jokin vakio. Luonnollinen alkuehto
on T(0) = T, missa T, on huoneen limpétila. Siis 7(¢) = bt/c + T, jo-
ten lampdatila kasvaa rajatta, mika ei vaikuta kovin realistiselta. Kuitenkin
pienilld ¢:n arvoilla malli voi hyvinkin antaa varsin tarkan tuloksen.

Malli (7.1) ei varsinaisesti ole differentiaaliyhtild siind mielessd, ettd siind
esiintyy vain tuntemattoman funktion derivaatta, mutta ei funktiota it-
seddn. Ratkaisu saadaan siis suoraan integroimalla. Jos kuitenkin yritetddn
parantaa mallia, pdddytaan “oikeaan” differentiaaliyhtdloon. Oletetaan ettd
lampohaviot ovat verrannollisia levyn ja huoneen limpétilan erotukseen:

cI'(t) = —a(T(t) — Ty) + b.



72 Mallin muodostaminen

Luonnollisesti 7' > 7', ja a > 0. Jos siis edelleen oletetaan, ettd b on vakio
ja kdytetadn alkuehtoa T'(0) = T, saadaan

Tt) =T, + S (1 — exp(—at/c)).

Téma vaikuttaa jo huomattavasti jarkevaimmalta: kun ¢ — oo, eksponentti-
termi ldhenee nollaa ja limpatila siis ldhestyy vakioarvoa. Huomattakoon
myos, ettd

T(t) =Ty + bt/c+ O(t?).

Havioton malli siis tosiaankin antaa hyvén approksimaation, kun ¢ on pie-
ni (kuva 7.1).

Edelleen voidaan ajatella, ettd limmitysteho b riippuisi 7"std ja sitéd kay-
tettdisiin termostaatin tapaan: saddetddn b:td siten, ettd ldhestytddn haluttua
lampétilaa 7. Valitaan vaikkapa b = —a,(7—-T)), missa a, > 0:

T'(t) = —a(T(t) — Ty) — ar(T() — Th).

T(H) A
Th 4 b/a b mmmm e e

Th

Aika t

Kuva 71. Pienilld t:n arvoilla hdviéton malli (yhtendinen viiva) on li-
helli realistisempaa mallia (katkoviiva), joka varsin nopeasti lihenee
vakioldmpdtilaa.
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Tamadkin osataan vield ratkaista (eli integroida):

aly + a1}

a -+ ap

T(t) = + dexp(—(a+a1)t/c).

Pitaa siis valita T} siten, etta

T T
T, = alh +ay 1

a—+ a;
Luonnollisesti hellan tapauksessa, ja monissa muissakin termostaatin so-
velluksissa, teho ei voi olla negatiivinen, toisin sanoen levyi ei voida jadh-
dyttdd. Realistisempi termostaatti olisikin

b = max{0, —ay (T'(t) — T1)}.

Tétd vastaavan differentiaaliyhtdlon analysointi jatetddan harjoitustehté-
vaksi.

7.2.2 Pistemassa

Tarkastellaan sitten pistemassan liikettd. Newtonin toisen lain mukaan voi-
ma on massa kertaa kiihtyvyys. Jos pistemassan paikkaa kuvaa kédyra z,
niin kiihtyvyys on z:n toinen derivaatta:

ma”(t) = F(t,z, ). (7.2)

Jos asetetaan koordinaatisto siten, etté z,- ja z,-akselit ovat vaakatasossa ja
z3-akseli pystysuorassa, ja jos oletetaan, ettd kappaleeseen vaikuttaa vain
maan vetovoima, niin F' = (0,0,-mg), missd g on maan vetovoiman ai-
heuttama kiihtyvyys. Saadaan siis yhtélot

maz =0,
mazy =0, (7.3)
maxly = —mg.

Tama on helppo ratkaista, jos annetaan alkupiste 2(0) ja alkunopeus z'(0).
Erityisesti huomataan, ettd x:n eri komponentit eivit vaikuta toisiinsa, jo-
ten jokainen komponentti voidaan ratkaista erikseen.

Hieman mielenkiintoisempi systeemi saadaan, jos oletetaan, ettd ori-
gossa on massa, jonka aiheuttamassa gravitaatiokentdssa annettu kappale
liikkuu. Tall6in, edelleen Newtonin mukaan, saadaan yht&lo
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(7.4)

Tamén ratkaisut ovat ellipsejd, jos alkunopeus on riittavan pieni. Keplerhan
osoitti jo paljon ennen Newtonia Tyko Brahen havaintoihin perustuen ja
ilman differentiaalilaskentaa, ettd planeetat kiertdvat ellipsinmuotoisia ra-
toja auringon ympari. Newton puolestaan pystyi laskemaan, etti jos veto-
voima on kédintden verrannollinen etdisyyden nelioon, niin planeetan rata
on ellipsi.

Muutkin kuin Newton esittivit, ettd vetovoima on kddntéden verrannol-
linen etdisyyden nelioon. Miksi eri tutkijat toisistaan riippumatta paityivit
samaan malliin? Keplerin jédlkeen aurinkokeskinen nidkemys oli jo lopulli-
sesti tullut hyvéksytyksi, joten oli luonnollista ajatella, ettd aurinko jollain
tavalla ajheutti maan liikkeen. Ajatellaan sitten, ettd auringon ympérille
laitetaan pallopinta, jonka sdde on r. Auringosta siteilevid pallopintaan
osuva kokonaisvaloteho on riippumaton séteestd, mutta sen intensiteetti eli
teho/pinta-alayksikko pienenee kuten 1 /7%, koska pallon pinta-ala on 4777,
Kun tdmai pédttely ymmarrettiin, niin analogisesti ajateltiin, ettd auringon
vetovoima pienenisi samalla tavalla.

7.2.3 Mallin perusmuoto

Mika tahansa korkeamman kertaluvun differentiaaliyhtédlosysteemi voi-
daan kirjoittaa (ekvivalenttina) ensimmadisen kertaluvun systeeminé. Esi-
merkiksi pistemassan yhtilo ensimmaisen kertaluvun systeeminé on

{:E’ =, (75)

mv' = F(t,x,v).

Monet differentiaaliyhtaloitd kasittelevat kirjat onkin kirjoitettu siten, ettd
tarkastellaan pelkéstddn ensimmadisen kertaluvun tehtdvid. Myds lahes
kaikki differentiaaliyhtdloiden numeeriset ratkaisijat olettavat, ettd tehtédva
on annettu tdssd muodossa. Noudatetaan seuraavassa tatd kaytantod, ja
tarkastellaan vain tehtévid jotka ovat muotoa

y'(t) = ft,y(t)). (7.6)

Ei siis pelkdstddn oleteta, ettd differentiaaliyhtdlé on ensimmaista kerta-
lukua, vaan vaaditaan lisaksi, ettda
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o y'voidaan eksplisiittisesti ratkaista ja
+  yhtil6itd on yhtd paljon kuin tuntemattomia suureita.

Kaytdnnossd esiintyy kuitenkin paljon malleja, joissa on enemmén yhté-
16itd kuin tuntemattomia: tilloin usein sanotaan, ettd systeemissd on ra-
joitusehtoja. Esimerkiksi robotiikan mallit ovat téllaisia. N&itd ylimaaray-
tyvid malleja ei kuitenkaan yleensé analysoida differentiaaliyhtdloita tai
differentiaaliyhtdlomalleja kasittelevissd kirjoissa. Yksi syy on, ettd klassi-
nen differentiaaliyhtéloiden teoria ei sovellu kovin hyvin ylimaaraytyvien
tehtdvien kisittelyyn. Tamén takia mallinnettaessa pyritddn nimenomaan
systeemeihin, jotka ovat muotoa (7.6); toisin sanoen ajatellaan, ettd mallin-
nusprosessi on saatu paatokseen vasta kun tehtava on muotoa (7.6).

Joka tapauksessa ylimdérdytyvid systeemejd on tdysin mahdollista kasi-
telld suoraan, myos numeerisesti; valitettavasti timan yleisemman teorian
esittely vaatisi kuitenkin hiukan differentiaaligeometrian esitietoja, joten
sithen ei nyt tdsséd voi puuttua. Rajoitutaan siis jatkossa malleihin jotka ovat
muotoa (7.6).

7.2.4 Tila-avaruus

Kuten ylld olevissa esimerkeissd néhtiin, annetulla differentiaaliyhtélolla
on (yleensd) useita ratkaisuja. Tyypillisesti jos tehtdvé onnistutaan ratkai-
semaan alkeisfunktioiden avulla, ratkaisussa esiintyy vapaita parametre-
ja, joille voi antaa mielivaltaisia arvoja. Jos halutaan jokin tietty ratkaisu
nama parametrit pitad valita, ja yksi tapa tehdd tdméd on kiinnittdd y:n
arvo tietylld ajanhetkelld. Kun siis differentiaaliyhtdloon (7.6) liitetdan ehto
y(ty) = Yo, niin ndin saatua tehtavad kutsutaan alkuarvotehtdviksi.

Jatkossa oletetaan aina, ettd yhtélossa (7.6) esiintyva f on ainakin kerran
jatkuvasti derivoituva. Tdma takaa, ettd alkuarvotehtédvén ratkaisu on ole-
massa, ainakin pienelld valilla ¢, ¢, + €] ja ettd ratkaisu on yksikasitteinen.
Jos fei riipu eksplisiittisesti #:sté, sanotaan, etta differentiaaliyhtdlé on au-
tonominen. Oletetaan edelleen, ettd funktion f médrittelyjoukko voidaan
kirjoittaa muodossa L = [ty, ;] x §2; €2 on tila-avaruus ja L on laajennettu
tila-avaruus.”

Klassisessa mekaniikassa esiintyy lisdksi konfiguraatioavaruus. Télla
tarkoitetaan sité, ettd tietyt muuttujat maarittavit systeemin paikan ja ndi-
den muuttujien mahdolliset arvot muodostavat konfiguraatioavaruuden.
Kun sitten otetaan mukaan nopeudet, saadaan tila-avaruus. Pistemassan

2 Tila-avaruus on englanniksi state space tai joskus phase space. Jalkimmaiisestd nakee jos-
kus kadnnosti faasiavaruus.
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tapauksessa konfiguraatioavaruus on R” ja tila-avaruus R’ x R’, koska no-
peusvektorissa on myds kolme komponenttia.

Monimutkaisissa systeemeissa konfiguraatio- ja tila-avaruuden raken-
teen selvittdminen voi jo sindnsé olla hankalaa, ja timén rakenteen tunte-
minen voi antaa oleellista tietoa mallin ominaisuuksista.

7.3 Kvalitatiivinen vai kvantitatiivinen

Kun on saatu jokin differentiaaliyhtdlémalli, luonnollisesti seuraava askel
on (yrittda) ratkaista se. Mutta jos ratkaisemisella tarkoitetaan:

esita ratkaisu alkeisfunktioiden avulla,

tama ei yleisesti ottaen juuri koskaan onnistu. Tdma ymmarrettiin varsin
hyvin jo 1800-luvulla: Liouville osoitti, ettd monien hyvin yksinkertaisten
differentiaaliyhtdloiden ratkaisua ei voi esittda alkeisfunktioiden avulla.
Téman takia mallin ratkaisemisella tarkoitetaankin yleensa:

etsi ratkaisun numeerinen approksimaatio.

Nykyddn onkin hyvin tehokkaita menetelmid differentiaaliyhtdldiden nu-
meeriselle ratkaisulle, joten voisi ajatella, ettd asia on silld selvd. Mallinnet-
taessa nousee kuitenkin usein esiin muitakin kysymyksid kuin mikd on y:n
arvo hetkelld ¢, esimerkiksi

o miten ratkaisu kayttaytyy kun ¢ — o0?
+ miten ratkaisu muuttuu jos parametrien arvot muuttuvat?
 onko malli "rakenteellisesti stabiili”?

Ensimmaiseen kysymykseen voisi yrittdd vastata ratkaisemalla systeemi
numeerisesti hyvin pitkalld aikavililla. Ongelmana on kuitenkin miten voi
tietdd, mika on riittdvan pitka aikavili? Lisdksi numeerisessa laskennassa
esiintyva virhe voi kasvaa huomattavasti ajan funktiona, joten ei ole selvda
ovatko pitkdn aikavilin laskennan tulokset luotettavia.

Missé tahansa realistisessa mallissa esiintyy parametreja, joiden arvoja
ei tarkasti tunneta. Jos siis numeerinen ratkaisu lasketaan tietyilld para-
metrien arvoilla, saataisiinko “samantyyppinen” ratkaisu, jos parametrien
arvoja hieman muutetaan? Tietenkin voitaisiin laskea useita numeerisia
ratkaisuja eri parametrien arvoilla, mutta tilloinkddn ei ole selvédd, kuinka
paljon eri ratkaisuja pitéisi olla ja miten parametreja pitdisi varioida.
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Kolmas kohta on tavallaan toisen kohdan yleistys: miten mallin tulokset
muuttuvat jos koko mallia muutetaan ”jonkin verran” Niin yleiselld tasolla
on tietenkin vaikea sanoa mitdin, mutta jdljempédna tarkastellaan erdsta
esimerkkid, mika toivottavasti valaisee asiaa.

Yleisend johtopaitoksend voisi siis pitdd, ettd numeerinen laskenta si-
nénsd ei riitd vaan pitdd ymmartdd systeemin kayttaytymistd ja ratkaisujen
luonnetta myo6s kvalitatiiviselta kannalta.

7.4 Mallin geometria

7.4.1 Vektorikenttd ja suuntakenttdi

Miten differentiaaliyhtélosysteemid sitten voisi ymmartad kvalitatiivisesti?
Itse asiassa ensimmadinen askel tdhdn suuntaan on jo otettu: on maaritelty
(laajennettu) tila-avaruus joka on geometrinen malli systeemin mahdollis-
ten tilojen joukolle. Seuraava askel on dynamiikan geometrinen kuvailu ja
tahan tarvitaan vektorikenttid ja suuntakenttid.

Tarkastellaan yleistd skalaaritehtavaa

y(t) = f(ty®), f:R*—>R. (7.7)

Jos merkitdan myo6s y:1l4 jotain ratkaisukdyrad, ylld oleva yhtilo kertoo,
ettd hetkelld ¢, kdyran ¢ — y(¢) kulmakerroin on f(t,,y(%,)). Merkitdidn
edelleen p = y(t,), jolloin siis kdyrdn y tangenttisuora pisteessé (t,,p) on

y—p= f(to,p)(t —to). (7.8)

Téméhédn on hyvin maédritelty suora riippumatta mistddn ratkaisukédyras-
td, toisin sanoen f madirittelee jokaiseen tason pisteeseen tietyn suoran.
Samantyyppinen péittely voidaan tehdd myos vektoritapauksessa: yhtdlo
7.6 madrittelee suuntakentdn eli se liittdd suoran jokaiseen laajennetun tila-
avaruuden pisteeseen.’

Jos yhtil6 on autonominen, siis muotoa y (%) = f(y(t)), yhtalon tulkinta
on seuraava. Tarkastellaan tila-avaruuden pistettd p ja oletetaan, ettd kdyra
y kulkee p:n kautta hetkella ¢,. Kdyran tangentti y'(%,) on siis f(p) ja ndin
fliittaa tietyn vektorin jokaiseen tila-avaruuden pisteeseen. Toisin sanoen

3 Suuntakenttd on englanniksi direction field. Differentiaaligeometriassa suuntakentta on
yksiulotteinen distribuutio.
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kuvaus f médrittelee vektorikentdn: se liittda jokaiseen tila-avaruuden pis-

teeseen p vektorin f(p).*
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Kuva 7.2. Vasemmalla yhtilon y' = —y mddrddmd vektorikenttd ja oi-
kealla vastaava suuntakenttd sekd muutamia ratkaisuja.

Esimerkkejd

ESIMERKKI 7.1

Tarkastellaan yhtilod y ' = —y. Kuvassa 7.2 on esitetty titd vastaava vek-
torikenttd, suuntakenttd sekd muutamia ratkaisuja. Huomaa, ettd sekd
suunta- ettd vektorikenttd tunnetaan, vaikka ratkaisuja ei osattaisikaan
laskea (alkeisfunktioiden avulla). Differentiaaliyhtiloiden kvalitatiivisen
analyysin idea onkin tutkia suunta- tai vektorikenttdd suoraan ja paatelld
tdman avulla joitain ratkaisujen ominaisuuksia. Esimerkiksi kuvan 7.2
vektorikentdn perusteella heti ndhdédan, ettd kaikki ratkaisut ldhestyvit
nollaa, kun ¢ lahestyy daretonta. Jos sitten tarkastellaan yleistd differen-
tiaaliyhtalod y' = f(y), paddytadn samanlaiseen kuvaan, jos vain olete-
taan, etta

Lihes kaikissa differentiaaliyhtiloita kisittelevissi kirjoissa merkitdan f: R"—R". Timi
on harhaan johtavaa siind mielessa, ettd lahto- ja maaliavaruus ovat hyvin erilaisia: piste
p kuvataan vektorille f(p).
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>0, josy <O,
f(y) = 07 jOS Y= 07
<0, josy>0.

Niin yleiselld tasolla on tietenkin toivotonta yrittdd ratkaista tehtdvad
eksplisiittisesti. Voidaan kuitenkin paatelld, ettd kaikki ratkaisut tassikin
tapauksessa lahestyvit nollaa.

ESIMERKKI 7.2

Katsotaan jélleen pistemassan liikettd. Oletetaan, ettd voimat vaikut-
tavat siten, ettd ratkaisu riippuu vain yhdesta koordinaatista. Talloin
vastaava ensimmadisen kertaluvun systeemi on edelleen muotoa (7.5),
mikd yleisen yhtdlon (7.6) merkintjen mukaisesti vastaa tapausta
y = (y1,¥2) = (z,v) ja f= (v,F/m). Tarkastellaan lineaarista tapausta
F = —ax —bumissd ¢ > 0ja b> 0. Tdma voidaan tulkita seuraavasti: x
kuvaa kappaleen (painopisteen) poikkeamaa tasapainoasemasta, termi
—az pyrkii palauttamaan kappaleen tasapainoon ja termi —bv pyrkii
jarruttamaan liikettd. T4td systeemid kutsutaan vaimennetuksi virdh-
telijiksi, jos b > 0, ja harmoniseksi virdhtelijiksi, jos b = 0. Molemmat
tapaukset voidaan vield ratkaista alkeisfunktioiden avulla.

Harmonisen vérdhtelijan tapauksessa ratkaisut ovat jaksollisia ja ti-
la-avaruudessa saadaan umpinaisia kiyrid. Vaimennetun vérahtelijan
tapauksessa ratkaisut puolestaan lahestyvit origoa (kuva 7.3).

7.5 Invariantit joukot ja stabiilisuus

Edelld néhtiin, ettd differentiaaliyhtdlosysteemid vastaavan vektori- tai
suuntakentdn geometrinen analyysi voi antaa hyodyllistd tietoa systeemin
ratkajsuista. Katsotaan nyt viahdn tarkemmin, mité tietoa on mahdollista
saada, mutta rajoitutaan selvyyden vuoksi autonomisiin systeemeihin

y' = f(y) (7.9)

ja tarkastellaan tédtd vastaavaa vektorikenttéa f. Oletetaan, ettd vektorikentta
on madritelty jossakin sopivassa joukossa 2 C R".
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Kuva 7.3. Harmoninen virdhteliji ja vaimennettu virdhtelijd.
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MAARITELMA 7.1

Joukko S C 2 on vektorikentin f invariantti joukko, jos kaikille alkuarvo-
tehtiville

Y = fy),
y(0) =y €S

pitee y(t) € S kaikilla t > 0.

Jos siis ratkaisu joutuu invarianttiin joukkoon, se pysyy sielld ikuisesti.
Tietenkin jokainen ratkaisukéyrd on invariantti joukko, mutta ideana on
loytda sellaisia kiinnostavia invariantteja joukkoja, joita voidaan analysoi-
da pelkéstain vektorikentén favulla tarvitsematta tuntea ratkaisuja. Inva-
rianttien joukkojen syvin olemus tulee ehkd parhaiten esille tarkastelemalla
ensin yhtd tdrkedi erikoistapausta.

7.5.1 Tasapainopisteet

Léhdetdan liikkeelle kaikkein yksinkertaisimmasta invariantista joukos-
ta: tasapainopisteestd. Piste p on systeemin y'= f(y) tasapainopiste, jos
f(p) = 0. Selvisti jos p on tasapainopiste, niin y(¢) = p on erés systeemin
ratkaisu, joten {p} on invariantti joukko.

Usein ollaan kiinnostuneita tasapainopisteen stabiilisuudesta:

MAARITELMA 7.2

Olkoon y alkuarvotehtivin y'= f(y), y(0) = y, ratkaisu ja p vektoriken-
tin f tasapainopiste. Tdlloin p on asymptoottisesti stabiili, jos on olemassa
r > O siten, ettdi

lim y(t) = p, aina kun |yo —p| < r.

t—o0

Siis p on asymptoottisesti stabiili, jos kaikki riittdvin lahelle tulevat rat-
kaisukéyrat lopulta suppenevat kohti p:td. Selvasti esimerkiksi origo on
yhtdlon y' = —y asymptoottisesti stabiili tasapainopiste.

Lineaarisille systeemeille stabiilisuus on helppo selvittda. Tarkastellaan
tehtavai

y =Ay, AeRV™ (7.10)

Origo on luonnollisesti tasapainopiste, ja jos det(A) # 0, se on ainoa tasa-
painopiste.
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LAUSE 7.1

Olkoon A:n ominaisarvot \,,...,\,. Origo on yhtdlon (710) asymptoottisesti
stabiili tasapainopiste, jos Re\, < 0 kaikilla k.

Todistus 16ytyy ldhes mistd tahansa differentiaaliyhtaloitd kasittelevésta
kirjasta. Se perustuu siihen, ettd ratkaisu voidaan esittdd muodossa

y(t) = exp(At)y(0).

Luonnollisesti useimmat mallit eivit ole lineaarisia. Epilineaarisen vektori-
kentdn tasapainopisteiden stabiilisuus voidaan kuitenkin usein selvittaa /i-
nearisoinnin avulla. Olkoon p vektorikentédn f tasapainopiste ja asetetaan

2 = df,z. (7.11)

Témad on lineaarinen vakiokertoiminen yhtélo, johon voidaan soveltaa
edellistd lausetta. Linearisoinnin idea on, ettd toivotaan, ettd tehtavéin (7.11)
ratkaisut kdyttdytyisivét origon lahelld samalla tavalla kuin tehtévén (7.9)
ratkaisut p:n lahelld. Valitettavasti ndin ei kuitenkaan aina kay. Tasapaino-
pisteen pitéé lisdksi toteuttaa seuraava ehto.

MAARITELMA 7.3

Vektorikentdn f tasapainopiste p on hyperbolinen, jos df,:1li ei ole puhtaasti
imaginaarisia ominaisarvoja.

Huomattakoon erityisesti, ettd df,1l4 ei saa olla ominaisarvoa nolla — timé-
hén sijaitsee imaginaariakselilla kompleksitasossa. Tietyssd mielessd ehto
ei ole kovin rajoittava: jos otetaan satunnainen matriisi, ehto on voimassa
todennékoisyydelld yksi. Nyt voidaan osoittaa:

LAUSE 7.2

Olkoon p yhtilon (7.9) hyperbolinen tasapainopiste. Tdlloin p on asymptoot-
tisesti stabiili, jos ja vain jos origo on tehtdvin (7.11) asymptoottisesti stabiili
tasapainopiste.

Itse asiassa vield enemmén on totta: hyperbolisen tasapainopisteen ym-
péristossd alkuperdinen ja linearisoitu systeemi ovat aina “kvalitatiivisesti
samanlaisia’, vaikka tasapainopiste ei olisikaan asymptoottisesti stabiili.
Téssd ei kuitenkaan ole mahdollista tarkemmin maédritelld termid kvalita-
tiivisesti samanlainen.
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Kuvaan (7.4) on piirretty erdan esimerkkitapauksen ratkaisuja ja tasapai-
nopisteet. Toinen tasapainopisteistd on asymptoottisesti stabiili, ja molem-
mat ovat hyperbolisia. Kuvassa (7.5) on vastaavat linearisoidut systeemit ja
muutamia niiden ratkaisukdyrid. Ainakin tdssd tapauksessa kvalitatiivinen
samanlaisuus tuntuu toteutuvan hyvin.

y1’ =y2 —y1yl
y2'=4yl-y2-2

Kuva 7.4. Tilld vektorikentdlld on kaksi tasapainopistettd, joista toinen
on asymptoottisesti stabiili.

7.5.2  Jaksolliset ratkaisut

Yhtélon (7.9) ratkaisu y on jaksollinen, jos on olemassa jokin a > 0 siten,
ettd y(t+a) = y(t) kaikilla ¢. Talléin a on ratkaisun jakso. Selvsti jaksol-
lisen ratkaisun rata on invariantti joukko. Harmonisen véréihtelijin tapauk-
sessa kaikki ratkaisut ovat jaksollisia paitsi origo, joka oli tasapainopiste.
Useimmiten jaksollisia ratkaisuja on kuitenkin vain dérellinen maara. Tal-
16in voidaan kysy4, kuten tasapainopisteiden tapauksessa, onko jokin tietty
jaksollinen ratkaisu (asymptoottisesti) stabiili. Stabiilisuuden tarkempaan
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-1.1716 B=1
4 D=-1

uU=Au+Bv
vV=Cu+Dv

(o4
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[175]

uU=Au+Byv A=-6.8284 B=1
vV=Cu+Dv C=4 D=-1

Kuva 75. Kuvassa 7.4 olevan systeemin linearisoinnit.
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médrittelyyn ei kuitenkaan téssi voida puuttua, mutta seuraava esimerkki
valaisee asiaa.

Kuuluisa systeemi, jossa esiintyy stabiili jaksollinen ratkaisu, on van der
Polin differentiaaliyhtilo:

Y= a>0 (7.12)

vy = a(l = yi)ye — Wiy, ' '
Jos « olisi nolla, systeemi olisi yksinkertaisesti harmoninen varéhtelijd. Van
der Pol mallinsi télld syddmen lyénnin dynamiikkaa; han paétyi malliinsa
sahkopiirianalogian perusteella. Tima ei ole niin kaukaa haettua kuin milta
se saattaa kuulostaa: syddmen lyontid tahdittavat tietyt neuronit, ja neuro-
nien toiminnassa sahkoiset ilmiot ovat erittdin oleellisia. Joka tapauksessa
mallilla on stabiili jaksollinen ratkaisu, kuten kuvasta 7.6 ndhdéaan. Lisdksi
voidaan helposti tarkistaa, ettd systeemin ainoa tasapainopiste origo on
epastabiili.

yl’ =y2
(1-y1yl)y2 -yl

y2
Q

Kuva 7.6. Van der Polin systeemilli (712) on stabiili jaksollinen ratkaisu.
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Van der Polin systeemilld on toinenkin mielenkiintoinen ominaisuus, joka
tulee esille kun ratkaisut piirretadn ajan funktiona. Kuvassa (7.7) on yksi
ratkaisu, josta nidhdéin, ettd varsin nopeasti ratkaisu “asettuu” stabiilille
jaksolliselle ratkaisulle. Lisdksi huomataan, etté jaksollisella ratkaisulla on
selvisti kaksi vaihetta, nopea ja hidas. On havaittu, ettd timantyyppisid vé-
rahtelevid ilmiditd esiintyy varsin monissa malleissa, joissa hitaan vaiheen
aikana systeemi ikddn kuin kerdé energiaa, joka sitten nopeasti purkautuu,
kun tietty kynnysarvo saavutetaan.’

yl’ =y2
v2’'=4(1-ylv1l)v2-vi
6 ' — y1
o
4
Q§ 2
2 o0
>_2
-4

5 10 15 20 25 30

t

Kuva 7.7. Erds van der Polin systeemin (7.12) ratkaisu ajan funktiona.

7.5.3  Yleiset invariantit joukot

Edelld I6ydettiin kaksi kiinnostavaa invarianttien joukkojen luokkaa, tasa-
painopisteet ja jaksolliset ratkaisut. Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd taso-
tapauksessa ei voi olla tdimdn monimutkaisempia invariantteja joukkoja.
Tilanne muuttuu oleellisesti, kun siirrytddn kolmiulotteiseen tapaukseen.
Talloin invariantin joukon rakenne voi olla hyvin monimutkainen (fraktaa-
linen) ja systeemin dynamiikka invariantissa joukossa voi olla kaoottinen.

Vaikka kaaosteoria on sindnsd mielenkiintoinen tutkimusalue, ei sii-
hen téssd yhteydessd voida puuttua. Todettakoon vain, ettd jo hyvin yksin-
kertaiset epélineaariset mallit voivat kayttaytya kaoottisesti, toisin sanoen
kaaosta voi esiintyé ja sitd onkin l6ydetty yksinkertaisista fysikaalisista
malleista.

5 Tallaisista jaksollisista ratkaisuista kiytetdan termié relaxation oscillation.
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7.5.4 Rakenteellinen stabiilisuus

Dynaamisten systeemien rakenteellista stabiilisuutta on viime vuosikym-
menind tutkittu aktiivisesti, mutta téstd huolimatta avoimia ongelmia riit-
tad. Koska teoria on hyvin monimutkainen tarkastellaan seuraavassa vain
yhté esimerkkid, joka toivottavasti antaa jonkinlaisen kasityksen asiasta.

Lihdetadn liikkeelle tunnetusta Lotkan ja Volterran peto-saalis-mal-
lista:

!
= —b
{ZA ay Y1Y2, (7.13)

Yy = —Ccys + dy1yo.

Téssd y, on saalispopulaatio, y, on petopopulaatio, ja a, b, ¢ ja d ovat
positiivisia vakioita. Koska populaatiot ovat positiivisia, tila-avaruus
on tassd alue y; > 0. Vektorikentilld on (origon lisidksi) tasapainopiste
y1 = ¢/d,y, = a/b. Edelleen voidaan osoittaa, ettd muut ratkaisut kierta-
vit jaksollisesti tasapainopisteen ympari (kuva 7.8). Tasapainopiste ei ole
asymptoottisesti stabiili, mutta se on selvésti stabiili siind mielessd, ettd
lahelld olevat ratkaisukdyrat pysyvat ldhelld.

y1’ =yl -yly2
y2'=—-y2+yly2

Kuva 7.8. Ylli on alkuperdinen Lotkan ja Volterran malli. Seuraavan
sivun ylimmdisessd kuvassa lisdtermit ovat muuttaneet tasapainopisteen
asymptoottisesti stabiiliksi, ja kaikki jaksolliset ratkaisut ovat kadonneet.
Seuraavan sivun keskimmdisessi kuvassa tasapainopiste on epdstabiili,
mutta sen ympidrilld on stabiili jaksollinen ratkaisu. Alimmaisessa kuvas-
sa puolestaan alkuperdinen tasapainopiste muuttui epdstabiiliksi, mutta
hyvin kauaksi ilmestyi uusi stabiili tasapainopiste.



75 Invariantit joukot ja stabiilisuus

yl’=yl-yly2-02y1yly2
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Onko tdméd malli rakenteellisesti stabiili? Téhén ei ole yksiselitteistd vas-
tausta, vaan kaikki riippuu siitd minkalaisia "pienid” muutoksia systeemiin
halutaan tarkastella. Ensimméisend mieleen tuleva ajatus olisi varioida va-
kioita a, b, c ja d. Selvasti tdlloin tasapainopiste muuttuu jatkuvasti vari-
aatioiden suhteen. Lisdksi jaksolliset ratkaisut pysyvit edelleen jaksollisina
ratkaisuina, joten mallia voidaan pitdd rakenteellisesti stabiilina mallin pa-
rametrien muutosten suhteen.

Tilanne muuttuu kuitenkin tdysin, jos vektorikenttdan lisdtaan uusia ter-
mejd. Kuvassa (7.8) on alkuperdisen systeemin lisiksi kolme muuta systee-
mid, jotka kaikki poikkeavat varsin vihén alkuperéisestd tasapainopisteen
ldhelld. Kaukana tasapainopisteestd poikkeamat ovat kuitenkin suuria, ja
kuten ndhdéén, tapauksesta riippuen saadaan hyvin erilaisia ratkaisuja.
Téssd mielessd malli siis ei ole rakenteellisesti stabiili.

Vaikka tdssé ei ole mahdollista (yrittda) méaritella rakenteellista stabiili-
suutta, se on silti tirked kisite ilmio6itd mallinnettaessa. Kaikki mallinnus
perustuu jossain médrin puutteelliseen dataan, joten oleellinen osa mallin-
nusprosessia on pohtia, miten herkkd malli on eri termien ja parametrien
muutosten suhteen.

7.6 Sdilymislait
Palataan vield pistemassan liikeyhtdlo6n

/

' =v
ma' =F <— L

mv' = F,

missi siis 2(#) € R’ on konfiguraatioavaruuden piste ja (z(),v(t)) € R’ x
R? on tila-avaruuden piste. Klassisessa mekaniikassa esiintyy usein tilanne,
jossa voimakenttd on potentiaalifunktion gradientti: on siis olemassa jokin
konfiguraatioavaruuden funktio U siten, ettd F'= —V U. Huomattakoon
ettd potentiaaliin voi lisdtd vakion ilman ettd voimakenttd muuttuu: siis
vain potentiaalieroilla on merkitystd. Tilanne on tdsmélleen sama, jos gra-
vitaatiopotentiaalin sijaan tarkastellaan sahkopotentiaalia. Télloin poten-
tiaalieroa sanotaan jannitteeksi.

Jos voimakenttéd on potentiaalifunktion U aiheuttama, systeemin poten-
tiaalienergia konfiguraatioavaruuden pisteessd = on U(z). Pistemassalla on
myds liike-energiaa eli kineettistd energiaa 7'= 1 m|vl’, jolloin kokonais-
energiaksi saadaan

E=T+U=1imp]>+U(z) =Lim|'|" + U(z).



7.6  Sdilymislait

Esimerkkitapauksessa (7.3) F' = (0,0,-mg), jolloin U = mgzs, ja harmo-
nisen virihtelijin tapauksessa U(z) =3 aa”.

Systeemeilld, joilla on potentiaalifunktio, on seuraava erittdin tarked
ominaisuus: niiden kokonaisenergia pysyy vakiona ajan suhteen. Tdma on

helppo tarkistaa suoraan derivoimalla:

d
pr E=m(z', 2"y + (VU,2') = (', ma” + VU) = 0.

Tallaista tila-avaruuden funktiota, jonka arvo pysyy vakiona ratkaisukéyria
pitkin, sanotaan invariantiksi, liikevakioksi tai sdilymislaiksi. Sailymislait
ovat erittdin tarkeita systeemin ominaisuuksien analyysin kannalta. Tdsséd
ei kuitenkaan voida puuttua siihen, miten voisi tutkia onko annetulla sys-
teemilld sdilymislakeja.

Katsotaan vield hiukan tarkemmin harmonista varahtelijaa. T4lloin ko-
konaisenergia on siis

E:%mv2+%a:ﬁ2.

Lisdksi huomataan, ettd harmonisen varihtelijan yhtdlot ovat muotoa

ma' = 0E /0v,

mv' = —0F /0.
Tallaista yhtdlod sanotaan Hamiltonin systeemiksi ja E on vastaava Ha-
miltonin funktio. Otetaan vield lopuksi esimerkki Hamiltonin systeemista,
jossa potentiaalifunktio on hiukan monimutkaisempi:

"= 0FE/0v =
{Z‘ /U v, E = 7_)2_%:544»2132—:6. (714)

1
V' =—-0E/0x = 2% — dx + 1, 2

Kuvassa 7.9 on muutamia ratkaisuja seka tasapainopisteet. Havaitaan, ettd
yhden tasapainopisteen ympdrilld on ddreton madra jaksollisia ratkaisuja.
Edelld mainittiin, ettd “tyypillisesti” annetulla systeemilld on vain darelli-
nen madra jaksollisia ratkaisuja. Ndin onkin yleisten systeemien tapauk-
sessa, mutta tyypilliselld Hamiltonin systeemilld voi hyvinkin olla dareton
maard jaksollisia ratkaisuja, kuten tédssd esimerkissa. Syy tdhén erilaiseen
kaytokseen on nimenomaan energian sdilymisessa: sdilymislaki ikdan kuin
“rajoittaa” systeemin vapautta, joten se mika on tyypillistd Hamiltonin sys-
teemeille voi olla erittdin poikkeuksellista yleisille systeemeille.
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X'=v
V =XXX—-4x+1

5,

Kuva 7.9 Hamiltonin systeemin (7.14) tasapainopisteet ja ratkaisukdyrid.

7.7 Lopuksi

Edelld on tarkasteltu muutamia yksinkertaisia differentiaaliyhtdlomalleja
sekd muutamia niiden analyysiin liittyvid peruskysymyksia. Ehka jo naistd
esimerkeistd on kiynyt ilmi, ettd differentiaaliyhtdlomalleja voi tarkastella
hyvin monelta kannalta. Toisaalta aiheen laajuuden takia laheskdédn kaik-
kia ndkokulmia ei ole edes mainittu. Lisétietoa differentiaaliyhtéloistd saa
seuraavista teoksista.

Erés hyva klassinen johdatus differentiaaliyhtdl6ihin on Coddingtonin
ja Levinsonin kirja [4]. Hartman [8] on jo hieman modernimpi eli geo-
metrisempi, ja uudemmista kirjoista voi suositella kirjoja [9] ja [2]. Lisdksi
Arnoldin kirja [1] on erittdin tunnettu, mutta Arnoldin tyyli on persoonal-
linen eikd ehka kaikkien makuun.

Jos haluataan selvittdd, ratkeaako jokin tietty differentiaaliyhtdlo ekspli-
siittisesti, vastausta kannattaa etsid Kamken kirjasta [11]. Symbolisen las-
kennan ohjelmistot, kuten Mathematica ja Maple, osaavat jonkin verran
ratkaista differentiaaliyhtéloité.



7.8  Harjoitustehtdvid

Differentiaaliyhtdléiden numeerisia ratkaisumenetelmia kisitellddn
kattavasti kirjoissa [6] ja [7]. Symmetria-analyysiin voi perehtyd Hydonin
kirjan avulla [10]. Klassisen mekaniikan monet ongelmat voidaan ratkaista
differentiaaliyhtéloiden avulla, erds moderni johdatus aiheeseen on [3].
Klassisen mekaniikan yhtdlot johdetaan usein jostakin variaatioperiaat-
teesta; ndilld malleilla on siis ldheisid yhteyksid sekd (optimi)sdatoon ettd
variaatiolaskuun. Edelliseen voi perehtyd Sontagin kirjan avulla [12] ja erit-
tdin perusteellinen johdatus jalkimmadiseen on [5].

Edelld olleet kuvat on piirretty ohjelmien dfield7 ja pplane7 avulla.
Ndmé Matlabissa toimivat ohjelmat 16ytdd osoitteesta http://math.
rice.edu/"dfield/.

7.8 Harjoitustehtdvid

1. Pohdi missd mielessd on “totta’, ettd planeetat kiertévit ellip-
sinmuotoisia ratoja.

2. Mika on systeemin (7.4) voimakentdn potentiaalifunktio?

3. Naytd ettd systeemilld (7.4) todella on ellipsiratkaisuja. Onko [183]
silld muita ratkaisuja? Ohje: kaksiulotteisen systeemin tar-
kastelu riittad, koska sopivalla koordinaatiston valinnalla voi-
daan asettaa z; = 0.

4. Jos f tehtdvdssd (7.6) on pelkdstdan jatkuva, ratkaisu ei
valttdmattd ole yksikdsitteinen. Tarkista tdimi tapauksessa

y'=y"

5. Puhutaan sekd Keplerin ettd Newtonin laeista. Pohdi, onko
sanalla laki néissd tapauksissa sama merkitys.

6. Milla seuraavista sanoista sana laki voitaisiin korvata Newto-
nin lakien tapauksessa:

o lause, madritelmi, oletus, aksiooma, hypoteesi, teoria,
malli

Enté Keplerin lakien tapauksessa?

7. Ratkaise eksplisiittisesti harmoninen ja vaimennettu variahte-
lija.
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8. Jos tasapainopiste ei ole hyperbolinen, linearisoitu systeemi
ei vélttdmattd anna mitdén tietoa alkuperdisesta systeemist.
Tarkastele esimerkiksi tehtivien y' = ¢, y' =3’ ja y'= —y/
tasapainopisteiden stabiilisuutta.

9. Tutki numeerisesti parametrien « ja w vaikutusta van der
Polin yhtélon (7.12) ratkaisuihin.

10. Pohdi onko Lotkan ja Volterran malli (7.13) jarkeva. Tulkitse
ja perustele biologisesti vektorikentén eri termit.

1. Mitkd muut kuvan 7.8 malleista voisivat olla biologisesti jér-
kevia? Miksi?

12. Tarkastellaan Hamiltonin systeemié (7.14). Tutki numeerisesti
rakenteellista stabiilisuutta, kun muutetaan “vahan”

o Hamiltonin funktiota
e vastaavaa vektorikenttaa.

(184]
13. Naytd, ettd Hamiltonin systeemeilld ei voi olla asymptootti-

sesti stabiileja tasapainopisteitd.

7.9 Merkintojd
o Kompleksiluvun X reaaliosa on Re.

« Kahden vektorin z, y € R" sisitulo (tai pistetulo tai skalaari-
tulo) on

n
=1

Vektorin pituus eli normi on talloin |z| = \/(z, z).

« Olkoon A € R"". X on A:n ominaisarvo ja z# 0 on vastaava
ominaisvektori, jos

Ax = \x.



79 Merkintoji

Huomaa ettd X ja x voivat olla kompleksisia vaikka A olisi
reaalinen. A:n ominaisarvojen joukolle eli spektrille kiyte-
tadn yleensd merkintdd o(A).

o Olkoon f: R"— R" Tilloin fin Jacobin matriisi eli (ensim-
mdinen) differentiaali on

8f1/8y1 C 8f1 /8y,,
df = : :
8fn/6yl cee 8fn/6yn

Jos lasketaan df:n arvo pisteessd p, niin merkitdan df,. Huomattakoon etté
jatkuvan aineen mekaniikassa Jacobin matriisille usein kédytetadn merkin-
tad Vf. Muissa yhteyksissd Vg kuitenkin tarkoittaa gradienttia:

g:R*"—= R, Vg=(99/0y1,...,09/0yy,).
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3

Kontinuumimallit

TIMO TITHONEN

8.1 Motivointi

Ovatko vappupallot vaaraksi lentoliikenteelle ja miten korkealle ne nou-
sevat? Tdssd muodossaan kysymys on tietysti vahédn naiivi ja teenndinen.
Toisaalta esimerkiksi sddhavaintopallot ldhetetddn nousemaan ylempéin
ilmakehddn mittaamaan ja valittdmaan sadhavaintoja. Téllaisen kokeen
suunnittelemiseksi on hyvé tietdd, miten korkealle pallot nousevat ja
kauanko nouseminen kestia.

Jos yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd pallo ei muuta muotoaan (ei
laajene), on lakikorkeus periaatteessa helppo madrita. On etsittava korkeus
h, jolle pima(h) + Viano = Mpane Missd m,,y, on tiytetyn pallon bruttomassa
(kaasu ja pallo mahdollisine kuormineen), V., vastaava tilavuus ja piu.
ilman tiheys. Jos tdmén riippuvuus korkeudesta tunnetaan, rajakorkeus on
ratkaistavissa.

Edellinen pédttely ei kuitenkaan anna tietoa nousunopeudesta eika siit,
laajeneeko pallo ohuempaan ilmakehddn noustessaan. Myoskdédn ilman
tiheyden korkeusriippuvuuteen emme ndin 16ydé vield mitddn selitysta.
Jotta ndihin kysymyksiin voitaisiin vastata, on tilannetta tarkasteltava yk-
sityiskohtaisemmin.

Luonteva tydkalu tdhin tarkasteluun on kontinuumimekaniikka, joka
kuvaa makroskooppisten fysikaalisten systeemien ominaisuuksia eli sys-
teemien, joissa aineen jakautuminen atomeihin tai molekyyleihin ei kdy-



8.2 Peruskdsitteitd

tdnnossa ndy kokonaisuuden tasolla. Télloin eri ominaisuudet voidaan
kuvata ajan ja paikan suhteen jatkuvilla funktioilla’. Seuraavassa kiymme
lyhyesti lapi peruskasitteet ja tekniikat, joilla mahdollisesti muuttuvien ja
liikkuvien osasysteemien ominaisuuksia voidaan kuvata matemaattises-
ti. Taman jalkeen muotoillaan keskeiset sdilymisperiaatteet, jotka patevit
kaikille termodynaamisille” systeemeille. Kun tdima on tehty, voidaan palata
esimerkkitapaukseen ja siihen sisdltyviin ilmi6ihin.

8.2 Peruskdsitteitd

Ennen peruskdsitteiden esittelyd on tarpeen kdyda lapi muutamia merkin-
t6jd. Mallien kuvaamisessa tarvitaan monenlaisia suureita, skalaarivakioi-
ta ja -muuttujia, vektoriarvoisia muuttujia sekd matriisiarvoisia suureita.
Néitd ei tdssd erotella merkinnallisesti millaén tavoin, vaan suureen luonne
on pédteltdva asiayhteydestd. Kun on tarpeen viitata esimerkiksi vektorin
yksittdiseen komponenttiin, tima tehdddn kiyttdmalla alaindeksid (yleensé
joukosta {i,j,k,l}). Vastaavasti matriisin alkioon viitataan kahdella ala-
indeksilla.
Derivaatoille kéytetdan usein lyhennettyja merkintoja

7@ liﬁu
781‘:7 uﬂial’i.

Ut
Gradienttioperaattoria merkitdan V:lla
Vu = (u,17 e u,d)a

jossa d on avaruuden dimensio (yleensa 3). Vektorien pistetuloa merkitain
pisteelld ja titd sovelletaan myds gradienttioperaattoriin,

d
V -V = E 7_)1',2' = vi,i~

i=1

Yll4 otettiin kdyttoon ns. Einsteinin summaussddnto. Se tarkoittaa, ettd
lausekkeissa, joissa esiintyy ala-indeksejd (joko vektorin tai matriisin kom-
ponentteja tai osittaisderivaattoja), saman indeksin toistuminen merkitsee
summausta kyseisen indeksin yli. Pistetulo yleistyy my6s matriiseille

1 Kéytannossd kuvaukset ovat yleensé vain paloittain jatkuvia erilaisten materiaalirajapin-
tojen takia.

2 Termodynamiikalla viitataan téssd ldhinni klassiseen mekaniikkaan ja lampd6oppiin. Eri-
tyisesti suljemme pois suhteellisuusteorian, joka samaistaa massan ja energian.
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d
A N B = Z Ai]‘Bi]’ = A”BU

i,j=1

Usein esiintyvid symboleja ovat my6s Laplacen operaattori A =V -V ja
Kroneckerin delta, §, jolle patee: ;= 0, jos i # jja d;= 1jos i =j.

8.2.1 Eulerin ja Lagrangen koordinaatit

Tarkastellaan liikkuvaa ja muotoaan muuttavaa systeemid. Kun pyritdan
kuvaamaan systeemii ja sen ominaisuuksia, on kdytdnnossa valittava, tar-
kastellaanko systeemin muodostavia partikkeleita (massapisteitd) vai sitd
tilaa, jossa systeemi liikkuu. Jokaisella hetkelld voimme viitata yksittdiseen
pisteeseen joko viittaamalla tiettyyn paikkaan (riippumatta siitd mika sys-
teemin materiaalipiste (jos mikddn) on tuossa paikassa) tai viittaamalla
yksittdiseen materiaalipisteeseen.

Merkitddn z:114 geneerista (3-ulotteisen) avaruuden pistetta (valitussa
koordinaatistossa) ja #:1l4 ajanhetked. Olkoon vastaavasti X geneerinen
materiaalipiste. Nyt jokaisella ajanhetkelld ¢ materiaalipiste on jossakin
avaruuden pisteessd. [Imaistaan tdma kuvauksen y avulla:

x = x(X,1) (tai lyhyesti © = z(X,¢)).

Massapisteille X saadaan koordinaatistostruktuuri, kun valitaan referenssi-
ajanhetki ¢ = 0 ja samaistetaan materiaalipiste X paikkakoordinaattiinsa
hetkelld ¢ = 0, toisin sanoen asetetaan X = x(X,0). Viitataan siis materi-
aalipisteeseen sen sijainnilla referenssiajanhetkelld. Jatkossa kutsutaan X:a4
materiaali- eli Lagrangen koordinaatiksi ja 2:44 avaruuskoordinaatiksi
(Eulerin koordinaatiksi) .

Oletetaan, ettd materiaalin liike on jatkuvaa ajan ja paikan suhteen ja
ettd kaksi materiaalipistettd ei ole koskaan samassa pisteessd samaan ai-
kaan. Till6in on olemassa kaanteiskuvaus x ' (z,t) = X, joka kertoo, mika
materiaalipiste on milloinkin paikassa z.

Pisteen X siirtyma on u(X) = x(X) — X. Nopeus méaritellddn asetta-
malla

Ox

v(X,t) = E(X,t),

joka antaa materiaalipisteen nopeuden hetkelld ¢. Nopeus paikassa z het-
kelld ¢ saadaan kaavasta



8.2 Peruskdsitteitd

Vastaavasti voidaan mééritelld my6s kiihtyvyys niin Lagrangen kuin Eule-
rin koordinaateissa.

8.2.2 Materiaaliderivaatta

Olkoon fjokin materiaaliin liittyva suure (esim. lampétila, nopeus). Miten
fmuuttuu ajan funktiona? Tarkastellaan aluksi f:n kehitystd yhdessd mate-
riaalipisteessd. Mairitellddn fin materiaaliderivaatta seuraavasti

Df of

Dt ot|y

eli derivoidaan ajan suhteen seuraten yhtd materiaalipistetta. Jos f on til-
16in annettu funktiona materiaalikoordinaatistossa f = f( X, ), saadaan
Df _9f
LX),
Dt ot (X, %)

Toisaalta, jos f on esitetty avaruuskoordinaateissa f = f(z,t), saadaan

Df _Df 8372
T (@1) = S (X 1), 1) = +Z (X,1)

af
ot

—(z,t) + v(z,t) - Vf(z,t).

Télloin ensimméinen termi kuvaa fin muutosta ajan funktiona, toinen
taas havaittua muutosta, joka johtuu systeemin liikkeest4 tarkastelupisteen
ohi.

Jos joukko Q2 C R’ kuvaa materiaalipisteitd hetkelld ¢ = 0, niin merki-
tdan materiaalipisteiden joukkoa hetkelld ¢

O, = {2(X,t) | X € Q}.

8.2.3 Integrointi muuttuvassa alueessa

Olkoon Q2 CR" suhteellisen siled alue ja f jatkuvasti derivoituva,
€ (CH(Q))". Oletetaan nyt, etti seki 2 etti f riippuvat ajasta ¢. Miten sil-
loin riippuu ajasta integraali [, fd2? Erityisesti, mitd on
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i),
— flx,t)dx?

Integrointi voidaan palauttaa kiinteddn alueeseen muuttujanvaihdolla,
| twode= [ poxolax,
Q) Q(0)

jossa |J| on liikkeen Jacobin determinantti, J;; = g—)%. Derivointi #:n suh-
teen voidaan nyt suorittaa integraalin sisilld ja palauttaa tulos muuttujan-
vaihdolla takaisin alueeseen €2(¢). Lopputulos voidaan esittda useassa eri
muodossa. Esimerkiksi

d Df
i X,tJdX:/ 2L v vde
i L, fcomax = [ Fes
= ng + fv-nds.
o Ot a0(t)

Tarvitaan myos tyokalu, jolla voidaan suhteuttaa toisiinsa reuna- ja tila-
vuusintegraaleja. Tdhan tarkoitukseen kéytetdan Gaussin kaavaa

/V-fda:: f-nds,
Q a0

jossa n on 0€2:n ulkoinen yksikkénormaali.

8.3 Sdilymislait

Esimerkin kaasupallolla, kuten milld tahansa fysikaalisella systeemilld tai
sellaisen osalla, on monia ominaisuuksia, joista osa voi muuttua ajan funk-
tiona. Ndiden muutosten selittiminen on keskeistd mallintamisessa. Tietyt
ominaisuudet ovat tdssd suhteessa osoittautuneet olevan erityisasemassa
systeemistd riippumatta. Nami ovat niin sanottuja séilyvid ominaisuuk-
sia tai suureita. Tdma tarkoittaa, ettd kaikille osasysteemeille ndiden omi-
naisuuksien muuttuminen voidaan jasentdd yhdenmukaisella tavalla, jota
kutsutaan sdilymislaiksi tai -periaatteeksi. Periaate on hyvin yksinkertainen
ja intuitiivinen. Séilyvdn suureen muutos osasysteemissa selittyy siilyvan
suureen vuolla osasysteemin pinnan ldpi sekd suureen syntymiselld tai hd-
vidmiselld osasysteemin sisalla.
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8.3.1 Yleinen sdilymislaki

Tarkastellaan sdilymislain rakennetta hieman matemaattisemmin. Olkoon
2 = Q(t) mahdollisesti liikkuva ja deformoituva osasysteemi. Kuvataan
sen materiaalitiheyttd muuttujalla p. Olkoon a muuttuja, joka kuvaa jotain
sailyvdd ominaisuutta massayksikkod kohden. Merkitdédn b:11d tdimén suu-
reen syntymisnopeutta massayksikkod kohden. Olkoon edelleen ¢ siilyvan
ominaisuuden vuo. Sdilymislaki voidaan télléin kirjoittaa muotoon

d
— pad:c:/ pbdx+/ c-nds.
dt Jouw Q) 20(t)

Reunaintegraali voidaan palauttaa alueintegraaliksi Gaussin kaavalla. Myos
vasemman puolen aikaderivaatta voidaan vieda integraalin sisdén, jolloin
kaikki kolme termid saadaan saman integraalin alle:

Dpa
—— +paV-v—pb—V - -cdr=0.
o DI P 14

Téma patee kaikille (sddnndllisille) osasysteemedille 2. Jos p, a, b ja ¢ ovat
jatkuvia, tdstd seuraa erityisesti, ettd yhtdsuuruus pédtee pisteittdin. Nédin
syntyvaa pisteittéistd lakia voi soveltaa mihin tahansa sdilyvdin suureeseen.
Seuraavaksi kdyddan ldpi termodynamiikan keskeiset sdilymisperiaatteet.

8.3.2 Klassiset sdilymislait

Massan sdilymislaki

Massan sdilymislaki on yksinkertainen. Sailyva suure massayksikkoéd koh-
den on a = 1. Osasysteemi {2 koostuu massapisteistd, joten se seuraa mate-
riaalin liikettd. Siten systeemin rajapinnan ldpi ei ole massavuota eli ¢ = 0.
Massaa ei myoskddn synny eikéd havii eli b = 0. Siten saadaan laki

Dp _ . Op _
E'FPV-U—U tai §+V~(pv)—0,

Liikemddrdin sdilymislaki (Newtonin I laki)

Sailyva suure on liikemdérd eli massa - nopeus. Siispd a = v ja sdilyvé suu-
re on vektoriarvoinen.
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Osasysteemin liikemdédrddn vaikuttavat sekd suoraan massaan kohdis-
tuvat voimat, esimerkiksi gravitaatio, jolle b = g (voima massayksikkod
kohden eli kiihtyvyys), ettd systeemin pintaan kohdistuvat voimat, joita
merkitdan symbolilla ¢ = 7 (voima pinta-alayksikkod kohden), joka kuvaa
jannitystensoria’.

Soveltamalla edelld annettuja kaavoja saadaan pisteittdinen ehto

D

Ht(pv)ervV‘v—VW'—pg:O.

Tédtd voidaan edelleen sieventdd hydodyntdmalld massan sdilymislakia, jol-
loin paédstdan muotoon

Dv

pﬁfv-rfpgzo.

Kulmaliikemddrdin sdilymislaki

Kulmaliikemadiaran sdilymislaki ohitetaan yleensd varsin nopeasti, silld se
on rakenteeltaan liitkeméardn sdilymislain kaltainen. Jokaisessa termissd
vain voima korvataan sen aiheuttamalla viantomomentilla origon suhteen
(tarkemmin harjoitustehtavien yhteydessd). Sievennysten jalkeen tésté jaa
jédljelle ainoastaan ehto, jonka mukaan jannitystensorin 7 on oltava sym-
metrinen:

Energian sdilymislaki

Systeemin energia massayksikkod kohden voidaan ilmaista sisdisen ener-
gian ja liike-energian avulla: ¢ = F + v - v, jossa E on sisdinen energia
massayksikkod kohti.

Systeemin energiaan vaikuttavat ulkopinnalla limmoén virtaus reunan
lapi ¢ seké ulkoisen voiman tekema ty6 7 - v. Nédin ¢ = ¢+ 7 - v. Systeemin
sisdlld energiaa puolestaan voivat tuottaa sekd sisdiset limmonlédhteet A ettéd
massaan vaikuttavien voimien tekemd ty6 ¢ - v. Ndin ollen b = h+ ¢ - v.

Niisté koostettavaa siilymislakia voidaan sieventdd hyodyntdmalld mas-
san ja liilkem&drin sdilymislakia, jolloin energian séilymislaista jaa jéljelle

3 Tarkasteltaessa pinnan pisteeseen x kohdistuvia voimia havaitaan, ettd voiman tulee olla
vektori. Merkitdan tatd F:1l4. Toisaalta pinta maérittyy z:n ymparistossa yksikkénormaa-
linsa n kautta. Talloin F = F(z,n). Nyt osoittautuu, ettd itse asiassa on olemassa matriisi
7(z), siten ettd F(z,n); = 7(x)n, kaikille mahdollisille normaalin suunnille n. Tita mat-
riisia kutsutaan jatkossa jannitystensoriksi. Tdssa yhteydessi ei ole mahdollista perehtya
tarkemmin tensorin késitteeseen.
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DE
p— — V.q - 7:Vu - ph =0
Dt N—— ~—
~—
sisilisen energian lampovuo liikkeen aikaan- lammonlihteet
muutos saama lampoteho

Termodynamiikan II pédsddnto

Edelld mainittuja sdilymislakeja ei voi kdytannossd kasitelld mainitsematta
my0s termodynamiikan toista padsdaantod, joka tunnetaan myos Clausiuk-
sen ja Duhemin epdyhtdlonid. Se on sdilymislakeihin rinnastettava periaate,
joka kédytannossé saitelee energian eri olomuotojen vilisid muutoksia. Kyse
ei ole sdilymislaista vaan sdilymislain tapaisesta epdyhtdlostd, joka sanoo,
ettd entropia ei ainoastaan saily vaan pyrkii jopa kasvamaan — muutos on
suurempi tai yhtd suuri kuin vastaavien ldhde ja vuotermien yhteisvai-
kutus. Yleisen sdilymislain rakennetta mukaillen tdma voidaan kirjoittaa
valitsemalla “sdilyviksi” suureeksi a = S, entropia. Vuotermi on ¢ = ¢/7,
jossa T on absoluuttinen lampétila ja lahdetermi b = h/T. Nain paady-
tdan epayhtialoon

D
E(pS)—I—pSV%}—V- (¢/T) — ph/T > 0.

Soveltamalla massa- ja energiatasapainoa saadaan epdyhtilolle yksinker-
tainen muoto

DS 1DE 1 1
)+ =7 —q-VT >0.
p(Dt TDt)+TT VU+T2Q VT >0

Termodynamiikassa kéytetdan yleisesti myos muita kuin edelld mainittuja
suureita, kuten Helmholtzin vapaata energiaa, joka maaritellddn

A=FE—-ST.

Talloin E voidaan eliminoida A:n avulla, silld

DA DE DT DS
Dt~ Dt Dt Dt’

joten epéyhtilo saadaan muotoon
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8.3.3 Yhteenveto

Kerrataan edelld esiintyneet sdilymislait ja periaatteet

D
Ff +pV v =0, massan s.l.,
D
pj: —V.-1—pg=0, litkemédrén s.1.,
=1 kulmaliikemééran s.1.,
DE
p——V-q—7:Vv—ph=0, energian s.l.,
Dt
D
— (pS)+ pSV -v =V -(q/T) — ph/T > 0, Clausius-Duhem.

Dt

Nédmé ovat kdytdnndssd aina voimassa, mutta ne eivit yksindén riitd vield
mallintamaan konkreettisia tapauksia. Séilymislakeja on vield muitakin.
Sdahkomagnetismia kuvaavista yhtdloistd voidaan tunnistaa ylla esitetyssa
muodossa kirjoitettavat séhkovarauksen ja magneettisen monopolin saily-
mislait, joskaan néitd ei yleensa kaytetd sailymislakimuotoisina.

Koska sdilymislait ovat kdytanndssd universaaleja, varsinainen sovellus-
kohtainen mallintaminen rakentuu niiden péille, usein jopa niin, ettd lo-
pullisissa malleissa sdilymislakien aukikirjoittaminen unohtuu soveltajilta,
mika tekee malleista asiaan vihkiytyméattomélle matemaatikolle kdytdnnos-
sd mahdottomia tulkittavia.

8.4 Materiaalilait (constitutive laws)

Jos tarkastellaan edelld esitettyjd sdilymislakeja kolmiulotteisessa tapauk-
sessa, saadaan kahdeksan yhtéloa ja yksi epayhtélo. Toisaalta tuntematto-
mia ovat p, v, 7, F, ¢, Sja T, jos oletetaan, ettd massavoima ¢ ja lampolah-
de h tunnetaan. Komponenteittain tuntemattomia on siis 19. Tarvitaan siis
vield 10-11 yhtdl64d tuntemattomien p, v, 7, £, S, T ja ¢ vilille.

Ensiksi on valittava riippumattomat muuttujat, joiden funktiona muut
pyritddn ilmaisemaan. Yleensd riippumattomiksi muuttujiksi valitaan joko
nopeus v (nesteet ja kaasut) tai siirtyma u (kiinteét aineet) ja kaksi termo-
dynaamista suuretta (p, £, T, P (paine) tai .S). Suljettu systeemi saadaan,
jos loydetddn lait, jotka antavat mn, ¢:n ja loput termodynaamiset suureet
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perustuntemattomien funktiona. Nama niin kutsutut materiaalilait perus-
tuvat usein vain kokeellisen tiedon pohjalta tehtyyn hyvaan arvaukseen.
Arvaus ei kuitenkaan saa olla tdysin mielivaltainen, vaan materiaalilaeilta
edellytetdan tiettyjd universaaleja ominaisuuksia:

Kausaalisuus Riippuvan muuttujan arvo hetkelld ¢, riippuu
vain riippumattomien muuttujien arvoista hetkilld ¢ < ¢, (eli
tulevaisuus ei voi vaikuttaa tihin hetkeen).

Lokaalisuus Riippuvan muuttujan arvo materiaalipisteessd X
riippuu riippumattomien muuttujien arvoista vain X:n mieli-
valtaisen pienessd ymparistossd (riippuvuus vain muuttujien
ja niiden derivaattojen arvoista samassa pisteessd.).

Objektiivisuus Materiaalilain tulee olla riippumaton koor-
dinaatistosta (kunhan koordinaatisto on ortogonaalinen).
Tama tarkoittaa sitéd, ettd systeemin tulee niyttdd samalta
riippumatta tarkkailijan asemasta tai liikkeestd. Esimerkiksi
nopeus ei ole objektiivinen suure. Sen sijaan suhteellinen no-
peus on.

Termodynaaminen hyviksyttivyys Materiaalilait eivat
saa johtaa ristiriitaan termodynamiikan toisen pddsddnnon
kanssa.

Edellisista periaatteista seuraa kdytdnnossa, ettd oleellisesti ¢ = ¢(VT) ja
7=1(P,€ (u),e(v)), missd

1
E_(’U,)” = i(ui,j -+ uM -+ ukﬂ-ukﬁj)

ja

1
e(v)yy = 5(viy + v54)

ovat venymad- ja venyménopeustensorit. Naiden lisdksi tarvitaan yksi, niin
kutsuttu tilayhtdlo, joka mairaa yhden termodynaamisen suureen kahden
muun funktiona.
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8.5 Ilmapalloesimerkki

Palataan nyt alussa esitettyyn ilmapalloesimerkkiin, josta voidaan tunnistaa
useampi osaongelma. Voidaan esimerkiksi pyrkii selittdmaén, miten pallon
ja ilman vilinen tiheysero aiheuttaa nosteen palloon, millaisia virtauksia
tastd syntyy ja mitkd asiat madraavit nousunopeuden. Toisaalta tarvitaan
tietoa myos ilmakehén tiheysprofiilista. Samoin on selitettava pallon ja il-
makehdn paine-eron kehittyminen ja sen vaikutus palloon. Tahdn liittyy
myds kysymys pallon lampdétilan kehittymisestd tarkasteltavan tilanteen
aikana. Kaikki ndma ilmi6t vaikuttavat yhtd aikaa, mutta havainnollisuu-
den vuoksi pyritddn etenemaén askel kerrallaan.

8.5.1 Kaasuvirtaukset

Tarkastellaan aluksi yksinkertaistettua tilannetta, jossa pallo liilkkuu ympa-

roivan kaasun suhteen annetulla nopeudella. Télloin luonnollisesti myds

kaasu liikkuu. Miten tdma liike kuvataan ja mitd voimia se aiheuttaa?
Kaasussa patevit massan, lilkemaérin ja energian sdilymislait:

Dp
= 0 =0,
Dt—i—pV v ,
Dv
Por vV T=Pg=0
7=
DE
pE*V-Q*TIVU*phZU

Perustuntemattomiksi valitaan tiheys ja nopeus seki tilanteesta riippuen
joko energia E tai lampotila 7. Massavoima ¢ ja lammonlédhde £ olete-
taan tunnetuiksi. Yhtaloryhma voidaan sulkea sopivilla materiaalilaeilla.
Kaasuille sopivia lakeja ovat ¢ = £V T, jossa k on lammonjohtavuus ja 7'
absoluuttinen lampétila, 7,; = 2ue;(v) — Pd,, jossa p on viskositeetti ja P
on paine sekd kaasun tilanyhtilo, joka voidaan esittdd useassa eri muo-
dossa. Koulufysiikasta voi olla tuttu esimerkiksi ideaalikaasun tilanyhtals,
P = RTp, jossa R on kaasuvakio. Siihen, ettd ndma lait todella sulkevat
ylld mainitun systeemin, palataan vdhdn myohemmin. Tédssd vaiheessa
yksinkertaistetaan tilannetta olettamalla, ettd k=0 ja P = P(p), jolloin
energiayhtdlod ei tarvita virtausten mallintamisessa.
Séilymislakiyhtélot saadaan muotoon
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Dp
o TV =0
v
p(a +v-Vv) — 2ulv + VP(p) = pg.

Tilanteen tarkastelua voidaan vield yksinkertaistaa tekemaélld sopivia ole-
tuksia. Jos nopeudet ovat pienid (suhteessa danennopeuteen), virtaus ei
juuri vaikuta kaasun tiheyteen eli p on vakio. Pienilld nopeuksilla nopeu-
den nelidllinen termi on my®6s hyvin pieni, joten sen voi supistaa yhtalosta
pois. Néin yhtiléryhma supistuu muotoon

V-v=0,
—2uAv + VP = pg,

jotka tunnetaan Stokesin yhtéléiné hitaalle stationdériselle virtaukselle.

Naitd yhtaloitd tulee vield tdydentdd reunaehdoilla eli ehdoilla, joiden
on toteuduttava muun muassa pallon pinnalla. Jos valitaan koordinaatisto
niin, ettd pallo pysyy sen suhteen paikallaan, saadaan ehdon v =0 pal-
lon pinnalla. Vastaavasti v = v, “ddrettomyydessd”. Ndilld ehdoilla on jo
mahdollista muotoilla tilanteesta numeerinen malli korvaamalla daretén
ilmakeha jollakin darelliselld tilavuudella, jonka reunalla asetetaan sopivat
ehdot.

Virtauksen palloon kohdistama kokonaisvoima on [, 7 - n.Jos virtaus-
kenttd ja paine tunnetaan, tdma on periaatteessa helppo laskea ja madrata
néin kokonaisvoima, joka on suhteutettava palloon kohdistuvaan painovoi-
maan. On varsin helppo péitelld, ettd kokonaisvoima riippuu suoraan ver-
rannollisesti nopeudesta vy, joten rajanopeus (jolla virtausvastus kumoaa
painovoiman) on midrittavissd helposti yhden simulaation avulla.

8.5.2 Tilanyhtilé ja ilmakehdn tiheys

Edelld oletettiin ilman tiheys vakioksi. Jos korkeuserot ovat merkittavid,
ei tima oletus ole endd voimassa, vaan on palattava tiheyden ja paineen
viliseen suhteeseen.

Jo aiemmin esitettiin ideaalikaasun tilanyhtdlo eli Boylen laki P = RTp.
Termodynamiikassa vakiintunut tapa muotoilla tilanyhtéloita on kirjoit-
taa ne Helmholtzin vapaalle energialle, A = E— T'S. Jos nimittdin vapaa
energia tunnetaan muodossa A = A(1/p, T), termodynamiikan toisesta
pddsddnnostd seuraa, ettda
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0A 0A

S s=-22
a1/p’ oT
Toisin sanoen yksi yhtdlo generoi kaksi muuta, mika riittda sulkemaan
sailymislakisysteemin.

Ideaalikaasun tilanyhtdlo voidaan esittda ylla mainitussa muodossa va-
litsemalla

1
A= —RT]log <7> —c,TlogT,
p

jossa ¢, on lampokapasiteetti vakiotilavuudessa. Talloin nimittdin

0A
—___—" —_RT
91/p il
ja toisaalta
0A
E—A-Q—TS—A—T(?—T—CUT.

Ilmakehén paineen ja tiheyden korkeusriippuvuuden ratkaiseminen edel-

lyttda siis periaatteessa my6s lampatilojen korkeusriippuvuuden ratkaise-

mista. Tilannetta voi kuitenkin yksinkertaistaa, jos oletetaan, ettd entropia

pysyy vakiona (pystysuuntaisissa virtauksissa ei tapahdu mitdén termody-

naamisesti peruttamattomia ilmiditd — tima ei tietysti aina péade, esimer-

kiksi hoyryn tiivistyessd sateeksi, mutta toimii hyvédnd alkuhypoteesina).
Jos entropia on vakio, on oltava

A
S = fg—T = Rlog(p™") + cylog T + ¢, = vakio.

Timi on totta vain, jos 7'~ p™ . Sijoittamalla timi ideaalikaasun tilan-
yhtdloon saadaan edelleen P ~ p’, jossa v = g + 1 on kaasulle ominainen
vakio (ilmalle noin 1.4).

Nyt voidaan palata sdilymislakisysteemiin ja pohtia ilmakehén tiheys-
profiilia. Jos oletetaan ilmakehén olevan levossa (v = 0), saadaan liitkemaa-
rdn sdilymislaiksi
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P. =~Cop"'p. = gp,

josta voidaan ratkaista

1/(v=1)
v—1
=|C .
o(2) ( e 7Co )

Gravitaatio kohdistuu alaspdin, joten g < 0. Siten p on z:n suhteen laskeva
funktio. Toisaalta helposti havaitaan, ettd suurilla z:n arvoilla lausekkeen
mielekkyys katoaa. Tdma johtuu tehdyistd yksinkertaistuksista. Todellisuu-
dessa gravitaatio ei ole vakio vaan se kiyttaytyy kuten 1 /2% ja lisiksi koko
sdilymislaki tulisi muotoilla pallokoordinaatistossa, jolloin P, korvautuisi
oleellisesti (2° P).:1l4. Talloin luonnollisesti koko ratkaisu muuttuu.

8.5.3 Venymd kuormituksen vaikutuksesta

Edelld esitetty analyysi antaa tyokalut paineen méaarittdmiseen pallon ul-
kopuolella. Samoilla tydkaluilla voi analysoida myds paineen kehittymista
pallon sisdlld, ja ndin paastddn periaatteessa késiksi paine-eroon pallon
sisd- ja ulkopuolen vililld. Miten pallo reagoi tdhén paine-eroon?

Osoittautuu, ettd pallon muodon (tilavuuden) ja paine-eron vilisen
suhteen mallintaminen voi olla hyvinkin haastavaa, joten on syyta edetd
vaiheittain. Pallon materiaalia voidaan pitda ldhtokohtaisesti kimmoisa-
na materiaalina. Timai tarkoittaa, ettd kuormitus aiheuttaa venymin, joka
palautuu, kun kuormitus poistuu. Tarkastellaan esimerkkina vaikka kumi-
nauhaa, jolla on pituus / niin kutsutussa lepotilassa. Kun nauhaa vedetdén
péistd, nauhan venyma ja vetimiseen tarvittava voima riippuvat toisistaan.
Yksinkertaisimmillaan riippuvuus on muotoa

jossa Al on pituuden muutos, F' voima, a nauhan poikkileikkauksen pinta-
ala ja E materiaalille ominainen kimmovakio. Jos merkitdan 7= F/a jin-
nitysta pinta-alayksikkoa kohti ja e = Al /I venymii, saadaan laki 7= Ek,
joka on niin kutsuttu Hooken laki yksinkertaisimmassa muodossaan.
Useampiulotteisessa tapauksessa Hooken laki yleistyy muotoon
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3
Tij = ijklgkl(u) = Z Cijklfkl(u)7

k=1

jossa Tja € ovat jannitys- ja venymétensorit ja kertoimet Cj;, kuvaavat ma-
teriaalin kimmo-ominaisuuksia. Kertoimia on periaatteessa 3' = 81, mutta
riippumattomia kertoimia on korkeintaan 21. Monet materiaalit voidaan
kuvata jo kahdella parametrilla.

Yleisessd tapauksessa venymétensorina on kiytettdvd geometrisesti epa-
lineaarista venymaa

1
Eij(u) = 5(’1141"]' + Uj i + ui,kuj,k)-

Venymien ollessa pienié neliéllinen termi voidaan jéttad pois, jolloin jéljel-
le jaa niin kutsuttu linearisoitu venymaétensori.

Materiaalit eivdt aina ole tdysin kimmoisia. Esimerkiksi kertaalleen tay-
tetty ilmapallo ei tyhjennyttyddn aina palaudu aivan alkuperdiseen muo-
toonsa, vaan osa venymistd on muuttunut pysyviksi. Taysin kimmoisan
aineen ja ideaalisen virtaavan aineen viliin mahtuukin monenlaisia mate-
riaaleja erilaisine ominaisuuksineen, joiden selvittiminen ja mallintaminen
on haastava tutkimusala, jota kutsutaan reologiaksi.

Rajaudutaan nyt yksinkertaisuuden vuoksi taysin pyoredén, tasa-ainei-
seen kimmoisaan palloon, jonka side lepotilassa on 7. Jos pallo venyy
paineen vaikutuksesta r-siteiseksi, on materiaalin venyma (pallon tan-
genttitasossa) € = e(r) = (r—ry) /1y ja vastaava (tangenttitason suuntai-
nen) venyttiva voima Fe(r). Pallon sisi- ja ulkopinnan vilinen paine-ero
aiheuttaa kuitenkin normaalin suuntaisen voiman, joten pallon ulkopin-
nan kireys ei suoraan voi kompensoida paine-eroa. Pinnan kaarevuudesta
johtuu kuitenkin, ettd kaarevan pinnan tason suuntainen jannitys aiheuttaa
my6s normaalin suuntaisen jannityskomponentin, joka on verrannollinen
pinnan kaarevuuteen 1 /r. Toisin sanoen paine-eron 0 P ja venyman vilille
saadaan tasapainoehto

0P = Ee(r)/r.

Koska paine-ero puolestaan riippuu (annetussa korkeudessa) pallon tila-
vuudesta ja siten 7:std, saadaan yhtilo, josta r voidaan ratkaista (viimeka-
dessd korkeuden funktiona).



8.5 Illmapalloesimerkki

8.5.4 Pallon ldmpdotilan muutos

Edelld esitetyssd pédttelyssd oletettiin, ettd pallon ja ulkoilman lampétilat
ovat tasapainossa (pallo nousee niin hitaasti, ettd lampotilat ehtivit tasoit-
tua). Tdmi ei ole etukéteen mitenkadn selvaa ja esimerkiksi kuumailmapal-
loille oletus on selkeésti vadra. Mitéd voidaan sanoa lampotilan muutoksista
pallossa?

Tarkastellaan aluksi energian sailymislakia pallossa. Yleisesti se on muo-
toa

DE
pﬁ—v-q—T:Vv—phz().

Oletetaan, ettd sisdisid limmonlahteitd ei ole eli » = 0. Ideaalikaasulle puo-
lestaan F'= C,T ja ¢ = kV T, jossa limmonjohtavuus k voi riippua esi-
merkiksi tiheydesta ja lampétilasta.

Jannitys 7 on muotoa 7= 2ue (v) — PI. Jos virtaus on hidasta ja visko-
siteetti pieni, sisdisen kitkan lammittadva vaikutus on hévidvin pieni, joten
termi 7: Vo= PV - v kuvaa ilman puristumiseen liittyvda l[ammittavaa
vaikutusta. (Tdma on havaittavissa selkedsti vaikkapa pumpattaessa ilmaa
pyorén renkaaseen.)

Niin paadytaan yhtdloon

DT

2 _ kAT = —_PV.
i k V v,

pey

joka on voimassa laajenevassa pallossa. Yksinkertaistetaan tilannetta jétta-
malld pallon laajenemisen ja sisdiset virtaukset huomiotta, jolloin paady-
tadn lampoyhtaloon

pe Ty — kAT =0

kiintedssd alueessa (2. Tamdn ratkaiseminen matemaattisesti edellyttda al-
kuarvoja (Iampétilat hetkelld ¢ = 0 koko alueessa) seké reunaehtoja, joiden
tulee toteutua alueen {2 reunalla kullakin ajan hetkelld. Reunaehtojen méaa-
rdaminen on oma mallinnusongelmansa.

Energian sdilymislaki on periaatteessa voimassa kaikkialla, siis myos
pallon ulkopuolella ja itse pallon pintamateriaalissa. Jos ei haluta, voida tai
katsota tarkoituksenmukaiseksi kirjoittaa vastaavia yhtdloitd néissé alueissa
(mika voi periaatteessa edellyttad jopa saatilamallin muotoilua ilmakehds-
sd), on yhtélot korvattava yksinkertaisemmilla malleilla ja oletuksilla. Voi-
daan esimerkiksi olettaa, ettd riittdvin kaukana pallosta ilman lampétila on
tasapainossa eika siis riipu pallon aiheuttamista hairi6istd. Talloin malliin
olisi sisdllytettava pallon lisdksi pallon kuori ja pallon ldhiympéristd, joissa
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lampétila ratkaistaan. Malli olisi oleellisesti ylld kuvatun tyyppinen, mutta
siséltdisi eri osa-alueissa erilaisia materiaaliparametreja.

Usein halutaan tarkasteltavan systeemin véliton ymparistd redusoida
hyvin yksinkertaiseksi malliksi, rajakerrokseksi, jonka kayttaytyminen
oletetaan tunnetuksi. Limpdyhtdlon tapauksessa tdma tarkoittaa sité, ettd
mallinnetaan lampd&vuo pallon ja (tasapainossa olevan) ulkoilman vililld
muodossa

qg-n= EVT -n = q(TpaHm ,Ihmew .. )

Kéytannossé yleensa

qg-n= a(ﬂlma - Tpallo)»

jossa lammonvaihtokerroin o on positiivinen ja riippuu erilaisista ympé-
ristdd kuvaavista parametreista (pallon kuoren materiaali ja paksuus, ilman
kosteus ja virtausnopeus jne.).

Edelld esitettyd yleistd tapausta voidaan usein vield yksinkertaistaa. Jos
limmonvaihto pallon pinnassa ja ulkopuolella on hyvin tehokasta suhteessa
pallon sisdiseen lampovuohon, o on hyvin suuri ja kiytdnnossd Tao = L.
Kéanteisessd tapauksessa (pallon kuori on hyva eriste tai ulkopuolinen
lamméonvaihto on pientd (kyse on vaikkapa tyhjiostd)) puolestaan o on
hyvin pieni ja kdytinnossd ¢ = 0. Joissakin mallinnustapauksissa puoles-
taan tunnetaan ¢ esimerkiksi systeemin ulkopinnalta saatavien mittausten
nojalla. Télloin reunaehdoksi saadaan ¢ - n = f, missi f tunnetaan.

Edelleen, jos pallon kuori toimii eristeend ja ulkopuolinen lamménvaih-
to on tehokasta, voidaan ov médrittdd pallon kuoren ominaisuuksien avulla:
a = k/L, missa k on pallon kuoren lammonjohtavuus ja L kuoren paksuus.
Kéénteinen tapaus, jossa kuori johtaa hyvin lamp64, jolloin lampovuota ra-
joittaa kdytdnnossa lammonvaihto ulkopuolisessa ilmakerroksessa, onkin
sitten haastava mallitettava, koska siind pitdd ottaa huomioon paitsi ilman
lammonjohtavuus myo6s ilman liikeet ja virtausten mukana siirtyva lampé.

8.6 Diskreetin systeemin kontinuumimalli

Sdilymisperiaatetta voi soveltaa muuallakin kuin fysiikassa. My6s konti-
nuumildhestymistapaa voi usein kiyttda, vaikka systeemi selkeésti koos-
tuisikin adrellisestd madrdsta partikkeleja tai yksil6itd. Jos partikkeleja on
paljon ja ne ovat jakautuneet kohtuullisen tasaisesti, partikkelitiheyttad voi
usein mallintaa jatkuvilla funktioilla. Ndin tehdddn muun muassa monissa
populaatiodynamiikan malleissa.
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Tarkastellaan esimerkkina liikennevirtaa (traffic flow). ”Jatkuvassa” auto-
jonossa nopeudet ja autojen viliset etdisyydet pyrkivit usein vaihtelemaan
ilman nakyvia syytd. Voidaanko luoda malli, joka voisi selittad titd ainakin
laadullisesti?

Rajaudutaan yksinkertaiseen tilanteeseen, jossa on kdytossi vain yksi
ajokaista ilman liittymid tai ohitusmahdollisuuksia. Ajoneuvot oletetaan
ominaisuuksiltaan identtisiksi. Kiinnostavia suureita ovat liikenteen tiheys
(ajoneuvoa/km) ja nopeus (km/h) ja ndiden ajallinen ja paikallinen vaihte-
lu. Kuvataan perussuureita jatkuvilla funktioilla p ja .

On ilmeistd, ettd “massa” sdilyy: ajoneuvojen madrdn muuttuminen tar-
kastelualueella selittyy “virtauksella” sisddn ja ulos. Differentiaaliyhtdlona
tdma voidaan kirjoittaa

pr+ (pv)z = 0.

Tamin yhtdlon sulkemiseksi on maéritettava myos nopeus. Yksinkertaisin
tapa on kuvata nopeus tiheyden funktiona (tiivis jono liilkkuu hitaammin).
Niin saatava malli ei kuitenkaan selitd esimerkiksi nopeuden aaltoilua.
Viahan rikkaampi malli saadaan, jos mukaan otetaan myos liikemééran
sailymislaki

(pv); — T2 = pg.

Mallin sulkemiseksi on madrattdvd “jannitys” 7ja “massavoima” g. Naille
ei nyt kuitenkaan voida 16ytda puhtaasti fysikaalisia lakeja, koska autojen
liilkemédrdn muutokset aiheutuvat viimekadessé kuljettajan toimenpiteis-
td. Voidaan esimerkiksi asettaa 7= 0 ja mallintaa kuljettajan pyrkimyksid
valitsemalla g = ¢(v(p)—v), jossa v(p) on kuljettajan tavoittelema ihanne-
nopeus ja ¢ madrad, kuinka nopeasti kuljettaja pyrkii saavuttamaan kulloi-
senkin tasapainonopeuden.

Vaihtoehtoisesti voidaan mallintaa jannitysta 7, 7= —P, jossa P = P(p)
madraytyy kuljettajan “tilanyhtélosta”. Tdmad johtaa malliin, joka on tdysin
analoginen kaasuvirtausten kanssa. Talloin malliin voi ilmesty4 ddniaalto-
jen tapaan kéyttaytyvid "ruuhka-aaltoja’, jotka kuvaavat havaittuja tiheys- ja
nopeusvaihteluja. Tarkempi analyysi tosin osoittaa, ettd kaikki mallin piir-
teet eivdt ole kovin mielekkditd. Erityisesti malli kdyttaytyy symmetrisesti
molempiin suuntiin, kun taas todellisuudessa kuljettaja reagoi eri tavalla
edessd ja takana havaittuun liikenteeseen.
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8.7 Kontinuumimallit ja numeriikka

Kontinuumisysteemien mallinnus johtaa tyypillisesti osittaisdifferentiaali-
yhtéléiden systeemeihin useampiulotteisessa geometriassa. Tdlloin mallin
analyyttinen ratkaiseminen on mahdollista vain hyvin rajatuissa erikois-
tapauksissa, joten yleensd mallinnuksessa on turvauduttava numeerisiin
menetelmiin.

Nykyisin on jo varsin hyvin saatavilla ohjelmistoja, joissa on valmiit
kayttoliittymat niin mallin geometrian kuin itse yhtdléidenkin kuvaami-
seen matemaattista notaatiota muistuttavilla kuvauskielilld. Ohjelmistot
sisdltavat myos tarvittavat numeeriset menetelmat, joten numeerisen mal-
lintamisen aloittaminen on tehty varsin helpoksi. Eri mallien ja eri nu-
meeristen menetelmien perusluonteesta on kuitenkin hyvé olla tietoinen,
jotta osaa erityisesti tulosten analysoinnissa kiinnittdd huomioita oikeisiin
asioihin.

Kontinuumimekaniikan mallit perustuvat aina sdilymislakeihin. Osassa
malleja (tai mallinnettavia tilanteita) siilymislait my6s dominoivat koko
mallia, osassa puolestaan materiaalilait (1&hinni lampo6vuon ja viskositee-
tin kuvaavat yhtalot) kdytdnndssa sanelevat mallin ja ratkaisun luonteen.
Télloin ratkaisut pyrkivit tasoittumaan, kun taas sdilymislakipainotteisissa
tilanteissa havaitaan usein epdsadnnéllisyyksid, joiden etenemisen seuraa-
minen voi olla keskeinen kiinnostuksen kohde.

Kontinuumimallien numeerisessa approksimoinnissa yleisimmin kéyte-
tyt menetelmit voidaan jakaa kolmeen eri perheeseen, joiden peruspiirteitd
kuvataan seuraavaksi.

8.7.1 Differenssimenetelmdit

Jos ldhtokohdaksi otetaan mallin esitys osittaisdifferentiaaliyhtéléna ja kor-
vataan paikkamuuttujan suhteen méaritellyt derivaatat vastaavilla erotus-
osamidrilld, paadytaan differenssimenetelmiin (finite differences). Niiden
kayttd on yksinkertaista, jos tarkastelugeometria on suorakaiteen kaltai-
nen (sopivassa koordinaatistossa). Télloin alueeseen on helppo generoida
sadnnollinen pistehila, jonka avulla derivaattoja korvaavat differenssit voi-
daan muodostaa suoraviivaisesti. Differenssiyhtaloistd muodostuu kytket-
ty ddrellisulotteinen yhtalosysteemi, jonka tuntemattomina ovat ratkaisun
arvot hilapisteissa.

Approksimaation tarkkuuteen voi vaikuttaa paitsi tihentdmalld hilaa
my0s kdyttdmalld korkeamman asteen differenssiapproksimaatioita. Mo-
nimutkaisissa geometrioissa, tai jos halutaan tihentdi laskentahilaa jonkin
yksityiskohdan tarkemmaksi kuvaamiseksi, tarvittavan koordinaattimuun-



8.7  Kontinuumimallit ja numeriikka
noksen madrittiminen (tilanteen kuvaamiseksi saannolliselld hilalla suora-
kaiteessa) voi olla tyolasta.

8.7.2 Adrellisten volyymien menetelmiit

Jos lahtokohdaksi otetaan integraalimuotoiset séilymislait ja jaetaan tarkas-
teltava alue pieniin osa-alueisiin, paddytadn ddrellisten volyymien (finite
volume) menetelmiin. Koska séilymislain tulee toteutua jokaisessa osa-alu-
eessa, saadaan téstd ddrellinen médara yhtaloitd. Yksinkertaisimmassa tapauk-
sessa sdilyvaa suuretta approksimoidaan jokaisessa osa-alueessa vakiolla ja
vastaavasti vuotermid vakiolla jokaisella osa-alueiden viliselld rajapinnalla.
Kun vuotermi kytketddn materiaalilain avulla volyymisuureisiin (derivaatta
korvataan kédytdnnossa differenssilld), saadaan yhtdloryhma suljettua.

Adrellisten volyymien menetelmit ovat suosittuja tapauksissa, joissa
mallin sdilymislakiominaisuudet ovat tirkeitd, erityisesti aerodynaamisissa
sovelluksissa. Esimerkiksi TKK:lla kehitetty FINFLO-ohjelmisto perustuu
adrellisten volyymien menetelmiin. Yleensd néissd menetelmissd tarkkuu-
den nosto tehdéddn tihentdmalld hilaa, koska ratkaisut ovat usein varsin
epasileitd eikd korkea-asteisten approksimaatioiden kayttd volyymien si-
salld juuri lisad tarkkuutta.

8.7.3 Elementtimenetelmdit

Elementtimenetelma (finite element method, darellisten elementtien me-
netelmd) perustuu mallien niin kutsuttuun variationaaliseen eli heikkoon
muotoiluun. Tdémaé on luonnollisimmillaan malleissa, joissa on taustalla
energiaperiaate (kuten vaikka lujuuslaskennassa, jossa menetelma otettiin
kéyttoon ensimmaisend). Oletetaan esimerkiksi, ettd mallin ratkaisu v mi-
nimoi energian J(u)

J(u):%/QVu-Vu—fudx,

ehdolla u = 0 0€2:1la. Talloin w:n tulee toteuttaa minimointitehtavan opti-
maalisuusehdot

diJ(qu sv) >0 Yo, v=00la
s

tai

/VU-VU:/fv Yo, v =0 0Q:lla.
Q Q
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Jos u on riittdvan sddnnoéllinen, se toteuttaa yhtdlon —Aw = falueessa €2.
Adrellinen approksimaatio optimaalisuusehdolle saadaan, kun rajoi-
tetaan u ja v ddrellisulotteiseen funktiojoukkoon. Yleensa funktiojoukko
konstruoidaan jakamalla alue 2 aluksi pieniin osiin (elementteihin) ja
kiinnittdmalld w:lle esitys jokaisessa osassa niin, ettd kokonaisuutena u on
jatkuva koko alueessa. Talloin v voidaan esittda dérellisella maaralla reaali-
lukuja (esimerkiksi u:n solmupistearvot elementtien kulmapisteissa).
Elementtimenetelmassé alueen ositus voidaan tehdé joustavammin kuin
differenssimenetelméssa. Toisaalta menetelmén tarkkuus on sidoksissa osa-
alueissa kéytettyjen yritefunktioiden approksimaatio-ominaisuuksiin, joita
on helpompi hallita kuin dérellisten volyymien menetelmassd. Muun muas-
sa CSC:n kehittdama Elmer-ohjelmisto perustuu elementtimenetelmaan.

8.8 Harjoitustehtdvid

1. Johda luvussa 2 esitetty Gaussin kaava seuraavassa tilantees-
sa: alue €2 on yldpinnaltaan deformoitunut yksikkonelio (yla-
pinta on funktion ¢ graafi). Funktio f puolestaan havida kai-
killa €2:n suorilla reunoilla. (Niilla oletuksin tilanne voidaan
palauttaa oleellisesti yksiulotteiseksi ja soveltaa yksiulotteista

[208] osittaisintegrointisaantda.)

2. Muotoile ja johda deformoituvan alueen yli lasketun integ-
raalin aikaderivaatta yksiulotteisessa tapauksessa.

3. Johda litkemairan sdilymislaki ja sievenna se tekstissi esitet-
tyyn muotoon.

4. Johda kulmamairin sdilymislaki lahtien yleisestd sdilymislais-
ta, jossa valitaan a = v x , b =g X xjac-n = (7-n) X .

5. Sijoita materiaalilait ¢ = kVT ja 7= pe(v) Clausiuksen-
Duhemin epéyhtdloon. Mité ehtoja saat kertoimille £ ja 142

6. Oletetaan, ettd Helmholtzin vapaa energia voidaan kirjoit-
taa venymatensorin €(u) funktiona, A = A(e(u)). Millainen
materiaalilaki tdstd seuraa. (Vihje: koeta méritta 22,

7. Muotoile yleinen sdilymislaki (pisteittdisessi muodossaan)
pallokoordinaatistossa.
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8. Johda luvussa 5.2 esitetty yhtdlo ilmakehén tiheydelle pallo-
symmetrisessé tapauksessa.

Tdssd luvussa kéytetty tarkastelu perustui vahvasti siithen, ettd seuraamme
tarkastettavan systeemin materiaalipisteiden liikettd. Monissa mallinnus-
tapauksissa systeemi koostuu useista sekoittuneista materiaaleista, jotka
liikkuvat eri nopeuksilla (ja siis suhteessa toisiinsa). Téll6in sdilymislait on
muotoiltava jokaiselle ainesosalle erikseen. Esimerkiksi massan séilymis-
laki ainesosalle « voidaan kirjoittaa
% + V- (pava) = Ma,

jossa p, kuvaa ainesosan « osatiheyttd, v, ainesosan nopeutta ja m,, massan
vaihtotermié (toisin sanoen sitd, miten nopeasti kyseistd ainesosaa syntyy
tai haviad). Vaihtotermeille (jotka tdssd tapauksessa liittyvit ainesosien va-
lisiin kemiallisiin reaktioihin) patee Y ,m, = 0. Jos merkitdan koko seok-
sen keskinopeutta v:11d, v =", 040 /> _apPu» ainesosien keskinaisti liikettd
voi kuvata diffuusiovuolla v, = pa(v,~v).

Tarkastellaan nyt tapausta, jossa perussysteemi koostuu liikkumatto-
masta aineesta, johon on sekoittunut pieni osa toista ainetta, joka liikkuu
perussysteemin suhteen. Talloin riittad, ettd mallinnetaan jalkimmaisen
ainesosan osatiheys. Materiaalien vilistd diffuusiota selittdd Fickin laki,
v, = dVp,, missi d on diffuusiokerroin.

9. Kirjoita malli osatiheydelle p,, kun massanvaihto m, olete-
taan nollaksi (ns. diffuusio-yhtilo).

10. Enté jos koko perussysteemi liikkuu nopeudella v (diffuusio-
konvektio-yhtdls)?

1. Entd jos lisdksi massaa haviaa (m, = rp,), jossa r on reaktio-
kerroin (niin kutsuttu reaktio-diffuusio-konvektio-yhtils)?
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9

Laskenta ja visualisointi

ROBERT PICHE

The purpose of computing is insight, not numbers.
R. W. Hamming

9.1 Johdanto

Matemaattisen mallinnuksen alalla toimivan tulee osata sujuvasti kayttaa
tietokonetta laskemaan esiin tulevien matemaattisten ongelmien ratkaisuja
ja havainnollistamaan dataa ja ratkaisuja esimerkiksi kuvien tai animaation
kautta. Tatd osaamisaluetta kutsutaan tieteelliseksi laskennaksi (scientific
computing). Tassd luvussa kidydédan lyhyesti lapi tieteellisen laskennan osa-
alueita ja sen tarkeimpid tyokaluja ja esitetddn esimerkkeji laskennallisten
menetelmien ja visualisoinnin hyvésti ja huonosta kiytostd mallinnukses-
sa. Luvussa keskitytadn analyysin ongelma-alueisiin soveltuviin algoritmei-
hin eli numeerisiin menetelmiin ja symboliseen laskentaan. Kokonaisluku-
datatyyppiin perustuvia algoritmeja kasitellddn luvuissa 9.2.1 ja 9.3.3.

Matemaattisen mallinnuksen toimintaan sopivat erittdin hyvin sellai-
set symbolisen ja numeerisen laskennan seki tieteellisen visualisoinnin
yhdistévit yleisohjelmistot, kuten Matlab, Maple, Mathematica ja Math-
cad. Interaktiivisen kéyttoliittymén kautta niihin on suhteellisen help-
poa tutustua, ne on suhteellisen helppo ottaa kdyttoon ja ohjelmoimalla
voidaan kisitelld laajojakin tehtdvid. Samassa ohjelmistossa saadaan tyo-
kaluja mittausdatan graafiseen tutkimukseen, kaavojen manipulaatioon,
matemaattisten tehtdvien numeerisen ratkaisun laskemiseen ja laskenta-
tulosten esittamiseen.
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9.2 Numeeriset menetelmiit

9.2.1 Yleisti

Numeeriset menetelmét ovat liukulukuaritmetiikkaan perustuvia algo-
ritmeja, joita kdytetdan reaalilukuaritmetiikan (algebran ja analyysin)
ongelmien ratkaisemiseen. Liukulukujen lisdksi numeeriset menetelmat
kayttavit likiarvoisia keinoja, kuten iteraatiota ja diskretointia. Kéytdnnon
ongelmat ovat yleensd liian suuria ja monimutkaisia numeerisen ratkaisun
16ytamiseen kynélla ja paperilla ja laskennallisen algoritmin suorittamiseen
tarvitaan tietokone.

Numeeristen menetelmien matemaattiset ongelma-alueet ovat seuraavat:

lineaarialgebra, mm. lineaariset yhtédloryhmat, ominaisar-
vot, pienin nelidsummatehtavit

approksimointi ja interpolointi, mm. splinit, diskreetti Fou-
riern muunnos, aallokkeet

epilineaaristen yhtildiden ratkaiseminen
integrointi

optimointi

differentiaali- ja integraaliyhtilot.

Kirja [2] on hyvéd suomenkielinen ja vapaasti saatavissa oleva katsaus nu-
meerisiin menetelmiin. Kirja kuvailee kdytetyimpien ratkaisumenetelmien
perusteita ja sisdltdd esimerkkejd matemaattisen mallinnuksen tehtévien
ratkaisemisesta yleisesti kiytossd olevilla ohjelmistoilla ja vilineilld. Kirja
[3] on vastaava englanninkielinen katsaus. Numeerisen analyysin kursseilla
ja kirjoissa esitetddn laagjemmin menetelmien matemaattinen tausta (sup-
peneminen, stabiilisuus, virhearviointikaavat jne.).

9.2.2 Mallien kisittely numeerisilla menetelmilld

Likiarviointi on yksi matemaattisen mallinnuksen perusteema. Luvussa 5.2
kerrotaan, miten mallinnuksessa esiin tulevat eri virheet, kuten ilmiodiden idea-
lisointi ja mittausdatan epdvarmuus, voidaan arvioida ja hallita. Likiarvioin-
ti on my6s numeeristen menetelmien perusteema: liukuluvut likiarvioivat
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reaalilukuja, polynomi likiarvioi funktiota, dédrellinen summa likiarvioi
Fourier’n sarjaa jne. Numeerisen menetelmén laskema vastaus on aina epi-
tarkka alkuperdisen matemaattisen ongelman suhteessa. Tdma likiarvon
virhe on se hinta, joka maksetaan siitd, ettd voidaan ratkaista matemaattisia
ongelmia, jotka olisivat mahdottomia tai liian tyolditd ratkaista muulla ta-
voin. Hyvd numeerinen menetelma on sellainen, joka laskee matemaattisen
ongelman vastauksen tarpeeksi tarkasti — ja hdmmastyttavin nopeasti.

Yleensd on olemassa useampi eri numeerinen menetelmai esiin tulevan
ongelman ratkaisemiseksi. Menetelméa valittaessa otetaan huomioon teh-
tavan erikoispiirteet, algoritmin nopeus, luotettavuus, ja valmiin koodin
saatavuus.

ESIMERKKI 9.1

[Keplerin yhtdlo.] Satelliitin radan maarittdmiseen on ratkaistava eksent-
risen anomalian E arvo Keplerin yhtilosta

E—esinEl = M,

jossa vakiot e € (0,1) (eksentrisyys) ja M € |0,7]| (keskianomalia) ovat
annettuja noin 5 desimaalin tarkkuudella. (Huomataan, ettd malli on jo
saatu dimensiottomaan muotoon, kts. luku 4.1.) On siis yksi tuntematon
(E) ja yksi epélineaarinen siled yhtdlo, jota ei voida ratkaista symboli-
sesti.

Ennen kuin aloitetaan laskeminen tutkitaan ensin tehtivén erikois-
piirteitd. Funktion f(£) = E — e sin £ — M kuvaajan piirtdiminen erityyp-
pisilld e:n ja M:n arvoilla on rohkaiseva: silld nayttda olevan aina yksi ja
vain yksi nollakohta. Huomataan myos, ettd f(0) <0 ja f(M + e) >0,
joten (funktion jatkuvuuden perusteella) nollakohta on oltava vilissd
[0, M + e]. Tima havainto on hyva lahtokohta ensimmaiselle numeerisel-
le menetelmaille (puolitushaku): lasketaan funktion arvo (funktion merk-
ki riittdd) tarkasteluvilin keskipisteessd, ja aloitetaan uudestaan kayttien
sitd puolivélid, jonka paitepisteissd funktion arvot ovat erimerkkiset.

Kun annetaan Keplerin yhtdlon vakiolle arvot e = 0.1 ja M = 1, puo-
litushaku antaa seuraavat tulokset:

(0.00000000,  1.10000000)
(0.55000000,  1.10000000)
(0.82500000,  1.10000000)
(0.96250000,  1.10000000)
(1.03125000,  1.10000000)
(1.06562500,  1.10000000)
(1.08281250,  1.10000000)
(1.08281250, 1.09140625)
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Menetelméd suppenee hitaasti mutta varmasti. Kun otetaan vilin keski-
piste nollakohdan arviona, virhe on korkeintaan puolet vilin pituudesta
ja vilin pituus puolittuu joka iteraatiolla.

Newtonin menetelméi

Eppn = Ey — f(Ek)/f,(Ek)7 By = (M + e)/2

suppenee likimaérin neliéllisesti eli virhe on likiméaérin verrannollinen
edellisen kierroksen virheen nelioon:

k L,

1 0.55000000
1.09907906
1.08860287
1.08859775

Tt o= W N

1.08859775

On mahdollista kehitt4a algoritmi, joka yhdistda puolitushaun varmuu-
den ja Newtonin menetelmin nopeuden ja joka ei tarvitse funktion
derivaattaa, mutta koodi olisi pitkd ja monimutkainen. Yksinkertaisin
ratkaisu lienee valmiin ohjelman kaytto, esimerkiksi Matlabissa

>> f=@(E) E-o0.1*sin(E)-1;

>> fzero(f,[0,1.1])

ans =

1.08859775

jossa kdytetdan Dekkerin algoritmia.

9.2.3 Valmiiden ohjelmien kdytto

Hyvin testattujen valmiiden koodien kaytto on suositeltavaa. Matemaat-
tiset yleisohjelmistot Matlab, Maple, Mathematica ja Mathcad sisaltéavit
laajat yleismatemaattiset rutiinikokoelmat ja erikoisalan algoritmeja on
saatavissa lisdpalikoina (esimerkiksi Matlabin toolboxit). Kd4dnnettivien
ohjelmointikielien (Fortran, C) kiyttéjille suositellaan aliohjelmakirjas-
tojen kayttod. Tarkeimpid numeerisia aliohjelmakirjastoja ovat
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kaupalliset aliohjelmakirjastot; Visual Numerics (entinen
Imsl) ja Nag tarjoavat testattuja ja hyvin dokumentoituja
Fortran- ja C-rutiineja.

Netlib on yli 20 vuotta toiminut korkealaatuisten ilmaisten
numeeristen algoritmien ldhdekoodiarkisto. Sieltd on saata-
vissa mm. numeerisen lineaarialgebran aliohjelmakirjastot
Blas ja Lapack.

GSL (Gnu Scientific Library) on ilmainen numeerinen C ja
C++ kielen koodikokoelma.

Kirjat [2,3] ja verkkopalvelin GAMS (Guide to Available Mathematical
Software) kertovat, mistd voi 16ytdd eri tyyppisiin tehtdviin soveltuvia

valmiita koodeja.

Valmiin koodin kdytté on suositeltavaa myos yksinkertaisten algo-
ritmien tapauksessa. Luotettavan koodin tekeminen voi olla yllattdvin
vaikeaa. Numeeriset menetelmit ovat erikoisen haastavia ohjelmointi-
tehtavid, silld tavallisten ohjelmointivirheiden (bugien) lisdksi voidaan
tormita yllattaviin liukulukuesityksen, suppenemisen tai epdstabiilisuu-
den ilmi6ihin. Seuraavana vain pari varoittavaa esimerkkid innokkaille

koodaa-se-itse ihmisille.

ESIMERKKI 9.2

(Liukulukuesityksen rajoja ei ole otettu huomioon.) Kaavan r = /> | =

voi koodata melko suoraviivaisesti milld tahansa ohjelmointikielelld. Jos
z sisiltad suuria lukuja, esimerkiksi # = [10'",10"""], r saa arvon inf tai
tulee ylivuotovirhe, koska summa on liian suuri esitettavaksi 64-bittise-
nd liukulukuna. Oikea r-arvo ei kuitenkaan ole liian suuri esitettavaksi

64-bittisend liukulukuna, ja se voidaan laskea oikein, jos skaalataan x:

>> M=max (abs(x));
>> r=Msqrt (sum((x/M)."2))

ESIMERKKI 9.3

(Stabiilisuusrajoja ei ole otettu huomioon.) Rungen ja Kuttan menetelma
differentiaaliyhtdlon alkuarvotehtévén ratkaisemiseksi voidaan koodata
melko suoraviivaisesti, esimerkiksi Matlabilla se mahtuu kahteentoista

riviin:

function y=rungekutta(f,x,yo) ’ ratkaisee dydx=f(x,y), y(x(1))=yo

N=length(x);
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h=x(2:end)-x(1:end-1); % askelpituudet

y=zeros (N, length(yo));

y(1,:)=yo0(:).7;

for n=1:N-1
ki=feval(f,x(n),y(n,:).’); % laskee f(x(n),y(n,:).”)
ke=feval (f,x(n) +h(n)/2,y(n,:).’> +h(n)*k1/2);
kz=feval(f,x(n) +h(@)/2,y(n,:).’ +h(n)*ka/2);
kg=feval(f,x(n) +h(n),y(n,:).’> +h(n)*k3);
ym+1,:)=y(n,:) +h(n)/6*(k1 + 2xk2 + 2xk3 +k4) .’ ;

end

Tdmi koodi ratkaisee monia tehtavia tyydyttavasti, mutta tehtéville
y' =1000(e™" —y), y(0)=;
se antaa vaaria tuloksia: kun lasketaan y(0),4(0.01),...,y(1) saadaan

>> £=0(x,y) 1000*exp(-x)-y;
>> x=0:.01:1;

>> y=rungekutta(f,x,1/2)

y =
0.5000

10.3955
20.0941

368.0634

vaikka tarkka ratkaisu on y(1) = e~ — 1001e 190 ~ 2.7210. Mikd
meni pieleen? Osoittautuu, ettd Rungen ja Kuttan menetelma on epé-
stabiili, jos aika—askel on liian pitkd, ja timéan differentiaaliyhtédlon kriit-
tinen aika—askelpituus on melko pieni, noin 0.002. Jos otetaan kiytt66n
ns. kankea ratkaisumenetelmaé (esim. Gearin implisiittinen BDF kaava)
ja adaptiivinen aika-askel, saadaan tarkka ja nopea ratkaisu, mutta koodi
onkin huomattavasti mutkikkaampi. Matlabin kankean differentiaaliyh-
tdlon ratkaisija ode15s on yli 1000 rivid pitki, ja mukaan ei ole laskettu
sen lukuisia apuohjelmia.
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9.3 Symbolinen laskenta

9.3.1 Yleistd

Matemaattisten kaavojen kasittely (sijoitus, sievennys, summaus, derivoin-
ti jne.) on pitkilti mekaanista merkkijonojen manipulaatiota annettujen
saantojen mukaan, joka voidaan suorittaa symbolisen laskennan ohjel-
mistolla. Maple ja Mathematica ovat tunnetuimpia symbolisen laskennan
yleisohjelmistoja; Matlab ja Mathcad tarjoavat jonkin verran symbolisen
laskennan rutiineja. Esimerkiksi Maple laskee lausekkeen z ** arctan(z)
derivaatan symbolisesti:

> diff(x~(-3/2)*arctan(x),x);

arctan(x) 1

Symbolisen analyysin ohjelmistojen kaytto ei kuitenkaan ole aivan niin
mutkatonta kuin kéyttdjat muutaman esimerkin jalkeen usein kuvittelevat,
ja siind tarvitaan tiettyd taitoa ja varovaisuutta. Aivan puhtaan symbolisesti
esitettyind monet tavalliset tehtdvit ovat hyvin vaativia tai suorastaan algo-
ritmisesti ratkeamattomia. Oikein kédytettynd symbolinen analyysi on vah-
va tydkalu, jolla selvitetddn monia muutoin aivan mahdottomia tehtavia.

9.3.2 Lausekerdjihdys

Vaikka matemaattinen tehtéva olisikin symbolisesti ratkeava, ratkaisu voi
olla erittdin pitka lauseke, josta ei ole mitddn apua matemaattisesti mallin-
netun ilmién ymmartamiseen. Kayttokelpoisia kaavoja ei ole aina helppoa
saada, vaan tarvitaan erilaisia sijoituksia, muunnoksia tai aivan uusia la-
hestymistapoja.

ESIMERKKI 9.4

[Stabiilisuusehdot.] Erdan sihkovoimasysteemin malli [1] on differen-
tiaaliyhtdlo 4 = Ax, jossa

0 —ki/(2h) —ko/2h) 0
27 fo 0 0 0
0 —ky/Ty  —1/(ksTy) 1/Ty
0 —koks/T, —koke/T, —1/T,

A=

[217]
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Lauseen 5.1 mukaan tiedetddn, ettd systeemi on asymptoottisesti sta-
biili, jos matriisin A ominaisarvojen reaaliosat ovat negatiivisia. Kun
yritetddn laskea ominaisarvot symbolisesti, Maple antaa karakteristisen
polynomin det(z/-A):

> A:=array([[o,-k1/(2%h),-k=2/(2*h),0],
[2*xPi*fo, 0,0,0],
[o,-k4/Td,-1/(k3*Td) ,1/Td],
[o,-ka*ks/Ta,-ka*k6/Ta,-1/Tall):

> with(linalg):

> lambda:=eigenvals(A);

RootO0f (_Z~4*h*k3*Td*Ta+ (h*Ta + h¥k3*Td)*_Z"3
+(ht+hxka*xk6*k3+Pikfoxk1*k3*Td*Ta)*_Z 2+
(Pixfoxk1*k3*Td+Pi*foxki*Ta-Pixfoxkgq*kaxk3*Ta)*_Z
-Pixfoxkaxkg*koxk3+Pik*foxki-Pixfoxkqxkaxk3+Pi*foxki*xkaxk6xks)

Jos nyt pyydetddn ominaisarvojen aukikirjoittamista komennolla
> allvalues(lambda) ;

Maple tulostaa kymmenié sivuja tayttavan kaavan. Tdllaisesta moni-
mutkaisesta kaavasta on lahes mahdotonta tehda kayttokelpoisia johto-
padtoksia.

Apuun voidaan ottaa Liénardin ja Chipartin lause, jonka mukaan ka-
rakteristisen polynomin b, + b,z + by2” + by2” + b,z nollakohtien reaali-
osat ovat negatiiviset jos ja vain jos by, by, bs, by ja bibyby— b0b327 b’b,
ovat samanmerkkiset. Ndma ehdot voidaan laskea symbolisesti késin tai
Maplella ja saadaan (kun oletetaan f; > 0):

—kakskoks + ki — kakoks + kikokeks > 0,
kiksTy + ky Ty — kakoksT, > 0,
h(T, + ksTy) > 0,
hksTyT, > 0,
Rkoks(hk2koksT? — hk2kyTokakeTy + RE2k, T3
+2hkskaks TuT, + hksky Ty Ty — hkskaT2kake + hksk, T2
—TyT3k2mk2 foky + foka T2 ki Tomk2 + foks T2k Tymks) > 0.

Ylld olevia kaavoja voidaan kayttad, kun tutkitaan parametrien vaiku-
tuksia stabiilisuuteen.
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9.3.3 Symboliikan ja numeriikan yhteistyo

On hyvin tiedossa, ettd matemaattiset tehtévit, joille ei ole olemassa sym-
bolista ratkaisua tai joilla se on lilan monimutkainen, voivat olla helppoja
ratkaista numeerisesti. Jotkin tehtdvit ovat vaikeita ratkaista tavallisella
numeerisella menetelmailld ja silloin symbolisen laskennan ohjelmistosta
voi olla hyotya.

ESIMERKKI 9.5

[Epdoleellinen integraali.] Simpsonin kaava
b
[ F@)de x5 (5@ + Af @t )+ 26+ 20) - 470 )+ S0)

on tuttu ja yleensa tehokas tapa laskea integraaleja numeerisesti. Kaa-
vaa ei kuitenkaan voi kiyttdd laskemaan epdoleellisen integraalin
fnl z "' arctan(z)dz arvoa, silld integroitava funktio ei ole madritelty
integroimisvalin vasemmalla reunalla. Integroimisvéli voidaan jakaa
kahteen osaan:

1 € 1
/ 273/ arctan(z) do = / 2% arctan(z) dz + / o~ arctan(z) dz.
0 0 €

Ensimmadisen osan funktio voidaan kehittdd sarjana ja integroida ter-
meittdin:

€ © 1 1
/ 273/ arctan(z) do = / x5 <r — a4t — > dx
0 0 3 5

o2 _ 2 2 o

15 45

Valitaan sitten € > 0 sopivan pieneksi siten, ettd sarjaa voidaan approksi-
moida kéyttden muutamaa termii. Toisen osan integraalin arvo voidaan
sitten laskea Simpsonin kaavalla.
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9.4 Visualisointi

9.4.1 Yleisti

Tieteellinen visualisointi tarkoittaa numeerisen tiedon havainnollistamista
kuvina. Kuvien kautta ihmiset pystyvit kasitteleméan laajoja dataméarid
ja monimutkaisia ilmioitd. Tieteellinen visualisointi onkin matemaattisen
mallinnuksen tirkeimpid menetelmid. Mittausdatan graafisen tutkimisen
avulla muodostetaan hypoteeseja, ja laskentatuloksien graafisten esitysten
avulla hyviksytddn tai hylatadn hypoteesit ja mallit.

Tietokonegrafiikan kehitys mahdollistaa suurten data-aineistojen nopean
esityksen. Funktiokayrit, histogrammit, pinta-esitykset, tasa-arvokayrit,
kartat jne. ovat tavallisimmat kuviot. Kolmiulotteiset skalaari- ja vektori-
kentit voidaan esittda kdyttden tasa-arvopintoja, tilavuusrenderdintié, nuo-
liparvia ja partikkeleja, jopa kolmiulotteisena animaationa. Viime aikoina
on tutkittu ja kehitetty havainnollistamistapoja muiden aistien kautta, ku-
ten tuntoaisti (haptinen palaute) ja kuuloaisti (datan sonifikaatio), ja eri
havainnollistamistapojen yhdistelmid (virtuaalitodellisuus).

Matemaattiset ja tilastolliset yleisohjelmistot tarjoavat lukuisia grafiik-
karutiineja, jotka mahdollistavat datan ja laskentatulosten nopean visuali-
soinnin ohjelmiston interaktiivisen kdyton aikana. Varsinaiset visualisointi-
ohjelmistot (mm. OpenDX ja gnuplot) ja grafiikkakirjastot C ja Fortran
kielen kayttgjille tarjoavat lisdd visualisointimenetelmid ja tehokkaampaa
datamassojen kasittelya.

9.4.2 Hyvin kuvan suunnittelu

Tieteellisen visualisoinnin perustavoite on esittdd paljon tietoa tiiviissd
muodossa [4]. Kuvalla pyritddn ndyttimadn moniulotteista dataa rehelli-
sesti ja selkedsti. Turhat koristelut on poistettava ja graafisia elementteji,
jotka eivit esitd relevanttia tietoa, on syytd valttda. Matemaattisten ja ti-
lastollisten ohjelmistojen tuottamat kuvat eivit yleensé kelpaa sellaisenaan
raporttiin tai esitykseen, vaan ne vaativat muokkaamista:

ESIMERKKI 9.6

[Kuvion viimeistely.] Matlabin tuottama oletusasetusten mukainen kuvio
(kuva 9.1 ylld) riittdd omaan kayttoon, mutta se vaatii muokkaamista
ennen kuin se saadaan julkaisukelpoiseksi (kuva 9.1 alla).
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Yksinkertaisemmat mallit

TIMO TITHONEN

10.1 Johdanto

Kaytannon sovelluksissa “tdydellinen” matemaattinen malli, eli malli, jossa
on otettu huomioon kaikki sovellusalueen edustajan tarkedna pitamat te-
kijat, on usein varsin monimutkainen ja matemaattisesti hankala kasitelld.
Vastaavan numeerisen mallin suoraviivainen tydstdiminen ja testaaminen
kestdd kauan ja antaa hyvin vahan laadullista ymmarrystd mallinnettavasta
tilanteesta. Siten onkin syyta tutkia, voisiko mallista tai mallinnettavasta
tilanteesta muodostaa nakemystéd yksinkertaistamalla mallia jarjestelmal-
lisesti.

Avainkysymyksid ovat esimerkiksi, miten eri lihtétiedot ja parametrit
vaikuttavat ratkaisun eri ominaisuuksiin, mitd tapahtuu, jos jokin ilmié
tai ominaisuus jatetadn pois tarkastelusta, missa mielessd yksinkertaistettu
malli kuvaa alkuperiistd tilannetta tai voiko yksinkertaistuksesta johtuvaa
virhettd arvioida helposti. Naitd kysymyksid pyritadn valottamaan esimerk-
kien kautta.

ESIMERKKI 10.1

[Hollantilainen ongelma.] Hollannissa merkittdva osa viljelymaasta on
merenpinnan tasolla tai jopa sen alapuolella. T4ll6in on mahdollista,
ettd suolaista merivettd tihkuu pohjaveteen ja suolaa maan viljelykel-
vottomaksi. Tétd yritetddn estdd kontrolloimalla pohjavesivirtauksia
kastelujarjestelman avulla.
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Esitetddn tilanne hyvin yksinkertaistetussa muodossa ja tarkastellaan
yksiulotteista pohjavesivirtausta. Makeaa vettd virtaa nopeudella v 2-
akselin suuntaan. Tarkastelualueen rajalla, pisteessa « = 1, pohjavesi on
kosketuksissa meriveteen, jonka suolapitoisuus tunnetaan. Molekylaari-
nen diffuusio kuljettaa suolaa makeaan veteen. Jos merkitdan suolapitoi-
suutta c:114, voidaan tasapainotilannetta mallintaa (massan séilymislaista
johdetulla) yhtélolla

vy — dCge = 0, z € (0,1),
¢(0) =0, c(1) = ¢,

jossa d on diffuusiokerroin ja ¢, meriveden suolapitoisuus.
Jos normeerataan yhtal6t nopeudella v, saadaan (e = d /v)

Cy — ECpe = 0.

Koska kastelujérjestelmén kayttdjin tavoitteena on pitdd suolan diffuu-
sion osuus pienend, on kiinnostavaa tarkastella tapausta, jossa € < 1.
Erityisesti kysytdan, voiko mallia tall6in yksinkertaistaa tarkastelemalla
rajatapausta € = 0.

Helposti voidaan todeta, ettd mallin ratkaisu on muotoa

1

z/e _
61/5_1(6 1).

c=c. =

Rajatapaukselle eli yhtélolle ¢, = 0, ei puolestaan ole ratkaisua, joka to-
teuttaisi sekd yhtalon ettd molemmat reunaehdot. Toisaalta sekd ¢ =0
ettd ¢ = 1 toteuttavat yhtélon ja toisen reunaehdoista. Kuvaako kumpi-
kaan vaihtoehto todellista tilannetta jossakin suhteessa?

Kun & — 0, on helppo todeta, ettd myds [;(c.—0)* — 0. Siten raja
¢ = 0 kuvaa tilannetta osittain. Voidaan paitelld, ettd pienille ¢ suola-
pitoisuus alueessa on keskimaidrin pieni. Tam4 tarkastelu ei kuitenkaan
paljasta sitd, ettd osassa aluetta, pisteen z = 1 lahelld, suolapitoisuus on
merkittava, eikd mydskadn sitd, miten laaja suolaantunut alue on. Naihin
kysymyksiin palataan my6hemmin.

ESIMERKKI 10.2

[Kuivatussylinterin limmonvaihto.] Paperikoneen kuivatusosa koostuu
oleelliselta osaltaan suurista lammitettavistd teloista (sylintereistd), joi-
den ympiri paperirata kiertdd. Limmon vaikutuksesta paperissa oleva
kosteus haihtuu ja paperi kuivuu. Limmonvaihtoa halutaan luonnol-
lisesti mallintaa ja kontrolloida — paperin pintalaimpétila ei saa nousta



10.1  Johdanto
liikaa ja toisaalta tehokkaampi limmonvaihto nopeuttaa kuivumista,
jolloin kuivatusosa voidaan rakentaa lyhyemmaksi tai vaihtoehtoisesti
koneen nopeutta voidaan nostaa.

Liammonsiirtoon vaikuttavat ainakin telan lampétila, telan lam-
monjohtavuus, telan sekd paperiradan kontaktin pituus ja kontaktivoi-
ma. Tarkastellaan tilannetta kuivatussylinterin poikkileikkaustasossa.
Napakoordinaatistossa sylinterin vaippa voidaan mallintaa alueena
[R—d, R| x [0,27], jossa R on sylinterin sdde ja d vaipan paksuus. Ta-
sapainotilassa lampoyhtalo telassa voidaan kirjoittaa

cprwTy — rkTyy — (rkT),), =0,

jossa w on kulmanopeus, ¢ lampokapasiteetti, p tiheys ja k£ lammén-
johtavuus. Jatkossa oletetaan merkintjen yksinkertaistamiseksi, ettd
d < R, jolloin voidaan approksimoida napakoordinaatteja tavallisilla
karteesisilla koordinaateilla ja kirjoitetaan yhtdlé muotoon

CpU.)T¢ - ]{T¢¢ - (kTT)T = O7

Sylinterin pinnoilla tapahtuvat ilmi6ét on myds mallinnettava. Oletetaan, [225]
ettd sisdpintaa limmitetdadn hoyryllé, jolloin lampdvuolle pétee

—kT, = (T = T"),

jossa a; on lammonvaihtokerroin. Ulkopinnalla tilanne on hieman mo-
nimutkaisempi. Jos oletetaan, ettéd vililld ¢ € [¢,, ¢ tela on kosketuksis-
sa paperirataan ja loppuosalla ilmaan, voidaan mallintaa [limmé&nvaihto
kahdessa osassa. Ilmakontaktissa kT, = a,( T T"). Paperiradan osalta
voidaan hakea vastaavaa mallia,

kT, = as(T — T7).

Kéytdnnossa kuitenkin paperin pintalimpatila vaihtelee kontaktin aikana
tavalla, joka halutaan viimekéddessa mallintaa. Néin ollen on varauduttava
sithen, ettd telamalli kytketddn erilliseen paperirainan malliin kontaktin
ajaksi. Tarkastelualueen péissd on oletettava ratkaisun periodisuus.

Edelld esitetty malli on periaatteessa varsin tavallinen kaksiulotteinen statio-
néddrinen lampoyhtalo ja siten tdysin ratkaistavissa (numeerisesti). Hankalia
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piirteitd ovat tarve kytked malli osalla reunaa toiseen eli paperirainan malliin
sekd ratkaisun periodisuus. Lisdksi koska nopeudet ovat suuria ja paksuus
hyvin pieni "pituuteen” verrattuna, voidaan olettaa, ettd “pituussuuntainen”
limmonjohtuminen on hyvin pientd verrattuna pyo6rimisliikkeestd aiheu-
tuvaan konvektioon. T4ll6in on houkuttelevaa yksinkertaistaa yhtaloité jat-
tamalld ¢-suuntainen limmonjohtuvuus pois mallista. Nédin paadyttiisiin
kaksiulotteisen stationddrisen mallin sijasta kdytannossd 1 + 1-ulotteiseen
malliin, jossa ¢ kéyttaytyy kuten aikamuuttuja eli malliin

wepTy — (K1), =0,
—kT, = ay (T —T"), r=R—d,
KT, = as(o)(T = T(9)), =R,
T(r,0) =T(r,2n).

Ennen kuin tarkastellaan, onko esitetty yksinkertaistus mielekés, on poh-
dittava, miten yksinkertaistettu malli ratkaistaan ja erityisesti, mitd vaih-
toehtoja on periodisuuden saavuttamiseen. Naiivi “raaan voiman” lihes-
tymistapa olisi, ettd kiinnitetadn alkuarvo 7'(r,0) ja ratkaistaan mallia
riittdvin monta kierrosta, jotta T'(r, 2w(n—1)) — T(r, 27n) on riittavin
pieni. Tdma on kuitenkin seki kallista ettd epétarkkaa.

Tarkastellaan tilannetta lahtien yleisemmastd kysymyksestd. Miten rat-
kaisun arvo pisteessé (7, 27) riippuu alkuarvoista T(#,0), R—d < 7 < R?
Merkitddn alkuarvoa 7Tylla ja loppuarvoa 7;.:11a. Nyt selvdsti 75, riippuu
Tystaeli T, = To,(Tp). Periodisen ratkaisun 16ytdiminen on muotoiltavissa
yhtéloksi

F(To) = TQ - Tzﬂ-(To) = 0

Edelld esitetty malli on lineaarinen, jolloin ylla kuvattu yhtdlo on myos
periaatteessa lineaarinen (ddretonulotteinen) yhtdléryhmaé. Lahestytddn
sitd kuitenkin yleisyyden nimissa kuin epalineaarista yhtdléd. Suoraviivai-
nen integrointi ajan suhteen (eli mallin ratkaiseminen usean periodin yli)
voidaan néhda yksinkertaisena joskaan ei kovin tehokkaana kiintopistei-
teraationa ylld mainitulle yhtalolle: 7" ' = T" + F(T") eli yksinkertaisesti
T =T(-, 2nm).

Tehokkaampi kiintopisteiteraatio saadaan Newtonin-Raphsonin mene-
telmisti, jossa T"'' = T" + 6 T'ja

<8F(Tn)) 5T = —F(T™).

or

Miti tarkoittaa téssd yhteydessd 552 Mitéd on 52 (T — Tp.(T™)) ja miten
se lasketaan? Tahén palataan my6hemmin.
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10.2 Sddnnollinen hdirio ja ratkaisun derivointi

Léahestytadn nyt yleisemmalla tasolla kysymystd, miten mallin ratkaisu riip-
puu mallin parametreista ja niihin tehtdvistd hairioista.

Hyvin yleiselld tasolla malli voidaan kuvata yhtdlona F(u) = 0, jossa u
on mallin ratkaisu jossakin sopivassa funktioavaruudessa ja F' kuvaus taltd
avaruudelta toiseen avaruuteen. Kuvaus F' voi olla epdlineaarinen ja sisil-
tdd monia eri parametreja (sekd skalaariparametreja etti erilaisia kerroin-
funktioita, yms.). Olkoon nyt € pieni skalaariparametri, joka kuvaa malliin
tehtdvaa hairiotd. Hairitty malli on

Fe(ue) =0,

jossa u. on hairityn tehtdvén ratkaisu.
Jos on olemassa funktiot u, u; jne., siten, ettd

u52u0+5u1+€2u2+...,

jossa u;:t ovat (sopivassa mielessd) rajoitettuja ja riippumattomia e:sta,
sanotaan, ettd tehtdvddn tehty hiirié on sddnnoéllinen ja ratkaisun esitys
uzden avulla siaannollinen hairiokehitelma. Talloin on luontevaa kutsua
termia u, ratkaisun wu. derivaataksi hairion suhteen.

Edelld esitetty johdattelu on hyvin epéformaali ja etenee eri suuntaan
kuin perinteisessd matemaattisessa analyysissd, jossa aluksi madritellddn
derivaatta, todistetaan jatkuva derivoituvuus ja sen jilkeen johdetaan ke-
hitelmén olemassa olo Taylorin sarjoista. Lahestymistavan valinta on tie-
toinen, silld jatkossa huomataan, ettd erilaisista sarjakehitelmista saadaan
hyodyllistd tietoa myds tapauksissa, joissa perinteistd Taylorin sarjaa ei
voida muodostaa tai se ei ainakaan suppene.

Tarkastellaan nyt hairioita konkreettisessa tapauksessa. Alkuarvotehtavak-
si muutetussa (ja normeeratussa) paperikone-esimerkissa (esimerkki 10.2),

T, — (kT,), =0,
—kT, = on(T = T"), r=R—d,
KT, = ax(@)(T = T(¢)),  r=R,
T(r,0) =Ty,

voidaan tarkastella useita erilaisia héirioitd. Voidaan esimerkiksi tarkastella
héirioitd limmonvaihtokertoimissa (o; = «; + £03), limmonjohtavuudessa,
lampokapasiteetissa, alkulampétilassa (7)) = T, + e T) tai mallin raken-
teessa (pitkittdinen lammonjohtavuus, € T;). Limmonvaihtokertoimet
tunnetaan usein varsin epatarkasti ja tastd syntyvan epavarmuuden hallinta
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on oleellinen osa mallintamisprosessia. Alkuarvon héirintd on suoraan yh-
teydessa periodisuusehdon numeeriseen ratkaisemiseen Newton-Raphson
-menetelmailld ja limmonjohtavuuden tarkastelu paljastaa, voidaanko mal-
lia ylipdataan soveltaa esitetyssé yksinkertaistetussa muodossa.

Tarkastellaan ldhemmin tapausta, jossa mallia hdiritddn palauttamal-
la tarkasteluun kehdn suuntainen lammonjohtavuus. Télléin yhtdldihin
ilmestyy lisitermi ja pieni parametri e. Tdmin vaikutusta voi yrittda ar-
vioida hiirikehitelméan avulla siten, ettd mallin ratkaisu korvataan muo-
dollisesti héirickehitelmalld. Esimerkissd 7" korvataan siis lausekkeella
T' +eT" + O(£’) ja kirjoitetaan syntynyt yhtilé auki niin, etti eri e:n po-
tenssit kootaan yhteen eli

TO — (KT2), + (T2 — (KTY), — TS,) = O(=%),
KT? — a(T° = T) + ek(T} — a(T)) = O(?),
T° — Ty +T" = O(e?).

Jos asetetaan aluksi € = 0, saadaan alkuperdinen (yksinkertaistettu) yhtalo,
eli 7" on yksinkertaistetun mallin ratkaisu. Tamin jilkeen voidaan tarkas-
tella tapausta, jossa € on positiivinen mutta mielivaltaisen pieni. T4lloin
O(e”) termi hiviai ja yhtiloisti jii jaljelle

1 1\ _ 70
T} — (KT}, = 1Y,

homogeenisin alku- ja reunachdoin. Tdmén yhtélon ratkaisu (jos sellainen
on olemassa) on kehitelmén seuraava termi. Ratkeavuuden tarkastelu edel-
lyttdd syvillisempaa analyysi, esimerkiksi missd mielessd 7":lla on kaksi
derivaattaa ¢:n suhteen, jotta tehtdva on ylipdatadn médritelty.

Jos verrataan titd esimerkkid pohjavesiesimerkkiin (esimerkki 10.1), ha-
vaitaan, ettd molemmissa yritetdan haivyttda toisen asteen termi. Tédssa esi-
merkissd reunaehdot ovat kuitenkin erilaiset. Rajatehtévélle on mahdollista
l6ytaa periodinen ratkaisu. Lisiksi jos rajaratkaisu 7" on periodinen ja 7"
on ratkaistavissa, on myos 7" periodinen. Siten hiiriokehitelma voi antaa
mielekkditd ratkaisuja.

Muiden hairioiden (alkuarvo, reunaehdot) suhteen hairiokehitelma
toimii ongelmitta. Tehtdvan tyyppi ei muutu, joten kehitelmistd syntyvit
yhtdlot ovat ratkeavia ja ratkaisut rajoitettuja. Tarkastellaan esimerkik-
si riippuvuutta limmonvaihtokertoimesta o korvaamalla se kertoimella
a. = o+ ef3, jossa 3 on jokin reunalla midritelty sopiva funktio. Jos nyt
esitetidan T= T" +¢eT' + ..., voidaan kehittdi reunaehto muodossa

70 T _ _
k(aa—Jraaa—) +a(T+eT' —T)+eB(T° +eT* —T)+...=0.
T T



10.3 Herkkyysanalyysi

Téstd saadaan erottelemalla £:n potenssit aluksi alkuperdinen ehto

oT° —
—_— T°-T) =
k o + o )=0
ja sitten
oT! 1 0 -
kW—FaT 7—ﬁ(T —T)

T":lle saadaan siis yhtilo, jonka datassa nikyvit sekd 7" ettd hairi6 5. Yh-
til6 on lineaarinen (myos tapauksessa, jossa alkuperiinen tehtiva 7"l
olisi epélineaarinen) ja hiirié 3 on ainoan epahomogeenisen datan kerroin.
Ratkaisu 7" riippuu siis lineaarisesti (:sta. Voidaan sanoa, etti 7' = T"(3)
on ratkaisun 7 derivaatta a:n suhteen suuntaan (3 riippumatta siit4, olivat-
ko a ja (3 vakioita vai funktioita.

10.3 Herkkyysanalyysi

Edelld muotoiltu mallin ratkaisun derivaatta datassa olevan hiirién suh-
teen ei vilttdmattd aina ole kovin hyddyllinen ja tarkoituksenmukainen
sellaisenaan. Jokaiselle hiiridlle on ratkaistava oma yhtalonsé, jolloin eri
héirioita on vaikea verrata keskendan. Toisaalta usein ollaan kiinnostunei-
ta vain ratkaisun tietyistd piirteistd, jolloin kaikki ratkaisussa tapahtuvat
muutokset eivit ole relevantteja.

Jos tiedetddn tarkkaan, mitd ratkaisulta halutaan, analyysid voi tehos-
taa. Oletetaan, ettd halutaan tietdd, miten hiiri6 vaikuttaa funktioon J( T),
jossa J on jokin reaaliarvoinen ratkaisusta riippuva funktio. Esimerkiksi
tela-esimerkin tapauksessa voi kiinnostaa vaikka

2m R
J(T) = / / T (keskilampétila)
0o JRrR-d

tai

R
J(T) = / (Ty — Tor)? ("virhe” periodisuudessa).
R—d

Formalisoidaan tilannetta hieman: oletetaan, ettd malli on kirjoitettavissa
abstraktisti muotoon

LX =F,

jossa X on mallin ratkaisu, L = L(«) on lineaarinen operaattori, jonka
kertoimet riippuvat mallin datasta « ja F'= F(«) siséltdd mallin muun
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datan, joka sekin voi riippua datasta «.. Ratkaisussa kiinnostaa erityisesti
suure J(X), jossa J on derivoituva reaaliarvoinen X:n funktio.

Hairitddn tehtdvdd nyt niin, ettd data o korvautuu datalla a + ¢03, jol-
lekin (. Tall6in jos 0 kiinnitetddn, L, F, X ja J ovat kaikki #:n funktioita.
Miten 1asketaan (eh J:n derivaatta c::n suhteen suuntaan 3)?

Helposti saadaan

0

01X = o J(X)

X _ (oJ\" ox
ot B

ot \ox) ot
Toisaalta koska L(t) X(t) = F(t) kaikilla ¢, saadaan derivoimalla

0X 0L oF
T TR

eli

oX _oF oL
ot ot ot

Téma on muodollisesti kuvattuna ratkaisun derivaatan yhtilo edellisessd
kappaleessa tarkoitetussa mielessi. 7 voidaan kuitenkin maarittaa myos
ilman derivaattaa, kun kerrotaan derivaatan yhtélo vasemmalta "vektorilla

P)

P'L— =
ot

0X OF 0L
P X).
<8t ot )

Jos nyt voidaan valita P siten, ettd P'L = (22)", saadaan

t
0 _(9J\'OX _ ,, 0X _, (9F 9L\
ot ot

ot \ox ot ot

Sanotaan, ettd P on tehtdvin liittotila (adjoint state). Se ratkaisee tehtdvin,
joka voidaan muodollisesti kirjoittaa L'P = 92. Tama tehtivi ei riipu da-
taan tehtdvasta héiriosta [, joten se tarvitsee ratkaista vain kerran Témén
jalkeen Jin riippuvuus eri hiiridistd nikyy suoraan termeissi 2 ja 2 ja
J:n herkkyytta eri hiiri6ille voidaan tutkia ratkaisematta joka kerta erllhsta
tehtavaa.

Palattaessa formalismista konkreettisiin malleihin, kisitteellisesti vaati-
vin osa on liittotehtdvin muotoilu ja ratkaiseminen. Jos malli on direllis-
ulotteinen lineaarinen yhtédloryhma, jolloin L on matriisi, liittotehtéva vas-
taa yhtiloryhmaa matriisille L'. Differentiaaliyhtilomalleille liittotehtivin
madrittely edellyttdd vihén syvallisempad analyysid. (Toki tatd edellyttds jo
ylldkuvatun operaattoriformalismin kédyttokin.) Esimerkiksi telatehtavalle
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T, — (kT,), =0,
T(r,0) = Ty + reunaehdot,

liittotehtéva ratkaistaankin ¢:n suhteen “takaperin”, koska ¢-derivaatan
merkki muuttuu:

o
oot

P(r,2m) = % + reunaehdot.

—P, — (kP,),

Liittotehtdvdn data riippuu funktiosta J. Jos esimerkiksi tarkastellaan
periodisuutta ja j = f }5_ d(TO —T(r,27))dr, %{ — 0 alueen sisalla, mutta
liittotehtavian “loppuarvo” on 2(Ty — T'(r, 27)).

Edellinen tarkastelu yleistyy helposti myos tapauksiin, joissa itse tila-
malli on epélineaarinen tai tarkasteltava piirre J riippuu suoraan myos hai-
rittdvastd parametrista o Periaatteessa jos mallin maédrittelyssd esiintyvét
funktiot ovat derivoituvia, mallin ratkaisu (tai sen derivoituvat funktiot)
on derivoitavissa datan suhteen, oli malli kuinka monimutkainen tahansa.
Kaytdnnosséd derivaatan laskeminen voi olla hieman tyoléstd, ja se saattaa
edellyttad esimerkiksi koko ratkaisun viliaikaista tallettamista, mika ajasta
riippuvissa tehtdvissé voi olla kohtuuton vaatimus.

10.4 Epdsddnndéllinen hdirio

Palataan aiemmin esitettyyn pohjavesiongelmaan (esimerkki 10.1), jossa
havaittiin, ettd rajayhtdlo ja sen ratkaisut poikkesivat laadullisesti hairi-
tystd (eli alkuperdisestd) tehtdvastd. Téllaista tapausta kutsutaan yleisesti
epasadnnolliseksi hairioksi (singulaarinen hairid, singular perturbation).
Téllaisille tehtdville ratkaisu ei ole jatkuva pienen parametrin suhteen (riit-
tavan vahvassa mielessé — edelld todettiin, ettd ratkaisut konvergoivat kylla
keskimadrin mutta tdm4 ei riitd vield sdilyttdimaén ratkaisujen reunakayt-
taytymistd).

Singulaarisesti hairityille tehtaville on tyypillisté, ettd pienen paramet-
rin vaikutus rajoittuu hyvin pieneen alueeseen, rajakerrokseen. Téllaista
kayttaytymistd ei kidytdnndssd voi mallintaa rajamallin ratkaisuun lisatta-
villd korjaustermilld. Asymptoottinen tarkastelu onkin tehtdva hieman eri
tavalla.

Niin kutsutussa moniskaalamenetelméssa (method of multiple scales)
ratkaisu esitetddn usean eri mittakaavaisen muuttujan funktiona, jolle sit-
ten haetaan héiriokehitelmda. Menetelman havainnollistamiseksi tarkas-
tellaan pohjavesiongelmaa hieman modifioituna. (Alkuperidisessd mallissa
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rajaongelma on liian triviaali ja oleellinen osa menetelmasta jdisi kasitte-
lematta.)
Tarkastellaan tehtavad

U+ Uy — €Uy =0, w(0) =0, u(l) =4.

Merkitddn z = x alkuperdista pituusskaalaa. Sen lisaksi tarvitaan lyhyt pi-
tuusskaala £ = z /e.

Mittakaavamuunnokset vaikuttavat luonnollisesti paikkaderivaattojen
laskentaan. Menetelmin erityispiirre on, ettd molempien mittakaavojen
derivaatat jitetdan nakyviin yhtd aikaa (toisin kuin, jos olisi kyse tavan-
omaisesta muuttujanvaihdosta). Niinpa yhtdloissd esiintyville derivaatoille
saadaan lausekkeet

d_d 14
de  dz  edf’
d? a2 2 & 1 d?

4?4 Zdeae T 2ag
Korvataan nyt yhtalossd u kehitelmalld u = uy(2,€) + eui(z,€) + ... ja si-
joitetaan kehitelma yht&lo6n

1
0= g(*UO’& + U[],g) + (*’ulyﬁg + ulé - 2“0’52 -+ Ug, z -+ UO) —+ ...

Kehitelmén ensimmadisestd termista (kerroin 1 /) voidaan aluksi paatelld,
ettd u, on muotoa u, = A | Be', missi A = A(z), B = B(z).

Nyt on médrittivd A ja B. Monen skaalan menetelmén yhteydessa va-
paiden kertoimien madrddminen (muiden skaalojen funktiona) tehdédin
yleensd siten, ettd korkeamman asteen korjaustermeille saadaan halutut
ominaisuudet. Kdytdnnossa tdma tarkoittaa sitd, ettd korjaustermien on
pysyttava rajoitettuina lyhimmissa skaaloissa (joissa tarkasteluvali on kdy-
tannossd ddreton vaikka alkuperdinen tehtdva olisi madritelty ddrelliselld
vililld). Kirjoitetaan siis tehtavé korjaustermille u,:

—Ulee + Ure = QUsz — Up, — Up = (BZ — Eg)(j5 — (AZ + A)

Taman yhtalon ratkaisu u, pysyy (e:sta riippumatta) rajoitettuna 1 /¢ pitui-
sella valilld (vain), jos yhtdlé on homogeeninen. Siten on siis oltava

A.+A=0, B.-B=0.

Tasta seuraa edelleen, ettd A = ae”, B = be’, jolloin kehitelmén rajater-
miksi saadaan (yleisessd muodossa)
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U’O(zv 5) =ae * + be“‘f = ae % + beZsz/s.

Ehdosta u(0) = a seuraa a = o — b. Vastaavasti b~ (38— ae e . Rat-
kaisu toteuttaa (likimain) reunaehdot ja kdyttaytyy laadullisesti oikein.

Ratkaisun kayttaytymisestd voidaan tehdd havainto, ettd lahes koko alu-
eessa ratkaisu kayttaytyy kuten yhden skaalan rajatehtévén ratkaisu, jolle
reunaehto on kiinnitetty pisteessd 0. Lahelld pistettd 1 tapahtuu jotakin
lyhyessa skaalassa. Tamai on tyypillistd singulaarisille héiriotehtaville. Raja-
tehtdva toimii hyvin ldhes koko alueessa lukuun ottamatta ohutta rajaker-
rosta, jossa tarvitaan skaalattu tehtdva selittimain nopeat muutokset, joita
‘ylimddrdinen’ reunaehto pakottaa ratkaisuun.

Tama havainto voi helpottaa héirioanalyysin tekoa. Jos tiedetddn, mis-
sa rajakerros sijaitsee, voidaan usein ratkaista rajatehtdvé (alkuperdisessé
mittakaavassa) sen ulkopuolella ja timén lisaksi tarkastella lyhyeen mitta-
kaavaan muutettua yhtdlo4 rajakerroksen sisilld. Sovittamalla ndin saadut
kehitelmit yhteen, saadaan ratkaisulle esitys koko alueessa. Kaytdnndssa
tahan liittyy kolme ongelmaa: pitda tietdd/arvata, missé rajakerrokset ovat,
mitd mittakaavoja niihin liittyy ja miten eri kehitelmét liimataan oikein
yhteen. Naihin kysymyksiin voi etsid esimerkkejé ja vinkkejd esimerkiksi
hakusanoilla “asymptotic analysis’, "perturbation analysis” tai “matched
asymptotics”.

Vihidn esimakua oikeista rajakerrosanalyyseistd saadaan, jos yritetdan
soveltaa menetelmaa vaikka aiemmissa luvuissa esiintyneeseen Van der Pol
-yhtdl66n. Tdmé voidaan kirjoittaa muotoon

u’ +u— ol —uu' = 0.

Jos o on pieni, kyse on pienestd, sadnnollisestd hairiostéd tavalliseen har-
moniseen oskillaattoriin ja hdiriokehitelmé on helppo laskea. Jos sen sijaan
tarkastellaan toista ddritapausta, a = 1 /¢, kyse on singulaarisesta hairiosta.
Voidaan siis odottaa rajakerroksia ja niiden vilille sijoittuvia hitaamman
kehityksen alueita. Tarkastelualueella ei ole luontevia reunoja, joten raja-
kerrosten sijoittuminen ei ole mitenkddn selvdd etukdteen.

Mitkd sitten ovat tarvittavat aikaskaalat? Tarkastellaan kolmea eri aika-
skaalaa: nopeaa (¢ /¢), alkuperdista (t) ja hidasta (et).

Nopeassa skaalassa yhtalon johtavaksi termiksi saadaan

' — (1 —uP' =0,

joka on epilineaarinen toisen kertaluvun yhtild, jolla voi odottaa olevan
mielekkaita ratkaisuja.
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Alkuperiisessa skaalassa jiljelle jaa puolestaan ehto
(1—u*)u' =0,

joka kdytdnnossd pakottaa ratkaisun vakioksi eikd tunnu antavan mitdan
mielekéstd lisdiinformaatiota.
Hitaassa skaalassa rajayhtiloksi saadaan puolestaan

u—(1—ub' =0.

Jos |u| > 1, ratkaisu kéyttdytyy likimain kuin laskeva eksponentiaalifunk-
tio mutta lahestyttdessd, kriittistd arvoa |u| = 1 muutosnopeus kuitenkin
kiihtyy.

Karkea analyysi néyttda siis viittaavan siihen, ettd Van der Pol -yhtdlon
ratkaisu jakautuu laadullisesti kahteen osaan: hitaaseen, jossa ajassa 1 /¢,
ratkaisu lahestyy kiihtyvidsti arvoa « = 1 ylhaaltd péin (tai vastaavasti arvoa
u = —1 alhaalta péin), ja nopeaan, jossa ajassa ¢ ratkaisu vaihtaa etumerk-
kid aluksi hitaasti kiihdyttéen, sitten eksponentiaalisesti kasvaen ja lopuksi
hidastaen. Vastaava kayttdytyminen on tunnistettavissa yksittdisen ratkai-
sun graafista, mutta siita ei voida suoraan péitelld aikavakioiden kayttdy-
tymistd kerroinparametrin funktiona. Tdtd ei tietysti voida péatelld vield
edelld kuvatustakaan, koska eri ratkaisukomponenttien yhteensopivuutta
(ja siten valittujen aikaskaalojen oikeellisuutta) ei ole todennettu. Ilman
rajayhtdloiden ratkaisemista on myos vaikeaa pédtelld mitddn w:n maksi-
mi-arvon ja e:n riippuvuudesta.

10.5 Dimension alentaminen

Kun halutaan ymmértad mallien kédyttaytymistd laadullisesti on usein hyo-
dyllista pyrkid alentamaan mallin dimensiota (eli riippumattomien muut-
tujien madrdd). Ilmeisin tapa tdhdn on olettaa kaikki malliin vaikuttavat
suureet ja itse ratkaisu vakioiksi tiettyyn suuntaan, jolloin vastaava koor-
dinaatti voidaan unohtaa tarkastelusta. Joissakin tapauksissa tima voidaan
tehdd mielekkaasti vain erityisissd koordinaatistoissa (esim. napa- tai pallo-
koordinaateissa). Néin toimien voidaan usein paikkariippuvuus redusoida
yhteen paikkamuuttujaan.

Aika- ja paikkariippuvuutta voidaan pyrkia tarkastelemaan erikseen,
jolloin on usein mahdollista péadstd differentiaaliyhtdlomalleihin, joita on
helppo kisitelld analyyttisesti ja symbolisesti. Néin ei kuitenkaan pédsté
kiinni kaikkiin mallin ominaisuuksiin. Onneksi on mahdollista etsid myos
erikoistapauksia, joissa aika- ja paikkariippuvuudella on jokin yhdistava
tekijd, jonka tunnistaminen paljastaa usein oleellisia piirteitd mallista ja
sen ratkaisuista.



10.5 Dimension alentaminen

Periaatteessa kyse on siitd, voidaanko ratkaisulle u = u(z, t) 16ytaa esitys
u(z,t) = f(s(x,t)), missd s(z,t) on jokin ajan ja paikan funktio ja f kuvaa
ratkaisua s:n funktiona.

Yksinkertaisin relevantti ajan ja paikan funktio on tyyppid s = z—ct,
joka kuvaa nopeudella ¢ etenevdi aaltorintamaa. Tarkastellaan esimerkiksi
yhtalod

Up — Ugy = au(l — u)

ja etsitdan télle ratkaisua, joka olisi muodossa u(z,t) = f(s(z,t)), missd
s(x,t) = z— ct. Talloin u, = f.s, = —cf, jne., jolloin yhtilé saadaan muo-
toon

—cfs = fos = af(1 = f).

Se, ettd yhtdlo pystytddn kirjoittamaan pelkédstddn s derivaattojen avulla
on jo hyva merkki. Liséksi on vield osoitettava, ettd ndin saadulla yhtélolla
on mielekkaitd ratkaisuja ja tdssd tapauksessa ndin on. Riittdvdn suurilla
c:n arvoilla on olemassa ratkaisu f, joka on monotonisesti laskeva ja jonka
arvot ovat valilld [0,1]. Tama tarkoittaa, etté alue, jossa u on likimain yksi,
laajenee ajan kuluessa ja u kasvaa.

Periaatteessa s voi olla monimutkaisempikin funktio. Tall6in puhutaan
usein similariteettimuuttujasta ja similariteettiratkaisusta. T4lloin taustalla
on ajatus, ettd ratkaisu nayttad joka hetki samanlaiselta, ja vain mittakaava
muuttuu. Jos esimerkiksi s(z,t) = x/+/t, ratkaisu etenee hidastuen. Tar-
vitaan siis nelikertainen aika, jotta muutos etenee kaksinkertaisen matkan
padhin. Similariteetti z/v/¢ on tyypillinen limpoyhtalolle

,I‘t_Ta:x:O

(Kokeile kirjoittaa 7' = f(x/+/t) ja ratkaista f.)

Térked erikoistapaus ovat aikaharmoniset ratkaisut. Télld tarkoi-
tetaan tilanteita, joissa ratkaisu wu(z,t) voidaan Kkirjoittaa muodossa
u(z,t) = cos(wt)f(x) (tai vield yleisemmin u(z,t) = e"f(x), jossa w tai ¢
kiinnittévat aikakdyttdytymisen, jonka jilkeen jaa pelkdstddn stationddri-
nen yhtilo f:in médrittamiseen.

[235]
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10.6 Harjoitustehtdvid

1. Tarkastele tehtivin z” + ez — 1 = 0 ratkaisua kehittamalli se
e:n suhteen asymptoottisena kehitelméana.

2. Miten tarkastelisit tehtivin 2° + 2/z — 1 = 0 ratkaisua asymp-
toottisesti, kun & on pieni?

3. Muotoile sddnnéllinen hairiokehitelmd Van der Pol -yhta-
lolle.

4. Tarkastellaan epédsdadnnollista hairiotehtdvdd Van der Pol
-yhtélolle. Arvon u =1 ympéristdssd pitdisi sovittaa yhteen
erittdin pitkd ja erittdin lyhyt mittakaava. Tarkastellaan mah-
dollisuutta 16ytda mittakaava, joka on ndiden déripédiden va-
lissd ja jossa kaikki yhtdlén kolme termid olisivat yhtd aikaa
relevantteja. Kirjoitetaan u muodossa u = 1 + €’v ja tarkas-
tellaan tilannetta mittakaavassa te'. Loytyyko s ja r siten, ettd
yhtélon kaikki termit ovat asymptoottisella rajalla mukana?
Mitd vaikutuksia tarkastelulla voisi olla eri kehitelmien yh-
teensovittamiseen?

[236]
5. Tarkastellaan (normeerattua) vaimennettua heiluria

u —eu+u=0.

Muotoile ratkaisulle sédannollinen hairiékehitelmi. Kuvaa-
ko kehitelmédn ratkaisu todellista kiyttaytymista? Muodosta
kehitelmad, jossa esiintyvit aikaskaalat ¢ ja ¢ /¢ (ja halutessasi
mybs t/c”). Etsi myds suoraan ratkaisua muodossa u = ¢
jollekin kompleksiselle c:lle.
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Akustinen mallinnus

SEPPO POHJOLAINEN ja ANTTI SUUTALA

Merkintdojd

[238]

R reaaliluvut
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1.1 Akustinen malli

11.1 Akustinen malli

Tarkastellaan ddnen kayttdytymistd kaasussa tai nestemdisessa véliaineessa.
Fysikaaliselta kannalta kuulemamme d4ni muodostuu korviemme aistimis-
ta paineen vaihteluista meitd ympéaroivéssd viliaineessa. Nesteen tai kaa-
sun kdyttaytymistd kuvaavat yhtalot pohjautuvat yleisiin virtausmekanii-
kan yhtéloihin. Té4std juontaa my6s akustiikassa yleinen tapa kutsua niitd
fluideiksi. Seuraavassa esitetddn yksinkertainen aaltoyhtild, joka on yleisin
(lineaari) akustiikan mallintamiseen kéytetty yhtdlo. Vaikka aaltoyhtil6 on
melko yksinkertaistettu malli, on se osoittautunut erittdin kayttokelpoi-
seksi kuvaamaan dianen kdyttaytymistd mm. yleisimmin kohtaamassamme
fluidissa, ilmassa.

Kéytetty tarkastelutapa on osin heuristinen eiké pyri taydelliseen mate-
maattiseen tarkkuuteen.

11.1.1 Lineaarinen aaltoyhtilo

Tarkastellaan ddnikenttdd (painekenttdd) kolmiulotteisessa avaruudessa,
jonka paikkavektori x = (z,vy,2). Fluidin tiheys p(x,?), fluidin nopeus
v(x,1) ja paine p(x,t) ovat paikan x ja ajan ¢ funktioita. Mallin muodosta-
minen nojautuu kontinuumimekaniikkaa kasittelevéssd luvussa esitettyihin
massan- ja lilkeméddran sdilymisyhtdloihin ja paineen ja tiheyden vilistd
yhteyttd kuvaaviin termodynaamisiin yhtal6ihin. Yleisessdé muodossaan
ndma yhtdlét muodostavat epdlineaarisen osittaisdifferentiaaliyhtaloryh-
madn, jonka ratkaiseminen numeerisestikin voi olla vaikeaa. Seuraavassa
esitetddn suhteellisen yksinkertainen malli, jolla voidaan sangen hyvin ar-
vioida ddnen kayttaytymista.

Tarkastellaan idealisoitua kitkatonta (viskositeetti on nolla) fluidia.
Fluidin oletetaan olevan varauksetonta, jolloin siihen ei kohdistu sihko-
kentén aiheuttamia voimia. Painovoiman vaikutus on merkittivd vain
erittdin alhaisilla taajuuksilla, joten myds se jatetdan huomiotta. Fluidin
kokoonpuristumis- ja laajenemisprosessi oletetaan adiabaattiseksi, jolloin
fluidialkioiden valilld ei tapahdu ldmmon siirtoa niiden puristumisen tai
laajenemisen aikana. Lisdksi oletetaan, ettd fluidin kéyttaytymista voidaan
tarkastella tasapainotilan ymparistdssd, jolloin muutokset muodostuvat
pienistd tasapainotilan hairioista.

Edelld mainittujen séilymis- ja termodynaamisten yhtéloiden linearisoi-
tuja versioita voidaan siten tarkastella tasapainotilan ympérilla. Merkitain
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missd alaindeksilla 0 merkityt suureet ovat kyseisten suureiden arvoja tasa-
painotilassa ja alaindeksilld 1 merkityt ovat poikkeamia tasapainotilasta.
Yleisessd tapauksessa tasapainotilat voivat olla ajan ja/tai paikan funk-
tioita.

Tarkastellaan nyt yksinkertaisinta tapausta, jossa fluidin oletetaan olevan
homogeenista, jolloin suureiden arvot tasapainotilassa ovat riippumatto-
mia paikasta. Lisdksi fluidin oletetaan olevan levossa, jolloin suureiden ar-
vot tasapainotilassa ovat riippumattomia ajasta ja nopeus tasapainotilassa
on nolla eli vy = 0. N&illd merkinnoilld ja oletuksilla saadaan linearisoitu
yhtiléryhma

w+pov~vl(x,t) =0, (11.1)

5 t
po% + VPI(X7 t) =0, (112)
p(x,t) = pi(x, 1), (11.3)

missd ¢ on ddnen nopeus. Yhtdlo (11.1) on massansiilymisyhtdlo, yhtélo
(11.2) liikemdéransailymisyhtalo ja yhtélo (11.3) paineen ja tiheyden valinen
lineaarinen yhteys. Koska sekaantumisen vaaraa ei ole, jitetddn jatkossa
alaindeksi 1 merkitsemattd, jolloin esimerkiksi p merkitsee jatkossa pai-
neen poikkeamaa tasapainotilasta.

Derivoimalla nyt yhtil6 (11.1) ajan suhteen, ottamalla divergenssi yh-
talostd (11.2) ja yhdistdmalld ndin saadut yhtdlot kdyttdmalld vield apuna
paineen ja tiheyden vilistd yhtaloa (11.3) saadaan lopulta lineaarinen aalto-
yhtilo

1 0 )

Eﬁp(x, t) =Vp(x,t), t>0, (11.4)
missd p on paine (poikkeama tasapainotilasta), ¢ on aika, x = (z,y,2) on
paikkakoordinaatti R*:ssa. V* on Laplacen operaattori ja ¢ on dinen no-
peus (ilmassa n. 340 m/s).

Akustista mallintamista késitellddn tarkemmin mm. Piercen [6, luvut 2
ja 10] ja Morsen [s5, luku 6] kirjoissa, joista 1oytyy myos tarkempaa tietoa
yhtéloiden yleisemmistd muodoista

Yhtdlon (11.4) ratkaisemiseksi tarvitaan vield joitakin tdsmennyksid.

11.1.2 Maddrittelyalue

Usein aaltoyhtalod tarkastellaan suljetussa tilassa, kuten huoneessa. Ole-
tetaan, ettd tdimd tila on alue, joka matematiikassa tarkoittaa avointa yh-
tendistd joukkoa, ja merkitddn sitd {2:1la. Alueen reunaa merkitdan 0€2:1la.
QOletetaan, ettd reuna on riittdvan siannollinen muun muassa siten, etta



1.1 Akustinen malli

082,

o0y

Kuva 11.1.  Alue ), jonka reuna 0S2 muodostuu osista 02, 082, ja 0€2s.
Pinnan ulospdin suuntautunut yksikkonormaali on n. Pinta on piirretty
R*:ssa, vaikka tekstissi tarkastellaan mallintamista R’:ssa.

sen jokaiseen pisteeseen voidaan piirtda pinnan ulospéin suuntautunut
yksikkonormaali n. Asiaa havainnollistetaan kuvassa 11.1.

11.1.3 L,(Q)-avaruus

Lisad matemaattista rakennetta ongelmalle saadaan, kun méaritelldan ava-
ruus L,(£2), jossa aaltoyhtdlé on madritelty.

Lo(9) = {f 0| /Q|f(x)|2d(2 < oo} . (11.5)

Tarkasti ottaen L,({2)-avaruuksien médrittely edellyttad mitallisten funk-
tioiden méarittelya. Tassé ei tehdd nédin vaan voidaan ajatella L,(€2):n al-
kioita paloittain jatkuvina, itseisesti neliollisesti integroituvina funktioina.
Vaikka téssd vaiheessa riittdisi reaalisen avaruuden méarittely, jatkon tar-
peita ajatellen maéritelldan avaruus kompleksisena.

L,(€2)-avaruuden eris térked etu on siind, ettd voidaan méaritelld sisé-
tulo

(f.9)= [ Fx)g(x)de, (11.6)
[

missd g(x) on g(x):n (kompleksikonjugaatti) liittoluku ja funktion normi
(pituus)

11l = V/Af. f)- (11.7)

[241]



11 AKUSTINEN MALLINNUS

11.1.4 Reunaehdot

Aénenpaine toteuttaa alueen reunalla ns. reunaehdot. Tissd tyydymme
tarkastelemaan kolmea erityyppistd reunaehtoa.

Dirichlet'n (homogeeninen) reunaehto Téssd reunaehdossa
paine on nolla reunalla, ts.

p(x,t) =0, kun x € 94 (11.8)

Neumannin (homogeeninen) reunaehto

0
a—njo(x7 t)=Vp-n=0, kun x € 98 (11.9)

Tdssd reunaehdossa paineen derivaatta pinnan normaalin

suunnassa on nolla. Téllainen tilanne vallitsee, jos seind 0f2,

on kova ja jaykka ja heijastaa tdydellisesti saapuvan aallon.

Neumannin epihomogeeninen reunaehto Jos reunan osa
liikkuu, joko paineen vaikutuksesta tai sitd voidaan liikuttaa
(aktiivinen materiaali, 44nildhde) saadaan Neumannin epé-
[242] homogeeninen reunaehto

0 u,(x,t)-n, x €0y, (11.10)

1o}
Afﬂxﬂ——ma

on
missd p, on fluidin tiheys ja u,(x,t) on reunan nopeus tai
fluidin hiukkasnopeus reunan osalla 0€2;. Kuvassa 11.2 esite-
tddn erilaisia reunaehtoja.

»
' o

n

Kuva 11.2.  Reunaehtoja. Kdyrit (a) ja (b) kuvaavat painetta. (a) Neu-
mannin homogeeninen reunaehto; (b) Dirichlet'n reunaehto; (c) litkkuvan
reunan reunaehto, jossa seindn osa liikkuu nopeudella u, sisddnpdin.
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11.1.5 Ldhdetermi

Tilaan €2 voidaan tuoda dantd ainakin kahdella tavalla. Alueen sisilla voi
olla ddnildhde. Téllaista ddnilahdettd voidaan mallintaa yhtdl6on (11.4) li-
satylld lahdetermilla ¢(x,t):

1o )
gwp()(, t) =V p(X,t)-f—q(X,t). (1111)
Epdhomogeeninen termi ¢(x,t) voi tulla yhtdloon joko massan tai liike-
mddrdn sdilymisyhtédlon kautta. Jos massaa lisdtddn (poistetaan) pisteessd
x, nopeudella 74(¢), tulee massan sdilymisyhtalon (11.2) oikealle puolelle
termi

g ()0(x — Xg)-

Talloin aaltoyhtélon lahdetermi on muotoa
q(x,t) = m(t)o(x — xg)-

Massan lisdysnopeustermi voidaan tulkita myds pisteen x, ympérille asete-
tun pienen tilavuuden V/(¢) koon muutosten syrjayttiman fluidin massana.
Tilloin

m(t) = po/ VndS,
S(t)

missd S(t) on tilavuutta V(¢) rajoittava suljettu pinta, p on fluidin tiheys
pisteen x, ympdristossd, v,, on pinnan S(¢) normaalin suuntainen nopeus
tilavuuden V(#) muuttuessa. Talloin ldhdetermi on muotoa

d
q(x,t) = o s VndS.
Téllaista pistemassaldhdettd kutsutaan usein monopolildhteeksi. Laajem-
pien ldhteiden voidaan ajatella koostuvan laajemmalle alueelle jakautu-
neista monopolildhteistd. Ndin voidaan joissakin tapauksissa mallintaa
koteloitua kaiutinta.

Toinen mahdollisuus ldhteen mallintamiseen tapahtuu liitkeméaran séi-
lymisyhtélon (11.2) avulla. Pisteeseen x,, vaikuttava voima F(¢) lisda termin
F(t)6(x—x,) linearisoidun lifkemaaran sdilymisyhtédlon (11.2) oikealle puo-
lelle. T4ll6in aaltoyhtdlon ldhdetermiksi tulee

q(x,t) = =F(t) - Voo(x — Xp),
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missd V), tarkoittaa gradientin ottamista vektorin x, suhteen [6, luku 4.4].
Téllaista ldhdettd kutsutaan dipoliksi. Lihdetermi voi yksittdisen pisteen
lisdksi muodostua my6s joukossa madritellystd dipolildhdejakaumasta.
Dipolildhteen voidaan ajatella syntyvédn hyvin ohuen pienen levyn vérah-
dellessd pisteen x, suhteen. Dipolijakaumia voidaan kayttda mallinnettaes-
sa koteloimatonta kaiutinelementtié tai approksimaationa refleksikotelossa
olevalle kajuttimelle.

Aénilihde voi sijaita myos alueen reunalla, jossa voi olla kaiutin tai seini
voi muodostua liikutettavasta dlykkaastd materiaalista, jolloin ddnildhdettd
mallinnetaan Neumannin epahomogeenisella reunaehdolla (11.10). Myo6s
edelld mainitut kajuttimet ovat todellisuudessa alueen reunalla olevia lah-
teitd, koska ne todellisuudessa tekevit itsensd muotoisen aukon fluidiin
ja lahteend toimii tdmdn aukon reunojen liike. On my6s tapauksia, jois-
sa danildhdettd ei voi esittdd reunaehdon kautta. Esimerkiksi kaasupullon
suuttimesta virtaavan kaasun suhinan tai suihkumoottorien synnyttdmén
melun mallintaminen ei ole kovinkaan yksinkertaista.

Lahdetermeji kisitelladn tarkemmin useimmissa akustiikkaa koskevissa
perusteoksissa, esimerkiksi Piercen [6] ja Morsen [5] kirjoissa. Naitd help-
polukuisempana esitykseni voidaan mainita Dowlingin ja Ffowcs William-
sin [1] kirja, jonka luvussa 7 kisitellddn monopoli- ja dipolildhteita.

11.2 Fourier’n muunnos

Seuraavassa ei kuitenkaan suoraan ryhdyté ratkaisemaan yhtéloitd (11.4)-
(11.11), vaan tehdéddn niille Fouriern muunnokset. Tuloksena saadaan
Helmbholtzin yhtild, joka kertoo akustisen kentdn kéyttaytymisen taajuus-
tasossa (kulma) taajuuden w = 2xf funktiona. Médritellddn funktion g
Fourier-muunnos Fg = § yhtédlolla

(Fo@) = 9) = 5 | " gt)err, (11.12)

:% N

kun g on ajan t suhteen riittdvan sdannollinen funktio. Fourier’n kiédnteis-
muunnoksen

(F71g)(t) = g(t) = /jo J(w)e™tdw (11.13)

[ee]

avulla voidaan palata taajuustasosta aikatasoon.
Fouriern muunnos F on lineaarinen ts.

Flaf + Bg] = aF f + BFg, (11.14)



1.3 Helmholtzin yhtilo

liséksi ajan suhteen otettu derivointi
Flg™ ()] = (—iw)"Flg(t)) (11.15)

muuttuu kertolaskuksi taajuustasossa, kun oletetaan, ettd ¢ on riittdvin
sdannollinen.

11.3 Helmholtzin yhtilo

Suoritetaan nyt Fouriern muunnokset yhtdloon (11.11) ja sen reunaehtoihin
(11.8)-(11.10). Merkitdan paineen p(x,t) Fouriern muunnosta p(x,w):lla.
Fourier'n muunnoksen ominaisuuksien perusteella saadaan yhtdlo

2
w" ~ ~
c?p(x7w) + V2p(x7w) - —q(x7w)7 (1116)

missd w on kulmataajuus ja ¢ lihdetermin Fourier-muunnos. Yhtilod
(11.16) sanotaan Helmholtzin yhtdiloksi .

Fourier'n muunnoksen avulla saadaan yhtdloitd (11.8)-(11.10) vastaavat
reunaehdot:

Dirichlet’n homogeeninen reunaehto
p(x,w) = 0. (11.17)
Neumannin homogeeninen reunaehto

(,;inﬁ(x w) =0. (11.18)

Neumannin epihomogeeninen reunaehto

0 . .
%p(x,w) = —iwpou,(x,w) - n. (11.19)

11.3.1 Lokaalisti reagoiva reuna(ehto)

Taajuustasossa voidaan tdydentédd edelld esitettyd reunaehtoja. Nehdn sisdl-
sivét vakiopaineen lisdksi vain kovan tai kovan ja liikkuvan seindn tapauk-
set. Usein reuna muodostuu kuitenkin joustavasta ja dantd vaimentavasta
materiaalista.

Tehdddn yksinkertaistava olettamus. Oletetaan, ettd seindn materiaali
on lokaalisti reagoivaa, toisin sanoen, jos sitd painetaan yhdessi pisteessd,
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materiaali joustaa vain siind pisteessd, mutta jousto ei vaikuta viereisten
pisteiden kayttaytymiseen. Ndin voidaan mallintaa absorboivan (4anté vai-
mentavan) materiaalin kiyttaytymista.

Midritellddn alueen reunan akustinen pintaimpedanssi z(x,w) Fourier-
muunnettujen paineen ja normaalisuuntaisen hiukkasnopeuden osamai-
rand kaavalla

z2(x,w) = %, x € 0Q;3. (11.20)

Akustinen pintaimpedanssi on kompleksinen suure, silld on reaali- ja ima-
ginaariosa

z(x,w) = Nz(x, w)] + iS[z(x, w)] (11.21)

ja se voidaan antaa myos vahvistuksen (itseisarvon) |z| ja vaiheen (argu-
mentin) ¢ avulla:

2(x,w) = |2(x, w)|e?), (11.22)

Monien aineiden pintaimpedanssit voidaan mitata niin sanotun impedans-
siputken avulla. Kuvassa 11.3 esitetddn aaltoputkella mitatun materiaalin
normalisoidun pintaimpedanssin reaaliosa ja imaginaariosa taajuuden
funktioina [7].

Impedanssin reaaliosa Impedanssin imaginaariosa

,,,,,,,,,,,,,,,,,, 50
,,,,,,,, 40
,,,,,,,,,,,,,,,,,, 30
"""""""""" 20
"""""""""" 10
o

""""""""" -0 [{& &8 8- & 8 & 858§

,,,,,,,,,,,,,,,,,, _20 - - -
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Kuva 11.3. Aaltoputkella mitatun eristemateriaalin normalisoidun pinta-
impedanssin M reaaliosa ja imaginaariosa taajuuden funktioina.
Mittaustuloksef ‘ovat epdluotettavia alle 100 Hz:n taajuuksilla. z-akseli
on taajuus ja y-akselilla on normalisoidun pintaimpedanssin reaaliosa
vasemmanpuoleisessa kuvassa ja vastaavasti imaginaariosa oikeanpuo-
leisessa kuvassa.
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11.4 Ominaisarvot ja ominaisfunktiot

Tarkastellaan aluksi homogeenista (¢ = 0) Helmholtzin yhtdl6d
—V2p(x,w) = K*p(x,w), (11.23)

kun reunaehtona on Neumannin homogeeninen reunaehto koko reunalla

%ﬁ(x,w) =0, xe€o. (11.24)
Havaitaan, ettd yhtdlot (11.23) ja (11.24) muodostavat ominaisarvotehtdvin
Laplacen operaattorille V>, Voidaan osoittaa, ettd Laplacen operaattori
midrittelee lineaarisen operaattorin A : D(A) — Ly(Q), A = -V°, kun
madrittelyalue valitaan sopivasti. Lisdksi voidaan osoittaa, ettd operaattorin
ominaisarvot, eli yhtdlon

AYp =k, k€ C, e Ly(Q), v #0 (11.25)

ratkaisut k., n = 0,1,2,..., ovat reaaliset ja niita vastaavat ominaisfunktiot
v, n=0,1,2,..., ovat ortonormaaleja, eli

1 i=j

0 it (11.26)

<7/1i71/1j> —{

Oletetaan, ettd ominaisfunktiot muodostavat numeroituvan tiydellisen
funktiojoukon {yy, vy, ..., ¥,, ...} avaruudessa L,(€2). Tdstd seuraa, ettd
jokainen avaruuden L,(€2) funktio f voidaan esittad sarjana ominaisfunk-
tioiden avulla:

F) = () thn (). (11.27)

o . 2 . . .
Ominaisarvoja k2 = ()" vastaavia taajuuksia

kne
fo="mC L —0,1,2,. .. (11.28)
2

sanotaan resonanssitaajuuksiksi.

11.5 Gaussin lause

Alkuperidisen Helmholtzin yhtélén (11.16) ratkaisu edellyttdd tilavuusinte-
graalin muuttamista pintaintegraaliksi. Kéytosséd on tuttu Gaussin lause:
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LAUSE 11.1

[Gaussin lause.] Olkoon 2 rajoitettu alue ja olkoon sen reuna OS2 riittdvin
sdadannollinen. Olkoon n pinnan ulospdin suuntautunut 052 yksikkonormaa-
li ja v(x) = (vi(x), v2(x), v3(x)) vektoriarvoinen funktio (vektorikenttd)
R’:ssa. Gaussin lauseen mukaan

/V-VdQ:/n-vd(?Q, (11.29)
Q

[2)9]

missd ensimmdinen integraali on tilavuusintegraali ja jilkimmdinen pinta-
integraali.

11.6 Greenin kaavat

Oletetaan, ettd u ja v ovat skalaariarvoisia funktioita. Tall6in «V v on vek-
toriarvoinen funktio. Kun sovelletaan Gaussin lausetta vektorikenttaan
1V v, niin saadaan Greenin ensimmadinen kaava:

/(Vv -Vu 4 uVi)dQ = /u%daﬂ. (11.30)

Q o0

Kun vaihdetaan u ja v keskendin ja johdetaan Greenin ensimmadinen kaa-
va vektorikentille vVu ja vahennetddn saadut yhtilot toisistaan, saadaan
Greenin toinen kaava

/(uv% — oV2u)dQ = / <ug—z - v%) dos. (11.31)
a0

Q

11.7 Helmholtzin yhtilon ratkaisu
Ratkaistaan nyt Helmholtzin yhtilo

“, (11.32)

kZﬁ(’Q”) + Vzﬁ(wi) = _(j(wi)v k= z

kun reunaehtoina ovat Neumannin homogeeninen reunaehto osalla reu-
naa

(%ﬁ(xw) =0, xe€dh (11.33)

ja Neumannin epdhomogeeninen reunaehto
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ip(;g w) = h(x,w), x € (11.34)
On
reunan loppuosalla, ts. 92 = 02, U 0€,. Siis osa reunaa on jaykki ja osa
joko ei ole jaykka tai ko. reunalla on dénildhde.
Seuraavissa kappaleissa esitettdvén ratkaisun strategia on seuraava:

1. Maddritelldan kyseistd Helmholtzin yhtdl6d vastaava Greenin
funktio G,(x,x,).

2. Ratkaistaan yhtdlo Greenin funktion avulla esimerkiksi omi-
naisfunktiokehitelmad kéyttden (jos se tunnetaan) tai muulla
tavalla.

3. Muunnetaan Helmholtzin yhtdlé Greenin toisen kaavan
avulla tilavuus- ja pintaintegraaliksi.

11.7.1 Greenin funktio

Helmholtzin yhtilon liittyva Greenin funktio G.,(x,X,) on seuraavan yh-
talon ratkaisu

K2GLy(x, Xo) + V2Gu(X,%0) = 6(x — xo), & = %7 (11.35)

missd 0(x —x,) on pisteeseen X, kohdistettu Diracin "deltafunktio”. Yhta-
16n reunaehdot valitaan homogeenisiksi koko reunalla eli

0
%Gw(x,xo) =0, xe€d, (11.36)

kun i=1,2.

11.7.2  Greenin funktio ominaisfunktiokehitelmdn avulla

Koska ominaisfunktiot {y,} muodostavat oletuksen perusteella taydelli-
sen ortonormaalin joukon avaruudessa L,(£2), etsitddn Greenin funktiota
muodossa

Gu(X,%0) = D an(w)tn(x), (11.37)

n=0

missd kertoimet a,(w) ovat tuntemattomia. Kun sijoitetaan yrite (11.37)
yhtdl6on (11.35), saadaan yhtélo
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Otetaan nyt edelld olevasta yhtdlostd sisdtulo puolittain ominaisfunktion
., suhteen, jolloin tuntemattomille kertoimille a,,(w) saadaan yhtalo

am(w)(szn + k2)<1/}m: ¢m> = <5(X - XO), '(/)m> = ¢7,L(X0). (11.39)

Tasta voidaan ratkaista kertoimet

_ Um(x0)  Ym(%0)
(W) = ok (£)2 ~ (MJ)Q (11.40)
Etsitty Greenin funktio on siis
(x,%0) (11.41)

:0

11.7.3 Helmholtzin yhtilon ratkaisu Greenin funktion avulla

Ratkaistaan nyt viimeinkin Helmholtzin yhtil6. Diracin “deltafunktion”

[250] ominaisuuksien perusteella voidaan kirjoittaa

P(xo,w /6 X — Xo)p(x,w)dQ, xo € Q. (11.42)

Greenin funktion ratkaisuyhtdlon (11.35) oikea puoli oli juuri Diracin "del-
tafunktio”. Sijoitetaan tdma yhtilo edelliseen. T4ll6in saadaan yhtalo

plx,w) = / (kZGW(X, Xo) + V3G, (x, xo)) P(x, w)d

2

_ / 12Ch (%, %0)p(x, w)dO + / V26 (%, x0)p(x, 0)dQ  (11.43)

Muunnetaan jalkimmainen integraali Greenin toisen kaavan avulla sellai-
seen muotoon, jossa Laplacen operaattori kohdistuu paineeseen p. Niin
saadaan yhtilo
px,w) =k | Gu(x,x0)p(x, w)dQ + /VQCAT'W(X7 X0)p(x, w)d
G (x, X0)p(x, w)dQ + /GW(X, X0) V2p(x, w)dQ
Q

+ (A(Xw)aé“’(x’x()) - Gu(x, xO)aﬁ(x’”)> doQ.  (11.44)

0!

||
— D\ PY—

On on

)
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Lasketaan yhteen kaksi ensimmadisté integraalia ja otetaan huomioon reu-
naehdot toisessa. Ndin saadaan
ﬁ(x()v UJ) =
/C;'w(x7 x0) (V?p(x,w) + k*p(x, w)) 2+

/ (wa(x, x0)h(x, w)) oA, (11.45)

(2192}

Sijoittamalla yhtdlo (11.16) ensimmadiseen integraaliin ja ottamalla huo-
mioon se, ettd piste X, voidaan valita vapaasti alueesta {2, saadaan lopulta
ratkaisu

P(xo,w /G X, Xo){(x,w)dQ + / (—Gw(x.,xo)fz(x,w)) dos.
o (11.46)

Kun tdhin sijoitetaan Greenin funktio ominaisfunktiokehitelmén (11.41)
avulla, saadaan ratkaisu ominaisfunktioiden avulla .

Valitsemalla funktio A(x,w) eri tavoin voidaan yhtilon (11.46) avulla
mallintaa erilaisia tilanteita:

1. Nopeusreunaehto, kuten kaiuttimen kalvon liike
h(x,w) = —iwpoiiy(x,w), X € 0y, (11.47)

missd 4,(x,w) on kaiuttimen kalvon yksikkénormaalin suun-
tainen nopeus.

2. Pintaimpedanssilla kuvattu lokaalisesti reagoiva reuna

h(x,w) = Z_(;“ZO) px,w), x € 0D, (11.48)

Jalkimmaisessd tapauksessa ratkaistava paine p(x,w) sisdltyy myos yhtalon
(11.46) oikeaan puoleen, joten yhtilo (11.46) ei anna ratkaisua p(x,w) eks-
plisiittisesti. Sen sijaan se antaa integraaliyhtdlon alueessa €2 lihteen ¢ ja
reunan osalla 0€), olevan paineen avulla, josta paine tulee ratkaista.

Pp(x0,w /G X, X0)q(x,w)dS + / <féu(x,x0) P ﬁ(x,w)) dos.

z(x,w)
oS

(11.49)
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Tarkastellaan suorakulmaisen sirmion, kuten huoneen, muotoisen tilan
sisaista kenttdd. Tilan maarittima alue on

Q={(z,y,2) | 0<z<l,, 0<y<l, 0<z<l}. (11.50)

Alueen reuna 052 muodostuu suorakulmaisen sarmion sivutahkoista.
Ratkaistaan homogeenisen Helmholtzin yhtdlon (11.23) ominaisarvot
ja -funktiot tekemalld ratkaisuyrite

U,y 2) = f()g(y)h(z). (11.51)

Kun tdma yrite sijoitetaan homogeeniseen Helmholtzin yhtalo6n (11.23),
saadaan ominaisarvotehtdvd muotoon

@ WG
R ORECEN (11.52)

ja edelleen separoiduksi kolmeen erilliseen yhtdl66n

de(x) 2 / /
g(y) 5 g g
- _ - =L = 11.53
z
= —k2h —(0) = —(1,) =
T = k). T (0)= () =0,
K=kl +k+ k. (11.54)

Nama yhtilot voidaan ratkaista, kun otetaan huomioon reunaehdot.
Ominaisarvoa

2 2 2
o = (28] + (25) + (25 (11.55)
amns =\ 77, I, I.

vastaa ominaistaajuus

o e €[ (e (mmY (Y (11.56)
Jnanyn. = ot T or 1 ly L, ' .

Vastaaviksi ominaisfunktioksi saadaan

Ynynyn. (2,y,2) = C cos (ng;mc> cos (w;ry) cos (nzlﬂz) , (11.57)
T y z

missa n,=0,1,2,...,n,=0,1,2,..., n,=0,1,2,.... Vakio C valitaan si-
ten, etta
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<wn_1nynzv wn,nynz> = 17 (1158)

jolloin ominaisfunktion normi ts. sen pituus on ykkdsen suuruinen.

Laskemalla saadaan vakioksi

2 (na)+f(ny)+f(nz)

Cogngn, = | ———— 11.59

missd f(n) =0, jos n=0 ja f(n) =1, jos n# 0. Greenin funktio on

talloin

Gw(x,xo) = Z Z Z

Nz =0ny=0n,=0

9f(n2)+f(ny)+f(n2) ¢ g (nzlmo ) cos ("ylﬂm) cos (m;w;) cos (nzm) oS <"y7ry> oS (nzm)
N y 2

Iz ly Iz

it () + (3)+ (3) = ¢

olE

7)

(11.60)

Edelld saadun Greenin funktion (11.60) avulla voidaan yhtdldiden
(11.46) ja reunaehdon (11.47) avulla mallintaa ddnikenttid kovaseindisis-
sd ja ndin ollen kaikuisissa suorakulmaisen sairmion muotoisissa tiloissa.
Aénilihteen oletetaan olevan jollakin osalla alueen reunaa ja/tai alueen
sisdlla. Vaikka ndma mallit eivdt vaimennuksen puutteensa ole kaikilta
osin fysikaalisesti realistisia, ovat ne usein kayttokelpoisia esimerkik-
si selvitettdessd adnildhteen sijainnin vaikutusta tilaan muodostuvaan

aanikenttdan.

ESIMERKKI 11.2

[Huoneen ddnikenttd.] Asennetaan kaksi kaksitiekaiutinta huoneen sei-
nélle ja alimmista bassoista huolehtiva subwoofer huoneen sisétilaan.
Kaiutinelementtien koot ja niiden jakotaajuudet pohjautuvat Genelecin
seindlle asennettavaan AIW26 kaiuttimeen ja HTS4B subwooferiin [9].
Seinddn upotetut elementit mallinnetaan mantind. Huoneen sisélla ole-
vaa subwooferia taas approksimoidaan ympérisiteilevalla pallomaisella

lihteella.

Kaksitiekaiuttimien bassoelementin halkaisija on 182 mm ja diskant-
tielementin halkaisija on 19 mm. Diskanttielementin keskipiste on n.
142 mm bassoelementin keskipisteen ylapuolella. Kaiuttimen jakotaa-
juus on 3,5 kHz. Jakosuodin ohjaa jakotaajuutta pienemmat taajuudet
bassoelementille ja jakotaajuiset ja sitd korkeammat taajuudet diskantti-
elementille. Taajuusalueen alapddssd bassoelementin toistoalueen ole-
tetaan loppuvan taajuuteen 45 Hz. Subwooferin toistoalue on vililld

18-120 Hz.
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Subwooferia approksimoidaan pallolla, jonka halkaisija on 305 mm.
Pallon sisélld lihdetermin ¢ arvo on taajuusvasteita laskettaessa 1 taa-
juusvalilld 18-120 Hz ja muilla taajuuksilla 0. Vastaavasti taajuusvasteita
laskettaessa asetetaan méntien nopeuksien arvoiksi niiden kuvaamien
elementtien toimintataajuuksilla 1 ja muilla taajuuksilla 0. zyz-koor-
dinaatisto sijoitetaan huoneeseen siten, ettd origo on kaiuttimet sisél-
tdvdn seindn vasemmassa alanurkassa ja kaiuttimet sisdltavéd seind on
TYy-tasossa.

Resonanssitaajuudet (11.56) yksindén eivit kerro vield kaikkea tilan si-
sdisestd dadnikentdstd. Lahteiden eli tassd tapauksessa kaiutinelementtien
sijainti, koko ja muoto madradvit sen, mitkd ominaistaajuudet herddvat
ja kuinka voimakkaina ne esiintyvit tilan akustisessa kentéssi. Kaiutin-
elementin synnyttamaé kenttad voidaan mallintaa yhtalon (11.46) avulla
kayttden Greenin funktiota (11.60). Oletetaan, etti kaiutinelementit ovat
alueen reunan osassa 0¢2, ja kuvataan niitd nopeusreunaehdon (11.47)
avulla. Approksimoidaan elementtejd kuvaamalla ne méntina eli kovina
ilmaa ldpaisemdttomina pintoina, joiden kaikki pisteet liikkuvat samalla
nopeudella. Eri elementtien pinnat voivat liikkua eri nopeuksilla. Sub-
woofer on alueen sisilld joukossa S eli ¢(x,w) =0, kun x ¢ S. Tilléin
yhtédlon (11.46) on

(11.61)

Oletetaan, ettd sarjat suppenevat, jolloin saadaan likimédarainen ratkaisu
korvaamalla darettomat summat darellisilla, kun summattavien termien
madrd N valitaan riittdvdn suureksi. Ensimmdinen integraali muuttuu
muotoon

N foe, (%)t (x, w)dOS

>

(2)* - k2

Yn(Xo), (11.62)

Tarkastellaan nyt summassa (11.62) esiintyvdd pintaintegraalia. Kos-
ka seindlld on kaksi elementtid, numeroidaan ne ja kdytetddn niille
jatkossa indeksid j=1,2. Kumpaakin elementtid approksimoidaan
mannilld, joiden nopeus on vakio paikan suhteen alueessa 0f2,; eli
4,,(x,w) = 1,,(w). Koska elementit ovat kiekon muotoisia, kummankin
elementin kohdalla integraali sieventyy muotoon
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/ cos | 2210 ) cos [ 7Y ) os [ 2212 iy j(x,w)dOQ
L, L, L)
Te 415 ye.j+\/m

= lipj(w) / / cos <n§m;) cos (nzﬂ'y) dydzx
x y

Fed Tl e, j= /73— (2~ 5)?

~ NyTYe,j Ter T ly NgTE \ o3 nyTy/ TJQ*(E*%,])Z d
24, ;(w) cos . i s cos | M7 ) sin | = | dx n, #0,
_ Te ;=T
- Te,j+T; 5
N ngme o — )2 _
20, ;(w) [ cos( 4 ) 3 — (r — z;)dx n, = 0.
Te,j =T

(11.63)

Edelld z.; ja y.; ovat elementin j keskipisteen koordinaatit ja r; on

. o ey _ @mitlr . oqr7 :

kyseisen elementin side. Jos =7 = Gmilm ollakin m e 7 eli
2m+1)l . .

NyYe; = %, on kyseisen integraalin arvo 0.

Kahden elementin tapauksessa yhtdlon (11.62) esiintyvéd pintainteg-
raali voidaan kirjoittaa muotoon

al Z]Ail faQZY] V(%) 1y, (X, w)dOQ

>

(o), 11.64
v (%)2 _ kTQL QZ} (XO) ( )

missd M on elementtien maird ja esiintyvit integraalit lasketaan kukin
erikseen edelld esitetylld tavalla.

Samantyyppinen tarkastelu tehddén myos tilassa olevalle lihteelle g.
Oletetaan nyt lahteen tilavuusnopeuden olevan saman koko ldhdettd
kuvaavassa joukossa. Téllgin ¢(x,w) = ¢(w), kunx € S.

Kun subwooferia kuvataan (z,,y,, 2,)-keskiselld r,-siteiselld pallolla,
voidaan sen yli laskettua integraalia kdsitelld samaan tapaan kuin edelld
olevia integraaleja pallon suhteen eli integrointi voidaan suorittaa ana-
lyyttisesti yhden muuttujan yli ja muiden kahden yli integrointi joudu-
taan suorittamaan numeerisesti. Yhtélossa (11.62) esiintyva tilavuusin-
tegraali voidaan kirjoittaa muotoon

5o I, ), (11.65)

n
()
n=0 c n

Koska ominaisarvojen (11.55) numerointi suuruusjarjestyksessa on han-
kalaa, esitetddn summaus X7 yhtéloissé (11.62) ja (11.64) indeksien 7,
n,ja n,avulla muodossa 27%:025::027%:0, missé rajat N,, N, ja NV, vali-
taan tarpeeksi suuriksi.

Edelld olevien kehitelmien pohjalta numeerisen laskennan toteutta-

minen Matlab-ohjelmalla on kohtuullisen yksinkertaista. Numeerisena
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esimerkkind lasketaan vasteet huoneessa, jossa [,=3m, [,=2,5m ja
[, = 5 m. Seindin upotetuista kaiuttimista ensimmdisen bassoelementin
keskipiste on (1 m, 1 m, 0 m) ja toisen keskipiste on (2m, 1 m, 0 m).
Subwooferia kuvaavan pallon keskipiste on (1,5 m, 0,5 m, 1 m). Kuun-
telupisteen sijainti on (1,5 m, 1,25 m, 2,5 m). Vasteet laskettiin taajuus-
alueella (0,3700] Hz. Laskennassa kaytettiin summausrajoina N, = 40,
N,=40ja N, = 40.

Kuvassa 11.4 nédkyvit eri ddnildhteiden aiheuttamat vasteet kuun-
telupisteessd ja kuvassa 11.5 vasteiden summa kuuntelupisteessimme.
Kuvista havaitaan, ettd kyseessd on todella kaikuinen tila, esimerkiksi
siledpintaisilla laatoilla kauttaaltaan laatoitettu betonirunkoinen huone.

Kaiuttimen 1 diskanttielementin vaste Kaiuttimen 1 bassoelementin vaste Kaiuttimen 2 diskanttielementin vaste

20 20

-100 -50 -100
3500 3550 3600 3650 3700 0 1000 2000 3000 3500 3550 3600 3650 3700
Taajuus (Hz) Taajuus (Hz) Taajuus (Hz)
Kaiuttimen 2 bassoelementin vaste Subwooferin vaste

40

30

20

0 1000 2000 3000 0 50 100 150
Taajuus (Hz) Taajuus (Hz)

Kuva 11.4.  Yksittdisten elementtien vasteet.
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Yhdistetty vaste kuuntelupisteessa
100 T T T T

50

L I
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Taajuus (Hz)

Kuva 11.5.  Yhteenlaskettu vaste kaikista ldhteistd.

11.8 Lopuksi

Tarkasteltiin lineaarisen aaltoyhtdlén muokkaamista Helmholtzin yhtéloksi
ja sen ratkaisua erilaisilla reunaehdoilla. Ratkaisun saamiseksi on tunnet-
tava Greenin funktio joko ominaisfunktiokehitelmén avulla tai muuten.
Ominaisfunktiokehitelmd on usein olemassa. mutta ominaisfunktioiden
lausekkeita ei tunneta kuin joissakin geometrialtaan yksinkertaisissa ti-
loissa, kuten esimerkkind tarkastellussa huoneessa. Kaytdnndssa akustinen
suunnittelu perustuu numeeristen menetelmien kayttoon. Tavallisia me-
netelmii ovat ddrellisten elementtien menetelmé (FEM) ja reunaelement-
timenetelmd (BEM), jotka soveltuvat matalille taajuuksille. Korkeammilla
taajuuksilla sdteenseuranta- tai kuvaldhdemenetelma tuottavat helpommin
tuloksia. Nillakin menetelmilld on omat rajoituksensa.
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11.9 Harjoitustehtdvid

1. Osoita, ettd Fouriern muunnos toteuttaa ehdot (11.14) ja
(11.15) kun funktiot ovat riittavan saannollisia.

2. Johda Greenin kaavat Gaussin lauseen avulla.
3. Ratkaise Helmholtzin yhtilo. (Kdy siis tarkasti ja yksityiskoh-
taisesti ratkaisun vaiheet ldvitse. Kirjoita kaikki vélivaiheet

nédkyviin. Millaisia oletuksia tarvitaan, jotta paattely alkaisi
olla matemaattisesti patevaa?)
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Harjoitusesimerkkeja

1. Lepsun jousen liikkeet

Tutki jousi-massa-vérdhtelijad, jossa jousivakio muuttuu asteittain siten,
ettd jousi on toisesta padstadn puolta 1oysempi. Kuvaile téllaisen "lerpahta-
neen” vardhtelijan toimintaa.

2. Heilurimuunnelmia
a) Mallinna seuraavan epdtavallisen heilurin toimintaa. Vaa-
kasuoraan sileddn tankoon on kiinnitetty hahlo, joka liukuu
kitkatta tankoa pitkin. Hahloon on kiinnitetty lanka ja sen
pddhédn metallipallo. Tutki heilurin liikettd, kun sen annetaan
[260] heilua tangon kautta kulkevassa tasossa. Miten malli muuttuu,
jos hahlon ja tangon vililld oletetaan olevan pieni kitka?

b) Mitd tapahtuu jos tanko on kimmoisa pajukeppi ja lanka on
solmittu kiinni sen keskelle?

c) Tassd esimerkissd kiinteddn pisteeseen on kiinnitetty lanka
ja sithen metallipallo. Lanka osuu pystyasennossa esteeseen,
joka on vaakasuorassa asennossa oleva rulla. Tall6in heilah-
duksen toisella puoliskolla lanka kiertyy rullan ympéri.

3. Muurahaiset ja hyonteiskarkote

Putkimaisen 10 m pitkdn kdytdvan toisesta padsta putken sisélle virtaa
muurahaisia nopeudella 50 grammaa/tunti. Muurahaisten liikehdintda
sddtelee kaksi lakia. Diffuusiolaki, jonka mukaan muurahaiset suuntaavat
tihedmmaisté tungoksesta harvemman suuntaan, nopeuden ollessa verran-
nollinen tiheyden gradienttiin. Toisen lain muodostaa putken toiseen paa-
hédn asetettu hyonteiskarkote. Hyonteiset kammoavat tuoksua, ja karkot-
tava vaikutus pienenee etdisyyden funktiona lineaarisesti. Miten voitaisiin
kuvata muurahaisten sijaintia putkessa?
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4. Vaurioitumislogiikka

Sy6vyttiavdd kemikaalia sisaltava astia voi vaurioitua kahdella tavalla. Astian
sisapuolelle on kiinnitetty pinnoitekalvo, joka voi syopya puhki (vaurio A)
tai astian vaipan juotosliitos voi heiketd ulkoisista syistd (vaurio B). Yhden
viikon toimintajakson aikana niiden tapahtumien todennékéisyydet ovat
P(A)=0,02, P(B) = 0,01. Vauriot tapahtuvat toisistaan riippumatta. Jos
molemmat vauriot ovat tapahtuneet (A ja B) astia alkaa vuotaa (vaurio
C). Tapahtuman (' todennakoisyys téssé tilanteessa on 0.05 yhden viikon
aikana. Kuvaa tilan kehitystd 500 viikon kdytt6idn aikana.

5. Vuotava astia heilurissa

Kimmoisan kumimaisesta aineesta tehdyn kéyden (pituus 5 m) paassa riip-
puu 200 litran vetoinen astia. Astia on tdytetty viskoosilla nesteelld (tiheys
1,0) joka valuu siiliosta ulos nopeudella 0,5 litraa sekunnissa. Astian massa
on 10 kg. Kuvaile systeemin pystysuuntaista heilahtelua.

6. Autokannan ikd

Tarkastellaan Suomen autokannan ikdjakaumaa ja sen kehitystd. Olkoon
z(k,1) vuoden i alussa oleva k-vuotiaiden autojen lukumaira ja X () iké-
jakaumavektori (z(0,1), z(1,7), 2(2,4),...,2(20,1)). Vuoden aikana & vuot-
ta tayttaneistd autoista poistuu osuus b(k) erilaisten vaurioiden takia. Ole-
tetaan, ettd kaikki 20 vuotta tdyttineet poistuvat vuoden aikana. Vuonna ¢
kdyttoon otettavien uusien autojen mairéd olkoon u (). Laadi autokannan
ikdjakauman muutosta kuvaava laskentamalli. Selvitd, milla tavalla mallilla
voitaisiin seurata ja ennustaa autojen keski-idn kehittymista.

7. Meteori

Meteori putoaa ilmakehéssd kohtisuoraan 1 000 km:n korkeudesta, ja sen
alkunopeus on 200 m/s. Meteorin massa on aluksi 10 000 kg, ja se menet-
tdd massaa pudotessaan ilmakehén kitkan vaikutuksesta 60 kg sekunnissa.
Ilmakehén vastus kasvaa tasaisesti ilman tiheyden kasvaessa. Oletetaan,
ettd vastuskerroin on 10-kertainen maanpinnalla ldhtdtasoon nahden.

8. Solun elinkaari

Biotekniseen prosessiin osallistuvalla pienelilld on nelja perakkaista ke-
hitysvaihetta: A, B, C, D seki kuolemaa merkitsevé lopputila E. Yhden
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vuorokauden aikana solu siirtyy vaiheesta A, B, ja C seuraavaan toden-
nédkoisyydelld 0,1. Vaihe B on kriittinen ja siihen tullut solu kuolee vuoro-
kausijakson aikana todennikaisyydelld 0,5. Vaiheeseen D kehittynyt solu
kuolee samoin todennikdisyydelld 0,5. Alussa soluja on 10 000 yksikkod,
kaikki vaiheessa A. Kuvaa eri vaiheissa olevien osuuden kehitysta.

9. Korroosiotulppa

Nestesdiliossd (sisdlto 2 000 kg) oleva liuenneen hapen madrd kasvaa ta-
saisesti ajan mukana. Tama happi aiheuttaa séilion seindmissa korroosio-
ilmion, sdilion seindméidn alkaa muodostua hapettunut kerros. Reaktion
nopeus on suoraan verrannollinen nesteen happipitoisuuteen. Toisaalta
syntyvé hapettunut kerros “suojaa” metallia, reaktion nopeus alkaa hidas-
tua (tietystéd alku-nopeudesta) korroosiokerroksen kasvaessa. Tehtavini on
kuvata korroosiokerroksen paksuuden Y(#) muutosta.

10. Styroxmuru uima-altaassa

Ampirillinen styroxmuruja heitetdén tyynen uima-altaan pintaan. Tehti-
viand on luonnostella matemaattinen malli, joka selittdd murujen levidmis-
kuviota ajan kuluessa. Miten selittyy se, ettd paikallinen kasa ennen pitkaa
levidd laajalle? Muuta seuraavaksi tehtdvai niin, ettd murut heitetdan hil-
jalleen virtaavaan jokeen.

11. Ketju

Maahan on laskettu pitka ketju. Sen toista paita nostetaan maasta, jolloin
suurempi osa ketjusta vihitellen irtoaa alustasta. Mallinna ketjun muoto.
Pyri kuvaamaan myds irtoamiskohdan eteneminen.

12. Vesi ja pressukatos

Ulkoilmassa on ympyran muotoinen kangaskatos, reunoistaan kiinnitetty-
nd, side 10 metrid. Sateen jélkeen katolle on kerddntynyt 1 000 litraa vetta.
Millaisilla yht&loilla kalvon muotoa voisi kuvata?

Tdssd yksiulotteinen vastine. Tasalevyinen (20 cm) nauha on piistadn
kiinnitetty siten, ettd se riippuu kahden pystysuoran lasiseindn vilissd.
Nauhalle kaadetaan liukkaita pienié lasihelmis, jolloin se painuu notkolle.
Oletetaan, ettd helmien vilinen kitka on niin pieni, ettd niiden yldpinta
asettuu tasoksi. Johda nauhan muotoa kuvaava yhtélé. Nauhan pituus on
5 m, kiinnityskohtien vili on 4,4 m ja nauha oletetaan venymattomaksi.
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13. Patjan tamppaus

Polyistd patjaa puhdistetaan lyomalla sitd ulkosalla vaakasuoralla telineelld
metrin mittaisella suoralla esineelld. Selitd ja kuvaa erilaisten lyontivélinei-
den dynamiikkaa: suora harjanvarsi, pajukeppi, jousiterdspiiska, kdysi, kumi-
letku, lyijyvaippakaapeli, ketju. Pohdittavana on erityisesti se, milla tavalla
yksiulotteisen esineen “materiaalin” erilaiset tyypit tulisi mallissa kuvata.

14. Lammoénsiirto tuntemattoman levyn lipi

Levyn sisdosa on tuntematonta materiaalia. Mitataan lampdvuo sy6ttamal-
14 erilaisia “ldmmitysohjelmia” ja mittaamalla seindn takaa lipi mennyt
lampo. Voidaanko sisdosan materiaaliominaisuuksia ndin paljastaa (joh-
danto inversioprobleemaan)? Enté jos tuntematon sisdosa korvataan yksin-
kertaisemmalla oletuksella: Seindmén sisélld on tuntemattomassa kohdassa
eristekerros ja seindmén ja/tai eristeen k-arvo on tuntematon?

15. Lonksuva ratas

Kymmenkulmion muotoisen rattaan sarmén pituus on 10 cm. Ratas lepaa
50 cm:n levyisen vaakasuoran hyllyn keskelld. Rattaaseen kohdistuu sa-
tunnaisia sysdyksid (tuuli, mekaanisia toytdisyjd jne.), jotka saavat rattaan
lonksahtelemaan paikaltaan kohtisuoraan kohti hyllyn reunaa. Yhden mi-
nuutin aikana mahdolliset tapahtumat ja niiden todennékoisyydet ovat

1 askel eteen tn 0,25 1 askel taakse tn 0,20
2 askelta eteen tn 0,06 2 askelta taakse tn 0,04
o askelta tn 0,45

Kuvaile sopivalla mallilla rattaan liikkeitd ja hyllylla pysymistd 10 minuutin
mittaisen jakson aikana.

16. Torakkaepidemia

Neljan omakotitalon poistovesiputket kytkeytyvit viemériverkkoon siten,
ettd muodostuu nelikulmiorakenne ABCD. Viemiriverkko mahdollistaa
ikavan haittaotokan levidmisen talosta toiseen, nelikulmion sivuja pitkin.
Otokit vaeltavat satunnaisesti siten, ettd yhden vuorokauden kuluessa
4 prosenttia kussakin solmussa olevista monkijoista siirtyy naapureihin,
2 prosenttia kumpaankin suuntaan. Aloitushetkelld vain A-solmussa on
1 000 yksilon suuruinen esiintymi. Kuvaa populaation levidmista 30 péi-
van jaksolla.
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17. Huokoinen seindmdi sdiliossd

Kuution muotoisessa (sairma 1 metri) nesteséiliossa on huokoinen seina,
jonka ldpi neste tihkuu toiseen samankokoiseen tilaan. Tihkuvirtauksen
voimakkuus on suoraan verrannollinen nestepintojen korkeuseroon seina-
man eri puolilla. Jalkimmaisestd astiasta haihtuu lisdksi nestettd 150 g/tunti.
Kuvaile nestepintojen muutosta.

18. Kondensaattori ja kumilanka

Levykondensaattorin vaakasuorien levyjen pinta-ala on 10 cm” ja vili-
matka 5 mm. Ylempi levy on tuettu kiintedsti, alemmassa riippuu 50 g:n
punnus. Tutki, voiko punnus kellua kondensaattorin varauksen synnytti-
mén Coulombisen voiman varassa. Selvitd, miten systeemi kéyttaytyy eri
suuruisilla varauksilla. Entd jos alempi levy on kiinted ja ylempi riippuu
kumilangan varassa?

19. Jatevedenpuhdistamo

Biologiseen jitevedenpuhdistamoon valuu tiettyd vahingollista jétettd
nopeudella 0,6 kg tunnissa, jitteen massa = y(t). Valuma-altaassa on
mikrobikasvusto, massa z(t), joka havittad jatetta kayttamalla sitd ravin-
teenaan. Téssd prosessissa y:n maird vihenee nopeudella 0,01z(¢)y(t) ja
mikrobikasvuston maéré z kasvaa 0,008z(t)y(t) tunnissa.

Mikrobipopulaatio vihenee myos itsestddn kuolemisen ja virtauksen
aiheuttaman poishuuhtoutumisen ansiosta. Vihenemisnopeus on 20 pro-
senttia populaation massasta tunnissa. Aloitushetkelld y:n méérd on 40 kg
ja mikrobipopulaation massa on 0,5 kg. Mallinna systeemin toiminta ja
simuloi sen kayttaytymista.

20. Saostuminen

Jarven syvyys on 10 m ja sen veteen on liettyneend hyvin hienojakoinen
saviaines tasaisesti jakautuneena 4 g/litra. Savihiukkaset alkavat valua kohti
pohjaa, hiukkasten vajoamisnopeus riippuu lietteen tiheydestd. Vapaassa
vedessd hiukkanen vajoaa keskiméairin 0,1 cm/s. Lietteen sakeuden kas-
vaessa hiukkasten nopeus alenee. Tutki saostumisprosessia

1. olettaen lineaarisesti pienenevd vajoamisnopeus

2. kokeilemalla harkitsemaasi epélineaarista mallia.
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21. Lattialdmmitys

Lattialaatan paksuus on 10 cm ja sen alapintaan on kiinnitetty ohut vastus-
kalvo lattialimmityksen jirjestaimiseksi. Vastus kytkeytyy péille, kun laatan
pinnan lampdatila putoaa 16 asteeseen, ja vastus kytkeytyy pois paaltd, kun
pintaldampétila on noussut 21 asteeseen. Vastuksen antama lammitysteho
on 50 W/m’. Tee sopivat oletukset limmonjohtavuudesta, reunaehdoista
jne., ja kuvaa jarjestelmén toimintaa.

22. Huojuva taakka nosturissa

Nosturin vaijerin pituus on alussa 40 m ja siind riippuu 200 kg:n taakka.
Nosturi kelaa vaijeria sisddn nopeudella 0,4 m/s. Kuvaa taakan huojuntaa
olettamalla heilahduksien tapahtuvan 2D-tasossa.

23. Lautan stabilointi

Kanavassa, jonka leveys on 20 m, kelluu lautta, jonka leveys on 10 m ja
massa 10 tn. Lautan vaakasuuntaisten liikkeiden stabiloimiseksi kanavan
laidoista ponttonin keskikohdan korkeudelle molemmille puolille on kiin-
nitetty 6 metrin pituinen ketju ja ketjun keskikohtaan betonipaino. Laadi
systeemin toimintaa kuvaava malli ja tutki sen ominaisuuksia, kun betoni-
painojen massa on 200 kg tai 500 kg. Tutki myds, miten veden vaimennuk-
sen huomion ottaminen muuttaisi mallia.

24. Marakatti ja bambu

Sirkusakrobaatti kannattelee kimmenellddn 5 metrin mittaista kevyttd
jaykkaa ruokoa, jonka padssi keikkuu 3 kg painava marakatti. Pellen tar-
koituksena on pitda marakatti tasapainossa liikuttelemalla kepin alapaiti
sopivasti. Johda akrobaatin ongelmaa koskeva systeemimalli. Oleta liikkeen
tapahtuvan tasossa.

25. Tankit ja nestetasot

Kemiallisessa prosessilaitoksessa tapahtuvassa nestekierrossa valvotaan kah-
den viliputkella yhdistetyn tankin nestetasoja ja niiden muutoksia. Johda
tilannetta kuvaava systeemimalli. Tutki, syntyyko systeemiin tasapainotila
(vakionestepinnat). Miten systeemi reagoi, jos poikkeamien sattuessa sisadn
menevaa virtausta ¢; = u(t) ohjataan tankista 2 ulos menevén virtauksen
¢» = v(t) muutoksia seuraten kaavion u(t) = u, — a(v(t) — v,) mukaisesti?

[265]
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26. Liukuva holkki ja tanko

Pneumaattisen sylinterin poikkipinnan ala on 20 cm”. Vaakasuorassa ole-
van méannin massa on 4 kg ja siihen liittyy palauttajajousi, jonka jousivakio
on k= 20 N/m. Mannén varsi ulottuu sylinteristd ulos ja sithen kiinnittyy
massiivinen liukuva holkki, jonka massa on 6 kg. Akselin ja holkin vélinen
(viskoosikitkan) kitkakerroin on m = 0,8 Ns/m. Sylinteriin tyéntyva ilman
tilavuusvirta on muotoa ¢(t) = at + b sin(wt). Johda systeemin toimintaa
kuvaava malli. Miten malli muuttuu, jos holkin kitka oletetaan coulombi-
seksi, voimakkuudeltaan 2 N?

27. Reaktorin kinetiikka

Kemialliset yhdisteet A ja B reagoivat keskenddn kaavion A + B — AB
mukaisesti. Reaktionopeutta kuvaava kineettinen vakio £ = 0,3 /hmol. Yh-
diste A on haihtuvaa laatua ja sitd havidd reaktioastiasta puoliintumisajan
ollessa 2 h. Yhdistettd B lisdtddn reaktoriin 0,2 mol/h. Kuvaa reaktorisystee-
min toimintaa, kun alkutilassa yhdisteen A méard on 10 mol ja B:n méara
2 mol. Kolmen tankin ja viliputkien muodostamassa systeemissi tankissa
1on 1 000 litraa vakevda happoa, joka alkaa valua tyhjadn tankkiin 2. Tan-
kissa 3 on 1 500 litraa puhdasta vettd, ja sitd aletaan pddstdd samanaikai-
sesti tankkiin 2 viéliventtiilin kautta. Tankissa 2 voidaan katsoa tapahtuvan
nopea sekoittuminen. Johda nestepintojen tasoa kuvaava systeemimalli ja
seuraa myos hapon viakevyyden muutosta tankeissa 2 ja 3.

28. Asuintalon ldimpohukka

Asuintalo koostuu kahdesta huoneesta. Huoneessa 1 on lammityselement-
ti. Sithen tulevaa sahkotehoa ohjataan huoneessa 2 olevan tuntoelimen
mukaan periaatteella W(¢) = 200 - 20(u(t) —10) (wattia). Yhden viikon
aikana ulkolampétilan vuorokausikeskiarvo nousee tasaisesti 5:sta 10 as-
teeseen, vuorokausivaihtelun amplitudi on 10 astetta. Johda malli talon
molempien huoneiden lampétilojen kehitykselle. Huoneiden lampdokapa-
siteetit C'1, 2, ulkoseindn ldmpdvastus R ja huoneiden vilisen seindn
limpdovastus R1 ovat tarvittavia vakioita, joille tulisi etsid arvot rakennus-
alan kirjallisuudesta.

29. Tanko ja naru

Jaykka, kevyt, 2 metrid pitkd vipu on akseloitu seinddn. Vivun padhin on
kiinnitetty 4 metrid pitkd koysi. Kdyden vapaata pditd pyritddn pitdmaan
tasaisella kireydelld ja sita liikutetaan pystysuoran liikkeen ollessa u = u(t).
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Johda systeemin reaktio eri suuruisille taajuuksille. Kokeile my6s useam-
man sinivardhtelyn yhdistelmaa.

30. Sumea heiluri

Tavallinen jousi-massa-yhdistelmd muodostaa heilurin, jonka fysikaalinen
malli on tunnettu. Oletetaan, ettd jousivakio tunnetaan vain epamaériises-
ti, samoin heilurin vaimennuksen aiheuttama viliaine. Nama kaksi fysi-
kaalista parametria tiedetddn vain sumeina lukuina. Pohdi, mita voitaisiin
kertoa heilurin liikkeista.

31. Digitaaliset hyonteiset

Luodaan kaksi populaatiota piste-olioita, jotka liikkuvat tasossa kahden
erilaisen motorisen profiilin mukaisesti. Populaatiot kuvaavat kahden eri
hyonteislajin poikasia, jotka pienind nédyttaytyvat liilkkuvina mustina pis-
teind. Tehtdvdnd on luoda systeemi, joka tunnistaa ja luokittelee hyonteis-
lajin sen liikuntatavan perusteella. Sen tulisi erottaa torakan pojat ja ko-
timuurahaiset toisistaan. Alkuosa muodostaa itsendisen tehtdvan. Miten
muodostaa simulointitarkoitukseen kaksi erilaista liilkkumisen tavaltaan
poikkeavaa hyonteislajia?
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virtaus 45

polymeeri 27
potentiaali 180
problem

assignment 68
knapsack 56
transportation 60
traveling salesman 57
TSP 57

prosessi

puu

laskenta- 98

Poissonin 99
riippumattomien lisdysten 98
stationaaristen lisdysten 99
stokastinen 93

sdito 24

tehdas 27

63

diagrammi 90

kuivaus 36

minimaalinen virittava 63
virittdva 63

paatos
avaruus 53
teoria 19
R

rajakerros 231
ratkaisu

aaltorintama- 235
Kiypa 53
optimi 53
similariteetti- 235

reaktori 266
reunaehto

Dirichletn 242,245
Neumannin 242

Neumannin epdhomogeeninen 242, 245

Neumannin homogeeninen 245

riski 38

ennuste 38
teoria 19
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saostuminen 264
satunnaiskavely 94
sedimentoituminen 37
simulointi 11
singulaarinen hairio 231
skenaario 38
slurry 31, 37
solmu 62
kauttakulku- 65
kohde- 65
lihde- 65
solmu-kaari-matriisi 67
solu 261
sosiaalitieteet 19
splini 23
kuutio 83
luonnollinen 84
pakotettu 84
Stokesin yhtélo 199
sumean logiikka
BL-algebra 133
BL-logiikka 133
Godel-logiikka 133
JOS-NIIN-pdittelysadntd 136
jasenyysfunktio 134
Lukasiewicz-logiikka 133
sumea (osa)joukko 134
sumea pédttelyjarjestelméa 136
sumea samuus 135
sumeat joukot 132
sadntokanta 138
tulologiikka 133
synapsi 116
systeemi 40
diskreetti 40
Hamiltonin 181
identifiointi 123
jatkuva 42
stokastinen 40
tasapainotila 40
sdilymislaki 181
Clausiuksen ja Duhemin epi-
yhtils 195
energian 194
kulmaliikemaédran 194
liikemédaran 193, 240
massan 193, 240
termodynamiikan II padsdanté 195
virtauksen 65

tanko 266
tarjonta 65
tasapainopiste 172
asymptoottisesti stabiili 172
hyperbolinen 173
tasapainovektori 92
teknologiasiirto 24
tekstiiliteollisuus 32
teollisuusmatematiikka 24
teoria
interpolaatio- 23
kaaos- 105
peli- 19
paatos- 19
riski- 19
tietoliikenne 22
tila
avaruus 93, 166
diagrammi 90
vektori 91
yhtils 199
tomografia 22
tuotannonohjaus 24

U

universaali approksimaattori 121

\%
validointi 11, 13
Vandermonden determinantti 78
vauriologiikka 261
venymatensori 197
verkko 65
hybridi- 42
monikerros- 117
neuro- 115
rekurrentti 116
sdteittdisiin kantafunktioihin perustu-
va 118
yleistetty 68
videosignaali 32
virtaus 65
linkki- 46
polku- 45
putkisto- 31
visualisointi 24
viliaika (Poissonin prosessi) 100
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Y yleistetty

yhtélo kaari 69
Helmholtzin 245 verkko 68
Helmholtzin homogeeninen 247 ympiristonsuojelu 33
lampo- 203
Stokesin 199 A
tilan- 199 ddnen nopeus 240

aanilahde 243
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